O teorema do homomorfismo

(A) Sejam E, F' ELCs Hausdorff e w € L(E,F). Dizemos que u é um
homomorfismo se dado U aberto em E entao u(U) é aberto em u(E). Equi-
valentemente, u é um homomorfismo se a aplicacdo uf : F /keru — F
induzida por u define um isomorfismo topoldgico entre E/keru e u(F).

(B) Se E, F sao ELCs Hausdorff e se u € L(E, F') entao

(ker u)® = tu(F"),

fecho em o(E', E).

Basta verificar que ‘u(F’)° = keru (teorema do bipolar). Uma vez que
"W(F'y={fou: f € F'} segue que x € u(F’)° se, e somente se, f(u(x)) =
para todo f € F', que ¢é é equivalente a u(z) = 0 (teorema de Hahn-Banach).

]

(C) Valem também as igualdades, quaisquer que sejam A C E B C F":
u(A)° = ('u)7H(A%), "w(B)° = u"(B°).

(D) Teorema do homomorfismo (Grothendieck): Se E, F sao ELCs
Hausdorff e se u € L(E, F) entao u é um homomorfismo se, e somente se,
valem as duas propriedades seguintes:

1. 'u(F") é o(E', E)-fechado;

2. Se M C ('u)(F’) é equicontinuo em E’ entao existe N C F' equi-
continuo tal que M C (‘u)(N).

Assuma que u é um homomorfismo e tome x, pertencente ao fecho de 'u(F")
em o(E', E). Entao por (B) temos que z{, se anula sobre o kernel de u. Fica
entao bem definida a aplicacao linear

(:u(E) =K, L(u(r)) = z5().

Provemos que ¢ é continua, quando u(F) é munida da topologia induzida
por F. De fato, seja ¢ > 0. Entao U = {x € E : |(z),x)| < ¢} é uma
vizinhanga de 0 em E e portanto u(U) é uma vizinhanca de zero em u(E)
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e [{] <eem u(U). Pelo teorema de Hahn-Banach o funcional ¢ se estende
a um elemento y, € Fy. Agora 'u(yy) = yyou = £ ou = x, e portanto
z) € u(F’). Assim vale (1). Tome agora M como em (2) e seja V € ®g(0)
tal que M C V°. Como u é um homomorfismo existe um tonel W € ®(0)
tal que W Nu(E) C u(V). Logo,

Vtkeru=u"(u(V))Du*(Wnu(E)) =u (W) ="uW°°,
ja que W é um tonel. Entao

M u(FYNVY = (keru)° NV C (keru + V)° " u(W°)°°.

Finalmente, com W° é fracamente compacto em F’ (Teorema de Banach-
Alaoglu-Bourbaki) segue que ‘u(WY) é fracamente compacto, e portanto
fracamente fechado em E’. Consequentemente ‘u(1W°)°° =" «(WW°) e (2) fica
provada, com N = W°.

Precisamos agora demonstrar que (1)4(2) implicam que u é um homomor-
fismo. Para isto precisamos mostrar que dada V) € ®p(0) existe W €
¢r(0) tal que W Nu(E) C u(V;). Considerando a aplicacdo candnica
IT: E — E/keru existe um tonel V3 € ®p/yery,(0) tal que Vo C II(V).
Entao V = IT"1(13) € ®5(0) é um tonel em E que contém keru. Se mos-
trarmos que existe W € ®x(0) tal que W Nu(FE) C u(V) entao

WNnu(E) CuV) Cu(lr)
ja que dado x € V existe y € V; com =z — y € keru.

Seja M = V°. Entao M é equicontinuo em E’ e também M C (keru)°® =
tu(F") por (1). Por (2) existe N equicontinuo tal que V° C ‘u(N). Seja
W € ®p(0) um tonel tal que N C W°. Entao W C N° donde

u H(W) Cu M (N°) = fu(N)° CV
onde usamos (C) e o teorema do bipolar. Logo
W Nnu(E) Cu(V)
e o teorema estd demonstrado. L

(E) Se E, F sao ELCs Hausdorff e se u : E — F' ¢é linear dizemos que u é
um homomorfismo fraco se u : E, g gy — Fy(p ) ¢ um homomorfismo, isto
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é, u € L(Eyg ), Forry) e u: £ — u(F) é uma aplicagao aberta para as
topologias fracas.

(F) Seja v € L(E,g,p), Forr)). Entao u é um homomorfismo fraco se,
somente se, ‘u(F") é o(E', E)-fechado.

Por (D) se u é um homomorfismo fraco entao 'u(F’) é o(E’', E)-fechado.
Reciprocamente, seja U € ® EU(EA,E’)(O)' Queremos mostrar que existe W €
(I)FU(F,F') tal que

WNnu(E) CuU).

Como em (D) podemos assumir que U é um tonel e que keru C U. Temos
U° C (keru)® =" u(F’), onde a tltima igualdade segue da hipétese. Além
do mais, U? é um conjunto convexo equilibrado e fechado contido em um
subespaco de dimensao finita de E’ e portanto existem 2/, €' u(F"), j =

j
1...,k, tais que UY estd contido na envoltéria convexa equilibrada K de

{z},..., 7} Entdo Uy = K° = {z € E : [(z,x)] < 1,j = 1,...,k}
estd contido em U pelo teorema do bipolar. Tomemos agora y; € F” tais
que ‘u(y;) = a5, j = 1,...,k, eseja W = {y € F: [{yj,y)| < 1}. Se
y € WNu(E) entdao y = u(x) para algum z € E e também |(y;,y)| =
[y}, u(z))| = [z}, 2)| <1, j=1,...,k, o que implica y € u(Up) C u(U). O
resultado esta demonstrado. ]

(G) Sejam G, H dois ELC’s Hausdorff, com G metrizavel. Sejav: G — H
linear e suponha que v : Gyqay — Hymm) seja continua. Entao v €
L(G,H).

A demonstracao se da por contradicao. Seja {U,} C ®;(0) um sistema
fundamental enumeravel de vizinhancas de 0 , com U, C U, para todo n,
e suponha que exista V € ®x(0) convexa e equilibrada tal que v=1(V) ¢
(1/n)U, para todo n. Entdo existird uma sequéncia em {z,} em G tal que
nx, € U, mas v(zx,) € V para todon € N. Como nz, — 0 segue que {nz,}
¢ limitada em G e consequentemente {v(nxz,)} serda o(H, H')-limitada em
H. Pelo teorema de Mackey segue que {v(nzx,} é limitada em H e assim
existird p > 0 tal que nv(z,) € pV para todo n € N. Tomando n > p
obtemos v(z,) € (p/n)V C V, que é uma contradigao. O

(H) Se E e F sao espacos de Fréchet entao u é um homomorfismo se, e



somente se, u(F) é fechado em F.

De fato, se u ¢ um homomorfismo entdo u(E) = u*(E/ker u) é completo em
F e, reciprocamente, se u(FE) é fechado em F' entao u(E) é um espago de
Fréchet e portanto u : F — u(E) é uma aplicagdo aberta. ]

(I) Teorema do homomorfismo para espagos de Fréchet: Se E e F
sao espagos de Fréchet e se u € L(E, F') entao sao equivalentes:

1. u é um homomorfismo;
2. u(FE) é fechado em F;
3. "u(F") é o(FE', E)-fechado.

Em (H) foi provada a equivaléncia entre (1) e (2) enquanto que (1) = (3)
segue de (D). Provaremos (3) = (1) primeiramente assumindo u injetora.
Uma vez que L(E, F) C L(Eyg gy, Fyrr)) (Exercicio A da Lista 5) segue
de (3) e de (F) que u é um homomorfismo fraco e portanto que ue : £ —
u(F) tem uma inversa continua para as topologias fracas. Por (G) esta
inversa é continua, e portanto u ¢ um homomorfismo.
Para o caso geral considere u* : E/keru — F como em (A). Para aplicar
o que acabamos de provar precisamos verificar que uf(F') = (E/keru)
(uma vez que u* é injetora). Mas observe a existéncia de um isomorfismo
(algébrico) canonico

A:(E/keru) — (keru)°
definido por A\(f*) = f* o II. Como A~'(u(F")) =' u*(F') segue de (3) nossa
afirmacao, o que conclui a demonstracao do teorema. ]
Corolario Se E e F sao espacos de Fréchet e se u € L(E, F) entao u é
sobrejetora se, e somente se, ‘u é injetora e 'u(F") é o(E', E)-fechado.

Em virtude do teorema que acabamos de provar basta mostrar que u(FE)
é denso em F se, e somente se, ‘u é injetora. Mas é uma consequéncia do
Teorema de Hahn-Banach que u(F) é denso em F se, e 86 se, todo f € F'
que se anula em u(FE) se anula em F; mas f se anula em u(FE) se, e s6 se,
fou=0,isto é, f € ker'u. ]

(J) Daremos agora uma outra caracterizacdo para a sobrejetividade de
aplicacoes lineares entre espacos de Fréchet. Primeiramente observamos que
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da nossa demonstracao do teorema da aplicacao aberta podemos concluir a
validade do seguinte resultado:

— Sejam E um espago de Fréchet, F' um ELC metrizavel e u € L(E, F).
Suponha que para toda V- € ®g(0) vizinhanga equilibrada e convexa tem-se
u(V) € ®p(0). Entao u é sobrejetora.

Com o auxilio deste resultado podemos demonstrar:

Teorema. Sejam FE,F espacos de Fréchet e w € L(FE,F). Suponha que
u(F) seja denso em F. Sao equivalentes:

1. u(E) = F;

2. Dada {y;} C F', se {'u(y})} ¢é fortemente limitada em E' entao {y;} ¢
fortemente limitada em F".

Demonstragao. (1)=(2): Seja {y;} C F’ tal {*u(y})} ¢ fortemente li-
mitada em E’. Entao {u(yj) : j > 1} é equicontinuo e portanto existe
V € &y(F) tal que {*u(yj) : j > 1} C V°. Pelo teorema da aplicagao aberta
existe W € ®p(0) tal que W C u(V). Mas entdo {y; : j > 1} C W°e
portanto {y:} ¢é fortemente limitada em F".

(2)=(1) Suponha que u nao seja sobrejetora e seja {W,} um sistema fun-
damental de vizinhancas da origem em F' formado por tonéis. Entao pelo
lema acima existe V' € ®g(0) equilibrada e convexa tal que W; ¢ u(V') para
todo j > 1. Pelo teorema do bipolar obtemos entao u(V)° ¢ W?. Logo para
cada j > 1 existira y; € u(V)° tal que y; & W?. Mas entao ‘u(y}) € V° para
todo j > 1 mas nao existe W € ®p(0) tal que y; € W° para todo j > 1. A
demonstracao esta completa. 0

Caracterizacao dos subconjuntos convexos fracamente
fechados no dual de um espaco de Fréchet

Nas aplicagoes do teorema do homomorfismo enunciado em (I) é impor-
tante, portanto, obter uma caracterizacao dos subespacos do dual de um
espaco de Fréchet que sao fracamente fechados. Assim, o seguinte resultado



¢ fundamental:
(K) Sejam E um espago de Fréchet e S C E' convexo. As propriedades
seguintes sao equivalentes:

1. S é o(F', E)-fechado;

2. Dada V€ ®5(0) entao V° NS é o(FE', E)-fechado;

3. Existe um sistema fundamental enumeravel {U,} de vizinhangas da
origem em E, U, C U, tal que U° NS é o(E’, E)-fechado para todo
n € N.

Uma vez que V° é o(E’, F)-compacto, qualquer que seja V € ®g(0) (te-
orema de Banach-Alaoglu-Bourbaki), vemos que (1)=(2) enquanto que
(2)=(3) trivialmente. Temos entdo que demonstrar que (3)=(1), o que
serd feito apds provarmos alguns resultados preliminares.

(L) Sejam E um espago de Fréchet e K C E compacto. Entao Conv(K) é
compacto.

Como E é um espac¢o métrico completo basta mostrar que Conv(K) é to-
talmente limitado, isto é, basta mostrar que dada V' € ®p(0) existe A C £
finito tal que

Conv(K) C A+ V.

Tomemos entdao W € ®p(0) convexa tal que W + W C V. Como K é
totalmente limitado existe A; C FE finito tal que K C A1+ W. Se x €
Conv(K') podemos escrever

x:Z/\jxj, ijK, )\jZO, Z)\le
j=1 j=1

Escrevendo z; = y; + 2z, com y; € Ay, z; € W obtemos z = y + z, onde

y—Z)\ijEConvAl z—z/\zJEW

7=1

uma vez que W é convexo. Provamos entao que Conv(K) C Conv(A;)+W.
Agora, como Conv(A4;) é compacto, existe A C F finito tal que Conv(4;) C
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A+ W, donde Conv(K) CA+W+W C A+V. O

(M) Como consequéncia de (L) concluimos que no dual de um espago de
Fréchet as topologias ¢(E’, F) (da convergéncia uniforme sobre os compactos
de E) e y(F', E) (da convergéncia uniforme sobre os compactos convexos
de FE) coincidem.

(N) Seja agora £ um ELC Hausdorff. Como a envoltéria equilibrada de
um conjunto compacto é compacta (afirmacao vélida em qualquer EVT)
v(FE', E) coincide com a topologia da convergéncia uniforme sobre os con-
juntos convexos equilibrados e compactos de E; tal classe esta certamente
contida na classe de todos os convexos, equilibrados e fracamente compac-
tos, donde concluimos que (E;) = (E). Assim, quando E é Fréchet,
(E!) = (E.)" e, portanto para um conjunto convexo S C E’, temos que S é
o(E', E)-fechado se, e somente se, S é ¢(E’, F)-fechado.

(O) Passaremos agora a demonstracao da implicagao (3)=(1) em (K). Para
tal temos que mostrar que se S é convexo em E’ e se SNUY é o(E', E)-
fechado para todo n € N entdao E'\ S é ¢(F', F)-aberto. Seja 2’ € E \ S;
temos que provar que existe K C FE compacto tal que (2' + K)N S = 0.
Nao hé perda de generalidade em assumir que 2’ = 0.

Tomamos Uy = E. Vamos mostrar a seguinte propriedade:

e Existe uma sequéncia B,, C U, de conjuntos finitos tais que

U'nBiNn---NB_ NS=0, n>1.

Assumamos, primeiramente, provada a existéncia de tal sequéncia {B,}.
Seja B = UB,,. Entao

(GUQQB°> Nns c GUﬁmen---mBg_mS:@

Agora | J,~, U? = E' e portanto B°NS = ). Como B é enumerével, podemos
considerar B como a imagem de uma sequéncia em FE convergindo a zero.
Logo K = BU{0} é compacto em FE e seu polar é disjunto de S.

Para concluir a demonstracao devemos mostrar a existéncia da sequéncia
{B,} satisfazendo as propriedades requeridas. Primeiramente By: uma vez
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que UP NS é fracamente fechado e 0 ¢ UPN.S podemos tomar By C E finito
tal que Up N ByN S = 0.

Sejan > 1 e suponhamos agora que By, ..., B, 1 tenham sido determinados
mas que seja impossivel determinar B,: isto significa que dado qualquer
subconjunto finito B C U, temos C N B® # (), onde C' = U?,; N By N
---NBy_; NS é fracamente compacto. Considere F a colecao de todos os
subconjuntos limitados de U, e defina Ky = C N B° se B € F. Entao
{Kp} forma uma cole¢do de subconjuntos compactos de C'; além do mais
se By,...,By € Fentao K N...N K, = CN(ByU---UBy)° é nao
vazio. Mas entao (\per Kp # 0, isto 6, CN(UF)° = CNUY # 0. Como
U C U2, concluimos entao que UY N B{ N ---N BS_, # 0, o que contraria
nossa hipotese de inducao. ]



Resolubilidade de ODPL’s com coeficientes constantes

Seja P(D) um operador diferencial parcial linear em RY com coeficientes
constantes, ndo identicamente nulo. Seja, também, Q C RY aberto.

(P) A aplicagao P(D) : C*(2) — C*>(f)) é sobrejetora se, e somente se, 2
é P(D)-convexo, isto é, se dado K C ) compacto existe Ky C {2 compacto
tal que se ¢ € C°(Q) é tal que supp P(—D)¢ C K entao supp ¢ C K;.

No exercicio A da Lista 3 o estudante foi convidado a demonstrar que a
sobrejetividade de P(D) : C*(Q2) — C*°(Q2) implica que €2 é P(D)-convexo.
Provaremos agora a reciproca.

(Q) Dado P(D) (nao identicamente nulo) sempre existe uma solu¢ao fun-
damental para P(D), isto é, existe E € D'(RY) tal que P(D)E = 4, a
distribuicdo de Dirac na origem de RY. Este é o celebrado teorema de
Malgrange-Ehrenpreis.

(R) Assuma que o aberto €2 é P(D)-convexo. Dado K C €2 compacto existe
Ky C Q compacto tal que se p € E'(2) satisfaz supp P(—D)u C K entao
supp it C Kj.

De fato dado K C € compacto seja § > 0 tal que Ks = {x € RY :
dist(z, K) < §} C Q e tome K; como na definicdo de P(D)-convexidade
correspondente agora a Ks. Seja u € £'(2) com supp P(—D)u C K. Entao
as usuais regularizagoes satisfazem p. x u € C'2°(€2) e supp P(—D)(p-* p) C
K para 0 < € < g suficientemente pequeno. Mas entao p- * ;4 tem suporte
contido em K para 0 < € < gp. Como p. x 4 — 4 concluimos finalmente
que supp u C Kj. ]

(S) Vamos considerar P(D) como um operador linear continuo do espago de
Fréchet C*°()) em si mesmo. Para concluir sua sobrejetividade utilizaremos
o corolario enunciado em (I): bastard mostrar que P(—D) : £'(Q) — £'(Q)
¢ injetora e que P(—D)E&'(Q2) é fracamente fechado em £'(2). Note que se
pe &E(Q) étal que P(—D)u = 0 entao, tomando a solugao fundamental
E* € D'(RY) de P(—D), obtemos p = pux 6 = ppx P(—=D)E* = (P(—=D)p) *
E* = 0. Assim, para concluir a demonstracao do resultado enunciado em
(0), devemos mostrar que P(—D)E'(?) é fracamente fechado em £'(2) ou,
pelo resultado enunciado em (K), que a P(D)-convexidade implica a seguinte



propriedade:
(&) Se K C Q é compacto e se

U={ypeC*):C Z sup |0“y| < 1},

|af<m

onde C' > 0 em € Z,, entao U° N P(—D)E'(QQ) é fracamente fechado
em E'(Q).

Note que entao que U° é o conjunto de todas v € £'(§2) tais que

p() <C Y swployl, v e C (@)

al<m

Em particular se v € U° entao supprv C K e a ordem de v é < m. Por (R)
existe K1 C € compacto tal que se P(—D)u € U° entao supp u C Kj. Além
disto, uma vez que pu = E* x P(—D)pu, se tomarmos xy € C®(Q) com x = 1
em uma vizinhanca de K e observarmos que p = yu, podemos escrever

p(y) = (B*®@ P(—D)u)((x¥)(z +y)), ¥ € C™(Q).

Daqui segue que o conjunto ® = {u € £'(Q) : P(—D)u € U°} estd contido
no polar de uma vizinhanga de zero em C*({2) e portanto é relativamente
fracamente compacto.

Agora, a aplicacao P(—D) : £'(Q2) — &'(Q)) é fracamente continua. Como
U° é fracamente fechado, segue que ® é de fato fracamente compacto, e,
portanto, P(—D)® = U° N P(—D)&'(?) é fracamente compacto. O
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