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Capitulo 1

Teoria de conjuntos

1.1. Conjuntos
Definicién 1.1.1. Un conjunto es una coleccion de elementos en la que no se repite
NINGUNO.

Notacion 1. Los conjuntos se suelen denotar con letras mayusculas y sus elementos
con letras minisculas.

Ejemplo 1.1.2.
e N es el conjunto de los nimeros naturales.

e 7 es el conjunto de los nimeros enteros.
e Q es el conjunto de los nimeros racionales.

e R es el conjunto de los niimeros reales.

Definicién 1.1.3.

e Six es un elemento de un conjunto X, se escribe x € X, y se lee “x pertenece
al conjunto X 7.

e Si x no es un elemento del conjunto X, se escribe v ¢ X, y se lee “z no
pertenece al conjunto X 7.

Definicién 1.1.4 (Igualdad entre conjuntos). Dos conjuntos S y T son iguales
sty solo si

Vs: se S=—=seT

Vit: teT=1tecS



Definicién 1.1.5 (Subconjuntos). Dados dos conjuntos S y T, se dice que S es
subcongunto de T y se denota por S C T, si y solo si

Vs: s€e S=—=seT

Proposicién 1.1.6. Dados dos conjuntos S y T,
S=T<«<=ScTyTcCS

Definicién 1.1.7 (El conjunto vacio). El conjunto vacio se indica por () y es
un conjunto que no contiene ningun elemento, podemos definirlo del modo siguiente:

D={neZ: n+#n}.

Definicién 1.1.8 (Unién de conjuntos). Dados dos conjuntos S y T, se define
la union de los conjuntos S y T y se denota por S UT al siguiente conjunto:

SUT ={z: z€8 ¢ zeT}
Ejemplo 1.1.9. Si S = {1,5,2,6} y T = {3,8,5,9}, se tiene
SuUT =11,5,2,6,3,8,9}.
Proposicion 1.1.10. La union posee las propiedades siqguientes:
1) AuUB=BUA. Conmutativa
2) (AUB)UC =AU (BUC). Asociativa
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)
)
3) ACXyBCX < AUBCX.
) ACB <= AUB=B.

)

5) AUA = A.
6) AUD = A.

Definicién 1.1.11 (Interseccién de subconjuntos). Dados S y T', subconjuntos
de X, se define la interseccion de los conjuntos S y T y se denota por S NT al

siguiente conjunto:
SNT={x: z€S y zeT}.

Si SNT =10, entonces se dice que S y T son conjuntos disjuntos.
Ejemplo 1.1.12. S ={1,5,2,6}, T'={3,8,5,9} = SNT = {5}.

Proposicion 1.1.13. La interseccion posee las propiedades siguientes:



1) AnNB=BnA. Conmutativa

2) (ANB)NC=AnNn(BNC). Asociativa
3) XCAyXCB<+< XCANB.

4) ACB<+<—= ANnB=A.

5) ANA=A.

6) ANO=10.

Proposicion 1.1.14. La union y la interseccion tienen las propiedades siguientes:

1) Au(BNC)=(AuB)N(AUC).  Distributiva
2) AN(BUC)=(ANB)U(ANCQO). Distributiva
3) AU(ANB) = Absorcion
4) AN(AUB) = A. Absorcion

Definicién 1.1.15 (Diferencia de conjuntos). Dados S y T, subconjuntos de X,
se define la diferencia de los conjuntos S y T y se denota por T — S al siguiente
conjunto:

T—-S={z: 2€T y x¢S}.

Ejemplo 1.1.16. S = {5}, T'=1{3,8,5,9} =T — S = {3,8,9}
Como SCT=SUT=TySNT=A-.

Definicién 1.1.17. 5i A es un subconjunto del universal X, se denomina comple-
mento de A al conjunto formado por los elementos de X que no pertenecen a A.
Lo indicaremos con la notacion A€, es decir,

A={zxeX: x ¢ A}



Proposicién 1.1.18. La diferencia de conjuntos cumple, entre otras, las siguientes
propiedades:

2) A— A=0.
3) A—f=A
4) 0—A=0.
5) SiIACX, X — A=Ay A— X =.

Proposicién 1.1.19. Las siguientes dos propiedades se conocen con el nombre de
leyes de De Morgan:

1) (AUB)¢ = A°n B°.
2) (AN B)¢ = A°U B°.

Definicién 1.1.20 (El conjunto de partes de un conjunto). Sea X un conjunto,
se define el conjunto de las partes de X (conjunto potencia de X) como el

conjunto de todos los subconjuntos o partes de X, y se indica por P(X) o por 2%,
es decir

P(X)={A: AcC X}.
Ejemplo 1.1.21.
e Si X =0, entonces P(X) = {0}

e Si X = {1}, entonces P(X) = {0, X}

e Si X ={1,2}, entonces

P(X) = {0, {1}, {2}, X}.

Observacién 1.1.22.
Sea X un conjunto, tenemos

0, X € P(X).



Definicién 1.1.23 (Particién de un conjunto).

» Llamamos coleccion a todo conjunto cuyos elementos son, a su vez, conjun-
tos.

» Una particion de un conjunto X es una coleccion I1(X) de subconjuntos
no vacios de X, que cumple las dos propiedades siquientes:

1) La union de elementos de 11(X) es igual a X, es decir,
U{acx: Aenw)}=x.

2) SiA,BE(X)yA#B = ANB={.
Ejemplo 1.1.24. Sea X = {1,2,3,4,5}.
e La coleccion II(X) = {{1},{3,5},{2,4}} es una particién de X

e La coleccién II(X) = {{1,2},{2,3,4}, {5} } no es una particién de X ya que
el 2 aparece en dos subconjuntos

e La coleccién II(X) = {{1, 3},4{4, 5}} tampoco es una particién de X ya que
el elemento 2 no aparece en ninguno de los subconjuntos

Ejemplo 1.1.25. La coleccién TI(R) de subconjuntos de R definida por
H(R) = {(—OO, 0)7 {0}7 (07 +OO)}
es una particion del conjunto R.

Ejemplo 1.1.26. La coleccién II([0, 1]) de subconjuntos de [0, 1] definida por

o= {03)(14) (3 G}

es una particién del conjunto [0, 1].
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1.2. Productos cartesianos

Definiciéon 1.2.1. Si A y B son dos conjuntos, se define el producto cartesiano
de A y B, representado por Ax B, como el conjunto de todos los pares ordenados
(x,y) conx € Aey € B. Asi

AxB={(x,y): €A e ye B}

Nota 1.2.2. En Teoria de conjuntos se admite que el producto cartesiano de dos
conjuntos es, efectivamente, otro conjunto.

Observaciéon 1.2.3.
o En general S x T # T x S. Ademds, se denota S? =S x S.

¢ SxP=0x5=0.
Ejemplo 1.2.4.
Nx{1,2} ={(n,p): neN e pe{1,2}}
—{p):neN e [(p=1} o {p=2}]}
—{np:neNe p=1}} o{(np): neN e p=2}}
—{(n,1):n € N}U{(n,2) : n € N}
Ejercicio 1.2.5. Dados § = {1,7,5,3} y T = {2,4,5,6}, calcular:
« SxT
e TxS
o [T'xS=8x1T7

o (SXxT)xS=8%x(Tx29)

1.3. Relaciones de equivalencia

Definicién 1.3.1. Sea X un conjunto, y sea R un subconjunto del producto carte-
siano X? (R C X?).

Decimos que R es una relacion de equivalencia en X si cumple las siguientes
propiedades:

1) reflexiva: (z,z) € R,Ve € X



2) simétrica: (x,y) € R = (y,z) € R
3) transitiva: (z,y) € R,(y,2) € R = (z,2) € R
Notacidén 2. (z,y) € R también se escribe xRy
Ejemplo 1.3.2.
1) Sea X ={1,2,3}, el conjunto
R={(1,1),(2,2),(3,3),(1,2),(2,1)}
es una relacion de equivalencia en X

2) El conjunto R = {(z,y) € Nx N: 2 <y} no es una relacién de equivalencia
en N ya que no cumple la propiedad reflexiva.

Ejercicio 1.3.3. Sea R = {(z,y) € Z* : = —y diwisible por 3}, demostrar que R
es una relacion de equivalencia.

1) 2Rz ya que x — x = 0 es divisible por 3

2) xRy = yRx ya que si x — y es dwisible por 3 = y — x también es divisible
por 3

3) 2Ry, yRz —> =Rz ya que si x —y e y — z son divisibles por 3, su suma
también lo serd, por lo tanto x — z = (x — y) + (y — 2) es divisible por 3

Por lo tanto R es una relacion de equivalencia.

Definicién 1.3.4 (clases de equivalencia). Sea R una relacion de equivalencia
definida en un conjunto X, y sea x € X. Se llama clase de equivalencia del
elemento = para la relacion R, y se denota [z|r 0 R(x), al subconjunto de X
definido com

alr = R(x) = {y € X : aRy}

Ejemplo 1.3.5. Sea X ={1,2,3} y R ={(1,1),(2,2),(3,3),(1,2),(2,1)}, entonces

[HR = {172}7
2]z = {1,2},
3]z = {3}

Tenemos
[HUrU2Jr UB]r = {1,2} U{1,2} U{3} = {1,2,3}



Teorema 1.3.6. Sea R una relacion de equivalencia definida en un conjunto X y
sean x,y € X. Se tiene que:

1) U{[x]R:xeX}:X
2) 2Ry <= [z]r = [ylr

3)  Six no estd relacionado mediante la relacion R con y, entonces
[zl N [ylr =0

Proposicion 1.3.7. Sea R una relacion de equivalencia definida en un conjunto
X. Dados dos elementos x,y € X, se cumple que

TRy <= [7]r = [yr

Proposicién 1.3.8. 5i R es una relacion de equivalencia definida en un conjunto
X, el conjunto de todas las clases de equivalencia es una particion del conjunto X,
es decir:

1) U{[m]R xGX}:X

2) Si[alr [ylr € {[al : = € X} y ol # [ylr = [e]= N [y)r = 0.

1.4. Conjunto cociente

Definicién 1.4.1. Si R es una relacion de equivalencia en un conjunto X, se llama
conjunto cociente de X por R, y se denota X/R, al conjunto cuyos elementos
son las clases de equivalencia asociadas a R en X.

X/R={lz]lg: v€ X}

Ejemplo 1.4.2. Sean el conjunto X = {1,2,3} y la relacién de equivalencia R =
{(1,1),(2,2),(3,3),(1,2),(2,1)}, el conjunto cociente viene dado por

X/R = {{1,2}, {3}} = {{U=, 3=}
vaque [llg ={x e X :(1,z) e R} ={1,2} = 2|»



Ejercicio 1.4.3.

1) Demostrar que R = {(0,0), (1,1), (2,2), (3.3), 0.2), (1,3), (2,0), (3, 1)} es una
relacion de equivalencia de X = {0,1,2,3}

2) Encontrar las clases de equivalencia de R.
3) Definir el conjunto X/R.

Ejercicio 1.4.4. Sea la relacidn de equivalencia R = {(z,y) € Z* : x —y divisible
por 3}.

1) Encontrar las clases de equivalencia de R.

2) El conjunto cociente definido por esta relacion de equivalencia se denotard por
Zs, i cual es dicho conjunto cociente?

Solucidn:
1) Sia € Zy lalr es su clase de equivalencia, entonces

lalJr ={b€Z: aRb} ={be Z: 3|la—b}
={beZ: a—b=3k, conk €Z}
= {a — 3k, con k € Z}.

i, Cudntas clases de equivalencia distintas hay?

» Para saberlo, dado a € Z, dividimos a entre 3, se deduce, utilizando el algo-
ritmo de la division, la existencia de ntimeros ¢,r € Z con

0<r<3—1=2,

tales que
a=q3+r.

Asi que,
a—1r=q3 <= 3la—r <= aRr < [alg = [r|r.

En resumen, hemos probado que
VaeZ, Jre{0,1,2}, tal que [a]gr = [r]r.
Por tanto, a lo sumo existen tres clases de equivalencia,

O]z, [, [2]r-

» Demostrando ahora que estas tres clases son distintas entre si.
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Si consideramos r, s € {0,1,2} con r < s, entonces
0<s—r<s<2 = s—re{l2}
Luego, s — r no puede ser multiplo de 3, y, asi,
3 fs—m,
de donde las clases [r|r, [s]r son distintas.

» En resumen, para la relacién R existen exactamente 3 clases distintas, que son

O]z, [1r, [2]r-

Ademas, dado un niimero entero a, para saber exactamente en cudl de estas clases
estd situado, es suficiente dividir en los nimeros enteros a entre 3, y si r, con 0 <
r < 3—1 =2 es el resto de la divisién correspondiente, entonces a pertenece
precisamente a la clase [2]x.

2) El conjunto cociente definido por esta relacién de equivalencia es
Z/R =173 = {[z]r : = €L}

Nota 1.4.5. Podemos generalizar el resultado de este ejercicio para cualquier nimero
natural m > 2.

Ejercicio 1.4.6. Demostrar que R = S x S es una relacion de equivalencia en S.
. Cudles son las clases de equivalencia de R?

1.5. Aplicaciones

1.5.1. Correspondencias y aplicaciones

Definicién 1.5.1. Una correspondencia de un conjunto A en un conjunto B es
un subconjunto arbitrario del conjunto producto cartesiano

AxB={(x,y): x€ A e ye B}

Definicién 1.5.2. Sean A y B dos conjuntos y f C A X B una correspondencia de
A en B.

Se dice que [ es una aplicacion de A en B si para cada elemento v de A
existe un unico elemento y de B tal que (xz,y) € f.
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Terminologia 1. Al conjunto A se le denomina dominio y al conjunto B se le
denomina codominio.

Ejemplo 1.5.3. Consideremos la aplicacion f, del conjunto de los nimeros reales
R en si mismo, que a cada nimero real z le hace corresponder su cuadrado z?2, lo
abreviamos asi:

fR— R

$—>I‘2

El hecho de que f haga corresponder a cada x precisamente z? tiene una for-
mulacién matematica rigurosa, a condicion de pensar en f como en un conjunto
de pares ordenados, y de especificar que el par ordenado (z,z?) es un elemento del
conjunto f para cada numero real x.

En esta linea de pensamiento, f se definira con rigor como

f=A{(2*): zeR}
o equivalentemente como
f=1{(r,y) eERxR: y=2a?}.
Ejemplo 1.5.4. El conjunto
C={(r,y) eERxR: 3 =2 +1}

es una correspondencia de R en R, pero no es una aplicacion, puesto que para cada
nimero real z, el nimero real 22 4+ 1 es positivo, resulta que si fijamos = € R, la
ecuacion

V=141

tiene exactamente dos soluciones en el conjunto R de los ntimeros reales:

y1=Vvai+1>0
Yo = —Va2+1<0

Por tanto, no se da la unicidad del elemento que la correspondencia C' asigna a
cada elemento x del conjunto R, es decir,

(z,31), (z,42) € C.
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Ejemplo 1.5.5. Sean A = {1,2,3} y B ={a,b,c,d}

)

| et

Si es aplicacion.

No, todos los elementos del conjunto A deben tener imagen en B.
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3)
e )
No, la imagen debe ser tnica
4)

1.5.2. Imagen de una aplicaciéon

Definicién 1.5.6. Sea f es una aplicacion de A en B y sea x € A, el unico elemento
y € B tal que (z,y) € f recibe el nombre de imagen del elemento » mediante
la aplicacion f.

Esto se suele expresar de alguna de las formas siguientes:

fre—y o flx)=y
Por tanto, escribir f(x) =y es equivalente a escribir (x,y) € f.

Ejemplo 1.5.7. La aplicacion seno es la aplicacién f de R en si mismo definida por
f=A{(z,y) e RxR: y=sin(z)}.

En este caso, la imagen del nimero real x mediante f es f(x) = sin(x).
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Si hacemos, en particular, r = 27, tenemos
f(2m) =sin(27) =0
es decir, (2m,0) € f, y decimos que 0 es la imagen de 2w mediante f.
Terminologia 2. Sea f es una aplicacion de A en B.
1) Al elemento x tal que f(z) =y se le denomina contraimagen de y.

2) El subconjunto de elementos del codominio B que son imagen de algin ele-
mento del dominio A, recibe el nombre de recorrido de la aplicacion f o
imagen de la aplicacion f, y se denota f(A) o Im(f), es decir,

f(A) = Tm(f) = {f(a) : a€ A}.

Definicién 1.5.8. Sea f una aplicacion de A en B. Si M es un subconjunto no vacio
de A, se define la imagen de M por f, y se escribe f(M), como el subconjunto
de B formado por las imdgenes mediante f de todos los elementos de M, es decir,

FM) = {f(z) - w € M.
Si M =0, definimos f(0) = 0.

Ejemplo 1.5.9. Sea
f: R —R
r — sin(z)

» In(f)=f(R)={yeR: -1 <y<1}=[-1,1].
» Si M ={kr: k € Z}, entonces

f(M) = {0}
ya que sin(km) = 0, para todo nimero entero k.

Definicién 1.5.10. Sea f una aplicacion de A en B. La imagen inversa de un
subconjunto S C B por f es el conjunto de todos los elementos de A cuya imagen
mediante f es un elemento de S, y se denota f~1(S), es decir,

f1S)={rcA: flx)e S}

Ejemplo 1.5.11. Sea
f: R —R

r — 22
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» Si S = (—00,0), entonces
'S ={zeR: f(z)eS}=0

puesto que no existe ningin nimero real cuyo cuadrado sea un nimero real
negativo.

» SiI=[4,9], entonces

f_1<]) - [_37 _2] U [27 3]
={zeR: (-3<x<-2) 0o 2<2<3)}
ya que los cuadrados de todos los ntmeros reales que forman parte de los

intervalos [—3, —2] y [2, 3] estdn en el intervalo [4,9].

1.5.3. Propiedades de las aplicaciones

Proposicién 1.5.12. Sea f una aplicacion de un conjunto A en otro conjunto B,
entonces se verifica que:

1) Si LcMcA= f(L)C f(M)

2)  f(LUM) = f(L)U f(M), VL, M € P(A)

3) f(LOM)C f(L)Nf(M), YL, M € P(A)

4) Si ScTcB= fS)cf T

5) fHSUT)=fS)UfNT), VS, T € P(B)

6) f(SNT)c fYS)nfT), VS, T € P(B)

Ejemplo 1.5.13. Sea la aplicacién f : R — R definida por f(z) = x?. Considere-
mos los subconjuntos de R dados por

L = (—00,0), M =(0,+00)
Observamos que f(L) = f(M) = (0,400), pero LN M = (), de modo que
f(LNM)=0#(0,+00) = f(L) N f(M)

Asi, en este caso, no se cumple la igualdad entre f(LN M)y f(L)N f(M).
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1.5.4. Tipos de aplicaciones

Definicién 1.5.14 (Aplicacién inyectiva). Sea f wuna aplicacion de A en B.
Decimos que [ es inyectiva (o uno a uno) si

V ox,20 €A, 1 #F 20 = f(21) # f(22).
O, equivalentemente,
Vox,ae €A, f(r) = flze) = 11 =10

Ejemplo 1.5.15. Sea
f: R —R

r — 22

Si z # 0, entonces

fl@)=a"y f(-z)=(-2)" =2"

Es decir, los elementos z, —z € R son distintos y, sin embargo, tienen la misma
imagen mediante f.
Por tanto, la aplicaciéon f no es inyectiva.

Ejemplo 1.5.16. Sea
f: N —N

n —>n2

Sean n,m € N tal que f(n) = f(m). Entonces

nf=m?> = 0=n>—m?>=(n—m)(n+m)

Dado que estamos suponiendo que n y m son numeros enteros positivos, se
deduce facilmente que
n+m>2,VnmeN

Si el producto (n —m)(n + m) es igual a cero, el factor n —m ha de ser igual a
cero, lo que es tanto como decir que

n=m.
Por tanto, la aplicacion f es inyectiva.

Definicién 1.5.17 (Aplicacién sobreyectiva). Sea f una aplicacion de A en B.
Se dice que f es sobreyectiva, cuando cada elemento y € B es la imagen mediante
f de algun elemento x € A, es decir,

Vye B, 3x €A tal que f(zr)=vy
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Proposicion 1.5.18. Sea f una aplicacion de A en B. Entonces
fes sobreyectiva <= Im(f) =B

Ejemplo 1.5.19. La aplicacién
f: R —R

i —>.I'2

2

no es sobreyectiva, ya que no existe nimero real z cuya imagen f(x) = z° sea el

numero real —1.

Ejemplo 1.5.20. Sea
f: RxR —R
(z,y) — 2z+3y

Veamos que Im(f) =R
Para ello, es suficiente demostrar que cada elemento z de R esta en Im(f). Pero,
para cada elemento z de R, se cumple

2(—2)+32=32—-22==z2

Por tanto, z = f(—=z,2), con (—z,z) € R xR
Asi, hemos comprobado que Im(f) = R, y, en consecuencia, que f es una apli-
cacion sobreyectiva de R x R en R.

Definicién 1.5.21 (Aplicacién biyectiva). Sea f una aplicacion de A en B. Se
dice que f es biyectiva si es inyectiva y sobreyectiva.

O, equivalentemente,
Vye B, 3! (existe un inico) x € A tal que f(x)=uy.
Ejemplo 1.5.22. La aplicacion

f: R —R
r —2rx+3

es biyectiva. Probémoslo.

e En primer lugar, f es inyectiva, porque dados los niimeros reales ., ¢, si f(z) =
f(t), tenemos que

20 +3=2t+3—= 20 =2t —= x =1t

Queda asi demostrado que f es inyectiva.
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e En segundo lugar, f es sobreyectiva, es decir,
Im(f) = f(R) =R
En efecto, para cada nimero real y, buscamos otro x tal que

2v+ 3 =y.

Necesariamente ha de ser x = yT_3 En efecto,

f(yT_B)zz-y%3+3=<y—3)+3=y

siendo ny3 un numero real.

Asi, Im(f) = R, luego f es sobreyectiva.
Por tanto, f es biyectiva.
C.Q.D (Como Querfamos Demostrar)
Ejemplo 1.5.23. La aplicacién
f: R? — R?
(z,y) — (2% — 9% 2ay)
es suprayectiva, ya que un sistema de ecuaciones de la forma
22—y =a
2y =0
tiene solucion para cualquier par de valores a y b reales.
Sin embargo la aplicacién no es inyectiva, dado que si

x2—y2 :ZL‘IQ—y/Q l,:x/
{ 2zy = 22"y ” y=1q
Basta tomar (z,y) = (1,1), («/,¢') = (=1, —1).

1.5.5. Composicién de aplicaciones

Definicién 1.5.24. Sean f una aplicacion del conjunto A en el conjunto B y g una
aplicacion del conjunto B en el conjunto C'.

Se llama composicion de f con g, o f compuesta con g, y se denota go f,
en este orden, a la aplicacion

h=gof: A — C
x — h(z)=go f(x) = g(f(z)).
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Ejemplo 1.5.25. S = {1,2,3}, T'={a,b,c}, V={A,B,C}

f) =0, gla)=A4 (9o f)(1)=B
f2)=a, gb)=B =4 (g0 f)(2)=A4
J@)=c  glo=C (90 f)(3) =C

i@.‘.

Nota 1.5.26 (jAtencién!). En general fog# go f.
En el ejemplo anterior, no podemos calcular f o g dado que el codominio de g no
coincide con el dominio de f.

Ejemplo 1.5.27. Dados las siguientes aplicaciones

f: R-—{1} —R-{0} g: R—{0} — R-{0}

T — L T — 1
z— Y
su composicién g o f se define como
gof: R—{1} —R-{0) o
x —gof(x)=g(f(x) = 5= =2-1

1.5.6. Restriccién de una aplicaciéon a un subconjunto

Definicién 1.5.28. Sea f : X — Y wuna aplicacion y sea A C X.
Definimos f restringida a A, y denotamos por f|a, a la aplicacion que cumple
que

f|AI A —Y
a — fla(a) = f(a)
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Capitulo 2

Grupos

2.1. Operaciones binarias

[A3R2

Definicién 2.1.1. Una operacion binaria (ley de composicion interna) “x” en
un conjunto no vacio A es una aplicacion

x: AxA — A
(a,b) — x(a,b)

FEscribiremos a x b en lugar de x(a,b), y se lee “a multiplicado por b” o “a por b”

(132

Ejemplo 2.1.2. La suma “+” y el producto son operaciones binarias en N, 7Z,

QyR
Ejemplo 2.1.3. La aplicacién

x: NxN — N

(n,p) —nxp=mn?
es una operacion binaria.
Ejemplo 2.1.4. La aplicacion

*: NxN —N
(n,p) —nxp=n-—p

no es una operacién binaria, ya que, por ejemplo, 2 —3 = —1 ¢ N
Ejemplo 2.1.5. La aplicacion
*: NxN — N

(n,p) —mnxp=2

no es una operacion binaria, ya que, por ejemplo, % ¢ N

21
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2.2.
Se
1)

Propiedades de las operaciones binarias
a % una operacion binaria sobre un conjunto A.
Asociativa: Se dice que x es asoctativa si

(axb)xc=ax(bxc) para cualesquiera a,b,c € A

Conmutativa: Se dice que * es conmutativa si

axb=0bxa para todo a,be A

Elemento neutro por la izquierda: Un elemento e € A se dice un neutro por
la izquierda si
exa=a paratodo a € A

Elemento neutro por la derecha: Un elemento e € A se dice un neutro por
la derecha si
axe=a para todo a € A

Elemento neutro: Si un elemento e € A es simultineamente neutro por la
derecha vy por la izquierda, e se llama simplemente neutro.

Elemento inverso por la izquierda: St e € A es un neutro para *, b € A se dice
un tnverso de a € A por la izquierda si

bxa=c¢e

Elemento inverso por la derecha: Si e € A es un neutro para x, b € A se dice
un tnverso de a € A por la derecha si

axb=c¢e

Elemento inverso: Si el elemento inverso por la izquierda y por la derecha es
el mismo, se denomina tnverso de a € A y se simboliza por

afl

Teorema 2.2.1. El elemento neutro, si existe, de un conjunto A con respecto a una
operacion binaria * es Unico.

Teorema 2.2.2. Sea x una operacion binaria sobre un conjunto A. Si x es asocia-
tiva, el inverso de a € A, si existe es unico.
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Demostracion. Sean by ¢ inversos de a, tenemos que
c=cxe=cx(axb)=(cxa)xb=exb=">

]

(132

Ejemplo 2.2.3. La suma “+” y el producto en R son asociativas, conmutativas,
todo x € R tiene al elemento —z como inverso aditivo, y si x # 0, % es su inverso
multiplicativo.

Ejemplo 2.2.4. En el conjunto My (R) de las matrices 2 x 2 el producto de matrices
es asociativo, pero no conmutativo; la matriz identidad

(o1)

es el neutro y por el édlgebra lineal sabemos que una matriz A € Ms(R) tiene un
inverso multiplicativo si y sélo si su determinante es distinto de 0.

Ejemplo 2.2.5. Sea * una operacion binaria sobre R, definida por
a*xb=a+ 2b para cualesquiera a,b € R.

Como
(axb)xc=(a+2b)*xc=a+2b+2c

ax(bxc)=ax*(b+2c)=a+2(b+2c)=a+ 2b+ 4c,
entonces la operacién * no es asociativa.

Ejemplo 2.2.6. La operacion binaria en R, definida como
axb=a’+0
es conmutativa pero no es asociativa.

Nota 2.2.7 (Tabla de multiplicar). La mejor manera de representar una op-
eracion binaria es mediante una tabla de multiplicar

Ejemplo 2.2.8. Si A es un conjunto finito, una operacién binaria % se puede de-
scribir dando su tabla de multiplicar.

Se colocara sobre el eje OX los elementos de A y sobre el eje OY de nuevo los
elementos de A.

En los puntos de interseccién de la fila de un elemento con la columna de otro
elemento, colocaremos los resultados de multiplicar los correspondientes elementos.
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Esto es, si S = {a, b, ¢}, tendremos,

2%lemento

a b c
axa|axb|axc
bxa | bxb | bxc

cxa |cxb | cxe

1¢"elemento

O|T V| *

2.3. Definiciéon de grupo y propiedades

Definicién 2.3.1. Un grupo es un conjunto G no vacio en que estda definida una
operacion binaria, *x : G X G — G, con las siguientes propiedades:

1) Cerrada: ¥V a,be G, axbe G
2) Asociativa: ¥ a,b,c € G, (a*xb)xc=ax*(bxc)

3) Elemento neutro: 3e€ G: YVa e G, axe=exa=a

)
)
)
4) Elemento inverso:Y a € G, 3a '€ G: axal=a'l*xa=e

Ejemplo 2.3.2. Los conjuntos

(Z,+),(@Q.+), (R, +), (C, +),
(Q - {O}’ ')7 (R - {0}7 ')a (Q+7 ')a (R+7 ')a ((C - {0}7 ')7

son grupos.

Ejemplo 2.3.3. El conjunto ({2n+ 1: neZ}, —I—) no es un grupo, porque la suma
no es una operacion binaria cerrada en el conjunto de los niimeros impares.

Proposicién 2.3.4. El elemento neutro de un grupo (G, *) es unico.

Demostracion. Supongamos que e y €' son elementos neutros en el grupo dado.
Como e es un elemento neutro, e x a = a para todo a € G; en particular

exe =¢.
Como e x ¢/ = e por ser ¢ también elemento neutro, se tiene ¢ = ¢’ O

Proposicién 2.3.5. El elemento inverso de un elemento a de un grupo (G,*) es
unico.
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Proposicién 2.3.6 (Simplificar). Si (G, *) es un grupo, se tienen las siguientes
propiedades: para todo a,b,c € G

1) Siaxb=axc=b=c

2) Siaxb=cxb=a=c

Proposicién 2.3.7. Sea (G, *) un grupo y a € G, se tiene que

(@) =
Proposicién 2.3.8. En un grupo (G,*) se tiene que

(axb) P =b"lxat

para todo a,b € G.
Definicién 2.3.9. Un (G, *) un grupo es conmutativo o abeliano si,

axb=bxa
para todo a,b € G.
Ejemplo 2.3.10. (Z,+), (R, +), (R — {0}, ), ...

Proposicién 2.3.11. Sea (G,*) un grupo. Las siguientes propiedades son equiva-
lentes:

1) (G, ) es abeliano
2) (axb)t=atxb7?

Nota 2.3.12. Sea (G,*) un grupo. Para cualquier a € G y cualquier n € N, se
define

> a'=axaxax---%a de n factores
> o "=a'xatxatxxag? de n factores
» o’ =e, elelemento neutro de G

Proposicién 2.3.13. Sea (G, *) un grupo
1) SiVxed, 2> =x*x =e, entonces G es abeliano
2) SiV a,be G, (axb)?=a®xb? entonces G es abeliano

Definicién 2.3.14 (Orden de un grupo). Si (G,*) es un grupo y G posee un
nidmero finito de elementos se define el orden de G, que se simboliza mediante |G|,
card(G) o O(G), como el nimero de elementos de G y se dice que (G,*) es un grupo
finito. En caso contrario diremos que (G,*) es un grupo infinito.
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2.3.1. Grupos de matrices

Ejemplo 2.3.15. El conjunto GL,,(R) C M,,»,(R) de las matrices de orden n con
determinante distinto de 0, con la operacién producto de matrices, es un grupo. En
efecto:

1) Operacién interna: el producto de dos matrices de orden n con determinante
distinto de 0 es otra matriz de orden n con determinante distinto de 0.

2) Propiedad asociativa: el producto de matrices es asociativo

3) Elemento neutro: la matriz identidad de orden n es una matriz con determi-
nante no nulo que es el elemento neutro del producto

4) Elemento inverso: para todas las matrices de orden n con determinante no nulo
existe otra matriz de orden n con determinante no nulo, donde el producto de
ambas es la matriz identidad.

2.3.2. Grupos de congruencias

Definicién 2.3.16. Sea m € N y sea a,b € Z, se dice que a es congruentes con b
mddulo m si y sélo si m divide a (a—Db), (es decir, a—b = k-m para algin k € Z),
y lo representamos por

a = b mod(m)

Nota 2.3.17. Sabemos que la relacion de congruencia definida en el conjunto Z. es
una relacion de equivalencia.
Por lo tanto, la clase de equivalencia del elemento a € Z, que se denota |al, es

l[a]| ={b€Z: a=0bmod(m)},
y el conjunto cociente de 7. mediante esta relacion de equivalencia se define como:
Ly = {[0],[1],...,[m —1]}

Definicién 2.3.18. En el conjunto Z,, se define una suma “®” y un producto “®”
de clases de equivalencias como:

[a] @ [b] = [a+ 9]
o] @ [b] = [a- 0]

Proposicién 2.3.19. Sea m € N, entonces (Zy,,®) es un grupo abeliano
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2.3.3. Grupo de las biyecciones de un conjunto

Sea X # () un conjunto, y sea
Biy(X) = {f aplicacién de X en X : f es biyectiva }

Sea o la operacion composicién de aplicaciones.
El conjunto (Biy(X), o) es un grupo. En efecto,

1) Operacién cerrada (interna):

f,g € Biy(X) = fog € Biy(X) (visto en ejercicio 9 del tema 1)

2) Propiedad asociativa:

fr9,h €Biy(X) = (fog)oh= fo(goh), yaque

((fog)oh)(z)=(fog)(h(z)) = f(9(h()))
=f((goh)(@)) = (folgoh))(z)

3) Elemento neutro:
Sea la aplicacién i : X — X tal que Vx € X, i(x) = z, por lo tanto

(io f)(z) =i(f(z)) = f(x) ,
(foi)(z) = f(i(x)) = f(x) } =1 es el elemento neutro

4) Elemento inverso:

Si f: X — X, definimos f~!: X — X, de modo que si
f@)=y= [y ==

Tendremos que f~! es una aplicacién biyectiva dado que f también lo es.
(o f)@)=fH(f(x) = f(y) =2 =i(z) } =
(Fof D) =1 W) = f@) =y =ity [ =

elemento inverso de f

2.3.4. Grupos de permutaciones

Definicién 2.3.20. Sea S = {1,2,3,...,n} el conjunto de los n primeros nimeros
naturales.

Una permutacion de n elementos es una biyeccion o : S — S que se escribe
de la forma
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El conjunto de todas las permutaciones del conjunto {1,2,... ,n} se denotard por
Sh-
En S, definimos una operacion binaria interna *x como la composicion de apli-
cactones, esto es:
ocxT=0o0T1, YVo,TES,

Ejemplo 2.3.21. Sean o y 7 dos permutaciones de S3 dadas por

(123 (123
= \213) "T7\l231
o (r23\ (123 _(1
T°r=192 31 213) \321
(1 23\ (123)_(123
7°7=\12 1 3 231) \132

Observacion 2.3.22. El numero de elementos de S, es n!, es decir,

Entonces

N DN
w

mientras que

|Sp| = card(S,,) = n!
Nota 2.3.23. Denotaremos por e la permutacion correspondiente a la aplicacion

tdentidad, esto es,
e(i) =1, i=1,2,...,n,

(12 -0
€= 1 2 ... n

coe=coo=c¢, YVo€ES5,,

o en la notacion anterior

Claramente

Definicién 2.3.24. El conjunto S, con la operacion de composicion de aplicaciones
o, se llama grupo de n permutaciones

Ejemplo 2.3.25. Escribiremos la tabla del grupo (S5, o)
o _J._(123 (123 (123
T\t 23 )t 13 2) T (321 )

(123 (123 B
BT \213)7 T (31 2)77

La tabla de multiplicar es:

N —
W N
— W
~~
——



29

o [e [ai]oz][n[m[m]

o1 01 09 | € T2 T3 T1

g9 (o) e g1 T3 T1 T2

T 1 T3 T2 e 092 01

T2 T2 Bl T3 01 e ()]

73 T3 T2 T1 09 | 01 e

Observacién 2.3.26.

e Se observa fdcilmente que 77" =7;, i =1,23 y ;' = 0.
e El grupo (Ss3,0) no es abeliano

Proposiciéon 2.3.27.
e El grupo (Ss,0) es abeliano

o Sin >3, el grupo (S,,0) no es abeliano

2.4. Subgrupos de un grupo

Definicién 2.4.1. Sea (G, *) y un subconjunto H # () de G. Se dice que H es un
subgrupo de (G, %), y se escribe (H,*) < (G,*), si H es un grupo con respecto a
la operacion x definida en G.

Observacién 2.4.2. Si (H,x) < (G, *), entonces
1) El elemento neutro de G pertenece a H.
2) Sia € H, suinverso, a~' pertenece a H.

Ejemplo 2.4.3. (Z,+) es un subgrupo de (Q,+) y este, a su vez, es un subgrupo
de (R, +).

Ejemplo 2.4.4. (Q* = Q — {0}, -) es un subgrupo de (R* =R — {0}, -).

Ejemplo 2.4.5. Los enteros pares son un subgrupo de (Z,+). Sin embargo, los
enteros impares no forman un subgrupo.

Nota 2.4.6. {e} y G con la operacion x son subgrupos de (G,*). A estos subgrupos
se les denomina tmpropios. Al resto de subgrupos de un grupo se les denomina
Propios.
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Proposicién 2.4.7. Sea (G,*) un grupo y H un subconjunto de G, con H # (. H
es un subgrupo de (G, x) si y sélo si para todo x,y € H, vxy~' € H

Demostracion.

>
Supongamos que (H,*) es un subgrupo de (G,x*). Dados z,y € H, tenemos
y~' € H,yportanto zxy~ ' € H.

>
Supongamos que x * y~! € H para todo x,y € H,

1) Elemento neutro:
Siz=y=a2l=yl=axy l=ax2'c H=¢ccH.
2) Elemento inverso:

Sea x € H. Como para todo z,y € H, se tiene que z xy~' € H, entonces

exr t=xteH

3) Operacién interna:
Sean x,y € H, entonces y~' € H, luego (y~')™' € H. Por hipétesis
tenemos que x * (y~')~' € H. Por tanto z xy € H.

4) Asociativa:

(xxy)xz=xx(yx*z), Vo,y,z € H yaque z,y,z € G y G es un grupo
con la propiedad asociativa.

]

Proposicién 2.4.8. Dado un grupo (G, *), la interseccion de dos subgrupos de G,
Hi, y Hy, es un subgrupo de G.

Demostracion. H=H N Hy, # 0 yaqueee H ye€ H,

Ve,ye H=—=z € Hy,y€ Hy, x € Hy,y € Hy
— rxy '€ H, xxy '€ H,
— rxy ' c HiNHy=H

por lo tanto, por la proposicién anterior, H es un subgrupo. Il
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2.4.1. Subgrupo generado por un subconjunto

Definicién 2.4.9. Dado un subconjunto S de un grupo (G,x*), se llama subgrupo
generado por S, y se denota (S), al mas pequeno de los subgrupos de (G, *) que
contienen a S, es decir:

=) H

H<G
HDS

Proposicién 2.4.10. Si (G, *) es un grupo y S es un subconjunto de G, se tiene
que

{31 *32 * - sﬁ” :neN:s;,89,...,8, €8, ki,koy... Ky EZ}
Demostracion. Sea
_{51 *82 * . SZ"Z 81,89, ...,8, €5, kl,kﬁz,...,]{?nGZ}.

1) Hj es un subgrupo de (G, %). En efecto:
» H,# 0 yaqueVscS, s=s'ec H,, es decir, S C H,.
» Siz,y € Hy, con

r =8 *- *sﬁ" siendo s1,...,8, €S v ky,....k, €Z,

y con
y:tlll*~~>|<t£;" siendo t1,....t,, €S yli,....l, €Z,

CcOo1mo

y = t;nlm *---*tfll,

tendremos que

-1 _ k1 kn —lm —l
T xy Sitokecek st Mk -kt € H.

2) Probamos que (S) = H;.

Como (S) es el més pequeno de los subgrupos que contiene a S'y S C Hy se
tiene que

(S) C H,.
Falta probar la inclusién contraria: Sea x = st x
ki € Z para todoi=1,2,... n

-*SZ"EHS, done s; € S'y
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Puesto que S C (S) y (S) es un subgrupo de (G, *), se tiene que st € (S)
para todo i =1,2,...,n, con lo cual

Por tanto

O
Ejemplo 2.4.11. Tomemos el subconjunto S = {0y, 02} del grupo S3 de permuta-

ciones de tres elementos. En este caso, el subgrupo generado es (S) = {e, 01, 02}.

2.4.2. Subgrupo generado por un elemento

Definicién 2.4.12. Sea (G, x) un grupo y sea a € G. Denotaremos (a) y lo llamare-
mos subgrupo generado por el elemento a al subgrupo

(a) ={d": keZ}

Ejemplo 2.4.13. Tomemos el elemento 7, del grupo S;3. El subgrupo generado
serd (1) = {e, o}

2.4.3. Grupo ciclico

Definicién 2.4.14. Un grupo G se dice que es un grupo ciclico si existe al menos
un elemento x € G tal que el subgrupo generado por x es G, es decir, (x) = G.

Ejemplo 2.4.15. (Z,+) y (Z,, ®) son grupos ciclicos con generadores 1 y [1], re-
spectivamente.
2.5. Clases laterales

Definicién 2.5.1. Sea H un subgrupo del grupo (G,*) y sea a un elemento de G,
se llama clase lateral por la izquierda de H al conjunto

aH={axheG: Yhe H}
Andlogamente definimos clase lateral por la derecha al conjunto
Ha={h*ae€G: Yhe H}

Ejemplo 2.5.2.
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1) Dado el grupo de las permutaciones de tres elementos S3 y dado el subgrupo
H = {e, 01,035}, las clases laterales por la izquierda y por la derecha de dicho

subgrupo son:

eH = H, He=H
O'QH:H, HJQZH
O'lH:[‘L HO'1 :H

nH = {m,m, 1}, Hr ={m,1, 13}
ToH = {m, 1,73}, Hry={m,m, 73}
7'3H:{T1,T2,7'3}, HT3:{T1,7'2,7'3}

2) Dado el grupo de las permutaciones de tres elementos S3 y dado el subgrupo
H = {e,m}, las clases laterales por la izquierda y por la derecha de dicho

subgrupo son:

eH = H, He=H
ooH = {09,713}, Hoy = {02, 12}
o1H = {01,712}, Hoy = {01,713}
TlH:H, HT1 =H
TQH = {0'1,7'2}, HTQ = {0'2,7'2}
TgH:{Ug,Tg}, HTgZ{O'l,Tg}

Observacién 2.5.3.

1) La clase lateral por la izquierda aH no tiene por qué coincidir con la clase
lateral por la derecha Ha (ejemplo 2).

2) Laigualdad de clases no se refiere a los productos individuales sino a conjuntos
completos (en el ejemplo 2, eH = 11 H)

3) El elemento que define la clase estd en la clase.

Teorema 2.5.4. Sea G un grupo y H un subgrupo de (G, *). Entonces las clases
laterales derechas (respectivamente: izquierdas) de H en G constituyen una particion

de G.

Demostracion. Demostramos el caso por la derecha, el otro es analogo.

1) Probamos que G = |J Hyg

geG

» Sea x € (G, entonces
r€ Hr={hxxe€G: Yhe H}

ya que x = e*x donde e € H. Luego x € Hx C |J Hyg.
geG
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Por tanto

G C UHg.

geG

» Sea x € |J Hg, entonces existe un go € G tal que x € H g.
geG

Puesto que Hgy C G, se tiene que = € G.

Luego
U Hg CG.
geG
Por tanto
G = U Hyg.
geG

2) Probamos que si dos clases laterales derechas se intersecan, deben ser iguales.

Sean Ha y Hb dos clases de H en GG, supongamos que
HanN Hb# ()
entonces existe x € Ha N Hb, por lo que
xr=h*xa="h=x*b

con h,h' € H.

La ecuacién h * a = b’ * b implica que a = h™' * b/ x b, como h™! x i’ € H por
ser subgrupo, se tiene que a € Hb.

Sea ahora y € Ha, entonces existe h” € H tal que y = h” * a.

Como a = h™! x I/ * b tenemos que
y="h"xh"txh *b,

es decir y € Hb

Luego
Ha C Hb.

De la misma forma se demuestra que Hb C Ha, por lo tanto

Ha = Hb.

Como todo elemento de G esta en alguna clase y las clases o son iguales o son
disjuntas formaran una particién de G. O
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2.6. Teorema de Lagrange

Teorema 2.6.1 (Lagrange). Si G es un grupo finito y H un subgrupo de G, en-
tonces el orden de H divide el orden de G

Demostracion. Supongamos que G'= {g1, g2, .., gn}-
Sean Hgy, ..., Hg, las clases por la derecha de H en G que formen una particién
de G, es decir

G:H91UH92U"'UHgn

donde Hg; N Hg; =0sii# jconi,j=1,2,...,n.
Definimos la aplicacién

wg: H — Hg
a — ax*xg

dicha aplicacién es biyectiva, ya que es suprayectiva (por definicién de clase) e in-
yectiva porque si

pgla) = p4(b) = axg=b*xg=a=0.
Por lo tanto, card(Hg) = card(H) por ser biyectiva. En este caso tendremos que
card(G) = card(Hgy) + - - - + card(Hg,) = n - card(H).
Por tanto, card(H) divide card(G). O

Ejemplo 2.6.2. G = {1,2,3,4,5}, H = {1,2} no puede ser nunca un subgrupo de
G aunque no conozcamos la operacién definida en G

Corolario 2.6.3. Si G es un grupo de orden p, con p primo, entonces G es ciclico.

Demostracion. Sea x € G con x # e, el subgrupo (z) es distinto de {e}.
Por el Teorema de Lagrange, card({(z)) divide a p, puesto que p es primo, entonces
sus unicos divisores son 1y p.

Como card((z)) > 1 se ha de tener card((z)) = p y por tanto x es un generador
de G. [l

Observacion 2.6.4. Si el orden de G es primo, entonces G no tiene subgrupos
propios, tendrd solamente los impropios: {e}, G

Ejemplo 2.6.5.
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1) Determinar los subgrupos del grupo cuya tabla de multiplicar es:

[ ITA[B[C]
I[I]|A|B|C
A|lA[T|C|B
B|B|C|T|A
ClCB[A|T

(Grupo de Klein)

Los subgrupos seran de orden 1, 2 6 4.
Orden 1:{7}

Orden 2: {I, A},{I,B},{I,C}

Orden 4: G ={I, A, B,C}

2) Determinar los subgrupos del grupo C5 cuya tabla de multiplicar es:

[T [A[B[C]D]

O Q| | 2|
O Q| | |
=IO Q| e~
=~ D QW
o = T Q
Q& =~ T

ot

(Grupo ciclico de orden

)

Este grupo no tiene ningtin subgrupo propio.

3) Determinar los subgrupos del grupo de permutaciones de tres elementos S3
Como card(S3) = 6, podemos tener subgrupos de orden 1, 2, 3 6 6
Orden 1: {e}
Orden 2: {e, 1}, {e, 2}, {e, 3}
Orden 3: {e, 01,09}

Orden 6: S3
4) Determinar los subgrupos del grupo C} cuya tabla de multiplicar es:
« [T [A[B]C]
I |I |A|B|C
AllA|B|C|I
B|B|C|I |A
c|Cc|I |A|B

(Grupo ciclico de orden 4)
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Los subgrupos seran de orden 1, 2 6 4:
Orden 1: {1}

Orden 2: {I, B}

Orden 4: {I, A, B,C}

2.7. Subgrupos normales y grupo cociente

Definicién 2.7.1. Sea (G,*) un grupo y H un subgrupo de G. Se dice que dos
elementos z,y € G estdan relacionados mediante H, y escribimos © = y(H), si y
sélo six txy e H.

Proposicion 2.7.2. Sea (G, %) un grupo y H un subgrupo de G. La relacion definida
en 2.7.1 es una relacion de equivalencia y la clase de equivalencia de un elemento x
de G en esta relacion coincide con:

tH={x*xh: he H}
(clase lateral por la izquierda de H)

Nota 2.7.3. El conjunto de las clases de equivalencia (conjunto cociente) que se
obtienen al definir en G la relacion de equivalencia modulo H dada en la definicion
2.7.1, es el siguiente conjunto:

G/H = {gH : g€ G},
(conjunto de particiones formado por las clases laterales por la izquierda de H).

Es natural preguntarse si al conjunto G/H se le puede dotar de una

estructura de grupo, cuya operacion esté relacionada con la operacion
de G.

En este sentido lo mas logico que cabe esperar del resultado de operar las clases
de equivalencia *H e yH en G/H es la clase de equivalencia (x x y)H. Pero esto
no sucede para cualquier subgrupo de un grupo dado como se muestra en el ejemplo
siguiente.
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Ejemplo 2.7.4. Sea H = {e, b} un subgrupo del siguiente grupo.

* H e \ a \ a’ \ b \a*b\aZ*b‘
e e a a’ b axb | a’xb
a a a’ e axb | a’xb b
a’ a? e a a’xb b axb
b b a’xb| axb e a’ a
axb | axb b a’xb| a e a’
a’?xb| a®xb| axb b a’ a e

Dg (Grupo diédrico de orden 6)

Tenemos
aH ={a,a*b} y a*H = {a* a* x b}
con lo que
(aH) - (a*H) ={e,b,axbxa* axbxa’*b} = {e,b,a* xb,a*}
mientras

(axa®)H =a’H = eH = H.

Observacion 2.7.5. El ejemplo anterior sugiere que unicamente para algunos sub-
grupos distinguidos de G puede definirse una operacion en el conjunto cociente. Tales
subgrupos reciben el nombre de “normales” .

Definicién 2.7.6. Un subgrupo H de un grupo (G,*) se dice normal, y escribire-
mos H <G, st gH = Hg para todo g € G.

Ejemplo 2.7.7. Todo subgrupo de un grupo abeliano es normal.
En efecto: Sea H es subgrupo de (G, *) (abeliano), y sea g € G. Tenemos que

gxh=hxg Yhe HCG.
Por tanto gH = Hg.

Ejemplo 2.7.8. En el grupo de las permutaciones de tres elementos, S3, el subgrupo
H ={e, 01,05} es normal. Sin embargo, los subgrupos H; = {e, 71}, Hy = {e, o} v
Hj; = {e, 73} no lo son.

Ejemplo 2.7.9. Los subgrupos impropios son normales.
En efecto: Dado el subgrupo impropio H = {e}, como e* g = g = g * e, tenemos
que
gH = Hg,Vg € G

Dado el subgrupo impropio H = G, tenemos que

gH =G =Hg,Vge G
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Proposicién 2.7.10. Sea (G, %) un grupo y H un subgrupo de G, las siguientes
condiciones son equivalentes
1) H es un subgrupo normal de G.
2) xxh*xz~' € H para todo x € G y para todo h € H

3) *H = Hx para todo x € G, es decir, las clases laterales por la izquierda y por
la derecha de H coinciden.

Demostracion. Demostraremos que 1) = 2), 2) = 3) y 3) = 1), con lo cual
quedard demostrada la proposicion.

» 1)=2)| SeaxeGyheH.

Como H es normal, es decir tH = Hxz, entonces x * h = h * x.

Astque zxhxax ' =he H

» 2)=3)| Seax €.

® Siy € vH entonces existe h € H tal que y = xxh. Como xxhxx~' € H,
operando con z por la derecha se obtiene z x h € Hz, es decir, y € Hx.

Luego
xH C Hx.

® Siy € Hz entonces existe h € H tal que y = h * x.

Puesto que 27! x h x (z71)~! € H, se obtiene que h * x € zH, asi que
yexH.

Luego
Hx C xH.

Por tanto zH = Hzx.

» (3) = 1)| Por la definicién del subgrupo normal.

C.Q.D

O
Observacion 2.7.11. Sea (G, x) un grupo y H un subgrupo normal de G. Entonces,
{gH: ge G} ={Hg: g€ G}.

Por tanto, los conjuntos de clases laterales izquierda y derecha proporcionen la
misma particion del grupo G.
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Proposicién 2.7.12. Sea (G, *) un grupo y H un subgrupo normal de G. St aH =
a'H ybH =V H, entonces (axb)H = (a' xV')H.

Demostracion. Sea aH = o' H, tenemos que a € a’ H, entonces existe h’ € H tal que
a=a xh'
De igual modo si bH = VH =—> b € VH — existe h” € H tal que b =V * h”
Por lo tanto,

=n""eH
"

Ve

eH por ser normal
a*b:a’*h’*b’*h”:a/*b’*[ ,(b”1 *h’*b’)\ «h” }

=a xb xh".

Asi que
axbe (a«b)H.

Luego
(axb)H C (a' xV)H

Como las clases laterales forman una particién, entonces

(axb)H C (a' xb')H = (axb)H N (a’ xb')H # ()
= (axb)H = (' V' )H

O

Observacién 2.7.13. La proposicion anterior muestra que la operacion producto
de dos clases de equivalencia en G/H definida de la forma siguiente:

G/HxG/H — G/H
(aH,bH) — -(aH,bH) =aH -bH = (a*b)H

estd bien definida, es decir, el producto de las clases del conjunto cociente G/H es
independiente de los elementos elegidos para calcularlo si el subgrupo es normal.

Teorema 2.7.14 (Grupo cociente). Sea (G, *) un grupo y H un subgrupo normal
de G. Sean x,y € G, la operacion

(zH) - (yH) = (x xy)H

define en el conjunto cociente G/H una estructura de grupo. Este grupo se llama
grupo cociente de G sobre H.

Demostracion.
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1) Operacién interna:
Sia,b € G, entonces (aH)-(bH) € G/H ya que (axb)H es uno de los elementos
de la particion definida por el subgrupo H.

2) Propiedad asociativa:

Sean a, b, c € GG, tenemos que
((aH) - (bH)) - (cH) = ((a*b)H) - cH = ((a*b) xc) H.
Como G es un grupo, entonces (a * b) x ¢ = a * (b* c).
Asi que
((axb)xc)H = (a*(bxc))H = (aH) * ((bxc)H)
= (aH) - ((bH) - (cH)).

3) Elemento neutro:
La clase eH = H es el elemento neutro del producto de clases ya que (aH) -
(eH) = (axe)H = aH.

4) Elemento inverso:

Dada una clase aH existe una clase inversa a 'H, tal que su producto es el
elemento neutro, ya que

(aH)-(a'H) = (a*xa ')H = eH = H.

]

Ejemplo 2.7.15. Sea el grupo S3 de las permutaciones de tres elementos y el sub-
grupo normal H = {e, 01,05}, definimos las clases

E=eH ={e,01,00} =01H = 0yH
A = TlH = TQH = T3H = {7'1,7'2,’7'3}
Tenemos que
E-E=(eH) - (eH)=(exe)H =eH =F
E-A=(eH) - (nH)=(exmn)H=nH=A
A-A= (TlH) . (TlH) = (7_1 *Tl)H =—eH=F
Por lo tanto, la tabla de multiplicar es:

(G/H,-) |[ETA
E EA
A AlE

Podemos ver que dicho conjunto de clases con la operacién producto de clases es
un grupo.
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Ejemplo 2.7.16. Sea el grupo S3 de las permutaciones de tres elementos y el sub-
grupo H = {e, 1 }.

Como H no es un subgrupo normal, no podemos definir el grupo cociente G/H,
ya que, por ejemplo oo H = 13H, pero

(09H) - (01H) = (09 x01)H = eH = H = {e, 11},

sin embargo
(13H) - (01H) = (13 % 01)H = o H = {13, 01}

Como vemos H # 1o H, por lo que la operacion entre clases no estd bien definida, es
decir,

(02H,01H) = (13H,01H) no implica (02H) - (01H) = (13H) - (01H)

Esto es debido a que el subgrupo utilizado no es normal.

2.8. Homomorfismos de Grupos

Definicién 2.8.1. Sean (G1,*) y (Ga,0) dos grupos y f una aplicacion de Gy en
Gs, f: G1 — Gy. La aplicacion f es un homomorfismo de grupos si para todo
x,y € Gy, tenemos que

flzxy) = f(z)o f(y)
Ejemplo 2.8.2. La aplicacion

f: (R=+) - (R_g()}v)

x — e
es un monomorfismo, ya que
fla+y)=e=e"-e= f(z)- fy)
para todo z,y € R.
Ejemplo 2.8.3. Si (G, %) es un grupo abeliano, entonces la aplicacién

f: (Gx) — (G, %)

T — ZE2

es un monomorfismo, ya que
flaxy)=(rxy)’ =zxyxzxy=(zxz)*(y*y) = f(z)* fy)

para todo z,y € G.
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2.8.1. Clasificacion de homomorfismos

Definicién 2.8.4. Sea f un homomorfismo entre grupos, tenemos que:

1) Si f es inyectiva, entonces f es un monomorfismo

2) Si f es sobreyectiva, entonces f es un epimorfismo

3) Si f es biyectiva, entonces [ es un isomorfismo

4) Un isomorfismos entre un mismo grupo se llama automorfismos.

5) Dos grupos son isomorfos si se puede establecer un isomorfismo entre ellos.
Ejemplo 2.8.5. La aplicacién
fo R+) — (R—{0},)

x — e
es un homomorfismo y como ademés f es inyectiva, entonces es un monomorfismo.
Ejemplo 2.8.6. La aplicacion
fo ®RA4) — (R,

T — er

tenemos que f es biyectiva y por tanto es un isomorfismo.

Ejemplo 2.8.7. Sean los grupos G; = (R—{0},-) y Go = (R—{0}, -). Consideremos

la aplicacién f(z) = z2.

Como f(z-y) = (z-y)? =2*-y* = f(x)- f(y), entonces f es un homomorfismo,
pero en este caso f no es ni sobreyectiva ni inyectiva.

Ejemplo 2.8.8. Sea G; = (GLy(R), ), donde

GLQ(R):{(Z Z)GMQXQ(R): ad—bc;éo}

y “ -7 es el producto de matrices habitual, y sea Gy = (R — {0}, -), definimos la
aplicacion
f: GLy(R) —R—{0}

a b
(c d) — ad — be.

Por lo tanto es una aplicacién que calcula el determinante de la matriz. Como
sabemos que

f(A- B) = det(A - B) = det(A) - det(B) = f(A) - f(B),

entonces f es un homomorfismo.
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2.8.2. Propiedades de homomorfismos

Proposicién 2.8.9. Sea (Gy,*) un grupo y (Ga,-) sdélo un conjunto con una op-
eracion interna. Si la aplicacion f : Gy — Gy cumple que

flg1 % 92) = f(g1) - f(92) Vg1.92 € Gy,
entonces (f(G1),-) es un grupo, donde f(G1) ={f(g9) € Go: g € G1}.
Demostracion. Demostramos que cumple las propiedades de grupo:

1) Operacién interna:

Si f(g1), f(g2) € f(G1), entonces f(g1) - f(g2) € f(G1) C G2 ya que f(g1) -
f(g2) = f(g1 % 92) ¥ 91 % g2 € Gy puesto que (G, *) es un grupo.

2) Propiedad asociativa:
(f(g1) - f(g2)) - fgs) = f(g1%92) - fg3) = [((g1 * g2) * g3)

(91 % (g2 % g3)) = f(g1) - [ (g2 * g3)
(91) ) (f(gz) ) f(93>)-

Il
~ =

3) Elemento neutro:

Tomamos ¢ = f(e). Sea g € G, tenemos que

fg)-e=fg) fle)=f(g*e)= f(g)

e-flg)=fle)- flg) = flexg) = f(g).

Por tanto € es el elemento neutro de (f(Gy), ).

4) Elemento inverso:

Sea g € Gy. Si tomamos h = f(g~') donde g~ € G es el inverso de g en
(G, *) tendremos que

flg)-h=flg)-flg7")=flgxg ") = fle)=¢

€

heflg)=flg) - flg) = flg~" *+g) = fle)
Luego f(g™') es el inverso de f(g) en (f(G1),").

Por lo tanto (f(G1),-) es un grupo. O
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Proposicién 2.8.10. Si f es un homomorfismo entre los grupos (G1,%*) y (G, -),
se tiene que:

1) f(e1) = eq, donde ey es el elemento neutro de Gy y eq es el elemento neutro
de GQ.

2) f(g7") = (f(9))~" para todo g de G.
Demostracion.
1) flg1) - fler) = f(g1 xe1) = f(g1) = f(g1) - e2 = [(e1) = eo.
2) Vge G, flg) flg™) =flgxg™") = fler) = ea.
— flg™) = () "
]

Ejemplo 2.8.11. Sean los grupos G; = (R, +) y G5 = (R — {0}, ) y sea f(x) = e".
Tenemos que e; = 0= f(e1) = f(0) =€’ =1 = es.
Ademas

Ve Gy, ot =—ao= f(z7') = f(—a)=¢€"

Proposicién 2.8.12. Sea f un homomorfismo entre los grupos (G1,*) y (Ga,-), se
tiene:

1) Si Hy es un subgrupo de G1, entonces f(H;y) es un subgrupo de Gs.

2) Si Hy es un subgrupo de G, entonces f~H(Hy) es un subgrupo de G;.

Demostracion.

1) Como e; € Hy implica que

fle1) = ex € f(Hy)
se tiene que f(Hy) # 0.

Sean x,y € f(H;), entonces existen a,b € H; tales que

Asi que

woy = fla)- (F(0) = fla)- FY) = flaxbTh) € F(HY).
ya que axb~' € Hj.
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2) Como f(e1) = ey € Hy se tiene que e; € f~1(Hy).
Sean x,y € f~'(Hy) = {a € Gy : f(a) € Hy} entonces

f(ZL’), f(y) € H2

por lo tanto, f(x) - (f(y))~* € Hy ya que Hj es un subgrupo.

Asi que
fl@) - (f) ™ = fl2) - fly™) = flaxy™)
Luego x xy~1 € f~1(H,).

Ejemplo 2.8.13. Sean Gy = (GL2(R),-) con

Gh@@z{(g Z)eﬂ@wm@:aw—m¢o},

fmqu—mmnA:(ZZ)yquR—mLy

Tomemos el subconjunto

H:{(é?)eA@w®ybeR}chm)

Dicho subconjunto con la operacion producto de matrices es subgrupo de G, ya
que dadas las matrices

1 a 10
A:(O 1)€HyB:(O 1)6]—1,

L _b> € H y ademés

-1 __
tenemos que B~ = ( 01
AB‘1:<1 a_b)eH.

01

1 a
0 1
junto formado por todas las imdgenes de matrices de H, y tendriamos f(A) =
1-1—a-0=1= ey, por lo tanto el conjunto f(H) = {es} es subgrupo de Gs.

Por otro lado, dada una matriz A = ( ) € H podemos construir el con-

Proposicién 2.8.14. Sea f un homomorfismo entre los grupos (G1,*) y (Ga,-),
tenemos que
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Si Hy es un subgrupo normal de G, entonces f~1(Hy) es un subgrupo normal

de Gl.

2) Si Hy es un subgrupo normal de Gy y f es sobreyectiva, entonces f(H;) es un
subgrupo normal de G.
Demostracion.
1) Por el apartado 2) de la Proposicién 2.8.12, sabemos que
f7H(Ha) ={h € Gi: f(h) € Ha}
es un subgrupo, falta probar que es normal.
Sea g € G y sea h € f~!(H;). Tenemos
_ _ -1
flgxhxg™)=f(g)- f(h)- flg™") = flg)-h-(f(g) € Ha,
ya que Hs es un subgrupo normal en Gs.
Asi que
gxhxgt e fH(Hy).
Por lo tanto f~!(H,) es normal.
2) Tenemos que demostrar que si go € Ga, gof (H1)gy ' C f(Hy).

Puesto que f es sobreyectiva (f(G1) = Ga), existe un ¢g; € Gy tal que f(g1) =
g2. De aqui se deduce que para todo hy € Hy, se tiene que:

g2 f(hy) - 951 = flg1) - f(h1) - (f(g))fl
= flg1) - f(h1) - f(gfl)
= flg1xhi*g7").

Como H; es normal de GG, se cumple que g; * hy * gl_1 € H;.
Ast que f(gr * b * g) € F(HL).

Por lo tanto el subgrupo f(H;) es subgrupo normal ya que
g2f (Hy)gy ' € f(Hy) Vg € Go.

]

Proposicién 2.8.15. Sea f un isomorfismo entre los grupos (G1,*) y (Ga,-), se
tiene que:

1)

G es abeliano si y solo si Gy es abeliano.
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2) G es ciclico si y solo si Gy es ciclico.

Demostracion.
1) Supongamos que (G es abeliano.

Sean g¢s, hy € G5 como f es sobreyectiva (por ser isomorfismo) se cumple que
existen g1, hy € (G; tales que

flg1) = g2, f(h1) = ha.
Asi que
g2 - ha = f(g1) - f(h1) = f(g1 % )
como (G es abeliano, tenemos que
flg1xh1) = f(h1xg1) = f(h1) - f(g1) = ha - g2

por tanto G5 es abeliano.

Como f es un isomorfismo, entonces f~! también lo serd, por lo tanto,
para todo g1, hy € G; podemos escribir

g1 =f""(g2), hi=f""(ha) con gs, ks € Go.
Asi que

g1 xhy = [N (g2) * [ ()

Y(g2-hy) (f~' es un isomorfismo)

f_ .

f ' (hy-g2) (Gy es abeliano)
=

hy

Yha) % [ (g2)
* g1

Por tanto GG; es abeliano.

2) Supongamos que G es ciclico, entonces existe © € Gp tal que (z) =
(1. Sea g2 € Go, como f es sobreyectiva (por ser isomorfismo), tenemos que

f(g2) € Gh.

Asi que, existe n € Z tal que

Luego

Por tanto G5 es ciclico.
Se demuestra igual aplicando el resultado a f~! (ya que f es un isomorfismo).
O

Ejemplo 2.8.16. El grupo S3 no puede ser isomorfo a Zg ya que éste es abeliano
mientras que el primero no lo es.
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2.8.3. Ntcleo de un homomorfismo

Definicién 2.8.17. Dado un homomorfismo f entre los grupos Gy y G (f : G; —
Gs), definimos el nicleo de f como el conjunto

ker(f) ={x € Gy : f(z) = ea},

donde ey es el elemento neutro de Gy.

Ejemplo 2.8.18. Sean G; = (R,+) y Gy = (R — {0},-), con el homomorfismo
f(z) = e, tenemos que

ker(f)={x eR: f(x)
Ejemplo 2.8.19. Sean Gy = (GL2(R),-) con

1} ={zeR: =1} ={0}.

GLy(R) = {(Z Z) € My.o(R) : ad—bc#O}

y Go = (R*,-), con f(A) = ad — be siendo A = ( Z Z)

Tenemos que

ker(f):{(z Z) € Maya(R) : ad—bc:l}.

Por lo tanto el nucleo seran la matrices de orden 2 con determinante igual a 1.

Proposicién 2.8.20. Sea f un homomorfismo entre los grupos (G1,%*) y (Ga,-), se
tiene que:

1) El nicleo de f es un subgrupo normal de G.

2) f es un monomorfismo si y sdlo si ker(f) = {e1}, donde ey es el elemento
neutro de G.

Demostracion.
1)  © » Como f(e1) = eq, tenemos que ey € Ker(f), es decir

Ker(f) # 0.

» Sean z,y € ker(f) entonces

-1

flaxy™)=f@) - f D =c-(F) " = (@) = =e.

Esto significa que z * y~! € ker(f), por lo tanto ker(f) es un subgrupo
de Gl'
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©® Probamos que Ker(f) es normal. Sea g € G; y = € ker(f), y comprobar
que g * % g ' € ker(f). Tenemos que

flgxaxg™') = flg)- flx)- flg™")
= f(9)-e2- (f(9)) = f(9)- (f(9) " =en.
Asi que g* z* g~ € ker(f).
Por lo tanto ker(f) es un subgrupo normal.
2) Supongamos que f es inyectiva.
Si x € ker(f) entonces f(x) = es. Ademéds sabemos que f(e1) = ea.
Como f es inyectivay f(z) = f(e1) = eq, entonces = = e;.
Luego ker(f) = {e1}.
Supongamos que ker(f) = {e;}.
Sean z,y € G tales que f(z) = f(y) entonces
f@) (FW) " =es= f(a)- fly) = es = flaxy ") =ea.

Como ker(f) = {e;} se tiene que z * y~! = e; luego x = y,por lo tanto f es
inyectiva.

]

2.9. Descomposicién canénica de un homomorfis-
mo

2.9.1. Homomorfismo canonico

Lema 2.9.1. Si H es un subgrupo normal de (G, ), la aplicacion

. G — G/H
g — gH

es un epimorfismo, es decir, es un homomorfismo sobreyectivo.
Demostracion. Sean a,b € G, tenemos que
m(axb) = (axb)H = (aH) - (bH) = w(a) - w(b).

Ademas es una aplicacion sobreyectiva por construcciéon, ya que el codominio es
el conjunto de elementos que tienen contraimagen. O]
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Definicién 2.9.2 (Proyeccién candnica). Si H es un subgrupo normal de G, la
aplicacion definida por
. G — G/H
g — gH

se llama, homomorfismo candénico, o proyeccion candnica, de nicleo H.

2.9.2. Descomposiciéon canodnica

Definicién 2.9.3. Sea f un homomorfismo entre los grupos G y G'.
El homomorfismo candnico de nicleo Ker(f) definido de la siguiente manera
mr: G — G/Ker(f)
g — 7y(g) = gKer(f)

se denomina descomposicion canonica del homomorfismo.

Proposicién 2.9.4. Sea f un homomorfismo entre los grupos (Gi,%) y (G2, ®),

entonces
p: Gi/Ker(f) — Gs

es un homomorfismo inyectivo.
Ademds, f se descompone en dos homomorfismos 7w y p, es decir, f = pomw

f
Gy s G1/Ker(f) o Go

donde
m: Gy — Gi/Ker(f)

g — gKer(f)

es un homomorfismo sobreyectivo.

Demostracion.

B Hay que probar que la correspondencia p es un homomorfismo inyectivo.

» Probamos que p es un aplicacion, es decir, se cumple que

Si gKer(f) = g'Ker(f) entonces p(g) = p(g).

Esto es debido a que si gKer(f) = ¢'Ker(f), entonces ¢ = g * h con
h € ker(f). Como f es un aplicacién, tenemos que

flg") = flg*h)
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asi que
es decir,

Por lo tanto

es una aplicacion.
» La aplicacién p es un homomorfismo ya que
p(gKer(f) - g'Ker(f)) = p((g * g")Ker(f))
=flg*g) = [f(9) ©f(g)
= p(gKer(f)) - p(g'Ker(f)).

» La aplicacién p es inyectivo ya que si tomamos un elemento gKer(f) del
nticleo de p, tendremos que p(gKer(f)) = e,, entonces

f(g) = e
asi que

g € Ker(f)
luego

gKer(f) = Ker(f).

por lo tanto vemos que el uinico elemento que pertenece al nicleo de p es
el elemento neutro del grupo G /Ker(f), esto es Ker(f), por lo tanto p

es inyectiva <ker(p) = {Ker(f)})
B Ya hemos visto que 7 es un homomorfismo sobreyectivo.

B Por la definicién de 7 y p se tiene que f se descompone en dos homomorfismos
wy p,es decir, f =por.

]

Observacién 2.9.5.

1) Si f es sobreyectiva, entonces p también lo es, ya que si g € G, podemos
tomar g, € G tal que f(g1) = g2 entonces

p(g:iKex(f)) = f(g1) = g2
Por tanto, para todo g2 € Ga, eziste g1Ker(f) € G1/Ker(f) tal que

p(pKer(f)) = go-
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2) Si f: Gy — G un homomorfismo sobreyectivo entre los grupos G1 y G con
nicleo Ker(f), entonces Gy /Ker(f) es isomorfo a Gs.

Ejemplo 2.9.6. Sea f: (R,+) — (R —{0},-) , tenemos que

r —— €

Ker(f) ={z: f(z) =1} = {0}

por tanto
(R,+)/Ker(f) ={zKer(f): z e R} ={{z}: z€eR} =R
T R — (R, +)/Ker(f) p: (R, +)/Ker(f) — (R—{0},)
v — {z} {r} — ¢

Ejemplo 2.9.7. Sean G; = (GLy(R),-), Gy = (R —{0},-) con
GLy(R) = {A = ( Z Z > € Moyo(R) : |A| = ad — be # O}

y f(A) = ad — bc = |A| dondeA:(Z Z)

En este caso
ker(f)Z{A: <Z Z) €M2><2(R): ]A|:ad—bc:1},

por lo tanto
Gi/Ker(f) = {MKer(f): M € GLy(R)}.

Como |B| =1 para todo B € ker(f), tenemos que
MKer(f) = {A € Mya(R) : |A] = |M][},
por lo tanto
Gi/Ker(f) = {{4A € Maxa(R) : |A| = m},Vm € R},

o sea, el conjunto cociente esta construido con conjuntos de matrices que tienen el
mismo determinante.

m: Gy — Gi/Ker(f)
M — {A€Myo(R): |A]=|M|} = MKer(f)

p: Gi/Ker(f) — (R—-{0},-)
MKer(f) — |M|
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sobreyectia biyectiva
e - G/Ke(f) & R-{0}

sobreyecta
f

M — matrices con determinante| M| — |M |

Ejemplo 2.9.8. Tomemos G; = (R, +) y G2 = (GLy(R), ) con
fla) = ( cos(z) sin(z) )

—sin(z) cos(x)

tenemos que

ker(f) = {2nk: k € Z},

por lo tanto,
Gi/Ker(f) = {{z+2rk: ke Z}, 0<z <2rm}

V[ Gl —_— Gl/Ker<f)
y — yKer(f)={y+2rk: kcZ}
Por otra parte tenemos que
y=x+2mm con neZ, 0<z<2m.

Asi que

m(y)={y+2nk: ke Z}={x+2mn+2rk: nke€Z, 0<z<2m}
={z+2n(n+k): n,keZ, 0<x<2m}
={zx+2rl:1€Z, 0<z<2n}

es decir,
7(y) = yKer(f) = xKer(f), z € [0, 27].

p: Gi/Ker(f) — (GL2(R),-)

Ker(f) — ( cos(z) sin(z) )

—sin(z) cos(x)



Capitulo 3

Anillos y cuerpos

3.1. Anillos

Definicién 3.1.1. Un conjunto A dotado de dos operaciones binarias cerradas que
escribiremos + (suma) y - (producto) se llama anillo si se cumplen las siguientes
propiedades:

1) (A,+) es un grupo abeliano.
2) El producto - es asociativo.
3) Se cumple la propiedad distributiva
a-(b+c)=a-b+a-c, (b+c)-a=b-a+c-a,
para todo a,b,c € A.

Definiciones 3.1.2.
1) El inverso respecto a la suma se llama opuesto. Por notacion, al opuesto de
un elemento dado a € A lo representaremos por —a.

2) El elemento neutro de la suma lo denotaremos por 0 y lo denominaremos
elemento cero.

3) Si el producto es conmutativo, se dice que (A, +,-) es un anillo conmutativo.
4) Si existe un elemento, que denotaremos 1, tal que
a-1=1-a=a, Va€eA

diremos que (A, +,-) es un anillo con unidad.

En este caso, el elemento 1 recibe el nombre de elemento unidad.

95
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Proposicion 3.1.3. El elemento unidad, si existe, es unico.

Demostracion. Si a,b,c € Ay verifican que a -b = a y a-c¢ = a tendremos que
a-b=a-c Vaé€ A, porlotantob=c=1. n

Ejemplos 3.1.4.

1) (Z,+,-) es un anillo conmutativo con unidad.

2) (2Z,+,-) (conjunto de todos los enteros pares) es un anillo conmutativo sin
unidad.

3) Las matrices de orden n con coeficientes reales (M, (R),+,-) es un anillo no
conmutativo con unidad.

3.2. Elementos Invertibles y Anillos de Divisiéon

Definicién 3.2.1. Sea (A, +,) un anillo con unidad 1 y 1 # 0. Un elemento a de
A se dice que es invertible si existe un elemento b € A tal que

a-b=b-a=1.
Observacion 3.2.2. Sia es un elemento invertible de un anillo, entonces b también

lo es.

Proposicién 3.2.3. Si existe el inverso de un elemento a lo denotaremos por a™*

Y es unico.
Demostracion. Sia,b,ce Aya-b=a-c=b-a=c-a=1, tenemos que

=1
~
a-b

)

por asociatividad del producto, ya que es un anillo, se tiene que

c=c-(

c=(c-a)-b=1-b=b=c=b.
L

Notacion 3. Al conjunto de los elementos invertibles de A lo denotaremos por

U(A).

Ejemplo 3.2.4.
1) U(Z)={-1,1}.
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2) U(Zy2) = {[1], 5], [7], [11]}-
3) U(Zs) = {[1], 2], [3], 4]}

Definicién 3.2.5. Los elementos invertibles de un anillo (A, +,-) se llaman unidades
de A.

Proposicién 3.2.6. Sea (A, +,-) un anillo con unidad. Si U(A) es el conjunto de
los elementos invertibles de A, entonces (U(A),-) es un grupo.

Demostracion.

1) La asociatividad se cumple siempre ya que son elementos de un anillo.

2) Los elementos de U(A) tienen inverso.

3) 1€ U(A)yaquel-1=1 (el 1essupropio inverso), por lo tanto tiene elemento
neutro.

4) Sia,be U(A)=a-beU(A), ya que
(a-b)-(a-b)t=(a-b)-btaH)=a-b-bYH-at=a-a'=1,

por lo tanto (a - b) tiene inverso y al tener inverso pertenece a U(A), por lo
que la operacién es cerrada.

]

Ejemplo 3.2.7. Dadas las matrices de orden n con la suma y el producto de ma-

trices, (M, (R), +, -), son un anillo con unidad. La unidades de M, (R) seran aquellas
matrices que tienen determinante distinto de cero GL,,(R) = {A € M, (R) tal que |A| # 0},
(GL,(R),-) es un grupo.

Observacion 3.2.8. Si (A, +, ) es un anillo unitario (anillo con unidad 1), se tiene
que

0+#1,
ya queVa € A;a-0=0ya-1=a
Definicién 3.2.9. Un anillo unitario (A,+,-), con 1 # 0, se dice que es un anillo
de division si
U(A)=A"=A—{0}.

Observacién 3.2.10. Si (A, +,-) es un anillo unitario, se tiene que U(A) C A*,
donde A* denota el conjunto A excluido el elemento neutro de la suma.

Proposicién 3.2.11. Sea (A, +,-) un anillo, se tiene que:
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1) VaeAa-0=0-a=0.

2) Si (—a) es el elemento opuesto de a para la suma se tiene que:

(—a)-b
a-(=b)=—
(—a) - (

vYvyy

para todo a,b € A

Demostracion. 1) Sea a € A, puesto que 0+ 0 = 0, entonces
a-0=a-(0+0)=a-0+a-0,

por tanto a - 0 = 0 ya que el elemento neutro de un grupo es unico.
2) como
(@-b)+(—-a)-b=(a—a)-b=0-b=0,
se tiene que (—a) - b es el opuesto de (a - b).
De manera similar se demuestra la segunda igualdad.
Para demostrar la ultima usamos la primera y la propiedad distributiva para
obtener

(=) - (=b) = (a-b) = (=a) - (=) + (~a) -

3.3. Cuerpos

Definicién 3.3.1. Un conjunto A dotado de dos operaciones binarias internas +, -
se dice que es un cuerpo si
1) (A,+,) es un anillo conmutativo con unidad,

1

2) todo elemento x € A, con x # 0, tiene inverso x~* respecto al producto.

Observacion 3.3.2.
1) Si (A, +,-) es un anillo conmutativo y (A*,-) es un grupo, entonces (A,+, )
es un cuerpo.

2) Si (A, +,-) es un cuerpo, entonces (A,+,:) es un anillo conmutativo con

unidad y ademds U(A) = A*.
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Ejemplo 3.3.3. (Q,+,-), (R, +,-), (C,+,"), (Z,,+,-) con p primo, son cuerpos.
Nota 3.3.4. Un cuerpo se suele decir que es un anillo de division conmutativo.

Observacion 3.3.5. Existen anillos de division que no son conmutativos (no son
cuerpos), véase el ejemplo siguiente.

Ejemplo 3.3.6. Sea
HR)={a+bi+cj+dk: abcdecR}
donde

2= =k =1,
il=1li=1i, jl=1j=j, kl=1k =k,
ij =k, jk=i, ki=j,

estas condiciones implican que
ji=—k, kj = —i, ik =—j.
La suma se define componente a componente:
(a+bi+cj+dk)+(r+si+tj+uk)=(a+r)+(b+s)i+(c+t)j+ (d+u)k

y el producto se realiza multiplicando los términos y utilizando las relaciones ante-
riores:

(a+bi+cj+dk) - (r+si+tj+uk)
=ar —bs — ct —du+ (as + br + cu — dt)i
+ (at + cr +ds — bu)j + (au + dr + bt — cs)k

Por tanto (H(R),+,-) es un anillo. Ademés todo elemento es invertible, por lo
que es un anillo de divisiéon, pero no un cuerpo, al no ser conmutativo.
3.4. Divisores de cero
Definicién 3.4.1. Si (A, +,-) es un anillo, un elemento a € A con a # 0, se dice

que es un divisor de cero si existe un elemento b € A, b # 0, tal que a -b =0
o0b-a=0.
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Ejemplo 3.4.2. En Zys, [3] y [4] son divisores de cero ya que
3] - [4] = [12] = [0];
también lo son (2], [6], [8],[9] y [10].
Ejemplo 3.4.3. En el conjunto
C(R,R)={f:R—R: f continua},
definimos una suma y un producto mediante

{ (f +9)(@) = f(z) + g()
(f-9)(@) = f(x) - g(x)

con f,g € C(R,R),z € R.

(C(R,R), +, ) es un anillo conmutativo (ya que f-g = g- f), unitario (el elemento
unidad es la funcién i(x) = 1 para todo z € R).

Tomemos f(x) =z — |z| y g(x) = z + |z|, se tiene que

(f ’ g)(x) =0, Vo € Rv
asi que f(z) y g(z) son divisores de cero.

Observacion 3.4.4. Un cuerpo C no tiene divisores de cero, ya que si a # 0 y
a-b=0, multiplicando por a=1, el inverso de a, se tiene que

b=(a"'-a)-b=a'-(a-b)=a"-0=0.

Nota 3.4.5. Aunque hay anillos que sin ser cuerpos tampoco tienen divisores de
cero.

Por ejemplo, en el anillo (Z,+,+) no hay divisores de cero, aunque si a = 0 se
tiene que 0 -b =0 para todo b, 0 no se considera un divisor de cero.

Proposicién 3.4.6. En un anillo (A, +,-), sea a un elemento de A que no es un
divisor de cero. Entonces:

1) Sia-b=a-c, conb,c€ A, entonces b = c.
2) Sib-a=c-a, conb,c€ A, entonces b= c.

Demostracion.
1) Supongamos que a - b = a - ¢; esto es equivalente a a - (b — ¢) = 0. Como a no
es un divisor de cero, b — ¢ tiene que ser 0, de donde se deduce el resultado

deseado.

2) Anélogo.
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3.5. Dominio de integridad

Definicién 3.5.1. Un anillo A sin divisores de cero se denomina dominio de
integridad.

Observacion 3.5.2. En un dominio de integridad, el producto de dos elementos no
nulos, es distinto de 0.

Ejemplos 3.5.3.

1) (Z,+,") es un dominio de integridad.

2) Todos los cuerpos son dominios de integridad.

3) (Zy,+,-) es dominio de integridad si p es primo.
)

4) Sea My(R) el conjunto de todas las matrices de orden 2 con coeficientes reales.
Con la suma y el producto este conjunto es un anillo. Pero no es dominio de

integridad, ya que
10 (00Y_ (00
00 o1/ \0o0)"

3.6. Subanillos

Definicién 3.6.1. Sea subconjunto S C A con (A,+,:) un anillo, se dice que
(S,4+,-) es un subanillo de (A,+,-), si

1) (S,+) es un subgrupo de (A,+),
2) el producto - restringido a S es cerrado;

de forma equivalente, la suma y el producto son operaciones cerradas en S, y (S, +, )
es un anillo.

Ejemplo 3.6.2. (Z,+, ) es subanillo de (Q, +,-), (Q,+,-) es subanillo de (R, +, ),
(R, +,-) es subanillo de (C,+, ).

Observacién 3.6.3.

1) Los subanillos de un anillo unitario no tienen por qué ser unitarios e incluso si
son unitarios, el elemento neutro del subanillo puede ser distinto del elemento
neutro del anillo.

2) Los divisores de cero de un subanillo lo son también del anillo, pero puede
suceder que un anillo tenga divisores de cero y el subanillo no.
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Ejemplo 3.6.4. Sea R x R con las operaciones:

(a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d),
(a,b) - (c,d) = (a-c,b-d), V(a,b),(c,d) e R xR

y sea H = {(h,0) tal que h e R} CR xR
1) (R xR, +,") es un anillo unitario.
2) (H,+,-) es un subanillo unitario

3) Los elementos (n,0) € R x R son divisores de cero en (R x R, +, ) pero no en

(H,+,-).
Demostracion.

1) (R x R,+) es un grupo conmutativo, con elemento cero (0, 0).
((R x R)*,+) cumple que:
1,1) Es una operacion interna pues (a-¢,b-d) € R x R
1,2) Es asociativa ya que [(a,b) - (¢,d)] - (e, f) = (a-¢c,b-d) - (e, f) = (a-c-

67bdf):(aab) (C ed f) (7b) [( d) (67 )]

1,3) Tiene elemento neutro, que es (1, 1), ya que (a,b) -

1) = (a,b)

(1,
1,4) Tiene elemento unidad (invertible), ya que V(a,b) € (R x R)* se cumple
ue (a,b) - L =(1,1)
q a b - )

Por lo tanto, (R x R, +,-) es un anillo con unidad con unidad (1,1). Ademés
es conmutativo respecto al producto.

2) (H,+,-) es un subanillo unitario, ya que:
2,1) Sean (a,0), (b,0) € H, entonces (a,0) — (b,0) = (a—b,0) € H, por lo que
(H,+) es un subgrupo de (R x R, +)
2,2) Sean (a,0),(b,0) € H, entonces (a,0) - (b,0) = (a-b,0) € H, por lo que -

es una operaciéon cerrada en H

Por lo tanto (H,+,-) es subanillo. Ademéds tiene unidad, ya que (1,0) € H
cumple que

(a,0) - (1,0) = (a,0), Y(a,0) € H,

por lo tanto (1,0) es el elemento neutro del producto en H, pero no del pro-
ducto en R x R.

Esto significa que (H,+,-) es subanillo unitario.
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3) Los elementos de la forma (a,0) con a # 0 son divisores de cero en R x R, ya
que (a,0) - (0,b) = (0,0) aunque a,b # 0.

Sin embargo, en H un elemento de la forma (a,0) con a # 0 no es divisor de
cero, ya que si (a,0) - (b,0) = (0,0) y a # 0, entonces b =0

]

3.7. Subcuerpos

Definicién 3.7.1. Sea S C C con (C,+,-) un cuerpo, se dice que (S,+,-) es un
subcuerpo de (C,+,") si

1) (S,+) es un subgrupo de (C,+),
2) (S*,-) es un subgrupo de (C*,-).

De manera equivalente, la suma y el producto son operaciones cerradas en S, y
(S,4+,-) es un cuerpo.

Observacion 3.7.2. La terna (S,+,-) es subcuerpo de (C,+,-) si
1) ScC con S #0,
2) x—y €S, Vr,y €S,
3) z-ytes Va,ye S

Ejemplos 3.7.3. (Q, +, ) es subcuerpo de (R, +, ), (R, +,-) es subcuerpo de (C,+,-)

3.8. Ideales

Definicién 3.8.1. Un subanillo I de un anillo A se dice que es un tdeal de A si
para todo i € I y para todo a € A se cumple quei-a €1 ya-1€ 1.

Observacién 3.8.2. Para probar que un subconjunto I de A es un ideal de un anillo
(A, +, ) baste con demostrar que:

1) Para todo i,j € I se cumple que i —j € I.
2) Para todo i € I y para todo a € A se cumple quei-a €l ya-ié€ l.

Ejemplo 3.8.3. El subanillo trivial {0} de cualquier anillo A es ideal, ya que

a-0=0-a=0, Vae A.
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Ejemplo 3.8.4. Otro subanillo trivial es el propio A y también es ideal de si mismo.
Ejemplo 3.8.5. Sea
Cl0,1] = {f : [0,1] — R tal que f es continua}

con (f +9)(x) = f(x) + g(x), (f - 9)(x) = [ () - g().
Dado r € [0, 1], el subconjunto M, de C|0, 1] definido por

M, = {f €CJ[0,1] tal que f(r) =0}
es un ideal de (C[0,1],+,-).
Ejemplo 3.8.6. El conjunto mZ con m € N definido como
mZ = {mk tal que k € Z}
es un ideal de (Z,+, ) ya que se cumple que:
1) Vi=mk,j=mk emZ, i—j=m(k—k)€mZyaquek—Fk €Z.
2) Vi=mk € mZ,Na €Z, ia=m(ka) € mZ ya que ka € Z.

Proposiciéon 3.8.7. Si A es un anillo con unidad 1 e I es un ideal de A tal que
1 € I, entonces I coincide con A.

Demostracion. Ya € A,a-1=a€l —= A=1. n

Proposicién 3.8.8. Si A es un anillo de division, los unicos ideales de A son {0}
y el propio A (los ideales impropios).

Demostracion. Sea I un ideal de A con I # {0} y sea ¢ € I con i # 0, tomamos
a=1i'€ A porlotantoi-a=1i-i! €I yaque I esideal, ademdsi-i ! =1¢
I = I = A por la propiedad anterior. O]

Proposicién 3.8.9. Un cuerpo (C,+,-) no tiene ideales propios.

Demostracion. Sea I ideal de C' con I # {0}, si a # 0 € I entonces = - a € I para
todo z € C.
Tomemos z = a~! (sabemos que a™! existe ya que C' es un cuerpo), entonces
1

x-a=a -a=1€l,asiquel =C. n

-1
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3.9. Anillo de clases de restos modulo 7

El papel de los ideales en un anillo es similar al de los subgrupos normales en la
teoria de grupos.

Proposicion 3.9.1. Si I es un ideal de un anillo A, la relacion
TRy <= x—y €l para x,y € A
es una relacion de equivalencia.

Demostracion.

1) Propiedad reflexiva: 2Rz, yaque z —x =0 € [
2) Propiedad simétrica: ¥Ry = yRz, ya que
r—yel—=—(v—y)=y—azel

porque es un subgrupo aditivo de A y, por tanto, si un elemento pertenece a
I, su opuesto también pertenece a I.

3) Propiedad transitiva: Ry, yRz = xRz, ya que
r—yel,y—zel=srv—-—y+y—z2=x—2¢€1

porque I es un subgrupo aditivo y la suma de dos elementos del subgrupo es
otro elemento del subgrupo.

O

Nota 3.9.2. El subgrupo (I,+) es normal de A. Por lo tanto podemos definir el
grupo cociente A/l respecto a la suma de clases
>

r+ 1+ [s+1]=[(r+s)+1]

donde la clase de equivalencia de x € A serd
[z +I]={x+a tal que a € I}.

Ezpresaremos la relacion [z + I = [y + I] como x =y mod I.
» FEn analogia con la suma de clases podemos escribir el producto de clases como

r+1]-[s+I]=][(r-s)+1]

siempre y cuando este bien definida, es decir, sea independiente del representante.
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Proposicién 3.9.3. Sea I un ideal de un anillo A; la suma y el producto de clases
en el cociente A/I estan bien definidas, y con estas, A/I posee estructura de anillo.
Dicho anillo recibe el nombre de anillo de clases de restos maodulo 1.

Demostracion.

» (A/I,+) es un grupo con respecto a la suma de clases definida anteriormente
dado que (1, +) es un subgrupo normal de (A, +) y, por tanto, como quedé de-
mostrado en el tema de Grupos (tema 2) podemos definir el conjunto cociente
A/I, que con la suma de clases tiene estructura de grupo.

» Vamos a ver que en el conjunto cociente A/I el producto de clases definido
anteriormente, [z + |- [y+ I] = [(z-y) + I], Vz,y € A, es independiente de
los representantes elegidos, y por tanto esta bien definido, ya que si

[+ 1] = [2' + ]

puesto que

voy—a-y=z-y—z-y+az-y-ay=x-(y-y)+(x-2)y
yeomoy—y €lyx—a' €elyaquely+I]=[+I]ylxz+1]=][2+]]
tendremos que

$-y—x/-y/:$~y”—|—xﬂ-y/,
comoy’ €l =ux-y"€lycomozx’el=a"y €l por definicién de ideal,
por tanto x - y” +x" -y =a+b con a,b € I. Como (I,+) es un grupo aditivo
a+bel, asiquex-y—a' -y €1 yportanto x -y y x' -1y definen la misma
clase de equivalencia.

= Como las operaciones suma y producto de clases estan bien definidas es facil
demostrar que los elementos de A/, esto es, las clases [x + I] tal que x € A,
forman estructura de anillo puesto que A tiene estructura de anillo.

]

Observaciéon 3.9.4. Supongamos que I es un ideal de un anillo A, y que I # A.
Es fdacil comprobar que si A es conmutativo, también lo es A/I, y que si 1 es el
elemento unidad de A, entonces [1 + I] es el elemento unidad de A/I.

Ejemplo 3.9.5. En el anillo (Z, +, -) podemos definir una relacién de equivalencia
dados a,b € Z, de modo que

aRb<=a—-b=k-m
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para algin k£ € Z con m € N.
Hemos visto que mZ sera un ideal de (Z,+,-). La relacién de equivalencia que
hemos definido es lo mismo que decir que

a—bel=mZ.
Podemos definir el conjunto cociente
Loy, =7/(mZ) =71
que estara formado por las clases de equivalencia de la forma:
[, ={b€Z: b—a=mkconkeZ}={beZ: b=amod(m)}.
Por lo tanto, las clases de equivalencia de Z,, seran
Zow = {0 [ s o — 1},

que son las clases de restos médulo m.

Observacién 3.9.6.

1) (Zy,+) es ciclico, ya que [1],, + [1],, + - - - + [1]n,= [0}, = [0],.

2) [=1n =[n = 1n ya que

asi que

3.10. Ideales generados

Definicién 3.10.1. Dado un anillo A y un subconjunto S C A, el ideal generado
por S, que denotaremos por (S), se define como el minimo ideal que contiene a
S, esto es, el ideal I tal que S C I y si J es otro ideal, se cumple que st S C J,
entonces I C J.
O equivalentemente
(S) = N I.
I es un ideal de A
-8
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Proposicién 3.10.2. Sea A un anillo conmutativo con unidad y S un subconjunto
de A. El ideal generado por S es

<S):{r1-31+---+rn-sn: nEA,siGS,nGN}.
Demostracion. Sea
]:{r1-31+---+7“n-sn: r,-EA,sZ-GS,neN},

como s; = 1-s; para todo s; € S, se tiene que S C I.
Ademas si J es un ideal que contiene a S y s; € S, entonces

ri-S; €J V?"Z'GA,

por definicién de ideal.
Del mismo modo cualquier combinacién lineal del tipo

r-S1+--+rn-s, €J

para cualquier J tal que S C J.
Por tanto
I cJ

Falta demostrar que I es un ideal, para ello tomamos
p:r1.31+...+rn.sn€[
p/:7’/1'81+"'+7";'8n61

se tiene que:

1) Es un grupo con respecto a la suma:

/

p—0D :7‘1'51—|—~~~—|—7°n-8n+(—7’11-81)4—'"—1-(—7’;'8”)
= () st ()

1 "
=ri-s1+--+r, s, €1

2) Cumple la propiedad de absorcién con respecto al producto:
Vre A

rep=r-(ri-s1+--+r-Sy)
=r-ry-Sg+--Fr-r, 8,
:7"/1.51_{_..._’_74;1.3” cl.
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Por lo tanto, I es un ideal. Il

Ejemplo 3.10.3. Si S = {s} tiene un sélo elemento, tenemos que
(S)y={(s)={r-s: re A} = As
si A es conmutativo
(S) = As = sA.

Por ejemplo, si m € Z entonces
(m)y={m-a: a€Z}=mZ.
Proposicién 3.10.4. Todos los ideales de (Z,+,-) son de la forma
(m) = mZ.

Demostracion. Sea I un ideal de (Z,+,-) y m el menor entero positivo de I, entonces
tenemos que
m)y={a-m: ac€Z}Cl,

ya que [ es un ideal (y hemos visto que el generado por m es el menor que contiene
am).
Ademas si i € I, por el algoritmo de la divisién en Z tenemos que

t=c-m-+r

donde ¢,r € Z tal que 0 < r < m.
Por tanto
r=i—c-mel+(m)cCl.

Pero como m es el menor entero positivo de I (lo hemos elegido asi), tendra que
cumplirse que r = 0, ya que r no puede ser un entero positivo menor que m.
Asi que
i=c-m€ (m).

Por lo tanto, todo ideal del anillo (Z, +, ) esta generado por un sélo elemento. []
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3.11. Ideales primos

Definicién 3.11.1. Un ideal I de un anillo conmutativo A es un tdeal primo si
dados dos elementos cualesquiera a y b de A tales que a -b € I, se tiene que o bien
aclobienbel.

Ejemplo 3.11.2. Sea p un numero entero positivo primo y consideremos pZ, que
es un ideal de (Z, +,-).

Si a y b son dos nimeros enteros tales que a - b € pZ, entonces p divide a a- by
como p es primo, entonces p divide a a o p divide a b, por lo tanto, o bien a € pZ o
bien b € pZ, asi que pZ es un ideal primo de Z.

Ejemplo 3.11.3. 3Z es un ideal primo de Z ya que Va,b € Z tal que a - b € 3Z,
por tanto, o bien a =3-s o bien b=3-5s con s € Z.

Ejemplo 3.11.4. 6Z no es un ideal primo de Z ya que puede existira € Zy b € Z
tales que a - b € 6Z con a ¢ 6Z y b ¢ 6Z, por ejemplo, si tomamos a =3y b = 2,
tenemos a-b =6 € 6Z peroa=3 ¢ 6Z y b=2 ¢ 6Z.

Proposicién 3.11.5. Sea A un anillo conmutativo e I un ideal de A con I # A. El
anillo cociente A/I es un dominio de integridad si y sélo si I es un ideal primo de
A.

Demostracion.

A/I dominio de integridad = I ideal primo de A:

Tomamos a,b € A tal que a - b € I entonces
la+1I]-b+I]=[ab+1]=1

(sabiendo que I es el elemento neutro del anillo A/T).

Como A/I es dominio de integridad, entonces, o bien [a + I] = I o bien

[b+ I] = I, por lo tanto, o bien a € I o bien b € I, o sea, I es un ideal primo.
I es un ideal primo de A = A/I es dominio de integridad:

Sea [a+ I] - [b+ I] = I para un par de elementos [a+ I] y [b+ I] de A/I, por
tanto
I=la+1I]-b+I=ab+I]=0a-bel

y como [ es primo, tendremos que o bien a € I o bien b € I, por tanto, o bien
[a+I]=1obien [b+ I] =1, o sea, A/l es dominio de integridad.

]
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3.12. Ideales maximales

Definicién 3.12.1. Sea A un anillo conmutativo con unidad, e I un ideal de A
con I # A. El ideal I se llama maximal si no eziste otro ideal J de A tal que
ICcJCAconl#JyJ+#A.

Teorema 3.12.2. Sea A un anillo conmutativo con unidad e I un ideal de A. El
anillo cociente A/I es un cuerpo si y solo si I es un ideal mazximal.

Corolario 3.12.3. Todo ideal maximal en un anillo conmutativo con unidad es un
1deal primo.

Demostracion. Si I es maximal, A/l es un cuerpo por el Teorema 3.12.2, por lo que
también es un dominio de integridad, y por la Proposicién 3.11.5, I es primo. [

3.13. Cuerpo de fracciones de un anillo

Sea A un dominio de integridad conmutativo con unidad 1. En el producto
cartesiano

Ax A" ={(a,b) tal que a € A,b e A*}

definimos la relacién
(a,)R(c,d) < a-d=b-c

que es una relacién de equivalencia, dado que cumple las propiedades:
1) Reflexiva: (a,b)R(a,b) yaquea-b="0b-a
2) Simétrica: (a,b)R(a’,0') = (a/,V')R(a,b) ya que

a-bV=0bb-d=4d-b="V-a

3) Transitiva: (a,b)R(a’,b), (a',V)R(a",b") = (a,b)R(a", V"), ya que

a-b=0b-da a-b-b =b-d b
a- b =v-a a b =b-q"

— a0V =0
W a- V=V b
= a-V' =b-d
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La clase del elemento (a,b) € A x A* la simbolizaremos mediante

[(a, b)]
y al conjunto cociente de las clases de equivalencia lo denotaremos por
C=(AxA"/R.

En C' definimos una suma y un producto como
[(a,0)] + [(c,d)] = [(ad + bc, bd)]

[(a,0)] - [(¢, d)] = [(a- ¢, b- d)]

Teorema 3.13.1. (C,+,-) es un cuerpo con las operaciones anteriores, y se llama
cuerpo de las fracciones del anillo A.

Demostracion.
1) Grupo aditivo:
1,1) Operacién cerrada: Por definicién, se puede ver facilmente que es una
operacion cerrada

1,2) Propiedad asociativa:

([x7y]+[x/’y/:|)+[$//7y//] [.Qf-y,—l-y-x/,y'y/]—i—[CIZ”,y//]
:(ZL"y/—f—y'I/)'y”—f—l‘”'(y'y,),(y'y/)'y”]
:‘T‘(yl.y)+y'<x/_yll+xll'y/)’y.(y/.yll)}

1,3) Elemento neutro ey = [0, 1] :

[z,y] +[0,a] =[x -a+0-y,y-a]=a-z,a- -y] =[x,y

1,4) Elemento opuesto [z,y];' = [z, y]:

[yl + =yl =lz-y—z-y,y-yl =04y = e
2) Grupo multiplicativo:

2,1) Operacién cerrada: Por definicién, se puede ver facilmente que es una
operacion cerrada
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2,2) Propiedad asociativa:

2,3) Elemento neutro e; = [1, 1]:
[z,y] - la,a] = [z - a,y - a] = [2,y]
2,4) Elemento inverso [z,y]"! = [y, x]:
[z, 9] [y, 2] =[xy, 2] = [L1] = e
3) Distributividad:

[z, y]- ([, ]+ [2" ")) = [z y] - [ -y +y - 2",y - Y]

Por lo tanto, C' es un cuerpo y ademads es conmutativo ya que
[z, 9] - [, y] = [, y/] - [, 9],
O
Ejemplo 3.13.2. A partir del anillo (Z, +, -) generamos un cuerpo (Q, +, -), donde
Q=ZxZ/R
es el conjunto de las clases de equivalencia con la relacion definida antes, es decir,
(a,b)R(z,y) ©a-y=>b-x.
Tenemos que

[(a,b)]EQ:>[(a,b)]:{(:v,y):g: veZ, yel a-y:b-x}
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. . . a
esto es, el conjunto de las fracciones equivalentes — = —.
Y

b

Adema3s la suma de fracciones es
[yl + '+ =[r-y +y -2y y]

o de forma equivalente
x x x-y+y-a
— + —, — #.
y oy Y-y

Y el producto de fracciones es

[z, y] - ] = w2y -]

o de forma equivalente

x
y v ooyy

Observacion 3.13.3. Es necesario que A sea un dominio de integridad conmutativo
con unidad.

Si no fuese asi no podriamos definir una relacion de equivalencia como la que
hemos definido

(@R y) = a-y =y 2"

Véase el ejemplo siguiente:
Ejemplo 3.13.4. El conjunto de funciones reales de variable real C(R,R) no es un
dominio de integridad. Si tomamos

h@)=z+lzl,  fale) = fs(z) =0,
() ==z @) =z—lz,  gs() = —x,

y segun la relacién anterior tenemos que:

(f1,91)R(f2.92) yaque fi-go=g1-f
y
(f2,92)R(f3,93) yaque fa-g3=g2-f3
Sin embargo,
(f1,91) R(f3, 93)
ya que
Ji-93# [3- 91,
por lo tanto no es un relacién de equivalencia ya que no cumple la propiedad tran-
sitiva.
Nota 3.13.5. En sentido estricto, A no es un subanillo de C'; sin embargo identifi-

caremos A con su anillo isomorfo A (ver seccion que viene a continuacion), y con
un cierto abuso del lenguagje, diremos que C' contiene a A (esto equivale a identificar

los enteros 7. con el conjunto de las fracciones de la forma ]Ig, conp€Z).
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3.14. Homomorfismos de anillos

Definicién 3.14.1. Dados dos anillos A, A’, una funcion f : A — A’ se dice que es
un homomorfismo de anillos si para todo par de elementosr y s de A, se tiene
que

flr+s) = f(r)+ f(s),
frs) = f(r)f(s).

Observacion 3.14.2. En particular f es un homomorfismo entre los grupos (A, +)
y (A +).

Definicién 3.14.3. Una aplicacion f entre dos cuerpos C' y C" con las propiedades
anteriores se dice que es un homomorfismo de cuerpos. En este caso, f define
un homomorfismo entre los grupos aditivos (C,+) y (C',+), y también entre los
grupos multiplicativos (C*,-) y (C™,-).

Definicién 3.14.4. Si un homomorfismo f de anillos es una biyeccion, se dice que
f es un isomorfismo de anillos, y A y A’ se dice que son isomorfos. En este
caso f~1 es también un isomorfismo de anillos.

Definicién 3.14.5. Un homomorfismo f: A — B entre anillos unitarios conmu-
tativos es:

1) Epimorfismo si f es una aplicacion sobreyectiva.
2) Monomorfismo si f es una aplicacion inyectiva.
3) Isomorfismo si f es una aplicacion biyectiva.

Ejemplo 3.14.6. La siguiente aplicacion f es un homomorfismo entre los cuerpos
(R27 +, ) y (Ca +, )
f: R? — C
(a,b) — a+bi
con

(a,b) + (¢,d) = (a+¢,b+d),
(a,b) - (c,d)=(a-d=b-d,a-d+b-c).

Ejemplo 3.14.7. La siguiente aplicacién 7 es un homomorfismo entre anillos (ho-
momorfismo canénico):
T A — A/l
a — [a+1]

Dicho homomorfismo 7 es sobreyectivo.
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Proposiciéon 3.14.8. Sea f : A — A’ un homomorfismo de anillos, entonces se
tienen las siguientes propiedades:

1)

f(04) =04 y f(—x) = —f(x), donde 04 y 04 son los elementos neutros de
A y A', respectivamente, con respecto a la primera operacion.

Si S es un subanillo de A, f(S) ={f(s): s € S} es un subanillo de A’.

Si S" es un subanillo de A', f~1(S") ={se€ A: f(s) € S’} es un subanillo de
A.

Si I' es un ideal de A', f~H(I') es un ideal de A.
Si f es sobreyectiva e I es un ideal de A, f(I) es un ideal de A’.

Si A es un anillo con unidad 14 y f es sobreyectiva, entonces A’ es un anillo
con unidad

1lg = f(lA)

Demostracion.

)

> Si f(04) = f(04+0,4) = f( 4) + f(04), entonces f(04) = 04 ya que el
elemento neutro del grupo (A’, +) es tnico.

> Sif(04) = flx+(—x)) = ( )+ f(—x), entonces
f(@) + f(=2) = Oar.

Por tanto

Si S es un subanillo de A, entonces (.S, +) es un subgrupo de (4, +).

Como f es un homomorfismo entre grupos (A4, +) y (4’, +), entonces (f(.5), +)
es un subgrupo de (A’,4) (véase, Proposicién 2.8.12).

Demostramos que el producto es una operacién cerrada en f(.S): Sean z,y € S,
tenemos que

f@)- fly) = flz-y)
por ser un homomorfismo.

Como zx e y son elementos del subanillo S, entonces = -y € S, por lo tanto
flx-y) € f(9).
Luego f(.S) es subanillo de A’.
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Por la Proposicién 2.8.12 se tiene que, si S’ es subgrupo de (A’, +), entonces
F7H(S") es subgrupo de (A, +).

Por lo tanto, para demostrar que f~'(S’) es subanillo de A, sélo tenemos que
demostrar que en f~1(S’) el producto es una operacién cerrada.

Para ello consideremos x,y € f~1(S’) entonces existen z/,y € S’ tales que
fla) =2 fly) =y

Por lo tanto,

f@)-fly)=flz-y)=a"-y €,
va que S’ es un subanillo, asf que z -y € f~1(5).
Esto significa que f~!(S’) es subanillo de A.

Hemos demostrado anteriormente que la contraimagen de un subanillo de A’
es un subanillo de A, asi que sélo tenemos que demostrar que la contraimagen
de un ideal cumple la propiedad de absorciéon con el producto.

Tomemos x € f~1(I'), por lo tanto existe 2’ € I’ tal que
flx) =2

Sea a € A tenemos que f(a) € A’, entonces

ya que I’ es un ideal de A’.

Como f es un homomorfismo, se tiene que
fla)- f(z) = fla-z) €I,
por lo tanto a - x € f~1(I'), asi que f~'(I') es un ideal de A.

Al igual que en el apartado anterior, para demostrar que la imagen de un ideal
I de A es un ideal de A’ si f es sobreyectiva, basta demostrar que en f(I) el
producto cumple la propiedad de absorcion.

Como f es sobreyectiva, entonces
Vbe A',Jae A talque f(a)=".

Por lo tanto, Yy € f(I), existe = € I tal que

y = f(x).
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Asi que
b-y=f(a) f(z) = flaz).

Como [ esunideal a-x € I, asi f(a-x) € f(I), por lo que f(I) es un ideal de
Al

6) Sia € A’ existe un a € A tal que / = f(a) y por tanto

@ f(La) = (@) f(L) = fla- 1a) = fla) =,

y también f(14) - a’ = @/, lo que prueba que
]_A/ = f(]_A).

O

Proposiciéon 3.14.9. Sea f : A — A" un homomorfismo de anillos. Entonces

ker(f) ={x € A: f(x) =04}, el nicleo de f, es un conjunto no vacio, y es un
itdeal de A.

Demostracion. Tenemos ker(f) # 0 ya que f(04) = 04 = 04 € ker(f). Vamos a
probar que ker(f) es un ideal:

1) Sean z,y € ker(f) entonces f(x) = f(y) = 0, por tanto

flx) = fly) = f(z) + f(-y) =0,

luego
f(l‘ - y) = 07
asi que
r—y € ker(f)7

por lo tanto, ker(f) es un subgrupo aditivo.

2) Sean x € ker(f) y a € A, entonces

fla-xz) = f(a)- f(z) = f(a) - Oar = O,

asi que
a-x € ker(f),

por lo tanto ker(f) cumple la propiedad de absorcién.

Por lo tanto ker(f) es un ideal. O
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Proposiciéon 3.14.10. Un homomorfismo f : A — A’ es inyectivo si y sélo si

ker(f) = {04}

Demostracion.

Supongamos que f es inyectiva, si x € ker(f) entonces f(x) = 04. Como
ademds sabemos que f(04) = 04/, entonces, al ser f inyectiva si f(x) = f(04)
se tiene que x = 04, por lo tanto

ker(f) = {04}

Supongamos que ker(f) = {04}. Tomemos f(z) = f(y) entonces
f(x) = fly) =04 = f(z) + f(=y) = Oa,

asi que
flx—y) =04

Como ker(f) = {04}, entonces
r—y=04 = 7=y,

por lo tanto f es inyectiva.
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Capitulo 4

Anillos de Polinomios

4.1. Definiciones

Definicién 4.1.1 (Polinomio). Sea A un anillo. Se llama polinomio en la in-
determinada X con coeficientes en A a una expresion formal de la forma

P(X)=a, X"+ ap 1 X"+ + aaX? + a1 X + ag,

con a; € A para todoi=1,...,n, donde n € N. El elemento a; se llama coeficiente
de X" o de grado i en P(X).

Notacién 4. Notaremos por A[X] al conjunto de los polinomios en la indeterminada
X con coeficientes en el anillo A.

Definicién 4.1.2 (Grado). El grado de P(X) es el mayor nimero entero positivo
n tal que a, # 0 y se denota grado(P(X)) = n.

El coeficiente a,, se llama coeficiente lider de P(X). Si a, = 1, decimos que
P(X) es un polinomio madnico.

4.2. Operaciones en A[X]

1) Igualdad de polinomios.

Dos polinomios
PX)=a, X"+ - 4+uX+a vy QX)=0,X"+ +bX+b
son iguales, P(X) = Q(X),sin=my a; = b;,¥i > 0.
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2) Suma de polinomios.

Dados dos polinomios
PX)=a, X"+ - +uX+a vy QX)=0,X"+ 4+bX+ by,
denominamos polinomio suma al polinomio
SX)=PX)+Q(X)=c X"+ - +aX+c
con ¢; = a; + b;, Vi > 0.

3) Producto de polinomios.

Dados dos polinomios
PX)=a, X"+ - +uX+a vy QX)=0,X"+ +bX+ by,
denominamos polinomio producto al polinomio
M(X) =dpmn X" + -+ d1 X + d,

con
%

d; = Z abi—y,

k=0
k<n, i—k<m
Ejemplo 4.2.1.
1) En RX]: P(X)=1+2X + X2+ X?
QX)=2+X3
P(X)+Q(X)=3+2X+ X?+2X3
P(X)-Q(X)=2+4X +2X? 4+ 3X3 +2X* + X° + X6

PX)+Q(X)=1T+1X +2X?
P(X) - Q(X)=1+1X +1X°+ 1X* + 1X° + 2X°

Nota 4.2.2. Para simplificar la notacion, a partir de ahora, las clases = [n], del
anillo Z, las denotaremos como n = n.
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4.3. Anillo de polinomios

Definicién 4.3.1. Sea A un anillo conmutativo con unidad, el conjunto A[X] con la
suma y el producto definidos anteriormente, (A[X],+,-), es un anillo conmutativo
con unidad y se denomina antllo de polinomios de A.

» FEl elemento neutro de la suma de polinomios es 0(X) = 04 (elemento cero).
» FEl elemento neutro del producto de polinomios es 1(X) = 14 (elemento identidad).

» FEl elemento opuesto de P(X) = ap+a1 X +---+a, X" de la suma de polinomios
es —P(X) = —ap+ (—a)) X + -+ (—a,) X™.

» El polinomio 0(X) no tiene grado y los polinomios de la forma P(X) = ag
tienen grado 0.

Proposicién 4.3.2. Si A es un dominio de integridad, su anillo de polinomios A[X]
también es un dominio de integridad.

Demostracion. Sea A dominio de integridad y sean
PX)=a+a X+ - +a, X" € AX], con a,#0

entonces,
PX)-QX)=co+taX+- - +cumX"#0

con Cpim = apby, # 0 ya que A es dominio de integridad. O

Proposicién 4.3.3. Dados dos polinomios P(X) y Q(X) pertenecientes a un do-
minio de integridad, tenemos que:

1) grado(P(X) - Q(X)) = grado(P(X)) + grado(Q(X)).
2) grado(P(X) + Q(X)) < méx {grado(P(X)), grado(Q(X))}.
Demostracion.
1) Si grado(P(X)) = n y grado(Q(X)) = m, entonces
grado(P(X) - Q(X)) =m +n

ya que a, # 0,b,, # 0 = a, - b,, # 0 porque A es dominio de integridad.

Esto no serfa cierto si no es un dominio de integridad, por ejemplo, Zg[X| no
lo es y podemos tomar P(X) =3X,Q(X) =2X = Q(X)-Q(X) =3X-2X =
(3-2)X2=6X2=0X%=0
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2) Sim #n= P(X)+ Q(X) # 0 entonces
grado(P(X) + Q(X)) = max(m,n)

Sim=nya, # —b, = grado(P(X)+ Q(X))=n
Sim=nya,=-b, = grado(P(X)+Q(X)) <n

se tiene que,
grado(P(X) + Q(X)) < n =max(n,m).

Por lo tanto, siempre se cumplira que
grado(P(X) + Q(X)) = méx {grado(P(X)), grado(Q(X))}.

]

Proposicion 4.3.4. Si A es un dominio de integridad conmutativo con unidad, los
elementos invertibles de A[X] coinciden con los elementos invertibles de A, U(A) =

U (A[X]).
Demostracion. Si P(X) #0,Q(X) #0y P(X)-Q(X) = 1 entonces
grado(P(X) - Q(X)) = grado(P(X)) + grado(Q(X)) =0

por tanto
grado(P(X)) =0, grado(Q(X)) =0

ya que es un dominio de integridad, por lo tanto los tinicos elementos invertibles de
A[X] son de la forma P(X) = ay. O

Ejemplo 4.3.5. U(Z) = {£1} = U(Z[X)).

4.4. Teorema de la division

Dado un cuerpo C, el conjunto C'[X] de polinomios con coeficientes en C' forma
un anillo respecto a la suma y el producto de polinomios. Ademas, C[X] es un
dominio de integridad conmutativo con unidad.

Teorema 4.4.1 (Algoritmo de divisién). Sea C' un cuerpo y P(X) y Q(X) dos
polinomios de C[X], con P # 0. Entonces ezisten dos polinomios S(X) y R(X)
también del anillo C[X] tales que

P(X) = Q(X)S(X) + R(X)

y R(X) =0 o grado(R(X)) < grado(Q(X))
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Ejemplo 4.4.2.

1) En Q[X] tomamos P(X) = X*— X2 4+ 1,Q(X) = 2X? 4+ 1 entonces P(X) =
Q(X) - S(X) + R(X) con S(X), R(X) € Q[X]

X' —X%2+1[2X2+1

1

Xt -x? Zx?-Z
3 2 2 4

——X?+1

32 3

° X242

%#

4

Por lo tanto

S(X) = %XQ 3 R(X) =

1 z7grado(R(X)) — 0 < grado(Q(X)) = 2.

4

Esta propiedad estd definida en Q[X] (ya que @ es un cuerpo), pero no en
Z[X] (ya que Z no es cuerpo).

2) En Zs[X] tomamos P(X) = 3X?+2X +4,Q(X) = 1X?+2 entonces P(X) =
Q(X)-S(X)+ R(X) con S(X), R(X) € Zs[X]

3X3+2X +4 1X2+2
—3X2—-6X

—4X +4

1X +4

Por lo tanto S(X) =3X,R(X) =1X +4.

Proposicién 4.4.3. Los polinomios cociente, S(X), y resto, R(X), son inicos.
4.5. Divisor de un polinomio

Definicién 4.5.1. Sean P(X),Q(X) € A[X] con Q(X) # 0, se dice que Q(X)
divide a P(X) o que Q(X) es divisor de P(X) si

para algin S(X) € A[X] y se denota Q(X)|P(X
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Ejemplo 4.5.2. En R[X] tomamos
PX)=X34+ X2+ X +1, Q(X) =X +1,

Q(X) divide a P(X) ya que existe S(X) = X% + 1 € R[X] con

Ejemplo 4.5.3. En Z3[X] tomamos
P(X)=2X*+1, Q(X)=2X +1,

Q(X) divide a P(X) ya que existe S(X) = X2+ X + 1 € Z3[X] con

Proposicién 4.5.4. Sea C' un cuerpo. Si P € C|X] ya € C, entonces X —a divide
a P(X) siy sdlo si P(a) =0.
Demostracion.
Si (X —a)|P(X) entonces existe S(X) € C[X] tal que
PX) =5(X)- (X —qa)

y por tanto
P(a)=S(a)- (a —a) = 0.

Por el teorema de la divisién entera podemos escribir
P(X) =5(X) - Q(X) + R(X)

con grado(R(X)) < grado(Q(X)) 6 R(X) = 0.
Si tomamos Q(X) = X — a entonces

P(X) = S(X)- (X —a) + R(X)

con grado(R(X)) < grado(Q(X)) = 1.

Asi que
grado(R(X)) = 0.
Por tanto
R(X)=beC.
Luego
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entonces

P(a)=S(a)- (a—a)+b=0.
Como ademéds hemos supuesto que P(a) = 0 se tiene que
P(a) =0=0.

Por tanto Q(X) = X — a divide a P(X).
[l

Ejemplo 4.5.5. El polinomio X — [3] divide a P(X) = X? + X + [1] en Z3[X] ya
que P([3]) = [13] = [0] en Z3.

De hecho P(X) = (X — [9])(X — [3]).

Sin embargo X —3 no divide a P(X) = X?+ X +1en Q[X] yaque P(3) =13 #0
en Q.

4.6. Maximo comun divisor

Definicién 4.6.1. Se dice que D(X) € A[X], donde A es un cuerpo, es el mdximo
comun divisor de P(X) y Q(X) y se escribe

med (P(X), Q(X)) = D(X)
si, y sdlo si, satisface las condiciones siguientes:
1) D(X) es mdnico.
2) D(X)|P(X) y D(X)|Q(X).
3) SiV H(X) € A[X] tal que H(X)|P(X) y H(X)|Q(X), entonces H(X)|D(X).

Observacion 4.6.2. El mazximo comun divisor de dos polinomios es el polinomio
monico de grado mas alto que divide a ambos polinomios.
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Nota 4.6.3.
o Erigimos que el maximo comun divisor sea monico para que Sea Unico.

e Si A no fuese cuerpo no podriamos simplificar para obtener un polinomio
mdnico, ya que puede ocurrir que A[X] tenga divisores de cero (y por tan-
to no se pueda simplificar).

Proposicién 4.6.4. Sean P(X),Q(X) € A[X] dos polinomios fijos, entonces
I'={P(X)-R(X) +Q(X) - 5(X),¥V R(X),5(X) € A[X]}
es un ideal de A[X] y lo denotaremos por [P(X), Q(X)].

Demostracion. Dados

A (X) = P(X) - By (X) + Q(X) - 51 (X) e 1

Aa(X) = P(X) - By(X) + Q(X) - S3(X) € 1,

tenemos que

1)

Por lo tanto I es un ideal. O
Observacion 4.6.5. Si I es un ideal generado por P(X) y Q(X), o sea,
I ={P(X)-R(X)+Q(X)-5(X) ,V R(X),5(X) € A[X]},
existird un polinomio D(X) tal que
I =[D(X)].
Por tanto, D(X)|P(X) y D(X)|Q(X) ya que

D(X)[P(X) - R(X) + Q(X) - S(X).
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Ademds, como D(X) € I, tendremos que
D(X) = P(X) - A(X) + Q(X) - B(X).
Si H(X) divide o P(X) y a Q(X) se cumplird que H(X)|D(X), ya que
P(X) = M(X) - H(X), Q(X) = Ma(X) - H(X).

Entonces
D(X) = H(X) - [A(X) - Mi(X) + B(X) - My(X)].

Por lo tanto, D(X) es el mdzimo comin divisor de P(X) y Q(X).

4.7. Algoritmo de Euclides (calculo del maximo
comun divisor)

Proposicién 4.7.1. Si P(X) = Q(X) - S(X) + R(X) es la division de P(X) por
Q(X) # 0, entonces los ideales [P(X), Q(X)] y [Q(X), R(X)] coinciden.

Demostracion.

1) Sea F(X) € [P(X),Q(X)] entonces existen A;(X), A3(X) € A[X] tal que
F(X)=A1(X) P(X)+ Ax)(X) - Q(X)
Como ademds P(X) = Q(X) - S(X) + R(X) entonces

FX) = A (X) - [QX) - 5(X) + R(X)] + Ax(X) - @
A (X) - S(X) + A(X)]- Q(X) + Ay (X) - R

B
[

(X)

Asi que

Por tanto

2) Por otro lado, si G(X) € [Q(X), R(X)] entonces existen By(X), Ba(X) € A[X]
tal que
G(X) = Bi(X) - Q(X) + Ba(X) - R(X).

Como P(X) =Q(X)-S(X)+ R(X) entonces
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Asi que

G(X) = Bi(X) - Q(X) + By(X) - [P(X) — Q(X) - S(X)]
=By(X)- P

Por tanto

Luego

Yy que

entonces

]

Nota 4.7.2. Si sequimos con este procedimiento llegamos a obtener resto nulo v,
por tanto, el polinomio generador del ideal.

Ademds hemos visto que dicho polinomio es el mdzximo comin divisor. Si D(X)
es el mazimo comin divisor de P(X) y Q(X), entonces

[D(X)] = [P(X),Q(X)].

Por tanto

Ri_l(X) = R1<X> . Sz+1(X> + RH_l(X) —
[Ri—1(X), Bi(X)] = [Ri(X), Ris1(X)]
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Ri(X) = Ris1(X) - Sipo(X) +0 =
[Ri(X), Ri1(X)] = [Rina (X)] = [P(X), Q(X)].
Entonces R;11(X) es el mdzimo comin divisor de P(X) y Q(X).

Observacion 4.7.3. El procedimiento es equivalente al algoritmo de Fuclides para
numeros enteros.

Ejemplo 4.7.4. Calcular med(480,324). Tenemos que

480 =1 - 324 + 156
324 =2-156 412
156 =13-12+0

Por tanto
med (480, 324) = 12.

Ejemplo 4.7.5. Calcular med(X?* + 3X3 +3X? + X + 2, X3 +2X?2 + 1) en Q[X].
Tenemos que

X' 43X 43X+ X +2=(X+1)- (X’ +2X*+ 1)+ (X*+ 1)
X342X2 41 =(X+2)- (X2 4+ 1)+ (=X —1)
X2+1=(-X+1)- (=X —-1)+2

1.1
—X—1:<——X——>-2 0
2t T3) 7T

Por lo tanto, tenemos
med(X* +3X3 +3X2 + X +2, X3 +2X2 +1) =2,

como QQ es un cuerpo, podemos normalizar para obtener el polinomio moénico, asi que
med(X? 4+ 3X° +3X% + X +2, X° +2X*+1) = 1.

Ejemplo 4.7.6. Calcular med(X? + X? + X + 1, X? + 2) en Z3[X]. Tenemos que
X+ X+ X+1=(X+1)-(X*+2)+(2X +2)

X?+2=02X+1)-(2X +2)+0
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Por tanto
med(X? + X2+ X +1,X2+2) = X +1,

lo hemos hecho ménico (normalizado), ya que Z3 es cuerpo. Para normalizarlo hemos
multiplicado por 2.

Observacién 4.7.7. Si D(X) es el mdzimo comin dwisor de P(X) y Q(X), en-
tonces

[D(X)] = [P(X), Q(X)].

Por lo tanto

D(X) € [P(X),Q(X)].
Ast que existen Ay (X), A2(X) € A[X] tales que
D(X) = Ai(X) - P(X) + A3(X) - Q(X).
Ejemplo 4.7.8. Usando los polinomios del ejemplo anterior:
1) X34+ X?+X+1=(X+1)(X%+2)+2X + 2 entonces
X4+ X4+ X +1— (X +1)(X?+2)=2X +2.
Por tanto

P(X) Q(X)

—
X+1=2- (X’ + X+ X+ 1)+ (X+1)-(X*+2)

2) X24+2=02X+1)-(2X +2) =2X - (2X +2) + (2X + 2), entonces
X2 42-2X-(2X +2)=2X +2.
Por tanto

2X +2=X"+2+ X(2X +2)
= X224+ X[(XP+ X2+ X +1) +2(X + 1)(X* +2)]
=(XPH+ 2N +2X(X + D]+ (X + X*+ X +1)X

Asi que
X4+1=24+XX+D)(X*+2)+2X(X*+ X* + X + 1).
Luego

Q(X) P(X)

/—/b\ 7 - N
X4+1=(X"+X+2)(X*+2)+2X(X° + X*+ X +1)

Podemos ver que la descomposicion no es tnica.
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4.8. Raices de un polinomio

Definicién 4.8.1. Sea A un anillo y P € A[X], se dice que a € A es una raiz de
P(X) si P(a) =0.

Definicién 4.8.2 (Multiplicidad de un raiz). Sea C' un cuerpo y P € C[X]. Si
(X —a)" conn €N divide a P(X) y (X —a)"™ no divide a P(X), se dice que la
raiz a tiene multiplicidad n.

Ejemplo 4.8.3.a = 1 tiene multiplicidad 1 para P(X) = X? — 1 en Q[X] y
multiplicidad 2 para Q(X) = X? — 2X + 1 en Q[X].

Proposicion 4.8.4. Sea A un cuerpo, dado el polinomio P(X) € A[X] con grado(P(X)) =
n > 1, entonces P(X) tiene a lo sumo n raices en A[X] contando cada raiz tantas
veces como indica su multiplicidad.

Demostracion. Supongamos que P(X) tiene m raices, ai, as, -+ , Gy, por lo tanto
(X —a;)|P(X),i=1,...,m entones

P(X) = (X —a1) (X —az) - (X — ap) - B(X)

grado(P(X)) = m + grado(B(X))
se tiene que
n =m + grado(B(X))

por tanto

n>m.

Luego, el nimero de raices es menor o igual que el grado. Il

Observacion 4.8.5. Es necesario imponer que A sea un cuerpo para que se cumpla
la proposicion anterior ya que, por ejemplo,

PX) = (X =2)(X -3
en Zg|X] tiene como raices 2 y 3 pero también 0 y 5, mientras que grado(P (X)) =

2 (esto es debido a que Zg no es un cuerpo, por tanto Zg[X] no es dominio de
integridad).
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4.9. Polinomio irreducible

Definicion 4.9.1. Sea A un anillo conmutativo con unidad, un polinomio P(X) €
A[X] que no sea invertible en A[X| se dice que es irreducible en A[X] si para toda
descomposicion de la forma

con Q(X),S(X) € A[X], se tiene que o bien Q(X) o bien S(X) son una unidad de
A[X].

Un polinomio que no es irreducible, se dice reducible.
Ejemplo 4.9.2. P(X) = X? — 2 es irreducible en Q[X], pero no en R[X], ya que
P(X) = (X —V2)(X +V2).

Ejemplo 4.9.3. P(X) = X? + 1 es irreducible en Q[X] y en R[X], pero no C[X],
ya que podemos escribir

P(X) = (X +1)(X —1),

ni en Zs[X|] ya que
P(X)=(X-2)(X+2)

en Zs[X].

Observacion 4.9.4. Los polinomios irreducibles en un anillo de polinomios juegan
el mismo papel que los niumeros primos.

Proposicién 4.9.5. Todo polinomio P(X) € A[X]| de grado mayor que O es pro-
ducto de polinomios irreducibles.

Demostracion.

1) Si P(X) es irreducible, ya estd hecha la factorizacién.

2) Si P(X) es reducible, tiene divisores de grado menor, entonces P(X) = A;(X)-
P (X).

Se repite el proceso hasta obtener un producto de polinomios irreducibles.
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4.9.1. Irreducibilidad en C[X]

Teorema 4.9.6 (Teorema fundamental del Algebra). Todo polinomio P(X) €
C[X] no constante tiene al menos una raiz en C.

Proposicién 4.9.7. Todo polinomio P(X) € C[X] con grado(P(X)) =n > 1 tiene
n raices en C[X]| (contando multiplicidad).

Proposicién 4.9.8. Un polinomio P(X) € C[X] es irreducible en C[X] si y sdlo si
tiene grado 1.

Observacion 4.9.9. Dado P(X) € C[X]| con grado(P(X)) = n, entonces P(X) =
k(X —a1)(X —ag)--- (X —ay,) conkeCya;€C,i=1,...,n raices de P(X).

4.9.2. Irreducibilidad en R[X]

Proposicién 4.9.10. Si P(X) € R[X] es irreducible en R[X], su grado es 1 ¢ 2.
Ademds si su grado es 2 y P(X) es irreducible, entonces P(X) = aX? +bX + ¢
cumple que A = b* — 4ac < 0.

Ejemplo 4.9.11.

1) P(X) = X? +2X + 1 es reducible en R[X] ya que b* — 4ac > 0 entonces
P(X)=(X+1)%

2) P(X) = X? — 2X + 2 es irreducible en R[X] ya que b* — 4ac < 0 entonces
P(X)=[X—(1+][X —(1—-1)].

4.9.3. Irreducibilidad en Z[X]| y en Q[X]

Proposicion 4.9.12. Sea P(X) = ay + a1 X + aeX? + -+ + a, X" € Q[X] un
polinomio con coeficientes en 7.

a
Si 5 €5 una raiz de P(X) con a y b primos entre si (a,b € Z), entonces alag y

bla,.
Observacion 4.9.13. Si a es una raiz entera de P(X), entonces alag.

Observacion 4.9.14. Un polinomio P(X) mdnico (a, = 1) con coeficientes enteros
no tiene raices fraccionarias.
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4.9.4. Irreducibilidad en Z,[X]

Proposicién 4.9.15. Existen p polinomios lineales irreducibles monico en Z,[X]
(con p primo) de la forma X + a.

Ejemplo 4.9.16. En Z3[X] los polinomios lineales irreducibles ménicos son X, X +
1, X +2

2
—Pp . . - .. . .
polinomios cuadrdticos monicos irreducibles

Proposicion 4.9.17. Ezxisten P

en Z,| X] (con p primo).

9_
Ejemplo 4.9.18. En Z3[X] habra
X2+ 1, X+ X +2,X2+2X +2.

= 3 polinomios cuadraticos irreducibles:



