ALGEBRA LINEAL 1 Soluciones a la Practica 6
Aplicaciones lineales (Curso 2011-2012)

1.— De las siguientes aplicaciones definidas entre espacios vectoriales reales, determinar cudles son

homomorfismos, monomorfismos, epimorfismos o isomorfismos. Obtener también, con respecto a
bases que se definirdn, la expresion matricial, base y ecuaciones del nicleo y la imagen de todos los
homomorfismos.

fR—-MR, f(zx)=3x+2
NO ES HOMOMORFISMO porque no lleva el neutro en el neutro, es decir, f(0) =2 # 0.

9:R* =R’ g(z,y) = (z, y, z+)
SI ES HOMOMORFISMO. Vedmoslo. Sean A\, € R y (z,y), (2/,y) € R?. Hay que verificar que
9N, y) + pu(a’,y') = Ag(@,y) + pg(a’,y'):
g\, y) + p(2’,y") = g(Ax + pa’, Ay + py') = Az + pa’, Ay + py', A + pa’ + Ay + py')
=Nz,y, v +y) +p@’ v, 2" +y') = Ag(z,y) + pg(z',y')

En las bases canénicas {(1,0), (0,1)} en R? y {(1,0,0), (0,1,0),(0,0,1)} en IR?, la expresién matricial
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L0\ /o
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El nticleo son los vectores que van al cero. Es decir los (x,y) tales que 0 = g(z,y) = (z,y,z +y). Por
tanto el niicleo es el espacio {0} y la aplicacién ES un MONOMORFISMO.

La imagen son los vectores (z,7, z) € R® que verfican z = z + 3. NO es un EPIMORFISMO, porque
la dimensién de la imagen es 2 (menor que la dimensién 3 del espacio final).

NO es ISOMORFISMO, por no ser epimorfismo.

h:R? = R?  h(z,y) = (zy, = - 2y)
NO es HOMORFISMO. No verifica que h((z,y) + (2/,y")) = h(z,y) + h(z’,y"). Por ejemplo:
h((1,1) + (=1, -1)) = 1(0,0) = (0,0)

y sin embargo
h(1,1)+ h(-1,-1) = (1,—-1) 4+ (1,1) = (2,0) # (0,0)

u:Ps(R) — P2(R), u(p(z)) =p'(z)
ST es HOMOMORFISMO. Sean p(z),q(z) € Ps(IR) y A\, € IR. Por las propiedades de la derivacién
se tiene:

u(Ap(z) + pq(x)) = (Ap(x) + pg(x)) = X' (x) + pg' () = Mu(p(z)) + pu(q(z))

Consideramos en P3(IR) la base canénica {1,z,2%, 2%} y en Po(IR) la base canénica {1,z,2%}. Si
p(r) = ag + a1z + azx® + a3z, su derivada es p'(z) = a; + 2a27 + 3azz?. Por tanto en las bases

candnicas el homomorfismo se expresa matricialmente como:

01 0 0\ /a
0020)|[a
uP@) =14 0 0 3 a;
000 0/ \ay



El nicleo son aquellos polinomios con derivada cero, es decir, las constantes p(x) = ag. Por tanto sus
ecuaciones son:
a; = a = as — 0

NO es un MONOMORFISMO porque hay polinomios no nulos con derivada nula, es decir, el nicleo es
distinto de {0}.

La imagen es todo el espacio P2(IR), porque todo polinomio de grado menor o igual que 2 es
derivada de uno de grado menor o igual que 3. Dado ¢(z) = by + bix + box? basta tomar
p(x) = box + (b1/2)2% + (b*/3)23, y u(p(z)) = q(x). Por tanto la apliacién ES un EPIMORFISMO.

Finalmente NO es un ISOMORFISMO, porque no es un monomorfismo.

a b c

def:a—b d e+ f

) a+b a-—0» c
c e+ f e—f

v: Mayz — Sa, U(

(Notaciones: M, xn es el espacio vectorial de las matrices m x n con elementos reales; Pn(IR), el
espacio de los polinomios con coeficientes reales y grado menor o igual que n; Sy, el espacio de las
matrices simétricas n x n con elementos reales).

Veamos que es un homomorfismo. Sean A, A’ € Msy3 con:

a b ¢ a v
A:(d e f>7 A/:(d/ e f/)€M2><3
v A, 1 € IR tenemos que comprobar que
V(AA + uB) = Mv(A) + M (B)
Pero:
a b ¢ a b
o) = (5 04 (0 G ))
B da Ab Ac pa'  pb pd
_U(<)\d e Af)+(ud’ pe' uf! )

()\a+ua’ Ab+pb Ae+ pd )
Y M+ pd  de+pe' Nf+upf

Aa+ pa’ — Ao —pb Aa+ pa’ — o — pb’ Ac + pud
= | Xa+pa’ — Mo — pb' Ad + pd’ e+ pe’ + Af + pf’!
A+ pd Ae+pe' +Nf+uf' de4pe’ = Nf —uf’
a+b a-—>b c a+bv d-v c
=A|la-b d e+f|+puld-"V d’ e+ f
c e+f e—f d e+f e —f

= M(A) + pv(B)

Consideramos las bases candénicas B y B’ en May3 y S3 respectivamente:

B:100 01 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
00 0)/\0 0 0/7\0 O0O0/)’\1 00/)'\0 1 0/)\0 01

:{61,...766}
y
100 0 10 0 01 0 00 0 00 0 00
B' = 0 00 100 0 0 0 010 0 01 0 0 0
0 00 0 00 100 0 00 010 0 01

= {E\,..., Es}



Veamos cual es la matriz de la aplciacién con respecto a estas bases. Para ello calculamos las imagenes
de cada e; y las escribimos en la base B’:

v(e1) = E1 + Eo;
v(ez) = By — Es;
v(es) = Es;
v(es) = Eu;
v(es) = E5 + Eg;
v(eg) = E5 — Eg;

Por tanto la matriz de v con respecto a las bases B y B es:

OO OO
O OO = OO
[N el N N}
_ -0 oo o O
_ -0 O O O

Recordemos que esto significa que si denotamos a las coordenadas en la base B por (z!,...,2°) y las
coordenadas de su imagen en la base B’ por (y!,...,y%), estas se calculan como:

fLee e e
o R W R
\

SO OO =
SO OO - =
SO OO = OO
OO RO OO
—__-0 o0 oo
_ -0 O O O
8 8 8 8 8 8
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El niicleo de la aplicacién corresponde a aquellos vectores cuya imagen es cero, es decir, a la solucién
del sistema:

[= < U S
I
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x
x
x
x
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Dado que la matriz asociada al sistema es precisamente la matriz A de la aplicacién v y esta es no
singular, el sistema es determinado con tnica solucién la trivial. Por tanto el nticleo del homomorfismo

es el subespacio {0} y ES un MONOMORFISMO.

Ademas utilizando las férmulas de la dimensién vemos que
dim(Imv) = dim(Mays) — dim(Kerv) = 6.

Pero 83 también tiene dimensién 6. Deducimos que la aplicaciéon ES un EPIMORFISMO.
Finalmente por ser monomorfismo y epimorfismo, ES un ISOMORFISMO de espacios vectoriales.

Nota: Como el nicleo es {0} no tiene sentido dar sus ecuaciones. En todo caso sus ecuaciones

cartesianas serfan obviamente 2! = 22 = 2® = z* = 2% = 26 = 0. As{ mismo como la imagen es

todo el espacio Sz, una base de ella es cualquier base de S3; por ejemplo, la base B'.)



2.—

Dada la matriz
1 3
A= 0 2
-2 1
y las bases By = {(2, 1), (1, 1)} en R? y B = {(0, 1, 1), (1, 1, 1), (=1, =2, 0)} en R?, se pide hallar

las matrices, en las bases candnicas respectivas, de las siquientes aplicaciones lineales f : R? — R>:

Denotamos por C; y Cy respectivamente las bases canénicas de IR? y IR®. En todos los casos nos piden
la matriz Fe,c, -

. . . . 2 L.
la que tiene asociada la matriz A considerando en IR? la base By y en IR® la candnica,

Tenemos en cuenta que para pasar de coordenadas en la base By a la base candnica hay que multiplicar

por la matriz:
2 1
e - (2 1)

Ademas el dato que nos dan es que F,p, = A. Por tanto la matriz que buscamos es:

L3\ /1y (\! 2 5
Fo,e, = Fo,,Mp,c, = Fo,p, Mg/, = | 0 2 ( ) =1 -2 4
-2 1 -3 4

la que tiene asociada la matriz A considerando en IR? la candnica y en R® la base Bo,

Ahora para pasar de coordenadas en la base By a la base candnica hay que multiplicar por la matriz:

01 -1
Me,g, =1 1 —2
11 0

Ademas el dato que nos dan es que Fg,c, = A. Por tanto la matriz pedida es:

01 -1 1 3 2 1
Fe,o, =Mey,g,Fp,op =11 1 =2 0 2]=15 3
11 0 -2 1 1 5

la que tiene asociada la matriz A considerando en IR? la base By y en IR® la base Bs.

Finalmente el dato que nos dan ahora es que Fg,p, = A. Teniendo en cuenta lo anterior, la matriz
buscada sera:

0 1 -1 13N /5 \! 2.0
FCzcleCQB2FB2BlMC_1131: L1 =2 0 2 <1 1) - 21
11 0/)\-21 -4 9

Sea P2(IR) el espacio vectorial de polinomios con coeficientes reales de grado menor o igual que dos.
Consideramos las aplicaciones lineales:

fZIRSHIRS, f(x,y,z):(x+y,y+z,x+z)
g:Pa(R)—IR3,  g(az?+br+c)=(a—b,c+a—b2b—a)

y las bases de R® y Po(R), B = {(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)} y C = {1, z, 2?}.
Hallar la matriz asociada o la aplicacion f o g respecto de las bases C' y B.

La composicién es una aplicacién lineal que va de P2(IR) a R3:

(fog): Pa(R) - R® -1 R3.



Llamamos C' = {(1,0,0), (0,1,0),(0,0,1)} a la base canénica de IR*. Si denotamos por h = f o g se
tiene:
Heo =FooGee

y por la férmula de cambio de base:
Hpc = MpcHere = Mgy Here = MG g ForeGere
siendo

Mcp =

O = =
—_ O =
i)

Comenzamos entonces, calculando la matriz asociada a f con respecto a la base C, es decir, la matriz
Feoror. Se tiene:

f(1,0,0) = (1,0,1)
f(0,1,0) = (1,1,0)
f(07071):(7171)
Por tanto:
1 1 0
Foer=10 1 1
1 0 1

Ahora hallamos G¢r¢:

g(1)=g(0-224+0-2+1) = (0,1,0)
g(x)=g(0-22+1-2+0)=(-1,-1,2)
9(a*) =g(1-2* +0-2+0) = (1,1,-1)
de donde:
0 -1 1
GC/C: 1 -1 1
0 2 -1
Finalmente, la matriz pedida es:
110\ '/110\/0 -1 1 1 -1 1
Hpe = MG sFoeGoe = (10 1 01 1 1 -1 1)=[0 -1 1
01 1 1 0 1 0 2 -1 0 2 -1

En el espacio vectorial real de las matrices 2 X 2 con elementos reales, Max2(IR), se consideran los
subconjuntos

U ={4 € Mays(R)|traza(A) = 0}
V = L£{Id}

Calcular la matriz asociada respecto a la base candnica de la aplicacion proyeccion sobre U paralelamente
aV:
p: MQXQ(IR) — MQXz(B).

Escogemos una base formada por las bases de U y V' que obtuvimos antes:
B ={(1,0,0,-1),(0,1,0,0),(0,0,1,0), (1,0,0,1)}.

Con respecto a esta base la matriz asociada a la aplicacién proyeccion pedida es:

1 00 0
01 00
Pee=109 0 1 0
0000



Ahora la cambiamos a la base canénica:

Poc = McpPpgMpce = MopPepMgp,

donde
1 0 0 1
01 0 0
Mep=14 091 o
1 0 0 -1
Operando queda:
12 0 0 —1/2
0 1 0 0
Pee=1 9 o1 o
~1/2 0 0 1/2

Calcular la proyeccion de la matriz <(1) 8) sobre V' paralelamente a U.

Aprovechamos la matriz calculada en el apartado anterior para calcular la proyeccion sobre U
paralelamente a V:

1 1/2

0 0

P(I,0,0,0)—PCC 0 - 0
0 -1/2

Por tanto: /
1 0 1/2 0

(0 0> _< 0 —1/2>+\)£/’

— ev

eU

donde X es la matriz que nos piden. Finalmente:
o (L Oy _ (12 0 N_(12 0
~\0 0 0o -1/2) \ 0 1/2)°

Decidir si existe alguna aplicacion lineal f : R® — R* tal que
ker f = {(z", 22, 2%) € R® : 2! — 2® = 22 = 0},
Imf = {(y17y27y37y4)E]R441y1_y2:y2—y3:0}.

. . . .. 4 .
Si existe, dar la matriz (con respecto a las bases candnicas de R? y R ) de una que verifique estas
condiciones. Si no existe, demostrarlo.

Para que exista la aplicacion lineal pedida, la suma de la dimensién del nticleo y la dimensién de la
imagen tiene que ser igual a la dimensién del espacio origen.

En este caso el niicleo estd definido por dos ecuaciones independientes en IR® y por tanto tiene dimensién
3—-2=1.

La imagen estd definida también por dos ecuaciones independientes en IR* y por tanto tiene dimensién
4-2=2.

Deducimos que si existe la aplicaciéon que nos piden.

Para definir una aplicacion lineal basta tener en cuenta como actia sobre los vectores de una base.
Sabemos que sobre vectores del nicleo la aplicacién es cero. Ademds sabemos cual es la imagen:

Base del nicleo: {(1,0,1)}
Base de la imagen: {(1,1,1,0),(0,0,0,1)}



Por tanto para definir f completamos la base del niicleo hasta una base de IR?:
{(1,0,0),(0,1,0),(1,0,1)}

(es una base porque son vectores independientes), y definimos f sobre sus vectores, llevando el nicleo
al cero y los otros dos a los generadores de la imagen:

£(1,0,0) = (1,1,1,0)
f(0,1,0) = (0,0,0,1)
£(1,0,1) = (0,0,0,0)

Como nos piden la matriz de f con respecto a las bases candnicas nos interesa conocer la imagen de
los vectores de la base canénica de IR?. Sélo nos falta la imagen de (0,0, 1), pero:

f(O,Ov ]-) = f(la 07 1) - f(la 070) = (_1a _17 _13 O)
Por tanto la matriz de f respecto de las bases candnicas es:

-1
-1
-1

0

O~ = =
= e ]

Nota: La aplicacién no es tnica. Podriamos haber escogido otros generadores de la imagen y definir
de esta forma una aplicacién diferente verificando las propiedades deseadas.

Idem para [
kerf = {(z", 22, 2%) € R® : 22" — 22 + 2 = 0},

Imf = {(y17y27y37y4) GIR»4 1y1+2y2:y1—y3:0},
Ahora el niicleo est4 definido por una ecuacién en IR?, luego su dimensién es 3 — 1 = 2.

La imagen est4 definida por dos ecuaciones independientes en IR*, luego su dimensién es 4 — 2 = 2.

Se tiene dim(ker f) + dim(Im f) = 4 > dim(R3) y por tanto no puede existir la aplicacién lineal que
nos piden.

(Primer parcial, febrero 2001)
En el espacio vectorial Ry consideramos las bases C = {&1,es2,83} y B = {uy, Ua, Us}-

e = (17070)7 ey = (Oa 1,0), e3 = (0703 1)
up = (17 170); Ug = (17070); ug = (_130»1)-

Consideramos la aplicacion lineal f : R*—IR? dada por:
fe1) =11 +uz;  f(e2) =us —u1; f(€3) = Uz + us.

Calcular:
La matriz asociada a f respecto a la base candonica C.

Teniendo en cuenta los datos que nos dan, la matriz asociada a f respecto a las bases C'y B es:

1 -1 0
Fpe=11 0 1
0 1 1



Ahora la matriz pedida es:
Fee = MepFpe

donde Mcp es la matriz de cambio de base:

1 1 -1
Mecg=1|1 0 0
0 0 1
Obtenemos:
1 1 -1 1 -1 0 2 -2 0
Fee=11 0 0 1 0 1)]=(1 -1 0
0 0 1 0 1 1 0 1 1

La matriz asociada a f respecto a la base B.

Buscamos la matriz Fgp. De nuevo tenemos que hacer un cambio de base:

1 -1 0 1 1 -1 01 -1
Fpp=FpcMcp=1|1 0 1 1 0 0Ol=(11 0
0 1 1 0 0 1 1 0 1

Calcular las ecuaciones paramétricas e implicitas del nicleo y de la imagen de f respecto a las bases B

y C.
Trabajemos primero respecto a la base candnica. Utilizamos la matriz Foe.

El nucleo es:

T 0 20 -2y =0
Feecly | =10 — z—y=20
z 0 y+2z2=0

Eliminamos las ecuaciones dependientes y obtenemos las ecuaciones implicitas del nucleo:

z—y=20
y+z=0
Para obtener las paramétricas resolvemos el sistema. El nicleo tiene dimension 3 — 2 = 1. Tendremos
un sélo parametro:
T=A
Tr =
{ Y = Y=
z=—
Y z=—A

Por otra parte sabemos que la imagen de f estd generada por las columnas de la matriz Feoe.
Eliminamos las dependientes:

2 -2 0 2 00 2 00
1 -1 0)—(f1T O O0]—1(1 0 O
0 1 1 011 0 1 0

Ahora eliminamos pardmetros para obtener la ecuacién implicita:

r=2y <= =z —2y=0.



Trabajamos ahora respecto a la base B. Utilizaremos por tanto la matriz Fgp. Repetimos los
razonamientos que hicimos para la base candnica.

El nucleo es:

o 0 y —2'=0
FBB y/ = 0 =0 <= $I+y/:0
z 0 2 4+2 =0

Eliminamos las ecuaciones dependientes y obtenemos las ecuaciones implicitas del nucleo:

y/_Z/:O
x/+y/:0

Para obtener las paramétricas resolvemos el sistema.

La imagen de f estd generada por las columnas de la matriz Fgg. Eliminando como antes las
dependientes, vemos que la imagen estd generada por los vectores (0,1,1),(1,1,0). Las ecuaciones
paramétricas son:

T=p
y=A+u
z=A

Ahora eliminamos pardmetros para obtener la ecuacién implicita:

y=x+2 <= r—y+2z=0.

Sea f: R*——IR* un endomorfismo del que se sabe:

Im(f) C Ker(f).

£(1,0,1,1) = (1,-1,0,0).
£(0,0,0,1) = (1,0, —1,1).

Entonces:

Calcular la matriz asociada a f respecto de la base candnica.

Por (ii) sabemos que (1,—1,0,0),(1,0,—1,1) € Im(f), y por (i) que (1,-1,0,0),(1,0,—1,—-1) €

Ker(f). Por tanto:
f(la 717 07 0) = (Oa 07 07 0)7 f(17 07 71) 1) = (07 Oa Oa 0)
Sabemos como funciona la aplicacién sobre cuatro vectores:

B'={(1,-1,0,0),(1,0,-1,1),(1,0,1,1),(0,0,0,1)}

Si estos forman base la tenemos perfectamente definida. Lo comprobamos viendo que son linealmente
independientes; equivalentemente comprobando que su matriz de coordenadas tiene determinante no

nulo:
-1 0 0

1

1 0 -1 1
1 0 1
0

det 1
0 0 1

=2>0.



Entonces tenemos que:

00 1 1
00 — 0
Fer=1¢9 0 o -1
00 0 1

Hacemos el cambio de base para obtener Fpco:

—1
Fee = Fep Mpco = Fep Map,

con
1 1 1 0
-1 0 0 O
Mep =1 o _y 1 ¢
0 1 1 1
Operando queda:
—1/2 —-1/2 12 1
=12 —12 —172 0 0
Feo = 1 1 0 -1
-1 -1 0 1

Calcular la matriz asociada o f respecto de la base:

B ={(1,1,0,0),(0,1,1,0),(0,0,1,1), (0,0,0,1)}.

Simplemente hacemos el cambio de base:
Fgp = MpcltccMep = Mop-1FecMces,
donde:

Mcp =

OO ==
O~ Rk O
= —_ 0 O
_ o O O

Operando obtenemos:
-1 0 3/2 1
0o -1 -2 -1
Fep=| 5 5 1
-4 -3 0 1

Hallar las ecuaciones implicitas y paramétricas de ker(f), Im(f) con respecto a la base candnica.

Usando la matriz hallada en (a) podrfamos identificar la imagen como el subespacio generado por sus
columnas; el nicleo como los vectores que multiplicados por ella dan el vector cero. Sin embargo de los
datos del enunciado hay un camino mas inmediato. Por la férmula de las dimensiones:

dim(Ker(f)) + dim(Im(f)) = 4 (%)
Ademas:
- De (i) deducimos que dim(Ker(f)) > dim(Im(f)).
- De (ii) deducimos que dim(Im(f)) > 2.
Por tanto, susituyendo en (*) obtenemos que:
4 = dim(ker(f)) + dim(Im(f)) >2+2=14

y asf las desigualdades son en realidad igualades es decir dim(Ker(f)) = dim(Im(f)) = 2 y por (i),
Ker(f) = Im(f)). Por tanto sélo debemos de calcular las ecuaciones de uno de los dos subespacios ya
que el otro es exactamente el mismo. Sabemos ademds que tiene dimensién 2. Pero entonces por (ii):

Im(f)=,{(1,-1,0,0),(1,0,—1,1)}.



Las paramétricas son por tanto:
r=a-+b y=-—a, z=-b t=0>
Y las 4 — 2 = 2 ecuaciones impicitas:

r=—-y+t, z+t=0.

En R? se definen los endomorfismos f,g: IR* — IR* como:
flur) =2ur —ug,  f(u2) =e1 —ez; gler) =u1 +ug;  glez) =e1—e2

donde {e1,e2} son los vectores de la base candnica y u; = (1,2), us = (2, 3).
Calcular las matrices asociadas a f y g respecto a la base candnica.

Primero fijamos notacién. Llamaremos B a la base B = {uy,u2} y C = {e1,e2} a la base candnica.
Las matrices de cambio de base de una a otra son:

1 2 ) -3 2
MCB:(2 3>, MBC:MCB:< 9 _1>-
Vayamos primero con la aplicacién f. Tenemos:

Flur) =2uy — ug = 2(1,2) — (2,3) = (0,1) = ey + les

f(U2) =€1 — €2

Por tanto:

0 1\/-3 2 2 -1
FCC:FCBMBC:(l —1)< 2 —1>:(—5 3)'

Ahora con la aplicaciéon g. Tenemos:

gler) =uy +uz = (1,2) + (2,3) = (3,5) = 3e1 + 5es

9(62) =e1 — €2
3 1
Gee = (5 _1) .

Calcular la matriz asociada respecto a la base {uy,us} de fog.

Por tanto:

La matriz asociada a la composicién h = f o g es el producto de ambas matrices (construidas respecto

a la misma base):
2 -1 3 1 1 3
HCC:FCCGCC:<_5 3) (5 _1)=<0 —8)'

Ahora simplemente la cambiamos de base:

-3 2\ (1 3\ /1 2 53 —81
HBB:MBchcMCB:< 2 —1> (o —8) (2 3>:< 30 46)'



9.— Encontrar la (dinica) respuesta correcta, de entre las indicadas, a las siguientes cuestiones:

(a) Dado un espacio vectorial real V de dimensidn n y en €l un endomorfismo f que cumple que
2= fof =0 (homomorfismo nulo)

O Ker fC1Im f.

FALSO. Por ejemplo si tomamos la aplicacién lineal f : R*—1IR?, con f(x,y) = 0 para cualquier
(z,y) € IR?. Esté claro que f2 =0, pero Kerf = R? y Imf = {0}.

cuya matriz con respecto a la base candnica es:

0 1
0 0
se tiene que f2 =6, f(1,0) = 0, pero (1,0) € Im f.

O Im f C Ker f.
VERDADERO. Sea y € Im f. Entonces y = f(z) para algiin z € V. Utilizando que f2 = 9,
f(y) = f(f(x)) =0y por tanto y € Ker f.

OKer f=V.

FALSO. Por ejemplo si tomamos la aplicacién lineal f : IR*—IR? cuya matriz con respecto a la base

candnica es:
0 1
0 0

Se tiene que f2 = 0, pero Kerf = {(0,y) € R*,y e R} # V.
OKer fdlm f=V.

FALSO. En el ejemplo anterior Kerf = Imf = {(0,y) € R,y € R}. Por tanto Ker f @ Im f =
{(0,y) e R*,y e R} £ V.

(Primer parcial, febrero 1997)
(b) De las aplicaciones lineales de R® en IR*
(O Todas son inyectivas.
FALSO. Por ejemplo la aplicacién 6 no es inyectiva.
(O Ninguna es sobreyectiva.

VERDADERO. Dada f : R®*—1IR* se tiene dim(Im(f)) = 3 — dim(Ker(f)) < 3. Luego la dimensién
de la imagen nunca puede ser 4.

(O Algunas son biyectivas.
FALSO. Ninguna puede ser biyectiva, porque ninguna es sobreyectiva.
(O Ninguna de las restantes respuestas es correcta.
FALSO.
(Primer parcial, enero 2004)
(¢) Sea f:V — V un endomorfismo de un espacio vectorial V tal que fo f = f,
O Kerf =1Imf.

FALSO. Por ejemplo si tomamos f : R—1IR con f(z) = . Entonces f(f(z)) = f(z) luego es cierto
que fo f = f. Por otra parte, Ker(f) = {0} e Im(f) = IR luego es falso que Ker(f) = Im(f).

O (f —id)o (f —id) = f.
FALSO. Como contraejemplo basta considerar la misma funcién de antes.

O (f —id)o (f —id) = f —id.



FALSO. Basta tomar f : IR—1IR con f(z) = 0. Entonces f —id = —id y (—id) o (—id) = id.
O (id— f)o(id— f) = id - f.
VERDADERQO. Se tiene que:

(id— f) o (id— f) = idoid — foid—ido f+ fo f =id— f — f+ f =id — f.

(d) Sean By = {01,02} y Ba = {02,071} dos bases de un espacio vectorial V. Sea f : V — V un

endomorfismo de V. Si A = (1

3 4) es la matriz de [ respecto a la base By, entonces la matriz de f

respecto a la base Bg es:

Método I: Si la matriz Fig, 5, = A significa que:

1-v14+3 -0
f(’(?g) =2-V14+4-0y
Por tanto, reordenando:
f(O)=4-U3+2-74
3

T

4 3
= (1 3).

Método II: La matriz de cambio de base de By a Bj es:

01
= (0 1),

y deducimos que:

Por tanto:

-1
01 1 2 01
F3232=M3231F3131M3132:(1 0) (3 4> (1 0>:

EDEDED-EHC D¢

1 3
O FBzB2 - (2 4)
FALSO.
4 3
O FBsz - (2 1)
VERDADERO.
1 2
O FBZBQ - (3 4)
FALSO.
3 4
O FBsz - (1 2)
FALSO.

(Primer parcial, enero 2006)

(e) Sean U y V espacios vectoriales reales tales que dim(U) = 15, dim(V) = 10. Sea f : U — V un
aplicacion lineal de U en V :

O f siempre es sobreyectiva.



FALSO. Por ejemplo si f es la aplicacién 0, no es sobreyectiva, porque Im(f) = {0} # V.
O f puede ser inyectiva.

FALSO. Recordemos que una aplicacién lineal es inyectiva precisamente si el niicleo es {0}. Si
consideramos la férmula de las dimensiones:

dim(Im(f)) + dim(ker(f)) =dim(U) =15 =
= dim(ker(f)) =15 —dim(im(f)) > 15 —dim(V) =5

Por tanto dim(ker(f)) > 5y f no puede ser inyectiva.
O dim(ker(f)) > 5.
VERDADERO.
O dim(ker(f)) <5.
FALSO. Por ejemplo si f es la apliacién 0, ker(f) = U y dim(ker(f)) = 15.

(Primer parcial, enero 2006)



ALGEBRA LINEAL I Solucion a los problemas adicionales
Aplicaciones lineales (Curso 2011-2012)

I1.— Sea f una aplicacién lineal del espacio vectorial real Sy de las matrices simétricas de dimension 2, en

el espacio vectorial real Msyo de las matrices cuadradas de dimension 2, siendo:

G -G G-

Matriz de f, indicando las bases en las que estd definida.

La forma maés rapida de escribir la matriz de f es utilizar los vectores sobre los cuales estd definida:

s {(1 1) ()G

Estos forman una base por que sus coordenadas en la base candnica de Ss son (1,1,1),(1,1,0), (1,0,0)
y estos tres vectores son independientes. Por tanto si consideramos la base B en S; y la base canénica
C7 en Msyo, la matriz de f respecto a estas bases es:

2 -1 0
0 1 2
Fop=11 5 _3
1 1 3

Si quisiéramos la matriz en funcién de las bases candénicas en ambos espacios, bastaria multiplicar por
la inversa de la matriz que transforma coordenadas en bases B a coordenadas en la base candnica de
S5. Es decir, quedaria:

2 -1 0 1 0 -1
11 1
_ 0 1 2 2 —1 -1
Fe,o=FopMep=1|, o, 5||1 10 = 5
11 3/ \L 00 3 2 0

Ecuaciones paramétricas de la imagen de f, en la base

s {(h0) () (0 ) ()

La imagen estd generada por las matrices cuyas coordenadas en la base candnica son
(2,0,1,1),(-1,1,-2,1),(0,2,-3,3). Primero veamos si estos vectores son independientes. Los
colocamos matricialmente y calculamos el rango haciendo reduccién por filas:

20 11\, /02 -3 -3
101 —2 1| ™@ 1 1 o 1
02 -3 3 02 -3 3

Vemos que el rango es 2 y la imagen estd generada por los vectores cuyas coordenadas en la base
canénica son (—1,1,-2,1),(0,2,—3,3).

Por otra parte la matriz para pasar de coordenadas en la base que nos dan a la base candnica es:

11 00
11 00
Mom =1 o o 1 1
00 -1 1



Por tanto las coordenadas de los vectores que generan la imagen expresadas en la base que nos dan

seran: .

11 00 ~1 ~1
11 00 1] 0
00 1 1 —2 | T | =32
00 —1 1 1 ~1/2
11 00\ '/ 0 ~1
11 00 21 [ 1
00 1 1 37| -3
00 -1 1 3 0

Dado que la dimension de la imagen es 2, dichos vectores forman una base de la imagen. Las ecuaciones
paramétricas en la base que nos dan seran:
1

y=—A—p

v =u

y® = —3\/2 —3u
y4:—)\/2

Ecuaciones cartesianas del nicleo de f, en la base By = {(3 ;) , ((1) é) , (? é) }

Las ecuaciones del nicleo en la base candnica satisfacen:

0 -1 3 ) 0
2 -1 1| (%) (o
3 1 3){% )] 1o
3 -2 0 0

Dado que la dimensiéon de la imagen es 2 y la dimensién de S es 3, el nicleo tiene dimension 1, luego esta
definido por dos ecuaciones independientes. Basta tomar en la matriz anterior dos filas independientes:

224323 =0
20t — 22 —23 =0
Ahora para expresarla en la base que nos dan tenemos en cuenta que si (', 22, 2'3) son coordenadas

en dicha base se tiene: )

T 2 0 2 x't
2 l=12 11 x'?
23 2 0 0 x'3
y por tanto las ecuaciones que definen al niucleo en la base dada son:

4x/1 _ x/Q _ $/3 — O
_:L.IQ + 3$/3 — O
Encontrar un subespacio de Sy y otro de Moo, ambos de dimension 2, entre los que la restriccion de
f a ellos sea biyectiva.

Basta tomar un subespacio de S; de dimensién 2 que no interseque al niicleo. Dado que las dos
primeras columnas de la matriz de f con respecto a la base By de Sy y la base candnica de Msyo son
independientes podemos tomar en Sy el espacio generado por:

)Gy

La imagen es el subespacio generado por las matrices:
2 0 -1 1
1 1)\ -2 1

(Primer parcial, enero de 2002)



II1.— Sea V un espacio vectorial real de dimension 3. Sean U y W dos subespacios suplementarios de V
de dimensiones 2 y 1 respectivamente. Llamamos f : V—V a la aplicacion proyeccion sobre U
paralelamente a W. Sea B una base de V. Probar que la matriz asociada a f respecto a la base B
cumple:

Fpp"™ = Fp para cualquier n > 1.

Meétodo I: La matriz Fgg" es la matriz asociada a la aplicacién lineal:

ff=fofo...of.
—_—

n veces

respecto a la base B.

Dado un vector v € V' cualquiera sabemos que se descompone de manera unica como:
v=u+wconuel, weW.

Y teniendo en cuenta que f es la proyeccion sobre U paralelamente a W:

f()=u
F2(0) = f(f(2)) = f(a) =@
o) =f(f(@) = fa)=a

)= f(f"7Hw) = f) = a = f(0).

Vemos que f™ = f y por tanto Fgg" = Fpg.
Método II: Escogemos una base de U y otra de W:

{1, a2}, {w1}.

Por ser U y W suplementarios, todos estos vectores forman una base de V:

C= {ﬂl, U, wl}.
La matriz de f con respecto a C' es:
100
Foee=10 1 0
0 00

Por tanto i~ = Fcc.

Ahora con respecto a cualquier otra base se tiene:

Fpp = MpcFoccMpe™ = Fgp"™ = MpcFoc"Mpc™' = MpoFooMpe™ = Fap.



IV.— Sea V el espacio vectorial de los polinomios reales de grados menor o igual que 2; sean:

p(x) =1+x+2% q(x) =1+22% r(z) =z + 22

y sean
u=1(2,0,1); v=(3,1,0); w=(1,-2,3).

Considérese la aplicacion lineal f: V — R® definida por:

flp(@)) = w; flg(x)) = v; fr(z)) =w.

Hallar la matriz de f respecto de las bases candnicas de V y R3.

Llamamos By = {p(z), ¢(x),r(z)} al conjunto de polinomios dado. Veamos que es una base de V. Dado
que dim(V) = 3, basta comprobar que la matriz de sus coordenadas con respecto a la base candnica
tiene rango 3:

1 11 1 11 1 1 1
1 02|—10 -1 1|]—10 -1 1
0 11 0 11 0 0 2

Entonces la matriz de F respecto a la base By de V y la base canénica Cy de R?, serd:

q(x) - (37 13 O) = FC231 = 01 -2
r(z) — (1,-2,3) 10 3

Tenemos que cambiar de base en el primer espacio. La matriz de paso de la base B; a la canénica C
de V es:

110
Meg, =[1 0 1
1 2 1
Por tanto la matriz pedida es:
2 3 1\ /1 1 0\ "
F0201 = FCQBlMBlcl == FC?BlMallBl = 01 -2 1 0 1
1 0 3 1 2 1
Operando queda:
1 0 1
Fe,o, = 2 =3/2 -1/2
-2 2 1

Hallar una base B de V' y otra base C' de IR® tales que respecto de ellas, la matriz de f sea la identidad
1ds.

Tenemos en cuenta que los vectores By = {@, 7, w} forman una base de IR?, ya que dim(IR*) = 3 y la
matriz de sus coordenadas tiene rango 3 (su determinante es no nulo):

— 140

— W N
N = O
w o =

Por tanto la aplicacién f lleva la base By en la base Bs, y asi la matriz de f respecto a estas bases es
la identidad.



V.— Sea f:IR* — Py(IR) una aplicacion lineal dada por:

a)

f(a,b,c,d) = (a+b)z® + bx + (c — d)

Hallar la matriz asociada a | respecto de las bases B y B’, con:

B =1{(1,1,0,0),(1,—1,0,0),(0,0,1,1),(0,0,1,-1)}, B ={l+z+a2>1+x,1}.

Hallamos primero la matriz asociada respecto a las bases candnicas:

C =1{(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)}, C" ={1,z,2*}.

Se tiene:
f(1,0,0,0) = 2a?
£(0,1,0,0) = 2%2+x
£(0,0,1,0) = 1
f(0,0,0,1) = -1
Por tanto:
00 1 -1
Foc=10 1 0 0
1 1 0 0

Ahora hacemos un cambio de base:

—1
Fpip=Mpc'FcrcMcep = Mg g ForcMep

Donde:
Lo o Lo
Mcp = , Mg =110
0 0 1 1 10 0
0 01 -1
Operando queda:
2 0 0 O
Fggp=|-1 -1 0 O
-1 1 0 2

Calcular las ecuaciones implicitas y paramétricas de Ker(f) respecto de la base candnica.

El niucleo esta formado por aquellos vectores cuya imagen es nula. Equivalentemente por los vectores
cuyas coordenadas en la base canénica multiplicadas por la matriz asociada Fe/¢ son nulas:

0
<~ a+b=0, b=0, c—d=0.

o O O

Las implicitas son por tanto:
a+b=0, b=0, c—d=0.
Las paramétricas las obtenemos poniendo todas las variables en funcién de 4 — 3 = 1 de ellas:

a=0, b=0, c=d,

y quedan:
a=10
=0
c= A



VI1.— Sea S2(R) el espacio vectorial de matrices reales simétricas 2 x 2. Sea Po(IR) el espacio de polinomios

()

con coeficientes reales de grado menor o igual que 2. Definimos la aplicacion:
/ O / 1
PP s o) = (50 P )

Probar que f es una aplicacion lineal y escribir la matriz asociada a f con respecto a las bases candnicas
de P2(R) y Sa(IR).

Veamos primero que es una aplicacién lineal. Hay que ver que para cualesquiera p(z),q(z) € Po(IR) y
A€ R, f(p(z) +q(x)) = f(p(z)) + fg(z)) y f(Ap(z)) = Af(p(2)). Pero:

9)'(0) (p+4q)(1) ):(p’(0)+q’(0) P'(1) +q'(
q)'(1) 1) +4¢(1) p'(-1)+gq

Y ademas:

f(Ap(x))_<Ap’(0) Ap'(1) )_ (p’(O) P'(1) >_)\f(p(x))

LabasecanénicadePQ(IR)eSC:{l,x,xQ}yIadeSQ(IR)e501={(é 8>7((1) (1)>’<8 (1))}

Para calcular la matriz de f con respecto a dichas bases calculamos las imagenes de la primera y las
expresamos en coordenadas con respecto a la segunda:

w=({ o) =000

f@=(1 1) =010

La matriz pedida es:

0 1
Foe=(0 1 2
0 1

Probar que B = {22, (z — 1)%, (z + 1)?} es base de P2(IR).

Escribimos las coordenadas de los polinomios de B expresadas en la base candnica:

2 =(0,0,1)
(z—1)2=1-224+2>=(1,-2,1)
(z+ 1) =142z +22=(1,2,1)

Tenemos:

=4

_ = O
|
NN O
— ==

Vemos que los tres vectores son independientes porque el determinante de la matriz que forman sus
coordenadas es no nulo. Pero, dado que P2(IR) tiene dimensién 3, tres vectores independientes forman
una base.

Calcular las ecuaciones cartesianas del nicleo de f expresadas en coordenadas en la base B.



La matriz de cambio de base de B a C' es:
0 1 1
Mecg=(0 -2 2
1 1 1

de donde si (z,y, 2), (2',y', 2") son respectivamente coordenadas en las bases C'y B se tiene:

!

x x
y | =Mcep |V
z 2

Método I: Calculamos primero el nticleo trabajando en la base canénica. Son los vectores cuya imagen
por f es el 0:

01 0\ [z 0 y=0 y=0
0 1 2 y|=(0] <= qy+22=0 <:>{ 0

z =
0 1 -2 z 0 y—22=0

Estas son las ecuaciones cartesianas del ntcleo en la base candénica. Ahora cambiamos cada ecuacién
de coordenadas en la base candnica a coordenadas en la base B utilizando la expresién anterior.

Obtenemos:
-2y +22 =0
! / ! <:>
r+y +2 =0

Método II: Calculamos la matriz asociada a f respecto a la base B en PoIR y la candnica en Sa(IR),
bien directamente o bien haciendo el cambio de base:

y/:Zl

= —=272

0 1 0 0 1 1 0 -2 2
Fo,p=Fc,cMcp=10 1 2 0 -2 2| = 2 0 4
0 1 -2 1 1 1 -2 —4 0
Ahora calculamos el nicleo pero trabajando directamente en la base B:
0 -2 2\ /[« 0 —2y +2 =0 b
=2z
2 0 4 y |=10] < 22’ +42' =0 <:>{y, ,
2 —4 0 Z/ 0 _2.1:/ _ 4y/ -0 = -2z

Calcular una base de la imagen de f y escribir las ecuaciones cartesianas de un espacio suplementario.

Trabajamos con coordenadas en la base canénica de So(IR). Las denotaremos por (a,b,c). La imagen
esta generada por los vectores columna de la matriz:

0 1 0
0 1 2
01 -2

Por tanto una base de la imagen esta formada por los vectores cuyas coordenadas en la base candnica

del espacio S2(IR) son {(1,1,1), (0,2, —2)} o equivalentemente por las matrices {(} 1) , <(2) _; > }.

Para calcular un espacio suplementario basta completar dicha base a una base de Sz(IR). Basta anadir
el vector (1,0,0) ya que los vectores {(1,1,1),(0,2,—2),(1,0,0)} son independientes. Por tanto un
espacio suplementario estard generado por el vector (1,0,0). Sus ecuaciones paramétricas serdn:



y las cartesianas:
b=0; ¢c=0

Sea
U={A¢cSR)/traza(A) = 0}.

Probar que U es un subespacio vectorial de So(IR). Calcular las ecuaciones paramétricas y cartesianas

de U, UNIm(f) y U+ Im(f).
Veamos primero que U es subespacio vectorial:
- Es no vacio, porque 2 € U.
- Si A, B € U, es decir traza(A) = traza(B) = 0, entonces:

traza(A + B) = traza(A) 4+ traza(B) =0
yA+BeU.
-Si A €U (es decir traza(A) =0) y A € IR, entonces:

traza(AA) = Mraza(A) =0

(5 1)

una matriz simétrica de dimension 2. Se tiene A € U cuando a + ¢ = 0. Por tanto en la base candnica,
la ecuacién cartesiana de U es:

yAAeU.

Ahora sea

a+c=0

Las paramétricas seran:
a=X, b=pu c=-X

Luego una base de U viene dada por los vectores {(1,0,—1),(0,1,0)}.

Calculemos U N Im(f). Vimos que una base de Im(f) es {(1,1,1),(0,2,—2)}. Por tanto todo vector
de Im(f) es de la forma:
(a,b,c) = A(1,1,1) + (0,2, —2)

Imponemos que dicho vector esté en U, es decir, que verifique su ecuacién cartesiana:
A+A-2u=0 = 2X=2u
Por tanto los vectores de U N Im(f) son de la forma:
(a,b,¢) = p(1,1,1) + p4(0,2, —2) = p(1,3, 1)
Deducimos que una base de U N Im(f) estd formada por el vector {(1,3,—1)}.
Sus ecuaciones paramétricas son:
a=2X b=3\; c=-X\
Y las cartesianas:
a+c=0; 3a—b=0;
Finalmente tenemos:
dim(U 4+ Im(f)) = dim(U) + dim(Im(f)) — dim(U NIm(f)) =242 —1=3 = dim(S2(IR))

Por tanto U 4 Im(f) es todo el espacio Sz(IR) y una base puede ser la propia base canénica de Sz(IR).
Las ecuaciones paramétricas son:

a=X b=\ c=X

Las cartesianas no tiene sentido escribirlas porque U + Im(f) es todo el espacio vectorial Sz(IR).
(Examen parcial, enero 2004)



VII.— Sea el espacio vectorial V de las funciones reales de una variable, definidas sobre IR, con las operaciones

habituales de suma de funciones y producto por un escalar. Si ¢ es la aplicacion que hace corresponder
a cada terna de nimeros reales (a,b,c) la funcion f ) definida por:

flap,e)(T) = asen’z + beos’z + ¢, VreR

Se pide:
Probar que ¢ es una aplicacion lineal de R® en V.

Sean \, u € R® y (a,b,¢), (a/,V,¢) € R®. Queremos ver que ¢(A(a,b,c) + u(a’, b, ")) = Aé(a, b, c) +
uo(a’, b, ). Pero:

d(Ma, b, c) + p(d' b, ) (x) =p(Aa + pa’, \b + b, Ae + pc' ) (x) =
= (Aa + pa)sen’z + (Ab + pb')cos®z + (e + pc) =
= Masen®z + beos’z + ¢) + p(a’sen’z + b cos®z + ) =
= Ao(a, b, c)(x) + po(a’, b, ) (z)

Hallar una base de la imagen y otra del nicleo, analizando si ¢ es inyectiva o sobreyectiva.
Es claro que la imagen estd generada por las funciones {sen®x,cos?x,1}. Hay que ver si estos tres
vectores forman una base. Pero sabemos que hay una relaciéon de dependencia lineal:

1 = sen®x + cos’x.

Luego a lo sumo formaran base de la imagen los vectores {sen®x,cos?x}. Comprobemos que son
independientes. Supongamos A;sen®x + Aycos?x = 0. Entonces tomando 2 = 0, obtenemos que Ay = 0
y tomando x = /2 obtenemos que A\; = 0. Vemos que efectivamente son independientes y por tanto
forman una base de la imagen.

La aplicacién no es sobreyectiva porque el espacio vectorial de funciones reales no tiene dimensién finita,
mientras que la imagen de esta aplicacién tiene dimensién 3. En particular, teniendo en cuenta que las
funciones seno, coseno y la funcién constante 1 son periodicas de periodo 27, deducimos que todas las
funciones de la imagen son periodicas de periodo 2w. Por tanto la funcién identidad f(z) = = no esta
en la imagen, porque no es periodica.

Dado que la dimensién de la imagen es 2 y la dimensién del espacio origen es 3, sabemos que el nicleo
tiene dimensién 1. Basta encontrar un vector que sea enviado por ¢ a la funcién 0. Pero teniendo en
cuenta la relacién de dependencia vista antes, tenemos que ¢(1,1,—1) = 0 y por tanto una base del
ntcleo estd formanda por el vector (1,1,—1).

Por tanto la aplicacién no es inyectiva porque el nicleo no es nulo.

Comprobar que el conjunto U formado por las funciones constantes es un subespacio vectorial de V.
Hallar su dimension y una base.

Es claramente un subespacio vectorial. Basta tener en cuenta que si f y g son funciones constantes,
Af + g es una funcién constante para cualquier A, u € IR.

Dada una funcién constante g(z) = k, k € IR, Va € IR, puede escribirse como g(x) = k-1, representando
en este caso 1, la funcién constantemente igual a 1. Por tanto el subespacio de funciones constantes
tiene dimensién 1 y una base del mismo puede ser la funcién constante 1.

Hallar el conjunto origen de U, si es un subespactio vectorial dar una base.

Se trata de hallar la imagen inversa del subespacio vectorial U, es decir, los (a,b,c) € R? tal que
@(a,b,c) € U. Recordemos que la imagen inversa de un subespacio vectorial por una aplicacién lineal
siempre es un subespacio vectorial. En este caso ha de verificarse que:

asen’z + beos?z + ¢



sea una funcién constante. Esto s6lo ocurre si a = by por tanto una base del conjunto origen (o imagen
inversa) de U es la formada por los vectores (1,1,0) y (0,0,1).

Nota. Comprobemos que dada una aplicacién lineal f : U—V y un subespacio vectorial W C V
siempre se cumple que f~1(W) es un subespacio vectorial de U:

- f7H(W) es no vacio porque f(0) =0 € W y por tanto 0 € f~1(W).
-Sean \,u € Ry w,w € f~Y(W). Veamos que \w + pw’ € W. Pero:

we fW) = fw)ew }
M(w)+ pfw) W =
w e fTHW) = fw)ew
= fOwtp)eW = lw+pw € fHW)
(Primer parcial, febrero 1999)

VIIL.— Sean f:R®> - R* y g: R* = R® aplicaciones lineales no nulas tales que go f es idénticamente
cero y dim Img = 3. Calcular dim Kerf.

Como g o f es la aplicacién nula, Imf CKerg (ésta es simplemente otra forma de escribir el hecho de
que g(f(z)) = 0 para todo ).

g : IR* = IR® es una aplicacién lineal y por tanto, dim Kerg+dim Img =dimIR* = 4. Dado que dim
Img = 3, deducimos dim Kerg=1.

El subespacio Imf esta contenido en el subespacio unidimensional Kerg, luego Imf tiene dimensién 0
6 1. No puede tener dimensién 0 porque en ese caso f serfa la aplicacién nula, cosa que se excluye en
el enunciado. Por lo tanto dim Imf = 1.

f:R® — IR* es una aplicacién lineal y por tanto, dim Kerf+dim Imf =dimIR® = 5. Dado que dim
Imf =1, deducimos dim Kerf = 4.

(Examen final, septiembre 2007)

IX.— Encontrar la (tinica) respuesta correcta, de entre las indicadas, a las siguientes cuestiones:

(a) En el espacio vectorial real de las funciones derivables f : R — IR, se considera el subespacio V' generado
por las funciones senx y cosx. La aplicacion t:V — V que lleva cada funcion de V a su derivada

O no estd bien definida porque su imagen no estd contenida en V.
FALSO. Si que esta bien definida, porque:
(senx)’ = cosx
(cosz) = —sinx
y por tanto la imagen estd contenida en el subespacio V que generan las funciones senx y cosz.
O es inyectiva pero no sobreyectiva.

FALSO. Si que es sobreyectiva. Dado cualquier vector de V', asenx + bcosx con a,b € IR, es imagen
por t del vector de V', —acos x + bsinzx.

O es sobreyectiva pero no inyectiva.

FALSO. Si es inyectiva, porque la dimensién de V es 2 y la dimensién de la imagen (que vimos coincide
con V) es también 2. Por tanto la dimensién del nicleo es 2 — 2 = 0.

O es un automorfismo.

VERDADERQO. Es un automorfismo por ser una aplicacién lineal del espacio V' sobre él mismo, inyectiva
y sobreyectiva.

(Examen final, junio 2000)



(b) Sean dos espacios vectoriales reales U y V' y dos homomorfismos f : U -V yg:V — U, que cumplen
gof=20
O Imf C Kerg
VERDADERQO. Vedamoslo:

yeIm(f) = y=[f(x),zeU = gy =g9(f(x)=(90f)(z)=0 =
= ye€ Ker(g)

O Img C Kerf
FALSO. Por ejemplo: U = R, V = R? f(z) = (z,0) y g(x,y) = y. Entonces Im(g) = R y
Ker(f) = {0},
O Kerf C Img
FALSO. Por ejemplo: U =R,V =1R, f =0 y g = 6. Entonces Im(g) = {0} y Ker(f) = R.
O Kerg C Imf
FALSO. Por gjemplo: U =R, V=R, f =0y g =0. Entonces Im(f) = {0} y Ker(g) = IR.
(Primer parcial, enero 2004)
(¢) SiU es un espacio vectorial y f, g endomorfismos de U entonces.
O Ker(f) + Ker(g) © Ker(f +g).
FALSO. Por ejemplo si tomamos:

f:R*>—IR? f(z,y) = (z,2).
g: R*—IR* g(z,y) = (v,).

Entonces:
(f+9)(zy)=(+yz+y)
y por tanto:
ker(f) :’C{(O’l)}v ker(g) ZE{(I,O)}, ker(f"‘g) :ﬁ{(lv_l)}
y
ker(f) + ker(g) = £{(0,1), (1,0)} = R™.
Pero:

Ker(f) + Ker(g) =R* ¢ £{(1,-1)} = Ker(f + g).

O Ker(f)UKer(g) C Ker(f+g).
FALSO. En el ejemplo anterior:

Ker(f) U Ker(g) = £{(0, )} UL{(1,0)} & L{(1, 1)} = Ker(f + g).

O Ker(f)NnKer(g) C Ker(f+ g).
VERDADERQO. Probémoslo en general. Sean f,g : U—U endomorfismos de U. Veamos que todo
elemento de Ker(f) N Ker(g) estd también en ker(f + g):
u € ker(f) fw)=0
u€ Ker(f)ynKer(g) = y = y =
a € ker(g) g(a) =0
= (f+9)@=[f()+g@)=0 = ucker(f+yg)



O Ninguna de las anteriores afirmaciones es correcta.
FALSO.
(Primer parcial, enero 2006)

(d) Entre dos espacios vectoriales reales de dimension finita V. y W se define una aplicacion lineal
f:V-w.

O SV =W entonces Ker(f) C Im(f).
FALSO. Por ejemplo V =1R y f la aplicacién nula.
O Si Ker(f) =V entonces W = {0}.
FALSO. El mismo ejemplo anterior no cumple esta afirmacién.
O Si W = {0} entonces Ker(f)=1V.
VERDADERO. Si W = {0} todo elemento de V necesariamente tiena a 0 por imagen por f.
O 8V =W elIm(f)C Ker(f) entonces f = 0.

FALSO. Por ejemplo V = IR? y f la aplicacién lineal que tiene por matriz respecto de la base canénica:

0 1
St
Se verifica que Im(f) = £{(1,0)} = Ker(f) y sin embargo f # 6.

(Primer parcial, enero 2005)



