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P R E P À C l O

Este traba].ho se constitui numa apreoentaç;o da teoria de
cgnjuntoa de Zerme[o - g'ra,e.ó.](e]. indicada daqui- por (ã]a.nte por
Z F' , e de alguns tópicos correlatos. A pretensa.o, (5 quem um indi-
víduo conhecendo .apenas a t;eori.a intui.uva usualmente ministrada -
num curso de topo]ogia É;epal. on ané,]iGe; posou ]ê.-].o 5.nteê;r©lmente.
.É i.ndubbitàvelmente necessári.o alguma matlmidade ã.ntelectual-.

O desenvolvimento feito nas pági-nas que se seguems é axi2.
meti-ço. Deve-se entretmito, entender bem o (pe se quer di.zer com -
i.sto. Assim é que, muito embora apresentemos, no capítulo l9 lama -
linguagem formal, LZ ..F 9 junta.mente com 03 ax:i-amas de uma lógica
de pl'lmeira o:níems suficientes para. formal-içar toda. 'Çeoria exposta
no capítulo 2, ]lunca faremos demonabraçÕeo :' formal-s. .As demonstra:
çoeE; apresentadas, serão, como qu.ase todas em l\la.temática, comentá-
rios, desci..nados a convencer o ]-eã.tor que, desejando,-se, poder-se-
-ia tornar precisa e fonm] a di.scussâo kit.a. ]?ride-se que, a. todo
momento, dá e.crédito aos axi-amas que pernil-tem eotabel-ecer as cona
truções feitas.

Os mesmos comenta:E5.os que açi-lnla9 vagem para a uti].izaçaos
no capítulo 2, da li-ngtmgem .LZ .F ' IÉ, àa vezes, tedioso, mantem
-se em Lv D . Para transmitir mai-s rápido e' mel-hor idéias uti-li.
gamos, algtlnlas vezes, de símbolos qu.e nao aqueles de .LZ F . Em tQ.
dos os caB08 em (Fe lato ó feitos chamamos a atenção do lei.tor que
esta ae adorando apenas uma abreviação para alguma concatenaQão -
maj.s longa de símbolos de LZ F ' Estabelecida a abreviaçlão9 utilj:.
zar-se-á livremente.

Quase nunca no texto, daremos crédito as nossas fontes. -
]ílnüretanto, a,bibliografia é fe:i-ta, discriminando--oe as referencias
por. capítulos. AS, referencias ditas mais importantes sâo, lmualme=
te , a nossa fonte .

$e Veja a defina.çao de demonstraçaop no capítulo l



0 [ei.tor deverá ter i.l)feri.do que o capítu].o ]. se refere
a uma ]-i.nglagem formal para a teoria de conjuntos de Zermel-o -
]Fraenkçl, enquanto que o caepítulo 2 e/ dedicado a exposição desta -
teoz$.a.

No cale)ítul0 3, relaci.onamos alguns fatos essenciais sobre
modelQa, que ut:i.ligaremos no capa'tul-0 4. Além disso mostra©op que
se Z B' é conoiatente ent;o n;o oe pode demonstrar em Z B' a
existdl)cia de cardinai.s fortemente inacessível.s.

]$o capítulo 4s trazemos urna demonstram;(i) da conolst;nçia
da hipótese do contínuo ( ) com a teoria de Z B' ,

uti[izando foréing ou ]]Ãétodos de Cohen.

A teoria de ordind-s (Fe deser3:voltemos é devida, na 8ua -
forma a Dana Scott e Alfred Taraki. Segundo i-nfonnaçóes que tive -
mos, esta rotina de apresentação é hei.ã.ta e noa foi comwiicada por
JacQb Zilnbarg Sobril:iho em lzm cure:se de teoria axiomática dos conjuE:
tps.l O mesmo comentád.o de i.neditlcidade e/ válido com referencia,a
demonstração da consistânllia da hlpo/tese do contínuo apxesehtada.

Talvezp o luglar que réis se cometa injustiças num tuba -
].ho seja nos agradecimentos quJe se deve a pessoas que nos ajudaram
Descu].pano desde já, pelas que, inadvertidamente9 possamos co-
me te r .

A origem desta exposiçaop esta num cu:nso de Teoria axioma
fica dos conjuntos ilü.r)i.sarado por . Jaçob Ziirügrg cobrir:lho no .[nsti;.
luto de WTatemática e Eotatz+stica (ia U.S.P. ]:m particular, os capa;:
tu].os l e 2 aao inspirados justamente nêste curso. I'atam de -
gl:lande valia para no's, as notas de aula de dois colegas do mesmo -
institutos lo].e de F'Feitas .Druçk e .[van de Camarão e O]-uveira,
que puseram ao no sso dispo r.

Agradecemos ainda aos Professores Hewton Carneiro da CoE.
ta e Edison .Faraó pelo interesse que manifestaram pelos nossos ea-
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tudoa de teoria dos Conjuntos e Lógica e pel-o incenüiw que d81es
emanou.

A Jacob Zim:bate vao os mesmos mais sinceros agradeci-meD.
toa, Ho capítulo 4, em 'especi-als suas sugeito es foram valioslsa5.
maa. AS horas que passamos a trocar idéias foram mais ricas do que
nós pudessemos desejar ou meado merecer.

A minha mulher, meu agradecimento nao s6 pelo alenüo9,co
mo também pe].a sua paciencia, quando da escrita dé;ste trabbalho.

são Paulo, 15 de abril de 1971

B'ranciaco fairaêl]ia ]leto
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C A P Í T U L O l

A Li-nguauoem de Zelmelo - F'raenkel



./ 1.1
1. A linguagem de Zermelo ['ra eJ:lke].

Nesta primeira parte vamos apresentar , wna linguagem que será
por nos usada em boa parte daquil-o que se segue. Como Já frizamos an-t;.g
rio:rmente, a nossa principal preocupação é teoria dos conjlnntos. Apre-
sentaremos, entretanto , a si.ntaxe de Inda ].inguagem formal tal que toda
-teoria de conjuntos de ZcrmeJ-o - ]PraenkeJ- pode nela ser formalizada. O
nosso tratamento será, na maior parte das vozes, :i.nfonnal, mas tudo
que í'8r feito poderá ser tomado preciso uti.lidando o que vamos desc:rE.
ver abaixo.

Para e6tabe]ecennos a si.ntaxe desta ]inguagem forma]., :EJ7.D9prg
ci.íamos inicia]mente dos seus sÍm]bo].os pr:i.altivos que serão ]-estados a
seguzrg

(]-) Variáveis: ,Tendo tzn nlh.ero enlmerável de variáveis, indica
das por v. 9 n Gm

(2) SÍinbbo].os de Predicados:
Temos apenas dois: C (peru.nência) e (igualar(le)

(3) Cones-t;idos Lógicos Temos V (ou) e ---l (não)

(4) Quantificadores Temos o símbolo ] ( ex:Lst e )

(5 ) SÍnibo].os Auxiliares Parentes es , pontos

Com os símbolos pz'i.motivos podemos definir as sequnencias fmi
tas dêstes que nos in-t;eressarão .

Começamos pe[as fónn:tz].as g$êmicas g

(a) Se v: e v: são variáve:is

vj e vi : vj são formal-as atomicas

(b) Apenas sequências de sÍmbol-oo do tipo indicado em (a)
fÓ nnu].as aüÕmicas .

sao

As sequenci.as finitas de símbolos primitivos que vão nos ã.nte
cessar denom:i.Ramos fÓrmu].$g, e são defina.das por indução como abaixo:

(a) Fó:nnu]as até3micas são fórmu].as

(bb) Se # e ''P aão fÓ:r'mulas e v: é uma variável então # U V ,

'n # e ]:] v: g' são fórmulas.



(c) Uma sequência fi-nata de símbolos premi-t;avos é uma fórmula,se
e semente se resütar da apllcaçãQ de (a) e (b) uin nlhero :finito de vê
zes que a sequência é uma fÓrmu].a.

Definiln06 ainda ocorr8nc:La ]-i.vre ou li.gania de IDEIA variáve]. nu
ma fó:rmul-a. Uma variável ocorre numa f(5:rmula, se ocorrer nesta fórmula.
O número de vozes que tina vara.ável ocorre numa fÓ:rmula e o nu3neFO de o
coerências da variáve]. na f(5rmula .

(1) Tôdas ocorrênci-as de lma pari.ável numa fÓnnula at8mi.ca são
livres.

(:2) Uma ocorrênci-a de uma variáve] é ]-ivre ou ].iga(]a na fÓ:rqnu].a
'''l # , confonné f8r livre ou ligada como ocorrência da variável em #

(3) Uma ocorrência (i.e uma variável é livre ou li.gania na fórmula
g' v \+'' , conto:rme for ]ivre ou ]igada considera(].a como ocoTTAeHci& em .Ó

ou (F .

(4) Se v:í é lma vara-ável-,. tôdas aa ocorrênci-as de v: em ] v: g
(# 9 lJnm fÓnnt;tla) são li.gados.

As ocorrencias das outras variáveis são li.vres ou ligadas,çop:
forme forem [i.vre3 0u ]-i.gados, consi.dera(lias como ocorrências em #

Uma fÓrmu[a sem pari.aveia ,]-ivres é denominada lzina sentença.Se

,ja P', ,uma fórmula, e vl ) v2 ' '''' vn variáveis. Escrevemos g . (v].9
V2P '''l Vn) para indicar.que as variáveis livres ocorrendo em # e6--

tão entre.as vl, ...p Vn' ]üil parti-Guiar 6ç escrevemos g (vl) quereln®
dizer que v.i tem ocorrencias livres em # . Se v. e v. são var:i.ávei.s .
dizemos que .yj é .Lz'w'e pa.ra vi em g' 9 se, Substitulnão-se cada ocor-
rência de vip em # ) por lzD:ia de vj, tôdas as ocorrências livres de vlP
to:unam-se ocorrências livres de v. .

Introduzimos, como abreviaçÕes , as segui.ates expressões:

g' A q''=bef '' ('' g'v ''n V )

g -----:; V' =:-n.p ''"l # v +'

g' -''-- W =:Oe:f ( g--W ) A ( 'P
- ]«. - P

aDef

# (vj) = Def V vi V vj (# (Vi.) ,'* # (vj)
( esta úJ-tina expressão lâ-se
exís-be no maxi.mo um . .

x' ' ' ' *' j '

. ) '.

][vig'(vj) =Def ]vj(#(v;j) '\ Vvi.(g(vi.)------'vi : vJ))
( esta últi«n expressão tê-se
exi.3te ««: Único.............).



onde # e V são fo:rml;tias. Es'bas abreviaçÕes tem o significado i2sual.
Assim # A. V le-se íi # e V ", etc.

Se # e tina fonnula e se vl! v2P '''p vn são as vara.aveia que
ocorrem (algema vez) livres em # , o fecho de Qui.ne de g , indicado
por IPJ e definido por:

[V] = ... v «: v «:

g] g «ma sen-vença

Vamos descrever agora um sistema de axi.amas, que serão os no.g
soa g:biomas ].Ógicop. A partir dêstes, e mais dos axiomas específicos -
da teor'ia que trataremos devemos deduzir -godos os nossos rest;ü.fados .Na
real-idade o que apresentamos são esquemas de axiomas. Um esquema de
axi-ocas é lzina expressão formal- ta] que qual.squer que sejam as fórmu].as
i.ntroduzidas na expressão, mantendo a sua forma, obteatos -ln:ln axioma.

Os esquemas são os seguintes, onde P' , \+' e IX indicam fÓnnu
].as

(l/---,q.-) ----((I' ----x) -----(g' ---,x))

(-g - g) - g

P3 Çy ----» ( ''''l g' ---; V )

'd -* N v $ ---- N'T Hx $

Vx (# ---'- q-' ) -----'' ('V'X g ---.- 'Vx V )

P6

P7

P8

P9
de

Se x não e livre em g, então #------- \z/x g' e axioma

]x ( x
Se V é atómica e obtida

x IE)or y então a segui.nbe

x = y ------. (# ---- +' )

de # subbsbitui.ndo-se lzína

expressão e wn axioma :
/

o co rr en
cia

Temos uma se regra de i.nferAencia, denominada, modas ponens:
g' , g' -- :l.)

ou seja se temos g e P' ---» V , então temos imediatamen-be q,'

Aparece no . entznciado dos esquemas de axiomas! variáveis deco-
tadas por x ou y. ls-bo será uso comlnln nQ resto (ilesba apresentação ,
e raramente uti].izaremos as letras v aderi.das de :Índice para indicar

V



variáveis . Isto Jlão deverá entretanto, causar nenhlama conflmão.

Seja f'T ']H]B conjlxnto de fÓ:rmulas de llJZ]P' Uma fÓ:rvn'ula # é dá.ta
demo?nstrável.a.para;;1 qg [n se existir 'lama sequenci.a finita. (i.e forma -

]-as g].! #2P '''p J4 satisfazendo para i$1n

l 4

(1) jÇ: é #
/

(2) lnJn axi.omael

(3) g.i é consequênci-a i.medi-ata de duas fonntü.as anteriores

#jP #k j' k<'1 pela regra de modlzB IÉ)pneus

(4) P.i é wna das fórmulas de r .

Se # é demonstravel a partir de P escrevemos
que # é dedutível de I'l

Se r f8r nazi-o escrevemos f--g' .

I'n 1-- # e diz.g
mos

S em demonstração , apresentamos dois resul-ba(i.os importantes

Prop. 1 : Uma f6rml;lla g' é demonstrável (a partir do vazio) se
sòmente se seu fecho o fõr.

e

-eorema ]. g (d.a dedução) .

Seja I' um conjwito de sentenças de LZFJ e sejam # e +' sentenças
de ]L7.-n tai.s que

["' U]#] F- 'P . Meão r F--- #
As demonstrações dêstes doi.s resultados podem ser encontradas

ná3 referências do capítuJ-o 1, dados na IBibbl-lograria. Daremos, a:inda -u
ma ].i.sta de fórmulas, ou mais precisamente (ile esquemas de teoremas pa
ra referência do leitor:

. ]!htao

(1)
(2)
(3)
(4)
(5)
(6)
(7)
(8)

b # - (v - g)

b---- g ----- v y g

F.--- ---'.g v g

F-- # v w.' -------. v' v g

[-- ----. (# /\ ] #)

F--- # ,'~ q.' ----- g

F-- g /\ +' -----. v

r----- g ---- ---. ---, #



(9) F--- (P' ----- »') ------ (----- -l' ---» ---- #)

(lO) F-- (P' --'-; q') ----''' ((# ----+ --l H/ ) ----, ---.g)

(n) t-- ---a # ------- (# -- V )

(12) F-- 'V x (x

(].3) +-- V x g' (x) -

onde g e uma fÓnnuJ-a qual-quer de LZJ? y ]-i-vre para x
(14) {#(x)} }"-- Vx#(x) onde g é unn fárqp-a e

vel qual-quer. ~'

l.5

em '# .
P . /x e 12ma varia

]ün todos os i-tens aci.ma, #, V e X ÍJidicam í'(5lmulas.

O ais-tema de axiomas aqui apresentado e devido a T8rakiw.Qual
quer sistema com os postulados lógicos como aci-ma é denomi.nado um cál--
calo de predicados de la. ordem. A teoria de conjlzntos que vamos dese2;
vo[ver no capot;u].o segui.nte é dit;a wna teoria de ]a. ordem poi-s pode
ser fonna].i.fada num cálculo de IÉ)radicados de la. ordem,

Daqui por diantel nossa apresentação será mais infonnal. As--
sim sendo, as demonstrações que apresentaremos serão (a].iáo como quase
tôdas em Matemática) comentários para convencer ao leitor que poder-se
--ia fazer tina demons-br'ação segui.ndo--se as regras apresentadas aqui., se
assim pese;jássemos.

+ 2aski. - Remarks on the forma]ization of predica-be ]ogic - Bu]].. Am

Mota. Soc. (vo].. 57, 1951, pag. 8]- - 82)
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A g?ee3']a de Conjuntos de Zerme]o - ]?z'aen](e]



ll. l
$ ]. Axiomas , e Pri.meia'as Consequênci-as

A teoria de conjuntos que vamos 'apresentar, (llevera ser desen-
volvi.da a partir de seis axiomas e um esquema de axiomas. Imediatamen.
te após a apresentação de cada axioma na ]-inguagem de Zermelo - .Fraen.
kel} seguem'se comentários sôbre a fo:E'mulação ap3'esentada.

Z ]' ]. g Axioma da Extensiona].idade

V x '] y (Vu (u € x ---------. u € x) X

$lste axioma nos dlz que um conjlxnto e de-germinado meloa seus
el-ementas. Dois conjuntos serão iguais portam'bo se tiverem os mesmos e
].evento s .

Z ]? 2 g Axioma da União

V xgy Vu (u € y - ] z(z € x ,«.u C z))
Êste axioma nos fornece a tanino de Inda famÍli.a de cona-lentos

Se x e a família considerada, inda-oBTemos a u2nião de todos oa eonj-t;tp:
tos de x por U x.

Z 3' 3 : Axioma do Conjunto das Partes

V/ xly 'Vu(u G y --------. 'V z(z € u --:> z € x))

$lste axioma nos aá a.existencla do conljlnnto de todos os sub -
conjlJntos de llm conjlnito dado. Indicaremos, pa:r'a e4,dn. conjunto x, o
conjxJnbo das saias partes por Px.

Z ]' 4 g Axioma da Inf:Lnidade

] l (]z(z C 1) A V y(y € 1------] z(z € :1 ,». Vu(u Ç; z ------> u = y))))

Temos aqui- garantida a existência de lnln conjlJnto não vazio 9
ta]. que se y IÉ)er'benze a ele então y também pertence. Este axioma
nos permitirá mais -balde construí.r o conjunto dos números llaturais.

Z B' 5 : .Axioma da Regularidade

V x( ] z(z € x) ---- x(p ç x /\ 'V u(uc y ---------- ----'l (u € x))).

Este axi.oma é um pouco artificial e inclL;Limo-lo IÊ)or razões
técnicas.Iras diz que se um conljllnto não é vazio en't;ão exist;e um elemeZ
to nele tal que não ha elementos em comlnn ent;re eles. Este axi-oma nun-
ca é usado em ]Watemática convencional-. Intui.vivamente, teremos godos --
os conjlnntos bons-brt2i.dos a IÉ)artir do vazio e ês-t;e axioma nos garante
que i-sto e possível, ja que cada conjunto não vazio terá lnn elemento
mini-mal para a rel-ação ÉI .



O Últ:i.mo axioma é na real-ida(ile um es(ILuema de axiomas

Z ]? 6 : Axioma da slllbstitui.ção

Seja @' (x, x; tl?..?!tk).uma fÓ:anula qual-quer de :LZl? cola pelo
duas variável-s livr'es. .Então [Vx :l'X # (x, y;tl, ...,tk) -

Vm ]]m. 'v' z(z € m' ----» ] u(u C m /\ P(u, z; tZ,...,tk))).

Este.axioma é ta].vez o mais característico da Teoria de Ze:rude

[o -- D'raenke]-. Ê].e nos perra:í-te construir conjuntos uti]izando proprie-
dades. lültretanto o enunciador é cui.danoso, de tal mod.o que possamos ,
presuzniive].mente, evitar contradições. Assim, o axioma nos diz que se
para t[P ...}tk fixados, se # (x,y; t].p...9tk) nos define lm aSnico y
para cada x (podelnoo pensar g como -uma flmção definida para todos con--
juntos) então Q contradç)mini-o (ies'ba função qual(lo restri-ta a lnn conjup;
to m é um conllmto Hi. A razão pel-a qual} provàvelmente, Ht não pode
ser um conjllnto abbsurdo decorre do fato que a cara:inali.dado de Ht é mg
nor ou igual- a de m. Devemos obbse-arar que os t.T são .apenas parâmetros
utilizados na coral;ração da forma;tla @'. Observa-se talnbeln que o axioma -
está enunci-ado ntnna fozTna bem forte, que nunca é utilizada normalmente
em ]l.lat errática .

l)arem06 agora al-gtnnas consequêlncias dos axiomas. Procuraremos
semlÉ)re post;rar a i-mportãncia de cada axioma nas demonstrações que faJ:'g
lll\liD p

Uma primeira Consequência Importam-t;e e o esquema de separaçãcb
Este esquema, que e.um esquema de teoremas nos di-z que para qualquer
fórmula # (x; tl!...ltk) com pelo menos uma vara.ável livre, onde os tj
são parâmetros fixados, e para qualquer COTLjmn't;O ]n, exi-ste -lnn subbcoO.-r

jlmto de m, for'nado exatamente pel-os elementos z tais que #(x;tlP...,
tk)

Teorema l g Esquema de Separação

seja # (x;tl}...,-bk) uma fÓrmd-a de LZF com pelo meJlos lma varia:vel Zi
vre . ]])irão temos

Z B' f---l\z' m ]lm- V x(x Gm' ------» XG m ,~.# (x;t].,
'Damnn a 't:pn nn n .
.L/ \#UIVÜÜP vü wbP wv e

Tomemos a f(5rmula

X(y,x;t],...,tk) = y = x ,A #(x; t].,...,tk)
É claro que XVy ]rx X (y, x; t.). Assim o esquema de subbsti

-bui-ção e modus ponens nos fornecem:



XVm.]lmi 'Vx (xe Ht '---.-.> y (y C m/.. l/(X, x; tl,...ptk)] . Tendo-
se em conta quem é X (y, x; tlp...,-tk) en-t;ão decorre imediatamente,já,
que y = x

V m ]l m. Vx (x O m' ---------- x 0 m ».# (x; ti)) i
Isto teta:ina a demonstração.

.J

EXçrçÍçj:p: Mostrar que (exi-bi-n(to) a demonstração (lo Teorema l po
de ser inteiramente fo:rma].i.fada no cá]cu].o de Predicados de la. ordem

A proxima proposiçlão trata da exi.stênci.a do conjlznto vazio ,

IProposição ]. :l l x 'V y ---l (y ê' x)

])emonstração: O axi.oma (i.a :h-finldade nos garante a existene:ia do
con:l«n-bo 1. Consi.detemos a :fÓrmlú.a # (x) = ''1 (x = x), e com o

esquenn de selparação obbtemos, a parti-r de l

:ll z v u (P o z ----------.-.. Fn A 'l(u= F.)).
Como V y. (B = B) então V y ---l (y 0 z). A unia(i.ade (decorre i-mediada
mente de Z ]p [ (extensa.ona].idade).

O conjun'bo vazio será in(i.içado pela constante O

A classe de 't;odes os conjuüos será li-idicada IÉ)or V. A IE)rop06i-
ção segui.nte nos mos-bra que V não é lm conjlmto (podíamos escrever, a-
penas como super:i.ndo este resultado que V / V) e p-:)3'.tanto ao utili.zar
V na nossa escri-ta estamos i..ncorrendo nlnln abbuso de 3-:i.=ngtzapgem! que não
deverá causar dano algwn Q,o desenvolvimen-bo seguinte. Obbservamos que 3
tilizaremos V sòmente como notação:

Proposição 2 -l] y Vx (XC y)

Demonstração: Suponhamos por absurdo que existisse lJm tal y. Con-
sideremos a fónnu].a

g' (x) =

Por separação obtemos

;IR v z (z e R ---> "n (z C z)). lhas então R O R -----» ''--l(R c R)o que
é abata'do. Isto comple-ba a demonstração.

Dado um conjunto m e lendo # (x; t:) lma fórmula nas condi-
ções do enunciado do Teorema 1, utili-Batemos, para :indicar o subconlu2:
-bo Ht construído a partir de m, a notação tzsual

x : x f m .\ # (x; t:) }
r'd -, .... . f ''\ .. r

Assim na demon6traçao da Proposição 2 poderíamos ter inda.Gado

R= lz : z Çy ,a ---'. (z é Z)l .z G y A



Noíisa próxima preocupação será mos'orar que existe, dado um
cc,nj12n-bo c, um outro cujo l:mi.co el-emente à c, i.ndi-cada por i. c l}

:Propôs:Leão 3 : V x ] y Vv (v G y -----» v = x)

l

Demora oração: Sela c um conjunto. Consideremos, ajudados
Z ]p 3, o conjun-bo Pc e a fórmula

# (x; c) = x = c
Por separação ob-hemos imedi.ai;agente a tese

Naa dual prÓxi-mas prolposi-çoesp o axioma da regularidade
s ent:i-r a, sua presença.

faz

Proposição 4 'V x ---] (x o x)

lygygyg.l!=ai.ao: Suponhamos que exi-s-b5.sse um conijun-t;o c tal que
c c c. Considel.'cmosp com a ajuda da .proposi.ção 3 o con;jlnito .{c'f . Co-

mo c C c e o € .1 el'? nao existe eln .{c}. nenhtJm elemento que i-ao te--
nha e]ementos em comum consi.go própri-o : ]lsüa contradi.ção demons-t;ra a
proposl-çao«

Proposi-ç'áo 5

Denodo-bi'açao: Se para alglnn c
c c c o que é abbsurdo

]Vo fu-btxro inda.caremou

C l c 1, ; por exbensionalidn,d.e
J

] (x G 3'') ) IÍ y
(x

x Ç: y

g. y

'S/z (z C x- - z G y)

x Ç-V ,... ». #-V

l)adoí3 d.ois conjlmtos x e y iJldicamos o par nao ordenado de
x e y po.p ix, ly-} , isto é) um conijwito que só tem como elementos x e
y. A proposi-ção seguinte mostra que êste conjunto exi.ste.

Proposição 6 Vx VX ]z Vv (v 0 z ----- v x ''q v = 'y)

Demonstração: A ideia da demonstração e obtermos, a partir do
axi.oma da i.nfinida(i-e, que nos garan'l;e a existência de mn conjlxnto,
c,neTO que tenlaa d-oi.s elementos diferem-bes e depor-s apJ-:i-car substitui.

Por Z D' 4, 1 n8o é vaza.o e portanto seja a G 1. Ai.nda por Z
[i? 4, temos que .ja"} G ]-, Pé]a proposição an-t;erior a / .{a'} . Seja,e=
tào a fórmtzla

g' (z; a) = z= a 'V z= la?



.L v.L IJ\#.t/\.J'.LL.ü\íq-+v \.t\.à J- v}./ U\) llllbJ v vv.L.LcJ L/LJ..L Uv

« : {' : ' ; ' ~ , : {;} }: {;, {;l}.
Seja agora a fórmula

'P(u, v; a, c, c')=(u = aAV = c) V(u =laín

O esquema de aubbsti.tl,tição nos da a partir de

"' :]': ':. " ,- .' F : ]. , .'F
Isto completa a delnons-oração .

çl9=g3:ég:j:a..; : Vx V y ] z Vv (v e z -----. v G x v v G y)

Es'be corolário nos da a existência da ]x].]i.ão de dois conjlxnto
que será indicada por x u y

Corolário 2 : Vx 'VX ] z 'V'v ( v ç z -- A v cX)
Aqui. temos descrita a intersecção de dois conjl,ratos, que será indicada
por x n y

As demonstrações dos coro]ari.os ]. e 2 são deixadas como exer-
/ .cIClOs.

General-içando o corolário 2, vamos mostrar que dado um conjtxn
to não vaza.o e existe a i.ntersecção de todos os seus elementos, que
será :i.ndicada por â c .

Proposi-cão 7 : Vx(]y(yCX) --lãzVv(vc;z---,'Vu(uc
0 u))).

Demongçi!?:ç4o: Como x é não vazio seja
formula

# (v; x) ='Vu (u c x -----.;. v ( u)

O esquema de separação nos fornece, u-bllizando y

v : vo y ,«.'Vu(u 6x ------- v GU),l qu
curado.

Exercícios :

1- VxVylZVV(VGZ ----'- VGXAV#y)
(complementar de y em relação a x).

2-, 'Vx'Vy ]zvv(v GZ ---',(VG,XAV /y)v(VÇy,.'\v,#x)).
(diferença simétrica de x e y ). '

O conjwito cuja existência é garantida IÉ)or l será indicado

c') V (u /V aAU

/

s!

V

Clonsideremos a

conjlmtoe e o pro



por x - y 9 enquanto que a difez'onça simétrica de x e y
picada por x A. y .

Passamos agora a tratar do conceito de par ordena,do. Um

par OI'danado de dois conjuntos x e y deverá ser um conjunto,iD;
(i-içado por <:lxP y > , oatiafazendo as propriedades

Vx Vx ]z ( z
q'* N'f Nv NV' Ç. '('*, v''> 'T''> --+x

Anosoa definição de <(x, y>. será llx'l , ixpX'l'l .O
leitor poderá fàcilmente vez$.ficar que as duas propriedades acima
Cotão satisfeitas. A p:ropoaiçao seguinte n06 aá a existência do prQ.
auto cartesiano de dois conjuntos x e y, que será indicado x x y.

BC.t'& in

P l
P 2

Proposição 8 g 'Vx vy ].z 'yv (v G z ---, ;]u ]] w (u € x

A w G y ,:'- v = <.u, w). )).

Um raciocínio inicial,

nos indicam'á a demons-braç;o. Se u € x e w € y notamos que -

Consideremos então, dador x e y , o conjunto
P(P(x U y) t} Px) (como constituí-lo?) e a fórmula

lá(v; x, y)=;lu ;lw 6u € XAW C y ''- v= <u, v.> )

O esquema de separação nos fornece então o conjunto pro-

Demonstraçao embora heurístico,

curado.

Um conceito muito importante em t;da Matemática é o de
função. Como todas entidades com as qual:s tratamos uma função) é um

conjunto f aatiafazendo as requintes propriedades
.B]. :Vz(zef -:-----Jx ]y(z=<.x, y,>)).

: 'Vx Vx Vx' ( <x,y> € f ,~ <k,x'> € f ------.> y = yt)
[n(]i.cabemos que um conjunto f é função pe]a notação

f dom fV (note-se que estamos usando símbolos que não aão da nossa
linguagem). A abreviaçao dom f é sugestiva do domínio de f e V
é, como já di.ssemoa, a classe de todos os conjuntos. A notação

f G dom fV

deve 6er considerada uma atrevi.açao das duas condiçoes B' l e B' 2
acima. Definiremoa abbaixo outras notaçê5es para funçoes que sao coB
patívei-s com a dada ac=ima.

Dad.a f € dom fV definimos



11. 7
doma = lz

Êste é o domÍni.o de Í'

b) fv : y(<x,y>e:f.'~z:Q-,x,>)}

]Votar que f nao e necessari.agente -uma função. Se pensarmos em f .como
uma relação (no sentido usÜa.L) então I' é a relação i.nversa de :f

c) dom f = lz : ]x ( <z, x,> e ; )}
Este conjunto e a imagem de f J à,s vozes tambéJI cl:mamado contradomínio
de f . Indicaremos à,s vezes por imr

d) Seja x e y conjuntos. ])izemo f é l a função .de x em.y e es-
crevemos fo ''y se esomentese domf= x e doar ç. y.

e) Indicamos :É)or xy , onde x e y são con:juntos o conjunto

xy= 1-t: -te xX'l : lr: fe domfV .õ. dom f= x ódomf (; XI.
Se f e uma função e se z e dom f :indicamos por f'z o va].or de f
em z isto é

f'' = y tal- que <z, y> Of
Sabemos já que f z é Único. Se x é

f) r' x = lr'z : z e x l.
g) eFx; l<z, x>: zcx A<'z, x)'o f l

Este conjunto é a função f restrita ao conjwito

Um conjunto W e -alma rg+Bção se e sê)mente se estiver Bati.s
feita a condição -

Ro : Vz (z G W ''-----. ] x ;lX (z = <x, ):)J/
Como para ftznçoes, podemos definir:

h) dom w = lz : ]x; ( <.z, y> ew )l

i) w lz:lx-Jx(z=<p,x.>,\<x,x>e w)
])ef:mimos ainda corlÉ)o de lx.na relação, liidlcado cp W como

j) cp W = dom W U dom Vg'

Uma re].ação W se diz uma ordem total se estiverem satisfez
t;as as condições abaixo onde z! z', z'J pertencem a ep W

1) Vz Vzt(z/z' -----+ zWz- V ztVz)
2) Vz ---l ( z W z)

3) VzVz' V'zii(zWzí,A zt Vrz.li.-.--->zWzit) onde . por
z W z' l.:r:Ldi.canos o fato q.ue <z, z'> € W.

indicamos por W f'(x;.X) onde W é lma relação e x,.y
conjuntos o conjwlto g

] y ( <,, x> e :p ) l

dom :f V

con:junto defina.mos



k) w I''(x ..r):l' :luHv(u e x,A v G yA.z
Esta relação"e a relação W restri.ta a XXy .

Uma re].anão W e Inda boa ordem se e sòmente estiverem satis-
:feitas ao condições

BO [ - W é uma ordem tota].

B0 2-vy(y ç cp w A p/o------'lz(z exAV u(UC y-
z W u )))

11 , 8

=u, «)/\.<)., v> eW)}f

Ou seja.qualquer subbconjunto não vazio do corpo de W t;eJn primeiro e--
lemento. Observe-oe que como a ordem é total. então êste e].evento é lâni
co

Devemos ob6e:rvar que uma flnlção e lnm tipo particular de Tela.
çao.

Utilizando o conceito de flznção lpodemos dar o enwiciado de lnln

axioma! denom:inato da escolha, cuja relação com Z .F estudaremos na ter
ceira IÉ)arte dêste trabbalho.

Ax:toma 'ia Es co4ba : ( A. E. )

Vx ( ] y (ye x)Avz (z e x
.fx c y ))) .

O axioma nos diz que se temos uma família não vazia de conjtxui
tos não vazios, então edis-be -tina função definida sabre a família tomam

do va]ores na lmião da famÍ].ia, tal que esta fw:Lção faz corresponder a
cada conjlJnto da família um elemento dêste mesmo conjlznto. Este prjncz
pi-o? tem mui.tas formas equivalentes, que discutiremos no Apendix l.

z #' 0) j'{.. f t. " Ux rN v
(y C x

Z;çer(:Ílci.o : Demonstrar, dadas .f e dom/'V e sendo x e y coo;ltxn.
tos a exi.stência dos conjuntos defina.d.os nos itens a) - k) acilm,.

Dizemos que /' € dom /V e bi.jetora se e somente se:

] x ]y (.f e xy A- .f c yx)

Dever'á estar claro o que e uma função in;jetora ou sobbrejetora.

Ouse:rve-se que tanto o Conceito de í'unção, quanto o de Tela -
çao foram definidos globba.Lmente e não para conjuntos x e y previamente
dados.

11 2 0s números naturais

A construção dos números na-t;-orais será feita aqui-, a partir -
do axioma (ia i.nfinidade. ])enotaremos o conjlznto d03 nlh.elos natuzui.s ,



II . 9
w será de fundamental importan

como é usual, 

cia no que faremos
v. Como ye remos,
a seguir. 

Alguns comentários introdutórios deverão aclarar idéias. 
que veremos mais tarde (definição de ordinal)

■ as condições seguintes 2

Por razões . 
que w satisfaça

queremos

a) 0 6 w
b) Vy (y 6 w
c) V

^ y II |y| 6 ií) 
z £ 0

será constituido apenas dos elementos

(z 6 wz A ^ 3u (u £ w /\ z = uli
Assim w

0. i°l °» f°i, lo, I o)]] ,\°> ctc.

Como notaçao, indicaremos

0=0

Mi
0, |o)| =iu(l| 

o, \0\ , jo, jo ]\) - 2 U|2] ,

Observemos que 1 = ^o] , 2 = |o, l] 

Assim um numero natural n 

Assim cada número natural

2
3 = etc.

0, 1, 2] ,3 etc*
e o conjunto dos n números anteriores, 

n é um conjunto de n elementos.

Na maneira enunciada, o axioma da infinidade, não nos per 

mite obter w de maneira imediata. Obteremos, primeiramente um - 

conjunto F da forma

\ xoI xc’ xo \ •

e I , o conjunto cuja existência e afirmada por Z P 4.onde
Como veremos, o conjunto entre outras‘ propriedade, tem uma que © a

xo

náloga a da indução finita para números naturais se interpretamos
, j z j . Isto nos permitirá definir fun 

e obter o conjunto w como ima-
como sucessor de z G F

/N

, de maneira indutiva. sobreA/

çoes
gem de uma destas funções. No decorrer da construção o leitor ê -
convidado a observar que ha menos do fato que cada elemento de F á 

p tem todas as propriedades de d e a menos deste in-unitário
conveniente serviria como conjunto dos números naturais. 0'proble-

" contar " elementos, como veremos, do
. Alem disso querere 

seja um ordinal* Estas razões, fize -

ma ê que e muito mais facil 
que contar 0 número .

todo elemento de w
fosse escolhido do modo como foi. 0 leitor deverá 

mente estas ideias ao ler 0 que se segue.

de chaves em torno de xo
mos que 

ram com que w 

manter em
A proposição 9 nos diz que existe um conjunto F que pos 

, fixado, tendo F as seguintes propriedades 2sui um elemento

a) Vy (y e f
b) V y (y g f

ou seja o único el_emento__de

xo

A y O f / = xo
ue tem intersecção vazia com p éa x„



c) V x(xe F ,A y #' x.(vo p». y - lvl )
Esta propriedade nos diz que todo elemento de F , que f8r difez'ente -
de x. , será unitário de algum elemento de B'

d)Vz (xo e z a'VX (yo z--- ---
Esta fome-uü.a nos diz que Z' é o menor conllmto satisfazendo a proprie-
dade (a) acima e tendo x. como elemento.

ll. lO

Proposição 9 :l F (VX ( Pe f' ------+l.xje f'),«Eixo (xoeF®y (xef'/\
Ayn r:: 0 -----:i..J =,x.)A'V'y (XC.p . A y.#' ':o-------, ]v'(v.à' ny''= { v l )) /\
V z(xo € z /''':y'u (u e z ----.> 1.ul € z) --:------, f' -'e z)))

A

])emopstração: A demonstração seta dividida em partes) correspon -
dentes a construção de F e a verti'ilação de que valem as propriedades
(a) - (d) .

1 - Construção de F : O axioma da infi-cidade nos (iiiz que edis-be
wn conjw:Lto l ''nao vazio tal que se z e l ente,o lç. z le i. Seja xne
1, fixado. Consideramos9 usando o axioma das partes, o conjunto P]. e
tmbémafórmula # (z; x.) = x.e zv'Vv (ve z ,.lvlez)

0 esquenn de separação noe fo.rnece um su]bcon]]znto g de P]., de
todos elementos de PI que Bati.sfazem a propriedade # (z; x.). Temos
g/ O, ja que le g. Pela proposição 7, sela

]hicialmente, e obvio que xoe P' e que se v € F então lvl CP
Passamos agora as outras proprieda(i.es

(b)Vp (x e p ó. xa f' = o --------+ y

Seja ye Ftal que y.f"tp = O , e suponhamos que y / xo'Con
sideremos o conjunto F - À.y 1 . Teremos

1 - ':. c ' - Á.xl

2 - Vv (vc F - l.xl ---
1) é evidente; 2) decorre do fa'bo q.ue F tem efta :propriedade

e como yr"'\F é vazio, y não é lznitário de ninguém em F . Obtivemos
assim uma contradição, e portanto y = x

Devemos mostrar que xo.llP : O . Pelo axioma da regue-aridade
existe um e].evento 7 C F tal que y l tF = O. Pelo o que foi feito i-
med.i.atamente acima -temos 7= xo e xo(IF : o .

(c)X/ y(y € F A y #' xo ---- A y = Çv'}))
Sela y #' xo e auponhamoa que nao existisse v € i' tal que

'lvl.= y. Se consideramos F - l.p'l obbterelnos. a mesma contradição que em
(:b) . Isto demonstra esta propr:Ledade

0
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Ç z)(a)'Vz (xoc zA'Vu (ue z----.., l.ul c z)---
Consideremos o conijtJn-bo

A= 1.u: u eF/\.ug z }. Comoxoe z temor(luexo g A. Posou
tro ].ado, obbsenram06 que se A #' O , e se uC A então existe vC F

ta[- q.ue u= 1.vl (por (c)).. ]htão ve A, poi-s se v Cz então Çvt= u
Cz. Como A nao e vazio, existe um elemento U = x., pel-o racioc:Í.nio

que fi.zelos imediatamente acima. Isto se constitui.n(ilo nlnn abbsurdo, A
deve ser vazio e portanto F Ç: z

Isto completa a demons-oração

corolálü.o 3 ; Seja # (x; t],...,tn) «ma :fó«m«la 'le L,], com pelo
menos uma varia.vel livre. Continuamos com a mesma notação da Proposl -
ção 9, e en-t;ão vale o seguinte esquemas

#(xo; tl,...,t)A'V u(uC FA#(u; tl,...,tn)---------»
.:'V u (ue F Ag (u; tl,...,tn))

O lei-t;or deverá reconhecer no ente:tciado acima wn princÍIÉ)io de
lildução para o con;jw:Lto F .

g' ( {ul ;tZ'..-Q)

Demonstração : Basta considerar o con;llazlto

z = lu : u € F A g (u; tl,..., tn),
Pelas hi.póteses temos que xo €1 z e que se uC z en'bao

z e como temos z t= i' , concl-tü.mos z = B' 9 colul e z. .fotão F ç.

mo queríamos mostrar.
Podemos utilizar o corolário 3, para deí'unir entidades i.nduti.

lamente soba'e F . É o que faremos na Proposição ll prel-imina:mlente à
construção dos naturais g

Proposição ll : ] f (f € ' vA f'xo : o 'A'vu ( u c PA r'b.l:
f'Ü U lf'ul )) .

])emonstração : Consideremos a f(5rmul-a

g'(x,y;x.,F)= Ecrã((x x.Armo)VJulzlv(x= 1.ul/\z=
<'u, v'> A y :< lul , vu l. «\'>)) .

Vamos mostrar que ''' x ] y # (x, y ; xopP ). Temos que vale
g (xo' O; xo9 F). Por outro ].ado suponhamos que paz'a x € F temos ]l y
# (x, y; x.9 F) . Isto si.grJnica que existe wn l;Digo par ordenado da -
forma <x, v'> . Portanto v e único. Ih:Leão podemos.constnl:i-r o par
<l.x 1 , vu \vl> que satisfaz a formtlla considerada. Que este e o ú.

naco decorre imediatamente do fato que existe um l3nico da forma <x,vb
e do fato que dois pares ordenados são diferentes então pel-o menos em

coordenadas eles dizer en -t; esdas Pelo corolário podemos



clü.r que 'V x] y g' (x, y; x., p'). O axioma da substituição nos for
Rege a partir de p um conjunto f de pares ordenados cuja primeiro e
lement;o são meti;Fados de F. O fato de auevxll y g (x, y; x., F ) -
nos mos-t;ra imediatamente que todos elementos de F aparecem nos elemen
tos de f . l)evemos mostrar que f € 'V e que satisfaz as condições e-
xigidas.

11 ]2

$abbemos ja que para cada x C F existe lz.n união par da fonna
<x, v) . leitão x Halo pode ocorrer como pri-melro el-ementa de nenhum

outro par em f poça senão IÉ)ara êste .x existiriam dois pares ordena
dos distintos (pela g) o que é abslu'do. :Eh-bão f € FV. remos evidente-
mente, f' x. = O . Por outro ]-ado se x CI F então sejam' x = v . Cor:i:es

poz3dente a l.xl 'hemos o paz' ~ <lx 1 , vU lvl> e portanto
f.'/xl= vu l.vl =f' XLJ l.r'xX . ]lhltãofC PV tem a propri.edade exzén-

da. lobo completa a demonstração.

A demonstração da Proposição ]-l po(i-e ser' consi.gerada modelo
para definições com princípios de indução. Completando a construção do
conjlzJato dos naturais temos o

Teorema 2 : lJi o (o C u/\V z (z € ho

Vx(o e y À \'' u(u e y --- llulC r) -----
.-, l .l . «J ,~

y ))

Demonstraçãog Sejaf C j V a função construí.da na Proposição ll
e tomemos dom? = ].mf : f+f' = o . Demonstraremos que este e o con-
jjullto que procuraríamos

evidenteme:üe

u u l u l c «)

Seja uc ua .üitão exi.ste x € p ta]. (iue f'x = u. .Então r'lxl= uu lul

e)vy(o C7A'vu(u ex--- uu lu le y)---
Seja y satisfazendo as propriedades a) e bb) Retina. Consideremos o -
conjunto

'b) Vu (uC' «

A=lug u CoA ugyl.. TemosqueOgA.Poroutro].adoça
mos supor que u#'o e u CA. leitão existe vc o tal que u= vuilvl
(demonstração?) e portanto v € A9 pois se v e y então vu ivl =uey
.Betão se A#'O devemos terlnn elemento U. CA tal que -u í\A= O ,
]lhtão, pel-o que foi obbse:rvado acima temos -u = O , o que e absurdo
[üztão A = O e oç. y . A unicidade é :i.nteiralnente trivia]..

ExeJ'cÍci.osg (a) Mostrar que o conjlmto vaza.o é o Iónico el-emon-t;o y
de o tal que y('\ a = O

(b) ]Wostrar que se z C ü e z #'O então existe
y € « tal que z : xu { pl



(c) Obse:rvar como a minimalidade de I' em rel-ação as
propri-edades (a), (bb) e (c) da página 9 é decisiva na mini.validade de

apara as propriedades (a) e (b) (lo Teorema 2

(d) Demonstrar que C Fo ., o á lma boa ordem (ver

11 13

pag. 8).

(e) Demonstrar que (i roxa -e 1~m''u

]To que se segue indicaremos lJm n-umero natural pela no-t;anão u--
suBI, isto é, O, 1, 2, 3, ..., n , etc. Muito importante é o princípio
da indução finita, que vai- entÃnciado como o

Teorema 3 : Sela # (x; tl,...,tk) uma fórmula de LZF' com pelo
menos uma variável- ]ivre. ]!btão vale o seguinte esquema de teoremas:

g(o; tl,...,tk)/x:y''x(x € o /\@'(x; t:L,''''tk) -------+ g(xu .l x'l ;
tl,...,tk)) --------->V'x (x e u A g' (x; t].,...,tk))

])emonstração: Seja o conjlx:nto

A=1.z : z eu/\g(z; 'bl,...,Ük))
1 - 0 e A

2 - Vz (z € .A-----------, zu lzl e A)
Pelo teorema 2 (condição (c) pag, 12) 'hemos o r=A e portanto

u=A. Assim, ''«x(xC o/\ P'(x; tl,...,tk)) .
Com a ajuda do conjunto D vamos poder demonstrar o Teorema.

41 que deverá esclarecer ao leitor o Fale)el do axioma da regue-aridade .
]lndicamos por Z F os axiomas de Ze:rme].o - Fraenke]. exceto o axioma
da regularidade

Obbservamos então que

Teorema 4 g

Z F{ f-- A.R. -----------'; Vz ---T ]f(:fe % A:Í O = z/\ V'n (f'n-+l- e f n))

]ilm outras pal-auras o axioma da regtalari.date ficar'Teta a não e-
xistênci-a de uma sequencia do tipo

xl 3 x2 ) x3 ) x4

-!Zgggggt3 anão: Suponhamos que para algtmt z ,+exista uma+função -
naa condiço$s acima e con6i.detemos o conjlDnto f ul Temos f zo / O,
pois. z e fu. AJ-éhi di.sso se n € o temos f'ní"\ f oP' O polo f'n-FI
C f n . tEhtão f u e xnn conjunto não vazio ta]. que.todo seu el-emen-

ta -t;em intersecção não vazia com ê].e, o que e abbstu'do. Isto demonstra
o teorema

Exercício: Denom:i.Daremos Z i'» lnn conjtnito de axiomas, onde con--
se[vamos tôdas axiomas (i.e Z ]? exceto reigularidade e o axi.oma da infini.
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jade, mas acrescido dos segui.ntes axiomas:

O : Ji y V x (x $ r) (axi.oma da existência do vaz:Lo)
])enotamos como é uslza]. o vazio por O.

]i(ocia V'(zet -----:, l.'le i)).
])emonstràr que

V z nlf Ü' € "'V .'\ f' 0 : . A

Z F 4t

Z ]?v

'V n ( f'n-tl € :f'n))

onde A.E. é o axioma da escolha entxnciado a pagina 8.

+ A.E. F

A.R.

Sugestão g

Convença-se iJli.cialmente que com Z .F"" podemos consbrui.r
o sem A. R,

11. 3 Fecho Transitivo de lnin conjlznto

0 conceito que vamos discuti-r agora é de flxndament;al importaii-
cia no que faremos a seguir. Intui.vivamente, se consideramos um con;ju&
to x , gostaríamos de também assegurar a existência de wn c.onjunto y
que fôsse constitui.do dos el-eventos de x , dos el-eventos dos el-emen -
-bos de' xp.dos el-ementas dos elementos dos elemen-bos de x 9 e assim
por diante. Ou seja um conjunto y -t;al que:

1) x S- v'
2) L.Jx Ç y
3) i..J t.J x Ê y , etc.

e y f06se o menor conjunto com estas lpropriedades! ou seja y = x\.)
( U x) u (U{Jx) ....,. , Êste cona«nto será denominado :Fecho tra«s.l
tido de x . Observe--se que se u G z e z € y, então temos u C y. O
con:jlxnto y associado a x nos darás como veremos, lzzna ideia de como
construí.r x a partir do vazio. Como fizemos anterio:rmente obbteremos
o fecho transitivo de .x , i.ndicado por Tx 9 como imagem de lona .ftm.-
ção definida sôbre o .

?loposiÇão.]- ; 'V x]] 1 6 ::: ( Õ ::: e "v A-

V n (n C ,ü A iS:: n-+l U'Õ':;: n) .

Demonstração : Novamente construímos a f-]x].irão C) .
uti].içando indução fmi-ta sôbre u . Beija a f(5.r'mula

para cada X
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g(', y; x) = zC « A G(' - o 4. y x>) V(]ulv
luluu 'A. w=<u,v>A y=<z, uv>)))

Devemos mostrar que \7/z.]l y # (z, X; x). Se z = o então te
mos lJm xinico y que é .:(o, x> . Suponhamos que exista relacionado -
pela gí com n € w llm união par da f03:'ma <n} v;>

obviamente o par <n +l , LJ v). esta relaciona(io IÉ)ela g' com
n-+]. . Moétr'erros que Bate é o l;Rico. Temos que como o par <np v=> é
união en-bao v é único e po]'tanto <n+]., (J v) e também o lánico -
par relacionado com n+-l pe]a g . ]lntáo \7/ zll y# (z, y; x). O
axi.oma da substituição nos fornece um conjunto que in(liicar'erros ?l X

2'

, isto decorre i.mediatamente do fato que
V.]l * ,' ü, *'; *) .

H V n (nc « A. C; xn -l : UC.:::n)
De fato, se Z:ll'x n : y então temos que .<::n9 y'>e '<.).&M e

p''b'Ü' <«-+Z, U x,ç ê C) :::@ . .ntã. 6'::: « -..: L Ux : U6: n .

A w:tia.jade da função e trivia]. ].6to completa a demonstraçãcK

])efiniçao: Seja x um conjlznto qualquer. .Definilnoa, indutivamen-
tep

u ' *'.: * e u '"+:' * : l..J lu - X p para n C

Corolário l
xvn (n C «,q Õ,:: n :U " x)

])emonstraçãog Exercíci.o

Defi.feição Um conjunto x é dito transitivo se e s(3mente se sa.
tisfaz a condição:

q-v~'qz. ç-v ç,'z. /\ z. t 'K vç, .á

2e:E':i.]::içao: Seja x um conjunto qtna].quer. Definimos o fecho traí.
si.tive de x , indicado por 2x , como

"* : uõ: «: u ..« ã.'''f \..../ IX ' 'b''' ' ''''' '''X

Corolário 2 'V x (Tx é transe.ti.vo)

Corotár:i0 3 : ~V/x'Vy (y € px -- A y CUn x)).

.ç9rglá!.i1:9..t : 'V x vy (x Ç y A (y é transita.vo)--------., Tx ç y)

$'Ver exercÍci.o pag 16
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UÕ':: (@ - n))Corolário 5 : \V x 'X/n (n C u A T U

O corolári.o 5 nos diz que

6;:: - +m

A demonstração dos coral-ari.os é deixada como exercício ao lei
tor

&ercícios: Z) ~V xVn ( U"
à] ''q -« H V'q x Ç

U' z))

W
(z e xA

Prole)osi.ção 2 'V x ( U Tx

])emonstração: Se

Como y € Tx exis-be

, C Un--fl x : U "rU
que PUx ç U Tx

z ÉI t.,ITx. Bbatão existe y € Tx com
e zo ta]. que y é tJ" x e portan'bo
Ç T iJ x . ]htão U Tx Ç TUx . Está c].aro

Proposição 3 v x ( x Pt..J x Px)

b ])emon6tração
Por ãildução temos
tão x - Tx

então t.,)x:2Í J2 x e portanto x21..,)2x
todo ne zo e portanto x ;l Tx. IEh

Proposição 4 'V x (x é transe.ti.vo Tx)

Demonstração: Exercício

p'obooiçã? P: ''«x ( U l.vx : y c x}

])emonstração: Seja z cUTx. .Então zC u eTx. IEhtão existe n

calque UCLn e zCÇJn'çlx- .UnrLJxl então zeUny com
ye x e portanto z € Ty! com y C x. Se ye x , como Tx e transe.ti.-
vo então y (\ Tx e portanto (coroa-aPtO 4) Tyç Tx . Isto completa a
demonstração .

Proposição 6 'Vx (ux = x u T \..J x)

Demonstração X {<., *'>\ (cor. 5)

ExercÍci.0 6 :

['l'q*. Nv çx t. v Tx C Dy)
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2) \7'x \7'P (x É y Tx Ç Ty)
3) ~V'x (T Tx

Prõposlção 7 g b'' x (Tx #' O o e Tx)

Demonstração: Deve existir, pelo axioma de regulará(i.ade ye
com yâ Tx = O . ]Was i.sto é iinposszvel se y /'0

Tx

.Mercício: ~V'x (x/' O Óvx E vRx)
])ar um exemplo em que 1"1 Tx #' P i''l x.

No restam-be desta secção vamos apresentar dois pri.nel-pios im-
portantes na teoria dos Cona-un-bos:

a) Um pr:ínczpio de irLdUçãOp não mais sé;abre os naturais, que nos
vai garantir a possjbbi].idade de dei'iniçoes e demonstraçoes por indução
num contexto mais geral que zo .

b) Um princÍpi.o de definição por recorrência s8bbre conjlxlitos que.
u-t;i.ligaremos mais tarde para dar as defi.feições de ordinal, alephs, etc.

Chamamos a atenção do leitor IÉ)ara a i.mportancia do axioma da
regtllari.date em tudo que se segue.

C) teorema abaixo é na reali.date um esquema de teoremas.

Teorema l : (Princípio de Indução Transfinita)

Seja # (x; tl,.-.,-bn) "ma :fÓrmd-a de LZF com pelo menos ««a variável-
].ivre. Vale então o sega:i.nte esquema

IVx (g (x; tl,...,tn)---------> 'lX (X C xA # (X; tl,...,-bn)))
~'x ---l # (x; tl, ... ,-bn)

])emons'bJação: SulÉ)tenhamos que exá-stisse x tal que g (x;-t;l!. . e-t;zil
Consideremos o conjunto

b = IX : ye Ux A # (y; t-L,...,tn)}

Temos bb #' O , pela hipótese! já que vale # (x; t].,...,tn). Por outro
lado, notemos que se. yG b , então existe z e y tal que z e b ( já
que "''""l Jã (O; tl!..,,tn) (por que?)) . Pelo axioma da regularidadelcg.
mo bb #' O deve existir y ebb ta] que XQ bb = O . ]\leão como O.e bb, o
rabi-ocÍnio feito acima mos-bra que .É)ara todo y e bb ! .yl''\ bb #' O . Isto
sen(lo uma contradi.ção temos V x '"''lP (x; tl, . ..,-bn)

0 teorema l nos diz então que se para cada. .x , o fato de q.ue

va].e # (x; t],...!tn) acarreta que temos g (y; t].,...,tn) com yex,
então para tod.o x temos g' (x; t].,...,tn).
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Esclarece ainda mais a questão o segui.nte

Teorema 2 : Se g (x; tllt2} ...,tn) percorre
dé L7-n com pe]o menos uma pari:álveJ- ].ivre então são
quedas :

a)['V * (g' (x;ü:,....,-b.) -----;] y (y e:*.A. .#'

V x tl, . . . ,tn)
bb)[vx(vy(y e x A #(y; tl,...,-bn))-------

----- (x; tl, ...,tn)]

toda,s as fo nnu].ao
equi-vaJ-entes os es

(y; tl, . . .,-t;.) ))

g (x; t]., ,t.))

])emonstração: Observamos que, o que é afirmado pelo teorema é que
os esquemas são aqui.valentes e não que IÉ)ara uma fÓnnuJ-a fixada g que
as sentenças a) e b) são equivalentes (o que á fal-se). Suponhamos; en-
tão, que seja válido o esquema a) e que temos:

(1) x'Vx ('VX (y e x A # (y;t. ,.

V x g (x; tz,..
g' (x;tl,...,tn))

Queremos mostrar que
Uom em06

V(x; -b].,...,tn):. tZ,...,t.)

Assim se vale i..P (x; tj) então exi.ste y-e x tal que \V (y; tj). De
fato , poi-s em caso contrário
\</y (ye xA---n t'P (y; t]));: y (y € x ,''\ # (y; t.)) e por-t;an-bo t.g

r:(Íamos com (]-) g (x; tl,:..,tn) o que é abbsm'do já ã.ue \P (x; tj)l=
"'t# (x; t:). .fotão pelo esquema .a) temos ,

'Vx'n XP(x; t;Í)l= '\7/ x # (x; tj) . A recíproca fi-ca como exercício.
. . { .- . . . { . ...-
Poderíamos ent;ão enunei.ar o Princípio de Indução Transfi.Dita

como sendo o esquema b) do teorema 2, isto é, oe o fato que todos ele--
mantos de cada conllznto x tem uma propriedade, i.aplicar quQ x tem
a prole)Piedade então todo con;jeito tem a propriedade em questão.

Um pouco mais forte que o teorema 2P e Útil para nÓ6 no que
se segui-ra e o

Teorema 3 : Seja g (x; tl,...ltn) lma í'Óz'mula de LZF com pelo -
menos uma variável livre. Temos então o esquema:

fVx(#(x; tl,...,tn) -------*lX(X € Tx Ó. #(y;-bl,...,tn))) -------

.;Vx "'l Jg (x; tl, .. . ,tn)

/ /

Demonst;ração; Exercício. Uma sugestão seria analisar a demonstra-
ção do Teorema l .

O teorema abaixo é o princípio de definição por recorrência
O leitor é convidado a suprir ele mesmo, a descrição inttli.uva do que
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está acontecendo na situação descai-ta pelo teorema. Sugerimos que se
considere si.tuações anteriores em que definimos ftznçoes por recorrên -
cia ( ílLdução)

Teorema 3 g Princípio de ])efini-ção por Recorrencia

Seja # (x, y; tl,...,Ün) uma fÓrmU-a de LZF com pelo
duas pari-ávels livres . IEbitão vale o seguinte esquemas

'Vx llx # (x,y) ------.-.bV xll f ( f e T*:v

AxV'z(z edom f ®(fÍ\z, r' z; t].,

menos

. , -bn ) ) )

Demonstração
xistência

Vamos divida-la em dtzaas partes, a unicidade e a e

a) Unicidade: Vamos mostrar que se existirem f e g nas condições
do teorema então f = g . Suponhamos IÉ)or abslu'(i-o que existam .f ..e g9pq:
ra algum x , diferentes e satisfazendo as condições exigidas. .ültão -
temos que:

a) dom f = dom g = Tx

b) ] z (z e TxA f'z / g'z)

Consi.detemos as funções f].:.í i\ z e g] : gTz ]lhtão como

f' z #' g'z) . :ühtão 'g. #' f l

Assim sendo existe y C z tal que r.l y / g'..y . Tomemos aopora

I'Tz e gl'Tz ' Como z Cx temos TzÇTx eportanto
dom f rTz = dom g I''Tz

Obbselvamos alem disso que ,f] crtTz e g].C g I'Tz '

ri'Tz / .g I'Tz } pois r'J: y #' g].y ' ]-sto é, do fato que existem aB

as funçoes di.stintas para um conjlan't;o x , collsegu:i.mos mostrar que ex:Ê
te z C Tx , com duas funções di.stintas para z . Pelo teorema 3, isto
é txzliversa]mente fa].se e portanto para cada x , se existir um fw:leão
como quem'erros, então será l:mica.

bb) ]:xistência

Mas en-bão

Vamos utilizar o esquema bb) do Teor'ema 2 . Assim, vamos supor
q.ue dado x temos

VP (y e x A ]l f( fe y VAxV z (z C dom f------+- g (f:t' z, :f' z;t].P'.-@Ü»
e mostremos que podemos definir uma função da maneira que desejamos sâ
bre Px . Para simplificar a no-baçãop ja que sabbemosp que para Cada y
a função9 se exista-r, é única, i.ndicaremo--l-a por f ., . Ha al-duns fa-
tos a s erem obs eivados g

L- Nv N-. çs ç, x b. € fZ Tz Tyy 'F

\ n.. a,.H.
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que as funçoes fv e fz coincidem.em Ty r") Tz . Observamos que pa-
ra todo y e.z TpO Tz#'O (porquê?). Seja uc uXó Tz , então
Tu ç Txr'l Ty. Obbee:ríamos agora que fy i\Tu. e rzlTu 9 tem ambas do-
m:ínio Tu e satisfazem as nossas condiçoes. ]blüão sao igual.s. Asse.m

Xfu :fgfu e portanto Como XVx.lll y # (x, x; tj) -hemos :e'y u : f'z u

2- Sendo compatíveis as funçooa í' ., para todo y então

,t]. fy efunçaopde domínio iJ domfv: U Ty=TUxy ex ' ' ye x y y € x
f y

Resta-nos formalizar esta i.agia. Como x e um conjunto o -
axioma (la substitui-ção (com que f(3rmula?) nos penni.te obbter o conjunto
F

tt' = 4 .p

Tomamos então (Jp : fe TÜx y

IJeHbF3HdO que. Tx = x U g?l..Jx resta-noo estender f IÉ)ara os e-
lemon-t;os de x - TUx . Se x -- TUx for vazio não há o que fazer e
:ja temos f € Tx V. Se x - TUx e não vazio fo:r'manos lu.na função

x - TU x
g € " ' ' " V da maneira segui.nteg

Sabbemos que XX/xll y g (x,y;t:) então para cada ze x - TUx
temos um Iónico eonllmto yz ' correspondente a :f I'. (observar que
z € x -- iJ x) pela g . B'ormamos então (como?) o conjl;-J:ito

g= 1.<lz,Xz> : z ex-TUxA# (rl~,, x,; tj)} ícl-aro que
g € x - T\lxV . Tomamos então k = rk.Jg . Tem06 k CTx V . Se.z eTx

então Zi*z = rl'z e temos g (:ef'z? r' z; tj) . ls-bo completa a de-
monstraçao9 utilizando-se a parte a) (ila demons oração e o esquema bb) do
Teorema 2

Segui.ndo a mesma notação do\teorema temos

X/x Vr ( fx I' eP : f y I' Tx)
isto.é, as :E'txnçõea consbrui.das pel-o teorema IÉ)al'a x e y são
vela.

Corolário 6

como atÍ

Demonstração Ver fato ]- na demonstração do teorema

Os conceitos e teoremas desta secção serão instrtnnentos em tu
do o que faremos pooterionnente.
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$ 4 : ORIUIN.US . A .PUNÇÃO Os Ral

Vamos aqui defizü.r uma função que indlcaremoa .,F' 9 para
estudar o s o :rxji. nai.a .

Ordinais eram considerados como classes de equivalência
de conjuntos bem ordenador. Se WI e W2 são conjuntos bem oz\iene
dose dizemos que W]. é equivalente a W2 se existe uma função f
bijetora de WI aobx'e W2 que preserva as boas ordens, lato é,
se u € WI e v € WI e u precede v naordem de Wls

então f (u) precede f (v) naord-emde WP ' O inconvelúente -
desta construção no nosso contexto é que uma ta] c].asse de equina -
lenda poderá nao ser um conjunto em Zermelo - I'raenkel . E uma i.
déia de Von ]lewman considerar como o:niinal sòmente , uma repreaentan
te de cada,classe de equivalencia no sentido acima. E isto que será
feito aqui..

v € e

Serão ordinais para n(5s então, conjuntos X satisfazendo
as condições

&) x é transe.t ivo

b) c Í~ ..x é uma boa ordem

Assim o exercício d) à página 13 nos diz então que (J é
um oz\ii-na].. A função ./o ,f será definida, do tal modo que ,,Px é
um ordinal para todo x . Obsezvamoa, que na realid.ade teremos
dom .P = V e portanto .,F' não é um conjunto. O que acontecerá no
entanto é que teremos para cada x uma função ./)x e que duas des -
sas serão compatz+veis. Esta seta a razão pela qual, abandonaremos-
uma notação mais ã.ntricada (embora precisa) em favor de uma mais H
clara (embora i-mprecisa). Com eotea comentários passamos ao tuba -'
Iho.

Consideremos a fórmu].a :

p(x, y)a(x € domxV .A y : Tlmx)v(x,/ domxV , y =x)
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Obviamente temos V x ]ly # (x, y)

O princípio de recorrencia nos fornece imediatamente

%v « Vz (z € aom,,p:--''JOx f'z = U.f:; z))

O corolázúo 6, em 11. 3, nos fornece também

Vx'Vy (.,/)x f eX : .,/DX flPz) eportanto ae

Ty n Tx então .f''x z ;,f 'y z ' Como foi di.to Indicará.

-: ] ! ,f' .: \f::: '

Z €

«., .«tã', 'e'«'':t. .P

Proposição [ : V x ] y (x € Ty)

Demonatraçao : x € T {.x

A proposição ]- nos informa que podemos calcular J)
para todo x . Então escrevemos de forma geral para todo x

#
Ü Ü

U U Fx.P' *;"r * : f
(}han.a.mosj ai.nda

vista do que já foi visto

V z 'V y V x ( x C Ty n Tz ------''' .fX.J' y ':

PE9posição 2 : 'Vx ( .p'x = T f''x)

Pronosiçã0 3 : 'Vx ( T U .P*x = U.f* x)

jjjlgmonsi raça : Basta mostrar que U.P x: é tranü.tive.
Seja z C :9 € U P" x . Entãoexiste u C x ta]. que

y € .1)'u . Como .f''u étransitivo, z € .p'u eportanto

z C U .P + x

isto s igni:fi- ca ,atenção que ema

x)X=-

Zy

g

c u .f
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corola«to 1 : vx (.p'x : .f* x ÚUf**)

]!hercício : Demonstre que

Vn ( n c :o -------> ,p'n = n )

Proposição 4 : Vx ( \J .f'x = .p'U x)

Demonstração : ]!Xercício

Oboezvar que podemos ter

;"'. : : : {Í0, 3}

.Então temor Ux = {o, 31 e portanto
que nao é transitivo e portanto não pode ser ]gua]. a Li ,f'# x
6 traiasitivo .

Lema 1 : p''O : O

-/ ./Lema 2 : Vx VX (x CP'X -------' ]u (f' u

Pgpgnstraçao : Suponhamos, por absurdo, que

]x ]y(x € .p'X A---}.]u(.f'u=x )) . Convide
'í 1 1 'n 't'r\

A = 1. u : u e {Py A x € J)'ul
com as seguintes pzo priedades

a) A = O ; poiscomo x C .f'p enãoexist

tal que x = .p'u, então x e U .f +X eportanto x
m u € y (donde u €1 Ty)

b) 0 ,é' A ; poj-a x #' .P

c) ''d u ( u € A ----------- "q

fato tom9

) )X

rem06 0

Temo s A

co

n ) )( € AUV V

u ,P** De

.} ,
que

'!.}x 0

con

e u

C Jo'"
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Desato s se x C ,p'u a .P u u4.J.lo#u então
x C t.J.f "u eportanto x € f'v paraal-glum v a u
Então v € u i'l A .

A propriedade c) , como A # O , viola iÜ.tidamentç o a
bioma da regue-aridade, Isto sendo um absurdo, obtemos a tear.

Peo rema ].

v .p'x 6 ,f''x )

Demonstração g Consideremos a f(5rmula

ç5(x) = Vx(.p'x € ,f''x '',p'x=,f'x v .p'r € .p'x)
e supolüamos poz' indução que Vu ( u € x -----.. 0 (u)) . Va-

mos mostrar que va].e a a.lternativa para x . Suponhamos que nem

.p'X C .f'x nem .r'x = .f'p . Então devemoster'

.p'x çl ,f'y . De fato, ae para algum .u C x tivéssemos

.Pr = ,fu ou f'y c .f u então f'x c'.Px
temor ,f''x (; lrX . ]Vlas como ,f''r é transita-vo

T .P*x ç .p'x .p'"t;"t' 5:''x 'Ç .f'x . mtã. t.w.

.P ié f)'y pois J)x :4 JO'y . Consideremosocon-

junto ,,IO'y - ,P' x ,/' O . Regularidade nos fornece lnm elemento

z de ,p'X - .ílx talque z fl (.P'X - .J)x) = O .. cg.

mo temor z C ,p' X ( e portanto . z c .f'X ) então conclld-

mosime(]5-atamente que z ç. .p'x e z IÍ .p'x . Pelo Lema 2

temos'z = .p'v . Vamos mostrar que .P- x ç z . De fato ,

pela hipótese de indução vale a are:rnativa j)'v C .f' u ou

f) v = .f'u ou .f u C ,f'v paraose].eventos u dex.

'q-*Nv(9'x ç S''v '' S''x:y' 'y ~

Assim
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;. y'" ' f'«
teríamos z = f' v
b'mos f''u c z :

= .f' u para algum u

o que nao pode acontecem:' . Então

v para todo u C x ou Bela

.f'*x ç .P' « z . Eintao r f'** '= .f'« e portanto

,;)'x = z e .f'' y . .Lato comp]eta a demonabraçao) já que pe].o
prlncz+pio de Indução obtemos a tese.

O enunciado do ].ema l deve estar claro. O teorema l nos
informa ( juntamente com o lema 2 ) que a relação de pertinência é
thing, ordem tota] (ou ]-i-cear) em todo conjunto ,p'y para todo
y . Os corola:rios que vao a seguir sao todos de fáci.l demonstração
e oão deixados co mo exercício .

Corolário 2 'q'K qv Ç. '* '= ,,p'x v .f'x ç .p'x)
Corolário 3 V x X''P (.f'xá .f'x f' ': € f' x
óbvios sao ain(ila

a) v* ( .p'* ,#'' ,P'* )
b) V x Vx ( f' x e .p'x - f"

v'x Vz ( .f' x e' .F'x ,« f''x ç

f'. )

s''''' ;
> .f'x '

A próxima proposição caractezq.za a maneira como a função

? atraem conjuntos jádaforma p'x .

Proposição 5 q l Ç S'' 's f''f''x )

D.m.«straçao : Tomemos a fo'rmula # (x) = .f'x = .f'f'r
e aupolüamos para uti-ligar induç;o que xVr u (u € y ---------- .ó (u)).

temos imediatamente portanto que .f'x Ç .f'.p'x pois se
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u € x b.m'' .e'u ; Ç''.f'u quem.tá.m f' .J)'x .'g;

f''f' u : p'" ..m « e *: .u
ç:Ju :É (. u cole u Ç x . IBmainbososcas

x , o que ó absuzü.o . Então

beros

ç''f' * € ç:'''P

.p'P'*

ía

mos

f' *
Decorrem imediatamente do lema

siçao 5 , oa :

coroláüo4 : Vx Vx (x e, f' x -------.> f' x ep'x)

coro].ád.o 5 : V x Vp (x € f''x

Estamos agora preparados para tratar de ordinais

L.m'';"'; q- f -: :: e.f* f*:: t.) U
ntão a sega.nte

Definição l

y tal que

x € C) R

indicaremos oxüinais com letras gregas mi-núsculas : (l ,

'# , % , «t , .:S , etc.
q

Fixa,mos ainda a].gtlln.a notação

V d' # ( 'X' ) = Vx ( x C 0 R '', lá (x))

]«lá( '{) = ]x(x € 0R A IÓ (x))
o símbolo « élivrepara x em lá (x)

Daremao e

existese

onde

Teorema l e Provo

oMI.nal ( x € O R ) se e sòmente

)
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Lema 3 : Seja y um conjunto na(

trainitivos. .llntão rl y é transitivo

VX (y,/'0 '' Vz (z a y --------z-Tz) -------> n y=T n y)

Demonatraçao : Seja u € z C n y . Então

Vv( v € y -----.,. z € v ) . Como v étransitivo temor

Vv(v c y --------» u C v),eportanto u ( ny e

í'lx = T n y

Lema4 : x € ©R -----. --s- y C G)tR)

Demonstração : Suponhamos que ---;-] ]u ( f''u = y ) pa-

raalgum y C x . Como y e x temos que y e ?' x=x e

portanto dada a hipótese de contradição deve existir z C x tal

que y C f'z( .f'x= ,f'üx U U Ç)+x). Consideremos

af6rmula Ó(z;y)= y G .f'z . [Pemosentãocomahip(5tS.
se de absurdo i.medianamente que

y C x,x € 0R, =X)F-Vz(Ó(z;x,X) ---

3v (v € z ''' IÓ (v; x, y )))
Como temos (esquema de indução) :

Vx ( IÓ (x; CI,...., Cn) --------.- ]y (y e x '- Ç$ (y; c].,..,cn)))

----- Vx :---i / (x; c].,..., Cn ) então

y C x , x G (0 R ,--i;lu (y = .f'u) 1--- Vz

o que é absul'do . Então

y ÉI x, x C G)R }-- ]u( y= ,p''u) e~y éardlnal.

Corolád.o : x C © R ''".- 'V v vy Vz(z € x A v Cy
€ z

cona tlnt o sdevazio

y

(y € ,f:''z )



11 . 28

Demo ns trarão Z é anil.nal e portanto, transitivo

Lenn 5 : x e © R -------- Vy Vz ( y € x A z Cx

A Z # y -----------.. ( y C Z v Z G y ))

Demonstração 8 Decorre 5-medianamente do lema 4 e do fato

que 'VTVz(f' x c f''zvf'z=.P'x 'vf' z c ç' x).

Vx (x € 0 iR -" G r'x,xProposição 6 boa

ordem)

Deniolasl;ração : oa lemas 2 e 3 mostram que € i''x,:x

uma ozü.em total. ( pois Vy ( y li' y )). Temos ainda que, sendo a

ordemtotal, +A = dom € U dom É, = x . Sejaentao

y '=: x9 y :# O . Então y 6 umconjuntonaovaziodeconju8
too transitivos ( lema 2 ) e pelo lema 1, n y é transitivo. Por

outrolado : .J?Í''iy= .P ny u tJ P+nX. Temosainda

5:'ün.:l.f' »:«.n,l :: l«:«'n«l - n.
E-tão .p'flx :oy u i....iLnd: í)x ,p'i' Qx é
transita.vo. Então n y é umozü.mal. E óbvio que f'ly € x.
Supozlhamosp por absurdo que I')y / y , e consideremos o conjunto

nal. Seja u € z . Se u É; ny então u € v C y pa-

ratodo v em y . Poroutrolado se u = f\y então

0y C v'(l y paratodo v emy(jáque ny# y)

Hitão ny .U jnrj: c 0.X ,oqueéabaurdo,poisei'
tãoteríamos f\X G ny . Então ny € y . E(óbvio que

Se W é uma re].açao então dom W LÍ domW é denoinlnado co=
po da relação.

+

é

Ü
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paratodo v G y, f)y c v(lemas) epoz+anto f\x é

p:Cimeiro e].emeüto de y . Isto completa a demonstração

0

teorema. 2 1 ] x V d' ( « € x )

Demonstração Se existisse um ta]. x teríamos,

P' P' x €P x (l x e portanto
o que é absurdo 0

donde f' x .e f'*

Pas'mamoa agora a discuti.r os dois tipos de o:rdinals que
podem existir :

a,) Ordinaia sucessores

b) Ordinais limites

Como já vimos todo ordinal ep lnni conjunto de ordinais e
mais do que isto, um .ardinas- é o çonjlxnto dos o.rd-inals que o prece-
de na o:lü-em dada pela pertinência. Podemos então perceber que dado
u:m ordinal- (Í , poder-se-á ter dois casos

a) Considerado como conjunto dos Olüinais que o precedeab
d , poderá ter Últi.mo elemento, r'r? . Isto signo-fica que

]q V /3 (
a
/ '1 F c ''t

Neste caso então {]( será o ordinal sucessor de '7"L. . Observe
-se, que encarar o fenomeno deste modo é mui.to natural pois no ca
se em questão « é o menor ordinal que Ó maior do que 'Q , se
não r'"Z não seria últi-mo elemento.

b) Considerado como co.njtlnto dos or(i-mais que o preceder
poderá nao ter último elemento . loto sigla-fica que

Pc 'S ))
q

V ./3 ( ,/} c d' '----. ] .J ( J' c «
/\

Neste caso, cÍ Beta um ordina]- ]-itü.te. Observe-se que (Í
sucessor de ninguém ( o menor que é maior (lue esse alguém )

nao e
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Será Interessâhte ter em menÇe as idéi-as Intuitivas aci
ma, nü formali.cação que faremos abaixo. Prelinü.nal'mente! tempo o
seguinte

Lema 6 'q*. Ç. N'S \.v Ç 'x y Ty) -

Demos-stração : Imediata

Teorema 3 v * ( U f''x € o n)
Ca]. cu]. emo s

.r't.!.f'x: f'*ttf:''*: u UP*U,f'* ec

[.f', : . ' u Ç''*] : { S:'', : ,
{ , : ' ' » ' f'.: \

P' x é um conjunto de conjuntos trama

pe[-o ]Lema 6 , U Í)'x é tranoitivo. Então

f'' U S''x : f'*t.-} j''*

Demonstram;o f [.] Terem0 8

U om o lema 4

€ y € ,F''* l
u P',::

Ü
it j.vo s temos que

U S''x :

u y'*
u U .P* u F' ' ,:: :

L-} I''x e

U F'x u UiJ y'x
C) iR .e portanto

rl,l pn] n/p:i n ] v « ( .X'2UU )

Demos at'raç ão .X é trono i.tive .

V.X'( Lld € d' v. UCorolário 2 d )

Demonatraçãó d- ç Í$ '( ' P
Aqui. já temos caracterizada a dicotomia que falávamos na

página 6 . Daremos então a seguinte

também pelo lema 4 , pois -' t'','
' ' .r''l " , ' * lZ z € p'x A yex
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Definição 2 Seja «' G O R . Então

a) :É Beta um o:rdinal sucessor se e sê)mente se
Uc( € d . Nestecaao .::í' éosucesaorde L.t'r

b) c( será um orai.na] ].imite se e sê)mente se

{J <Z =

Oa coro]ários ]. e 2 acS.ma mostram que só eatea dois ca-

sos podeúl acontecer. Perceba-ae que se tt cí G '::Í , t.}c{. éo

último elemento de (í (ver lema 7 abaixo). Se \.Jc(= 'X então

o( não temú]timo e].ementa pois ee lr C c( = U (( , existe

,P € o(' : U IX tal que # C ,/3 (axioma da ulü.ão) .

V .x ],P ( a' c ,P )Proposi.çao 7 :

Demonstração

l«ma7 :Vd Vf(rC d'--....;.#= Ud v # CUK)

Demonatraçao : Como X'' G (í' 9 temos que X\'; \JoCI ,

pois U(x ::: Íz :B G .,l3 e (:x: 1 . Entaotemoeimediata
menteque XCUcC(ae X''>g !Ucr' ) ou X~= U« . .ã

recz'Droga é tri\d.al.

P,.p'':L'a" ' : ''d.,P Va ( «' ;.J3 u l.-PJ

n. V '{( fc 'r ---------d € 8 "v a- ; XÀ ))

: De fato, Ua u S.«l U ((" lj .:x.
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Demonstraç;o : a) Suponhamos qun {í = .P'.J}J3\ e

seja 8' talqm .PeF . Se a #X ent;o ou

« =y ou àÁe «. . Se FC c( ,teme
i.-i (r = .13 G 8'\ e .(x: . Pelo lema 5, teíns também que

X'' € Ua ou F:U« . Ma«bo.o.ca«;temos«-a

contradição, pois no p:EÚ.melro teríamos Uc( € r € U (K (lem
brar que U oí € q) IR e portanto é transe.tive) e no seguido te-
ríamoasimplesmen.te U«'eUc( . Então OC=Xa . É ó-

bvio que /i € P) U l. ./3} d

b) Vamos mostrar que

.«t;. .'' : .,P u l../31 . É
tão tenda que c( e P u l:.P{

'( € .P u 1. ís} .«tã. a' €
(]-ema 5) e como ,,/g € ó(

«' : .# - l ç;\ +

(Y satisfaz a pr opriedade dada

óe«i. -« /a e' ,F u {l.PI .. «n

.« «: .P uÍF'l . s'
u.f3 -' .{ .F\ : .P .« '' : ,$

temos uma contradição . IEht ão

Definição 3 : Um Ol\final ./3

ordinal- c( se e semente se t..1.l3 = o(

'V« ]!,,H ( ../g é o sucesaoz' de a )

é dito sucessor de um

. 'c ç, .F

Corolário l

Demonstração : Seja ./3 tal que o( € ,/3 e

U/; = o( . Então temor ime(]i.atazrente que .,/3 = c;( \...} l(Í'l
(ver a demonstração da parte b) da Proposição 3 ) .

O o:rdinal sucessor de o( será Indicado por (X + l

Sabemos já que ({ + 1 = C(l U .l(X} . Veremos que esta notação
é muito natural- quando tratarmos da a:ritmética de o:rdinais.

Coroláxü.o 2 V« ---'l 3 .F ( «' € ,/3 C
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Demonstração IElxercÍcio

AS definiço es e propoaiçoea dadas e desenvolvidas aci.ma,
nos sugerem general-tear estes contei-tos ]l)ara conjuntos (luaiaquer
de oniinais, mesmo que estes conjuntos não pejam OJdinais. Podemos
prever que dado um conjÍ;mto X de oniinais.( X C O m ) 8le pg.
dera ter último elemento ou então nao te-lo. Intuitivamente êste

ú].Limo elemento (leveri-a ser U X ( poi.s se

moB 'X ç./3 ou .# ç «' ) ae tlX
de X nao ter último e].evento então UX

« , ,/3 G X , tS.

€ X , e no cabo -

deverá a ser o menor

elemento que contém todos os elementos de X
realmente o cabo. Inicialmente

Veremos que isto

Lema8 : X <:. O R U x G o R

Demonst;ração
gemas ainda

Sal: emoo já que t.] X é trmsi.uivo (].e
ma 4)

,r:, *u
; { ,
ma 2 .

,. «- ' x} :
Então .P' U\ X : U X

l f''' : . ' «' . :* l
U X onde usamos novamente o le

l.t U l.J X = L\ X e portanto
U x

Definição 4 : Seja X lzln conjunto de ordinaio. Dizemos

quelnllior©-na]. o(. é08upremode X ( cx- = oup X) see

sòmente se qualquer que seja /3 G X temo s J.F t «. ou

.«+
propriedade temos

.# ; 9 e para qualquer outro y' que satisfaz a esta
À'' : '( .«: « e you

(1) «:: supX -'--> V,/g( .,P É; X----.rÇ«')''- 'Vf(V.P( .F CX
--- ----------- .F '; F ) ------

Ü ]lote-se a semelhança com o lema 5
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Teorema 4 Vx ( x c © R -- suP X u x )

Demonstração : Olema6nosdizque UX € ©R

Mostremos que se O( satisfaz a condição (].) então CY = U X.
Da condição (1) tenda imediatamente que c( ç: U X . Seja -

z G UX. Então exlate ./3 C X tal que zç.lg ç;cX
(por(]-)) eportanto z C oC . Então LTX';;(C epo=
tanto UX; .X .

Hn.ruía/pin l Vx (x c o R suP X))

Demonstração : c( u x

corolário 2 : Vx (x c: © R ----.- lg'''}('q e xa\l,a(.pGX

ç ''-"l )) --------''" ;l''t("tc x '- q = U x) ] ) .

Demonstração : Do teorema 4

Seja z C UX , então z e «' C X

oÍ ç ""L ) . Então '"}

Corolário 3 : V X (X C Q) R

] '''\ ( ''L e x ''' } c 'l ))

temos que rl. '= \.,l X .

e então z € a"L (pois

A recz+proca é t:rivial.

-lV { .B. *
V $ ( $ e x -----' }p e U n. )

Demonstração 8 Se

'V}( }ex.--------- a'l,(''\C X ,'- 3C "t ) então i-mediada

'mente V'3:( 3 e X ---------. }C UX) . Por outro ]-ado ae

'ã,e UX então existe i"q.CX tal que

to completa a demonstração .

. .La

Os corolários 2 e.3 acima classificam a aituaçao, levam
do-se em conta o teorema 4 . Pois, evidentemente, com o teorema 4,
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e X CI (DR

q. (n'lc x ó. q. ) ------',--lv? (Í c x -----..- 7 a \..Jx)
Assim sendo o corolári-o 2 nos descreve a si-tuaçao. em que o oup
ati.agido, enquanto que o corolário 3 .nos descreve a situação na
qual o sup não 6 um elemento do conjunto. Vemos imediatamente,
lembrando aquilo que foi feito para ozüinais, que um ordi.nal é su-
ceasorseo sup C'('= 1.J(x C (X. eélimitese
suP O<. = UO( : O( (e portanto não pertence a ÇX

.P

r

e

.Finalizando esta secção chamamos a atenção para as expreE
si5es do esquema de indução e do esquema de recorrência com ordj;
nai. s

Es queda de Indução

~-:yU..(~v@ ( Ç' t, Ç{ #. ,e' (Ç' ; c].,'.., Cn)------- ,Ó'(«; cl,..,cn)))

------ d. ; c].,'.., Cn)

Esquema de recorrencia

v x ]] X/ (x, N ----.-..,''va] l f Cr ( "V A '''/ ? ,,!J'' Ce I'

]!xercício Seja a f(5rmula

P' (x, y) ;: (x ( dom xV A

xV

y ;
U

U dom ; U P dom y: ) /\
(* ,/ A
]]»ident emente temos

renda obtemos ent ao
l x,d' (x, x) Do esquema de recor-

a d u/\ /
Temos f' $

Demonstrar que : a) Se f ( V e g í V .e
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são obtidos co mo acima ent ão

r) ( g] : s' 'xç ê

Defina-mos R« = fa +].

da da forma acima para él)

independe de rê se (X

b)

f e g sao compatíveis

então f g g .

O qui-si-to a) nos mostra que R«

c)

d) R.

e) RO< +1 : Rç.< i.J GP Ra.

., 'x : l-J''*-- ?~. ;.V,x -: u G'.\\ «:
g) \</ x ] a ( x É Ra )

resultado noT V = 1 1 R
-'.','.'u-"'"-- '"'' ' a.É"" 0R ''c'(

h) y = .,\ C OR R .y. ç------..---.> Axioma da Reglllarida(i-e

i.) Sem o axioma da regularidade mostrar que

\ :: : 'P'* ç ''« i

( às vÉ;zes i-ndi-canos êste

Ra

$ 5 : CAJliiD-E.H.AI S , .

Sejam x e y dois conjuntos. Dizemos que x é equipe.
tente a y e Ind:i-Gamos x ==:: y quando existir uma função bbije-
tora de x em y :

x&ny ------.........-.>lí(r (l xy A f c Jx)
1-.=.. Ro n,....l..-kn nn-i n tr:'m nq nepilãntes nronriedade SA re
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a)

b)

,'\ y := z

Com x e y ainda conjuntos, dizemos que x é injetável em y
e indicando x x< y 8e existir umafunção injetora f de x
em y :

x < y

Temos ao oe

e X e y 9

. \

:i f (f É xy ,A. f é injetora )

eguintes propriedades :

a) x < x

b) x < y /'\ y e. z -----------, x <z

Sejam x e y conjuntos. Definimos coma cardinal d
e indicamos x + y (x +y, x +. y) o conjunto g

Val-em a8 seguintes propriedades

a) x+y = y+

b) (x + y)'+ z ;= x + (y + z)

u/

d) x<y - +u= y)

Lema 1 : x + y :::::. y <--- K x :< y

Demonstração : l) Observamos que x + (J x x ;= Ü.J x x

Entãose tJ x x ::E;y existe- u calque <aJx x+u:=y

Então x+t.J x x+u ::=x+y ecomo x+ç..Jy.x:=Q)xx

x -b y = <'0, u} : u C x \J l <'i, v .> : v ( y

x (x + y .'''b..P
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À x + u :-:: x + y

2) Como x+ y--- y ,existem u]. C y e v].<:y

ul l"l -vl = O talo que x:=u.LS e y---vl ' Então

x+y""''h y'x v] 9 eexistem u2Pv2 ç v]. u2 rl V2 ;0

tais que x---u2 e y = v2 ' Deão:rmamaisgeral, setive=

mos u].9u2f''..'uH e vls....svD teremos

x+y&......, y -- vn eportanto exiatirao un+l e vn+l coa

taisque un+].:-'x e y =,vn+l com

un+l r] vn+l ; O . Definimos f € 1u)' xy tal que

Isto é possível # pois

'V'n ,C LIJ e ui ('l uj ; O para

i ,#" i ; f ó ê)bviamente injetora e portanto Lt) x x '!Ç

Lema2: x+x---x,A z::Çx-- -)z+y '= y

Deinons'tnaçao : Temoss pelo lema anterior (0 x. x <y
ecomo z < x (.J x z :<; tJ.}x x :(y . Portanto, ain-
da pelo lema l z + y := y

Teorema : (Cantor - Bernstein - Sctuil;der)

x 4X '"\ y<x

Oemons-t;lapão : x:<y --- x + a=y y$x ---------

y+b---.-x . Então y+b+a ,eportanto(a"*(b+a).$ y

y F"'\..

+ Se indicássemos por fn a bijeçao entre x e un ' a cada paâ.

se, então rjx n x x : fn
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Por outro l&doü./x b<Qx(b+à) <y e portanto x-xy + b --y.
Oa alephgs que eatudareinos aqui., eram pensados como clBg.

ses de oztilnais com uma determinada cardinali(i-ade. Asse-m sendo ,
.li\\t era a classe doo ordind-s enwneráveis, li'\\ l a cJaaoe dos

ordinais com a menor cardirtali-dado maior que inumerável e assim -

por diante. E cabido (Zermelo 1904) que o axioma da escolha # i-!E

placa que todo conjunto pode ser bem ordenado. Assim sendo todo -
cardina[ infinito será wn a].eph. No deaenvo]vimento que faremos ,
uti].izaremoo para definir os alephs, uma função, denominada função
de Hartogs, mas para faze-lo precisaremos explorar a rel-ação exis-
tente.entre lema boa ordem sôbre um conjunto e os o:niin.als, que já
temos. .B:n tudo que se segue admitiremos o axi-oma da escolha, jun-
tamente com os outros axiomas de Zermelo-Fraenkel.

0

IM.cialmente alguma notaçl;o. Seja x um conjunto
por BO (x) o conjunto (i.as boas ordens sôbre x

4 W : W é boa ordem sôbre x }

In
digamos

m (x) W

Lema l vx ( W (*) C v )

Demonstração Seja a fórmu].a

d ( w ; x ) W é boa ordem ''*~ W C

Então n esquüama de separação nos fornece

W

'\

b'' x '* x
BO (x) ç G)x

Lembbramos ainda qt)e

z . .p . F-'-- \V' ::: ( BO (x) :# O ) A . E . e assim

Vx ( .m (x) # O ) ou Bela parasendo Z.B'. + A.E

qualquer conjun.to x existe uma relaçg.o W que bem ordena x

Queremos investigar a relação entre uma boa ordem sobre
x e os 03'digais. Intuitivamente a cada bboa ordem sobre x de
via corresponder um único ordinal da maneira seguinte :

ü Será i.ndicado no que se oeglue por A.E
ü# Ver o apendix : Equival-enter do A.E.
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Com a boa ordem W , x tem um pr5-melro elemento x. ..
.Fazemos então lama correspondencia entre x,.. e O . Como x. tem

suceaaor, x], 9 fazemos xl corresponder a l.C\ e asse.m suces.
vivamente. Intuitivamente deveríamos conseguir fazendo . isto um nú
mero sua.ciente de vozes exauri.r todo x na ordem i.V . Observe -
-se que na nossa construção acima se u W v então o oniinal cor-
respondente a u, f'u, pertence ao ordina]..correspondente a v ,
f'v . E evidente da const:ruças que o ordinal eventualmente obtido
é Úni.co, Doía na realidade conatruimos uma função f, bijetõra, de
x emlmoniinal a' tal quere uWv então f'u C f'v(bag.
ta apl-tear o princípio da i.nduçao transfinita) .

/

Penda estas idéias em mente enunciámos 0

Teorema l : ~y/x(~V'W(W ( BO (x))

/..... ~q u.\qv {..u.Év J\'u ç'Kb..v ç,'KF...u.NÃv

}'
t

f'u C f'v )))

O:rientados pel-o que fõi feito aci.ma demonstraremos Frei-à.
mina:rment e :

Lema 2 ;Vx(]r]a Ja''(«, f; x)A]] g

acxÇd'----'-"'Vã (l G a --- ;'Ã :: 'É'}
((y, f; x) = x-''--.,f, ü A~-ü/ u\y'v (u € x A. v C xA u# v Au Wv

--e..--------------> f'u C f'v ) e W C BO (x)

onde9

(F ,d' ( 6' ,g;x)
) )

Demonstração Seja a f(5rmula

/ ( l. ; (x , F , É ):'

# Indicamos x l:=f y quando X é bijetável em y por f
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Vamos mostrar que , para

~V' m ( ''') G ê, ,a. ,/ ( '''q )),

De fatos se f'# = z ,#'' z'
tal soóbre x temos ou z IV zt

€ a.

}'ê : x'?
como W é ordem to

a) Se zV/zt ,então g'z= } e#, = g'zí . Poroutro].&

docomoporhipótese Ée (iX ,então coma ? € ê ,temor

eportantç, f'{ - g'? =z. Maaentao
e f'z = } e .g ( # o que é abbsurdo.

b) Se zt W z procedemos analogamente, obtendo novamente uma co2;

tradição. Assim sendo temos z = zt = U éi) g'@

O esquema de indução para ordinai.s (pág. 14) nos fornece
imedi at ament e

\''ç'(@..*- v'© :g'@ '= \''e/(e')
co mo que ríamos mo sarar .

\

9

f'z

g'ç, )=

Com a mesma notação que no enunciado do lema 2 temos o

Co ro ]. apto

,g' ( ? , g; x)

*: (] . ] ( (X , f; x) A

Demonstração : Suponhamos por exempl-o que CX Ç-

istoé, que O< ( e. . Então existe zCx calque

g'CX = z . Poroutrolado f'z= /1 € o( .;portanto

f'i'q = z enquaz3.to Ug'r'D Wz(pois 'J (X =z ) o quem

absurdo já que eni (X u] e f (i.evem coincã-di-r. Analogamente ,

se ê- € (X ! obtemos uma contradição. Portanto,
U

Por out:ro ].ado, pelo lema ae O(Ç; ki> temos f

'' ; l '
gz (pois Z
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U
Polüanto f U

g e portanto f : g

Com o lema e o coral-apto vemos que ae existem f e c(l
nas condlço es desejadas então, estes dois conjuntos sao únicos. .
Para completalmos o teorema basta constrlúrmos um por f , (X . Pg:.
ra lato, anunciaremos mai.s a]gtms ].elas Q ficaremos alguma ]lotaçâo.
Seja W tnnlabboaoniemsobre x , conjunto. Então se z 6x de-
finimos Wx/z : {z' Cx : z' wz b ; xX i.ndicaJ?á sempre o

p:lameiro el-ementa de x na ordem

j

W

Lema 3 : V W vx ( w € BO (x)

ordem total sobre x A ~V u (u (;;

/

'4 % (.. '®/,. '; '« -: z e u ) u = x ))

Demonstração : -----.'- u.,-[;.va n,. ]r ,.q ,..

Bate lema caracteriza o princípio da indução tranafi.feita
sobre conjuntos bem ordenados.

l«ma. 4 : Vx Ww ( W € .BO (x) ------- x : ,Vx wx/z

v ;lz'(z''C x «, *: ; %:/,, U I''l ))
De moira traçao lIRa?c 1+ ci. o

Demonstração do Teorema ]- : Vamos definir uma funç;o de
x sobre um ordinal poz' inda-ção transfi-Dita. Tomamos o primeiro e:-
lemõntode x naoniem W, xlV eformamoso par'<x!' 9 O,>.

Se já tivermos todos oé pares <::z' , ({zt,>' para todo
z' € Wx/z ' z € x , temosdoiacasoapelolema 4

a) :lz' (z' e wx/z " wx/z

Neste caso :fol'manos o par < z ?
'' ' "'*/,'l '''z >

b) Wx/, ''u..:;: "*,,' ]Xeste caso fox'mano s o pal'
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<z,3uP l «z' ; z' e wx/zl,> . Pelos-ana3todos-
os elementos ocorrem em algum pais e temos uma associação entre câ
da z e x elnnoz\final. Acoleçaodos <(z, (Xz.> formam
um conjunto A , aplicando-se sucessivamente o esquema de substi-
tuição e o de separação. Assim sendo l <:z, «z> : z c x lí
é uma função f € :xq)IR . A demonstração se divide em diversos
pasmos :

l-f é crescentes isto é, se zt Wz então

então u € Wx/v ' Temos dois canoa

f'zt € f'z

Se u W v

d W;/v
]íeate caBO

f'v = suP } f'zt g z' e wx/vl eportantojá temos

f'u € f'v ou f'u : f'v . Se fu = f'v , considere-

mos u+ queéosucessorde u nao:roem W . E 6bvioque

u+ C Wx/v ' IHÓ,entanto, teremos pela defina-çao de f

f'u+ ; sup {f'z' : z' € wx/u+ 'l +l-

Ent;oscomo u G WX/U+ ,temosque fu=f'v ç; fu' o
que é absurdo. Então f'u C f'v .

««::,,. u- l.'l
f'v = aupjr'z :z G wx/v } + 1 . Nestecasonãohá

o que provar.

/

b) W::/v

Asse.m aeiüo :f É; :% R é de fato crescente

2- Vu(ucx a. u+cx :F'u+ : f'u +].)

Resume-ae tudo em provar que aup Í f'z : z C Wx/u+ 1 ; f'u
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Como f écrescenteeparatodo z € 1Vx/U 9 z W u 9

temosimediatamente que f'z € f'u ou seja f'z';f'u

Então Ul:e',:z € w./..-- 1 : ''u

Temor já portantos que f é injetora. Resta-nos mostrar que

f# x é um ordinal e estará então completa a demonatraçao

suP
f'z:zowx/u+} L\lr'z:zcwx/u+l :.... f'zU:f'u

'. ' " E "X/U ''

Te

+

3

Seja O #./3 e f'z para z € x . Devemos mos

trarquee)d-ste u C x tálamo f'u =../3 ! Convide
renda o conjunto

v € x A IPC f'v $ ; A énao vazio

(poça z e A). Seja vY oprã-meizoelementode A na

ordem W . Temos novamaite dois cabos

"';/vy
"k/vly

Z W::/z ' , e suponhamos que

para todo zt É Wx/vW

'vX = sup l. :f'z' : z' €

r'«}l c ,F'

odo , f'zt C .J3

e porá auto

Eht ão

wx/«g

Pou o que e/

ü Observar que «;l . # -:x , pala :f xw . !
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De fato ae. f zt C .P: , teríamos

f'z' + l C .f3 ou í'vX = f'zl

o que é absunio. .Elntão f'z'

f)J

Desato,poi.s p*r *x = jpr'z:z cx

f'z : z C x} : l f*x.l queétransitivo.

Seja O(' = f + x . E óbvioque xQ=fa-

e f satisfaz a prescrição pedi.da. Isto compJ-eta a deolonstr

çao

]ikercíci.os : Com as mesmas notações que na demonstra

ção do teo reina provar que

Vz ( z € x -------:- f * Wx/z e 0R )

f'z : f * Wx/z '«

1 )

vx Vw( w € BO (x) -----------. ( x = ,tlx wx/z

U f * x ))

vxVW (W € :W(x)------- ]z'(z' € x A

wx/,. U l ,'l u:e ** c r* x ))

absunio existe C fAssim U x ) cOlE Ue

ZtEntão f

Então

a

4

#e

Wx/zZ
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Poderzaamos utilizar o esquema de recorrenci.a transfini.ta.

Daremos abaixo apenas uma daa fórmulas que poderíamos utilizara

l8( z, X; x , w) ::( W C BO(x) ,' z c xv

''* ]C(( XNh, (X) '''' VU vV(UCX,..~VCX AU:# V
] c( ( d )X ;3'

Z

A U W V z'u C z'v) .,A c( )

'/ ( ( W / BO (x) v z #xV

31u ;lV( UeX A VcX A U#v '"* u w v

v "''] ] d.
«' nez x ) V

A

.'« é ,'" )/\ y Z

É Óbüo que V z JIX lá ( z, y ; x , W )

]lote que ó neceasári.o ainda um teorema de exiatencia como lua de

monatraçao do teorema 1 . 0 esquema de recorrcrcia tranofinita -

nos glarante entretanto já a unia-dado da função f procurada e

portanto a do ordinal correspondente a boa ontem W de x

) )

O que foi feito anterior'mente, nos pennite definir, dados

doisordinaiü, aua somaozüinal. Sejam c( e ,F o=
diria.is e consideremos o conjunto ( soma cardiana]. )

dx {01 U Í3 :* l il'í' +. .P U

Colocamos neste conjunto a seguinte boa ontem , Le , dita o=
dem lexicográfi ca 8

a) 'V «"t V,,,,,u ( "''L € d-
A ,,'' € "': " "\ c' ,,r--

"'} L' .,# )
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b) V '\ V,,P

''\ Le .,,k( )

c) V "I. V,,ü ( ,P- .Le r''t )

ou seja deixamos tudo como estava em cí e ..P e
todo elemento de cr precede qual-quer elemento de .jÍ3

O leitor poderá ver:ificar trivialinente que Le 6 Inda boa
ordem

Pelo teorema l cxã.ste um ordinal- &' corresponden

te ( que é único ) a (X +c .F comaboao:rxiem

Le . Eateordinal êl~ éasomaoniinalde (lr e ,J.3

Podemos agora então, passar a cona-Lderar a definição .dos

alephs . Como havíamos dito utilizaremos uma função denomi.nada-

I' unção ae Hartogs

Se x é um cona tento , def irai mo s

demonstrar evi.dentemente, que l (r
to para todo x e ent ao teremos

U Pre c is amos

é conju=
vv

Consideremo s a fdrTnula

z, y; x);=zCx A

É ób'«to qm 'Vz ]lx 91 (z , x)

m (z)
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O esquema de Bubstitü.çao nos aá então a partir de Px um conjun

to que notaremos Bx ' Seja .Ax : U

=l w g ]y (y € Px A W € 1BO (y)) $ . Consideremosagora-.
afórmula: }'(I'',S;x) =-gy(yePx/x I''e .BO(y))

A ]((3r(r G domfv ,.. y n:eff (X- A Vz Vv(Zela vey

A z#v ,A z rv ----.:- f'z G f'v) '''- S=(X.

O teorema [ nos :fornece i.medi-atamente que V r' ]is V (r, s; x)

O esquema de substituição nos fornece a partir de .Ax g

}Ç - l.«' : ]w -3x ( w € A::: A w É; po Q))
A ]f ( y ;=.r(-( A f presezvaoniem)l}

Mas êste conjunto é justamente 1 (1 : a' !::o xÇ

(demonstração?) . Assim sendo n(x) = U l (zi : ."í 4. x}
éumconjuntoetemos H C. VV . O Id.tordeveráserca-

paz de percebber claramente as idé;iaü intuitivas que estão por
traz da construção que acabamos de fazer . E óbvio que, para tg.

to x G V,temos n(x) c Om. Temosas-
aim demonstrada a

/

\
€

Proposição l v x ( n (x) u l«- : «' 4 :3 ' "'
Os pr(5xi.mos lemas e propooiçoes preparam o canil:iho para

alguns resul-ta(i-oa sobre os alephs , enquanto em si- mesmos esc].are

cem algumas propzü-idades da flznçao de liartogs
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Vx V € ( < Ç x A « Ç x------; { -F 1 « x )

Demonstração g Como { =''" x temos que

x= Ê-L y . Se y #O ,nãoháoquefazer. Se y=Oentao

Í := x e portam-to temos f ::= x = o --fê: z . Temos eviden.temem;

mente (+l- N--. (zo+l)-h z = :o-h. z '=x oquetermi-
na a demollstraçao.

/

!$1gg:::! : V:* ( «$. .: - L.l lo( : o(< i: l

l '( ; « ;"' * '1 )
Demonatraçao : Devemos mostrar aê)mente que

10(:0( < x IÇ U À.« :C( <. 'xl . SeO(<: x então
como zo !e=- x , pe]o ]ema]. O( +l-< x. Mas O( C O(+l e

p''b'b' « e tjl o(: o( 4: x'l
coro].ád.o ]. : 'V z ( :o .É n (x) #'x )

Demonstração : Se x ,g O R , nao há o que demonstrar.

Se x (] QR,Indiquemo-lopor(X . Se H(«)=0( , pelos.2
ma 1, temos que C( + l :ç O( o que é abbsurdo pois

n(oo ; Ul"l;''\ço(l e « e o(+i.
Corolário 2 : \7' x ( zo 6 n (x) = t.Jn (x))

Demonstração : Imediata

O corolário 2 nos diz que H (x) é lm ordin.al limite ,
para todo x .

E'-p'siçã' 2 : \7 x ve (Q # x-
n (x) aO ).

Detnonstluçao : Se @ . C H(x) , pelo lema 2 , temos
0 =(. x , o que é abaunio



11. .50

Assim sendo n (x) é o menor onlinal que n;o é injetá -
ve]. em x'b . No caso em que x é uin ordinal- temia o

gggg:g:áge : V« VQ ( « ( @ - c .

n (@) v n (q') e c( ))

Daremos agora a definição dos alephs . Util-izamos a
função de liartogs para construirmos por recorrência transfinita

Êsses últimos. Assim, faremos :;\i ç,=o,J :lad.+l. = H ( N.x) e

se } = L} r>\ então :i\i .>..= c><e}.'li\l« . Afórmul&para a

recorrencia transfinit

/ x, y) = (x = 0 /\

v ] \ ( 'X - U"K

v((x = o v 'l ] d
/\ y : x )

Então v x
ia vem

'V«.]l f cr a''Ç aVI. / uF~.l , r''''l))
Tomamos ent;o -l\\ q :::- r..l+i rq.

Observemos que toda construção é feita de tal modo que

é o p:ümeiro ordina] que não é injetável em .l\l.d (ver
agzna

Básic06 para o nosso desenvolvimento sao a proposição e
o lema segtlintes

Lema 3 : 'V q ( :l\Lo( a

Demonal;ração : Temos já que :li\t (X+l :( ll\t d e portal

to pelo corolário da'Proposição 2P :lit. e li\ia+i '
E fácil- ver que H(x) x, pois se fosse pelo 2, H(x) C H(x), que
é ak,surdo.

A( «

setaa

C

Pna

então

v ] o( (x c «+lv A y : n(x' (X ))
/\
V A. y

)v '"'l ] 'X ( 'X: U'\ A x c''V ))

l y # (x, y) e do esquema de recorr8g;
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x.*'l@
lema 3 nos dá o

' e' . '.',
v '*l : G'l
Podemos então

Já. vimos

P:roposiçã0 3 'V o( 'V$ ( « c

]?gmonat!?g@ : Se @ =0( + 1 então o

resultado desejado. Suponhamos então que (X +l

[o(,ê] ;].'*t:'i :o( v ('Xee ao(c"] )

É (5bbvio que [ OC , êl] é um conjunto bem ordenado
utilizar o Prã.ncípio da Indução Tranafinita ( PIT

..*....: . s. o( -- l ,/'{ e [a ,ê
para todo r'R. o IÍ e a La

dois Casos a considerar

que

a "L

e

, temos9

(a)

-J\:.Na

+

é auoessor Então e temos

.1~-Xe i\!À+l e portanto J\..q CIU/'N.i

é um o:rdinal limite. Neste caso por definição

i-;: «tV{ ]V'-"l ' ««. :N-.. ]\l.,.: ' q '- : .
x-sl x;

beatas condições, podemos concluir pelo PIT que

paratodo 'b- O [(X +Z,ê] eemparticu].ar
A recíproca é exercício . Isto completa a demonstra:

e oortanto

(b)

berro g

x.
para
çao

Proposição 4 Vo( VG. h( c,Ç}

Se e = o(+i ,

Ç
)a'Q

Demonstração : Se é2 = O(+ 1 , não há o que demons

trai. Se O(+l C i9 e J\i e: JV (X 9 pelaproposiçao 3P tg.

moa[i\t +l € 1N-4 ]\l d. e portanto ]N.(X+l. =6 jV.(x. . A recíproca
ê exerci cl o

Lema 4 'v.* ( { Ç
e(l } e om)
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Demonstração : lElixercíci.o

!BPrgln..ê..; v c( ( « 4. o( -- .l. h( = iV- ,.\
DeinonBtraçao: Seja( = 1 : l\t c (l

=l..J rl Vamos mostrar que j\l n '::= « . Primeira
. -#

seremos que '.i\l6 C (i( ' . Temos duas hipóteses

Neste caBO nao há o que demonstrar.

Neste ca.. e-tão -i\LÕ. : -r't : U

como « n;o é uin aleph , J\l ,n e O(

Beata demonstrarmos enl;ao que o( :(l l.Í\i Õ\ . Suponha

«Ç'N.a.' Então, como já vimos temos ou O( = iV,S*+l. ou
C o( . Se O( nl;o é um aleph obtivemos um absurdo.Assim

» ':c( '
coral-á.rio 1 : \i7' x ( u 4. x -

Demonstração : Se H (x):=li\l b~ então q.

g=y;2U: V« V«\ 'H«\z « X..f «
Demonotraçâo : Decorre imediatamente da demonstração do

cor.]-ári-o 3 : XÚC,v.-.-l( « 6 o( /\ o( c it..mt.----'N,\<lc(
Demonatraçao : Exercício

2

Seja 6

me nte mo

(a)

( bb )

Então ç o(R

mos que

teorema

Comlári-. 4 : Xd:.'VÇ,( o ÉO( ''\Ç'# C( '-----»
(í ( = c ))).

Ho caso ein que O( nao é um aleph senão não há o que demonstrar.
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Demonstração : Exerc:ícã.o

0 corolalü-0 4 nos diz que os alephs sâo os menores o=
finais que não sâl) equipoÇentes a ne3:1hum ordinal- anterior ( junta-
mente cc,m o corolari.0 3 ).

O teorema 3 abri.xo, nos nDstra que na presença do axã-g.
ma da escolha as alephs são os cardo.nato n.o sentido de Cantor
ou mais precisamente, são os menores ordinais (pe representam cada
cardinal no sentidc} canto:i5.ano .

Teorenin 3 : A . E. --------- 'V.:c ]l '\ (x = :ÍV..,..i.)

Demoxmtraç;o : q'Ílahamos observado já ( pág. cap.:EI)
que

A.E. ~Vz ( BO(x) / o)

Dado x ent;o temos (pelo teorema 1) que x=
blue imediatannnüo do Teorema 2.

resultado se

Vamos desenvolver um pouco a teoria daqueles conjun.tos
x ta:i-s qm H(x) C zo . Pri.meiramenÊe duas proposições que meti
vam uim defirlição (W3 daremos .

Proposição 5 'V x (n(x) c :o ; o,Ç.x)

Oemonstração : Se a <. x então ou n(x) = o 9u
o C H(x), por defina-ção. Em amos oa casos, temos lma contra:

diçao.

Proposi-ção 6 : 'Vx (n(x) c zo

'll (l ( (l a u /''* (l =h x))

Demonstração :

Vamos precisar de alguns fatos, q:te enunciámos abaixo e
cuja demonstração deixamos a cargo do leitor.
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Fato 1 : 'V (l ( C( :É O /\ (l C o ----

Fato 2 : V « ( (X C zo (l + ]. # o( )

v.\. 1. : 'H a. N. ((l C# C D
\

a) Vamos mostrar que n(x) -h x. Mostramos i.lü.cialmente que

n(x) \< x . Desato, como y(x) € :o , se n(x) =0 nl;oháo
que demonstrar ( polo x =0). Se n(x) # O ent;o un(x) e n(x)

eportanto UH(x) .:e x. Se H(x) #. x então UH(x) é
sup lO( : 0('Z x\ en;o H(x) o qlenosdáumdeoezüo.

Seja agora f amai.njeção de H(x) em x . Então f 6
sobrejetora. De fato, senão o fôsse, isto é, se o complementar de
f";H(x) em x não fâr vazio poderíamos injetar H(x) + l Qm x
o (pe é absurdo, por defilü.ção de H(x). Assim H(x) {z. x .

b) A recíproca é td.vi.al-, bastando observar que se x C= (X temos
que (l + ] .$; x , pote O( + ]. # (l .

Daremos ent ao a segluinte

Defi=niç;o : ])iremos qm um conjunto x é .finito (x C..F)
se e sÕmel:lFÕ'ãê'''li(x) ei u . Indica:remos que x é finito pela no=
ração x C 3' .

x C F'
def

n(x) e zo

Proposição 7 -"'t13X v x (n(x) a :o

Demonstra.çao : Se existe lnn tal y então IXI C y.
Canal.detemos ent;o o conjunto \ \ yl 9 y'l.Pelo axioma da regue.â
cidade devia existir um conjunto z qie pertença a l \y{ 9 yl e

talqae zf"\ illy}, y} =,o. Mascado IXI cy esteta].z
n;o existe e loto é wm absurdo .
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A pl'oposição 7 nos diz que nao existe o conjunto de tg
dos oa conij unto s finitos .

Proposição 8 'd x (n(x) c "J BO (x) :#:' 0 )

Demolwtraçao : liiRercici.o

Oboezvamoo que, a proposição 6 nos mostra que a defina.
ção que demos d9 conjunto finito coincide com a defina-ção usual de
conjunto finito. Obsez«re ém que os nlSmeros naturais sâo
tai-s que n((( ) : (l e quç lato caracted.za Intei.lamente o fato
de que « € zo ( Fato 2). Por out:ro lado assim como os alepha
eram PEDI'esentantes canónicos de classes de equipotencia de conjun.
tos, na presença do axioma da escolha, aqui as naturais sao também
representantes de classes de equipotencia de conjuntos finitos n.a
acepção defi.n.ida. Assim a função de Hartogs nos dá, seja ao nível.
finito seja ao infira.to ( com o axioma (ia escolha ) representantes
dos cardo.nai.o no sentido de Cantor.

Wo contexto qu.e estamos definimos então, que um ordinal
(l é UBI cardinal se e semente se (l nao é equipotente a nenhum o=
dina[- anterior, ou seja se CÍ for um nÚEnero natura]. ou um a]eph
Os ca:níi.Dais serão, usualmente indicados com as letras gregas k
ou /'X. , reservando outras para o:EÜinais usuais. Assim

O( écardinal i= O(aOR A \7r@(@ CO(e

def

Pzoposi-çao v o( ( o( c ©

Demonstração : Se existisse um tal y, então
a OR . Como já vimos H(Uy) é lmaleph ) pois certamente

u :(Uy . Mas então H(Uy) C y c> que é um absurdo polo

a H(Uy) e Uy = y.

y$ Q)R e

Uy

Uy
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Vamos tratar agora da parte elementar da aritmética de
cardiiaa[o; diremos, como é usua]. que um cardina]. é infinito se o n
conjunto dos.números naturais é nêle, injetável. Primeiramente al-
guma notam;o- Se x é,um conjunto, indicalms po x o menor ordi

nal q tal que O(---x . Defizii.mos ent;o se ''>\ , k e ,IP aão
car&inai.s i.zlfinit os

].) k + r}.. k +. 'h..

2) :k 'X ; :xl x '>..

3) k = -k

Exe rcí ci0 6 Demonstrar que

a) k + .k : k

b) ( k'X)" ; k

2

PJ:oposição lO

Demonstração : Será feita utilizando queda de i-::

duçao. Seja k = lIN.« e2 suponhamos que

V{ (l; c .( .
e vaxnos mostram' que .i\i 2 = ..i\r., . O fwidamental na demnnstraçao é

se construir um ord:leal de cardinalidade jjjXxt z

cães de cardinalidade il.i\i .a onde Ó C (l . .Reste sentido considÊ.

«
e , que tellha seS.

Ê '--'
mos o conjunto de triplas < rrl ) éi} .l Õ'>

onde

<"'t , e> c. li'C. * ..,bJ... . # ' @
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Seja U êste conjunto. EVI.(i'$ntemeiúe

]c..;( ' :Í\l ...T

Daremos agora a P uma boa ordem Rj nas condições desÊ
jadaa. Definimos

':"\:, e : ,f > ' 'ü''l :' ç' :' õ~ :> Def

l
6' ) v ( 6'2 1 $: "@ ' 2 '' 1 $ "

l €2 2 " q: ' '1."c

R é uma broa ordem. supozlhamoo agora que por abau:rdo lli\i c><:1;É lli'\\l.

IEhtao J\l., t; IV . , poj-s

2

2

Tomemos agora a Inje

,:V.-- R:
ç ao canonl ca

que leva

2

..l\t (X ' Por outro lado comoq '1 '
temos que o ordinalcx '

que indicamos, (]D é tal qu.e

a aplicação j : ]\\ c:,..

( j poderá ser a ã.densidade )

2
e quipotente a D com a ordem R,

c (ji) . Tomemos então

{ijl), que é a injeçaó canonlca

e co ns adere mos

â

© )J.)«

(lil) d . Como

7

]{... . .i\t .. .*:;-b.
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/~q.C (lil) tal que rq.f''' Im j o i. Resta-nos contar quantos
elementos temos precedendo a /n . Em T com a ordem R corres

ponaearrl. uma tripla <'o'to9 ç: o9 d o) e

1< d ,e ,õ' } P R '('"}., ,P., X'.'}

e equipotente a /V'L c.- '''\., . . .;'t . ent;o

n e
r''çJ

0 :N.a
/ 0

onde

''Qo' l3o C o( . Pel-a de i-nduçao

1.-. F.
supondo-se que Então

Assim sendo9 precedem '< r'Q.oP

e novamente pela hipotese de i.nduçao
Í". '> , ':iN".,k .i".-t.;

'/

mas isto é um absurdo. Então e a demonstração esta

completa

Coroa.ari.o : .N.
;«,P \

Demonstração Exercício

corotárlo 6 H.
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Coro].apto 7
/'

c(

Demonstração Obviamente

>l. =w. «,
«'''z

:x,*)!
, onde

.;t
.=N-.« ':r "'l conjunto

4íà..{«* } * cr com a ordem

lexicografica
/ I'''l:,.P: > .Le

Oef ( ')2l- € '1.Z) v Ç"LZ "F~ ' F:
Corolário 8 Vn (nCW A n / o - -:;.

q

Demonstração : Omduçao finita sobre n .

C.r.táxi-o 9 : vo( ''#.P (:'t(X suP(a, ./3 )

Para completarmos este capztul-o sobre cardinais} vamos e.g
mudar a rel-açio entre utn conjunto x e P(x) sob o ponto de vista
da existência ou não de apl:i-cações hijetoras entre êsses dois con -
juntos.

Exercíci.o : Seja x um conjunto

Deí'mimos 2x- ?f : fC x2 \ = x2
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Mostre que P(x) =. 2x

Teorema h 'g x ----l (x B p(x))

Demonstração E obvio que x .< P(x)

P(x) 9 hijetora eSuponhamos que existisse
consi.detemos o conjunto

z: zCx õ. zCf(z){ ; entãotemosquecomo f ebiJ.g
toraque y=f((,o) para (iJCx. Se (.dey então

ta ér(w): x. Se w c y então {iJcf(w) = y9 oque
nos da um absurdo. Então y nao e imagem de nel)hum elemento de xP
contra a hipotese de f ser hijetora. Assim sendo não pode existir
f 9 hijetora. Isto completa a demonstração.

A demonstração do teorema b9 foi fei.ta pelo metodo de
diagonalização, que vai exposto abaixo na

Proposição ll P(X) )Ç nQ y

] z (z G P(x) /\ z G y ))

Demonstração

x e y faríamos z ü:

I' . n

e a bi.jeçao entre

f( W ) 1 . Então(J 0

z # y e z C P(x)

Exerc:leio : Se definimos P(xy como x2, como í'ica o
metodo da diagonalizaçao ?

No que se- segue vamos utili.zar livremente o axioma da es
colha..e seus equivalentes. Asse.m sendo9 se y é um conjunto sabem2

ordenavel./

Indicaremosp se k
/

e um cardinal) por 2# o menor
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ordinal equipotente ao conjunto P ( k ). Na presença do axi..oma da
escolha temos então os privei.ros corolari.os do Teor'ema a. :

Corolário IO
./

\V Ã:( k c zk)

'V« ( ]V.. : c 7''L' )
/Corolário ll

Seja (Ai)i C ]- uma rabi-li.a de conjuntos. Definimos

à ": U :'l #' ":

e ....l . .AZ da maneira usual.9 i.sto e9
i c l ' ' '

1 1 A.
/

l f : Í' C l UAI.
L ,~..Vi. Qci) e A:L)l

Sabemos que se para todo j. c l Ai / ,P' ) então

ZICll Ai / .f{ é equivalente ao axioma da escolha. A Proxima

ProPosiçaos conhecida por Lema de Koiiigp nos da uma relação ante -
cessante entre a soma e o produto de famílias de conjuntos em deter
minadas condições.

Proposiç;o ].2 : ( Lema de Kê;nig )

Seja (AÍ)i C l uma famÍli.a de conjuntos e (Bj.)i C l

uma outra. Suporlhamós que para todo i , então

Demonstração Utilizamos o axioma da escolha na demonstra
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çào. Seja f € injetora mostremos que f nao e se

brejetora Para cada k C l consi.detemos o conjunto

y h(k) A h C f* ( {l} « Ak )'J'

]ilnt;Qcomo Bk :l=::Ak temos Bk'Bk # O. Comoaxiomada es
Iha 'n (B. -Bj )/ O e portanto f n;o pode ser sobre

l

Corolário 12

Demonstração
'q e,

Uma outra consequencia interessante do lema de Konig e o
fato de que 2''não é a soma de k cardinais menores. Antes al-gu
mas definiçoes.

Defiliiçao : Sejam />~ e ,F ordinais. Um\a sequencia
transfinita crescente de orai-naus e uma função \l) C .'7..l tal que

Ç" b''rl. ( F € r«'l € 'X --------.* -.f' (Í" ( Vr a'L)

E obvio que \TO e injetora e portanto necessariamente /'X. C ,/.i

Definição : Seja k um cardo.nal. Seja o conjunto

f( k ) lt:-3v ( tf} e uma sequência crescente de ordinais ,A

X= ( om \f) /\v'q.(r'rl,( dom \'P U%i( k)
FÍote-se que f( k ) á n;o vazio ja que a identidade restrita a k
e uma sequência. crescente de ordinais. Definimos cofinalidade de

k, cf ( k): r"l r( k).

Proposição 13 V k ( cf (2k ) '> k )
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Demonst:ração g Suponhamos que exi.sta tf} C KOR c

U dom \f) : 2k eque comi.p<:k . Entaotemosque

v(q. ( at c d'mf ------; -..é; < 2k )

Seja 5~ = dom x.P . Então pelo lema de Konig

=F.é- =$ ' ,.b:* ::: .:*' ' :-* : :*
e e absurdo já que U\f?/..,7 = 2k- por hipotese. Então

ok

O coro]ario ]- e a proposição ]-3 encerram as dua.s ul:ll.

cas restrições coi)heci.das sobre o cardinal 2k em relação a k .

Na presença do axioma da esmo:Lha sabemos que os al-epln sao
ais. Cassificamo-lhes em dois tipos g

a) Sucessores : quando o i-ndice do aleph e um ordinal

om

qu0

/

cardinos

/

sucessor

cf( 2''; ) )

b) l,imitei g quando o índice de aleph é um ordinal lim

proposj-çã' ih : v (x ( cf(:i'E(l + i) :: lido(+ z)

Demonstração : Seja \{) uma sequência cl'escente definida em

]\'.X...: ' *;:q-.U-.« Y : ]'V. + : ' '-' H' á
u ''l l

topa dom tP :=JE. . Por outro lado
' «

W"i ( 'n. ': 'x - Y'n.

e portanto U dom \P\< liV..' = :i\t o que á um absurdo. !sto coE' l ..v l-./

ite
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poeta a demonstração.

E obvio que para todo cardinal k ,cf ( k ).$11 k . Para
cardinai.s sucessores temos ent;o sempre cf ( k ) = 1< . Exi.saem

cardo.Dais limites tais que cf ( k )<..k ( por exemplo .i\i u.) )
A questão da exi.stenci.a de cardinais limites r')x. tais que

cf ( ''b. ) = 'X foi demonstrada como sendo i.ndecidi.vel em Z.F.

Para futuro uso) sendo k um cardo-nal9 daremos as definiçoes :

a) /

k e regue-ar cf ( k ) k

b) k á singular cf ( k ) < k

Nesta nomenclatura a exi-stencia de cardinais limites rega.
].ares é indecidivel em Z.F.

ü Ver $ 3 do Capítulo ll:t
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Modelos
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$ 1 : Modelos

Vamos consi.gerar aqui-, prelo-mi.narmente a nossa definição
de modelos uma li.nguagem 1., mais geral que LzP que uti.llzamos
anteriormente. Os seus símbolos premi.tidos sao oo segt:tentes:

( 1 ) Vara.aveia : Temos mm número enumerável de va

riávei.s inda.cartas por V.rl 7 n C o.

( 2 ) ]Letras
de letras (i.e predicado,
o , exi.ste urn número p.
P'n'

de Premi-Gado : Temos um número enumera
i.ndicadon por P.. 9 n G ZJ. Para oada-
( n ) C w denomi-nado ordem do predlca-

vel

do

( 3 ) Símbolos Lógicos Temos V ( ou ) e ''''
( n;o ).

( 4 ) Quanta.ficadol'es Tenda Q símbolo ] ( existe)

( 5 ) Constantes
constantes, cj , i C l.

Temos um cona unto qualquer de

( 6 ) Símbolos Auxl].i. are s parenteses, vÍrgü.las ,

pontos

( 7 ) Símbolo de ]-gualdade

Como fi.demos no capítulo l, (ilefi.Rimos fórmula atomica de
L

( 1 ) Se P. é uma letra (ILe predicado e se tlP t2,

tF (n) .;ao constantes ou pari-atei-a, então Pn ( tl,
tl (n),) .é uma fórmul-a atómica. Se tl, t2, sao ,

ou varzaveza, então t]. = t2 é uma fórmula atomioa.

'b'x) + e e o p e

t21
c onst ant e s

( 2 ) Apenas estão a;o ao fórmulas at8rnlcas.

As definiçoes de fórmula (lle L, de ooorrencia livre ou.
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li.gado de uma variável numa fóz'mu.la, de sentença, e de uma pari.á -
vel ser livre para outra numa fÓrmu].a sao as mesmas que ao dadas -
para IL ZF ' As abreviações, que convence.onamos no capzrtu]o ]., tag
bbém são as me smas .

Deverá estar c].aro que, a linguagem .L.. é uma forma
parti.calar de li.nguagem do tipo que descrevemos. A função F que
a cada n associ.a o número F (n) , ordem do predicado P.. , é (ã.g.

Dominada tios de L . Aoaim, podemos fala.r em linguagem do tipo p,
que do ponto de vi.sta formal são inda.sti.nguívei.o.

Um cálculo de predi-cabos de lg ordem, poderia ser monta-
do a partir de L , tomando-se, como axiomas lógicos, preoiaamen-
te aqueles que já tomamos anteriormente no capítulo 1. A doa-ni.ção
de uma fórmula se demonstrável a partir de um conjunto (ile f6rnulas

{" e a mesma, e inda.cada da mesma forma: r +-- #

Um conjunto de fórmulas fn é dito consi.atente s8 n;o e
xisto.rumafórmula g tal.que [ll--g e r'' }--'''-"l ló .

Oboervarnos que a Proposição l e o teorema da dedução vg:
lem no nosso contexto anual sem nenhuma movi.fi.cação no enunciado.
As convenções que fi.gemas para inda.car variáveis livrei em fÓrmu -
]-as, continuamos a manto-l,a aqui..

Preparatório para o conceito de modelo, é o conceito re-
estrutura re]aciona]. Uma e.otrutura re].acional para L , .e/ uma tri.

plaordenada (.L : <A, jnn: nCwl, jaj. : i-Cl} >

R. Ç. A P(n) Ç 'Ax Ax ... xA

B (n) x

para cada n € o e A # O e

a = { <1 i-, aj.> : i- € 1 A ale A}
é uma função de ]- em A. Cada R. e/ denomi-nada i-nterpretaçao de
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P. 'm (\

]?ara defi-ni.rios a noção de Bati-ofi.bili.date em
pecificamoa uma sequência.

es

v= {<n, xH> : n.c «} e x.H € A}
de elementos de A . v é denomi.nada interpretação (Elas pari.fei.s de
L. A i.nterpretaçao v noa diz que devemos i.nterpretar ao ocorren-
ci.a,o li.vreo da vara.ável vn como se referi.ndo ao e].evento .x. de
A. Se v fÕr uma i.nterpretaçao dan variáveis e se a €1 A, en-
tão v ( n/a ) e/ a i-nterpretaçao que nos fornece os mesmos va].8 .
res que .v para todas as vara.áveis excetuando-se v.. a qual osso
damos o va].or a

v( n/a) =( !) , \.,..'''' ':n-l, a ,':n+l, '..... )

Observamos que o Valor associ.ado a -r.. pa= v ( n/a ) e/ indepen
dente do valor asooci.ado a V.n por v.

Podemos agora dar mna. defi.ni.ção premi.sa, devida a Tarski,
de qual.(].o uma fórmula g pe verdac]ei-ra estrutura re].acional .
para uma dada i.nterpre-baçao v das vara.atei.s. Inda.Gamos i.sto es-

(i.S. 1:= g A defina.ç3.o é recurai.va, dada a oe
Ruir:

l
v uz : uj se oi for o mesmo

element

(X. F- pn ( üz, u2,

e st)mente se < bblp b21 .

u F(n) ) ;'

f.(n)> C {EÇ.

e/ almaonde se u: é a variáve].
constante c: então b.i

vr p ent;o bj.
a: , j C ]-

U

T

( 2
date que ([ f=: g

V g se e somente se não :íÍ3r ver



( 3 v V se e st)mente se

Q. 1:=. g o-
V Q F::::, 'P

( 4 ) (..S- 1:= .] v.n g ae e at)mente ae para algum

a C A temor \...y- 1--., .. ,. ~ g .v(n/a)

Exerce'oioss .Aa fórnu]as a.baixo sao de ].. e ®. é uma estrutura
relacional. para ]-i ; @ , \P inda-cam f(5rmulas.

(1) Se l6 é lm ax=i.oma do cálculo de predicados de l2 ordem então
/

(2) Se e mE- ..tã. a, :;l+:= 'V

(3)

(4)

Seja # uma f6rmu].a de L9 uma estrutura relacional para
L e v uma valoraçao. ÀílostTe que ilB. l:=--# v vn # se e
sê)mente se para todo a G A,

Seja #' unia fÓ:rmu]-a de ]-, e sejam v e v' valoraço es faia
que se vn ocorre li-vre em .g5 então xn = x& . Moatl'e que

d- l::::t í5 se e aumente se

'v(n/a)

«

(5) ent;o a:

(6) então para toda \+J a v }''

(7) 0u & 1::: #' ou a, l:-:- "] /

(8) Não se tem a . a, l::-: -l/
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IE)oz' força. do exercício 3 aclmap escreveremos (11, 1== gt

aos al} ....'..''''an] ajC A emvezde C9, 1=\0 tô-
da vez que aa variáveis que aparecem alguma vez li.vrea em IÓ ,odor
rem entre aa vOP ..'''...''.. vn ' Assim escrevemos (.9, f:= g [ao'
an, ......... a. l sempre que qlia].quer i.nterpretação que associa a
vis i-$n ) o valor az é tal que (~k,f-v g '

Em particu].ar oe ÇÓ ó uma sentença então ae (&, 1=1 g para alga
ma i.nterpretaçao v, das variáveis então (.Q., f= g para ljloda i-g.
terpretaçao v. ]Ve3te caso, escrevemos <i&,l== g e di-zemoo,que g
é venda.dei.ra ou válida em (:lD. e que C-Q.., e/ um modelo de g . Se ['
é um conjunto de sentenças de :L , ente;o (l é um modelo de r ,ae
for um modelo para todas as sentenças de r .

Uma sentença é di.ta universa]mente vá].i.da se for verda-
deira para toda estrutura relaci.oral (=Q, para L . Seja Vel o -
conjunto das sentenças tzniversalmente x-ácidas de L e seja Proa ,
o conjunto das sentenças çó tal que F @ . Temos então o segui.n-

Teorema ] g Vel = Prov

O teorema nos di.z que, se g é tmiversalmente váli.da,eg:
tao g é demonstrfe[ a partir doo axiomas ]ógi.coo do capital.o ] e
vice-versa.

Para uso futtu'o, daremos aqui uma deflniç;o. Um conjunto
x se diz d.edil:tíve] numa estrutura re]aciona]. = < A, .....'. l>
ou (le:íÍnÍvel- se existir uma fórmula @ ( y; tl '....... tn )-
com tuna pari.ável li.vre, com os t].P .......p tn parametron perten-
centes a A tal que

X y y € A A a,F:::0 ( y, tl, tn )

No resto do capítulo nos preocuparemos com os enunci.idos
dos teoremas fundamental.o da Teoria doa Modelos e com.a demonstra-
ção que on Zl? nao podemos mostrar a exi.stenci.a de cardinais de -
um determinado ti.po.
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$ 2 : Teoremas B'undament ai.s

Nesta secção.reunimos a].huno enunciados da Teoria dos ]ldo

pelos que uti.ligaremos. Hao daremos nenhtuna demonstração, mas a bj:
bliografia, ao fim do trabalho, .aá inda.cações de onde encontrar as
demonstrações dêsses enunci.aços.

Por cardo.nal de uma linguagem .L, i-ndicamos a cardo.Dali.da
de dos símbolos de L . Como fórmul-as sao superposiçoeB de um ntâme-
ro flui-to de símbolos de L , a cardinaji-dada do conjunto das fÓr
mu[aa de L é igual,ao car(i.ina] de .[] . Seja' (Q uma estrutura -
re[aciona[ para L . A cardo.na].idade de (] .= <A,....,..'. l>
é o cardo.nal de A .

O primei.ro teorema desta secção é .o teorema de IJowellheiB
Sko].em

Teorema : Seja fn um conjunto de sentenças com um modelo i.nfini.-
to. Então se [a for fi.nato, ]' tem modelos de qua]quer cardinalj:
date i.nfinita. Se I'"l é i.nfinito e de cardina]. 0( então r] tem
modelos de qu.alquer cardina.lidado > (1 .

E uma observação de Vaught, que o Teorema l é equi.valeu
te ao axioma da esco].ha.

/

O teorema. 2 é denominado o teorema da compacta-ci.(i.ade do
Cálcu].o de Predicados.

Teorema 2 g Um conjunto r de sentem.ças de L tem mode].o se e
st)mente se cada subconjunto finito de r' tem modelo.

O teorema seguinte relaci.ona consistencia com modelos. E
deva.do a Gódel e Henki.n

/

Teorema 3 (da Completividade)

Um conjunto
fõr consi.atente .

P de sentenças tem modelo se e abmen.te ae



Os teoremas l e 3 non fornecem o

Teorema 4 : Se P $ um conjunto consistente de aentençao de car-
dinal (X 9 então ou [ tem um mode]o finito ou. ['l tem mode]osde
todas cardinali.andes i-nfinitas > (Í .

Se consideramos que l.Z]P é enumerável e que portanto o
conllunto das sentenças de LZ.F é inumerável, então ae ZF for conaig
tente, fera um modelo enumerável-. A rigor precisaríamos tao st)men-
te, ter considerado que se ['l , for o conjunto dos axiomas de Zb'

então [l é enumeráve], e portanto se ZJ? tiver um modelo, terá tag:
bém um enumerável. .Um motel-o de uma sentença @ de LZb- é dito
standard ae a interpretação da pertinénci-a, for a pertinência res-
trita ao conjunto aub;jacente ao mode]o. indicaremos um ta.]. modem.o

pelo par ordenado <. M , C > .

O ú].limo teorema que preciaaremoa dobre modelos, tem ha-
ver com a teoria de ZF . El-e nos diz que podemos encontrar madeloa
tranaiti.voa. enumerávei.s e standard, para tuna coleção fins-ta de axi.
amas de ZB' , que i.nclua o axioma da extensionalidade. Um modélç) -
standard <M , C> é dito Epal).altivo, se M fÕr transitivo.

Teorema 5 : Seja I'l = { AI } A2 9 '.. ' .An} um con:junto fina:
to d.e axi.ocas de Z.B'., tal que tam doa AI é o "axioma da extensio-
nalidade. Então exi.ste um con:jeito M , enumerável e transe.uivo ,

ta.].que q. = <lU,C MxM>: <Mp C)' émodelode Í'l .

Êste resultado será i.mportante no capítulo 4 . Obser-
vamos apenas que a denonstraçao do Teorema 5 pode ser feita em Z.F.

Que em Z.F. não podemos achar (isto é, demonstrar que e-
xiste) um mode].o de Z..F., é o conteúdo, para nós relevante, do teg.
rema seguinte, denominado da IncompJ-etabi.lidade, demonstl'ado por
G6de]. 8

Teorema 6 : Seja 2, um sistema formal cujos axiomas sao dadospar
al.gana regra recursiva. Então ae :., é consistente e ae a ari.tmé-
tica po(i.e ser descai.ta em ): a consistênci.a de )l. , não pode
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ser provada em 21.

A rigor nao enunciámos um teorema matemàticainente premi--
se. Entretanto não há dia.cu].ande em se perceber que o teorema se
aplica a todos sistemas formal.s usual.a, Em partícula.r, como, ein ZF!
temos c*) , o teorema se a.placa a Z..F. Assim se supuoermos que Z..F.
é consistente então a consistenci.a de Z.F'. exige, pa,ra sua demong.
traçao, métodos mai-s poderosos do. que aqueles que temor ao noaoo -
dispor em Z..F. Obviamentes se Z.]j'. fÕr inconsi.atente, podemos de -
monstras qualquer coisa em Z.3'. O que queremos frizar, enl;recanto,
é que a consistencia de Z.F. é até,hoje um aTEi-go de fé. Utllizarg.
mos o teorema 6 na secção segui.nte.

\

$ 3 : Uma Apli.cação Cardinais I'ortemente
Inacessíveis

Esta oecçao é dedicada a mostrar que ge Z..F. for canais--
tente então a existência de cardinai.s de um certo ti.po, denomina-
dos fortemente inacessíveis nao pode ser demonstrada em Z.F. Reco=
damos antes a].gins conceitos que já, di-scuti.moo. Seja k un cardo--
nal; k é dito regular se e st)mente pa:ra l;oda sequencia (X.p ,
l3 € .X ,.om 5 < k ,temos .Ê-t-l'aB< k;. êÇ<'-k

paratodo 3 (1 À . Ougeja k féregullarseparatPodo car-
final À menorque k , k naoéasomade X cardina.ismg
mores que k . Um cardinal (H) é dito fortemente inacessÍvelse
e st)mente se :

(a) (11) é regular e não enumerável
(b) Se k<(9 então 2k<1(ID onde 2k;P(k) e

Recordamos ainda os ilk ; para cada ordinal (X , defi
nimoa um conjunto it)( 9 por indução tranafi.ni.ta, da manei.ra seguia
te

R. ; O0

R (X +]. = P (Rc( )

e se ,À= UÀ , R} « E À ''
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Vamos mostrar que se exioti.sse um car(ili.nal inacessível -
(ou seja,que se fosse possível demonstrar em .Z..F. a exist8íaci.a dQ-
[m ta]. oardina]) então poderíamos demonstrar a consiBtênci.a de Z.]P
em Z..F. Assumimos então que exiat.a un cardinal i.nacessível (forte-
mente i-naceasível), (D

v 5 ( 3, € (D--'-'-.;< ®,
Delnanl3]:r'açac ; ]?azemoa por i-nduçao. E 6bvi.o que Ro <(111)

Lema l

Supor)hemos que o resultado vale para todo
mos que vale para (Í . Temor dois ca900:

(a) o( é sucessor, ouseja d =i; +l com $ C d

Ente;o 'Rc( : 'P(Rz) = 2R\ eportantocomo (}D éi.nade.g
sÍve]. e deva-do ã h.ip6teae de i.nduçao R c( <'' (!)

(b) (í = U(Í , ou seja d é ordina]. li.mire. .Reste ca.-

se t emog claramente

h. Tr\':li n..=
ra todo F C c(

q
c( < (E> e corno R{ < G!) p.a

-, 'Í: < ®)

O lema está asse.m demonstrado. Consi-d.Cremos o conjunto

U(i} Ré ' Coiro assumimos que (!D existe podemos obbter

M em Z F' por substitui.ção. Vamos mostrar que <M, C> é mode-
to de Z .F Como cada R,.( é transe.ti-vo temos imediatamente que
M é tr n iti.vo. A demonstração de que M é modelo de Z -F. é fei.ta -
em Z ]?

{

temos que

l.ema 2 : Oo axi.omaa da regulará.dado, influi-to, extensig
nulidade e uni.ão valem em q. = <M , (> .

Demonstração : Lembramos que M é transe.uivo. Veria.ca
remos com algum dedal-he apenas o axioma da união. Devemos mostrar
que q. f-vx ] y Vz.(z (i y ---4:1u (z C u /\ u G x )) .
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Comosabemos y=UX . Seja ent:o m (l M eva-
moa mostrar que Um (que exi.ste em Z F' ) está em M . ]Lembra -
mos ai.nda que a interpretação da peru-meneia é simplesmente a pe=
tinenciarestribaa ]l/l . Como llt é transitivo, ae u G m en-

tão uc M . Mais.precisamente, oe m € M então existe iic(!D
calque m (l R:? . Mas como cada Ri; étransi.tive Um 'RF,
e portanto. um 'c P(R. ) = Ri+ l.'e M 9 poig9 (8) é um orai
na]. ].imite. Então o ax:Lama da t;união é váli.do em M. Os outros -
menti.on.idos, procede-se da mesma maneira. Observamos que

(DCR.,+l e (1)+1ÉI H . SemeJVI enC; M
entoo m''e n aão igual.s em M se.e st)mente se forem i.guai.a em
Z.F , jáque m .Ç M e nÇ M . Regu].a:ri.dadçva]epe].amea-
ça razaol pois o el-evento de m € M que, em Z F , tem i.éter
secção nu].a com m , pertence a M .

Lema 3 O axioma das partes vale em M

Demolislr'açao : Procede-se de maneira análoga que na de
monatração do lema 2 e deixado-la a cargo do leitor.

Lema 4 O axi.oma 'da subbstituição vale en M

Pglggn:Eil!!i:g:g@g : Seja Ó uma fórmula com duas pari.áveis-
].i.vrea e com tl 9 t2 p..,. tk elementos de l.# como paranetroa
g( x , y ; t].,... tk) . Admibamoa que

q. += V xl'y g (x, y ; t]. ,.... tk ) , e devemos mostrar que

q. l:=Vxly Vz( z G y ----..u("u € x ,-. g( u, z ; t].,..tk))
Seja d € (11) ; vamos mostrar que se.substituirmos todo

R(Í com d , obtemos ai.nda um con.junto em 1.1 . Feito i.aso o lema
estará demonstrado. Para cada m e' R,f3 defi.mimos {m $ como
o menor dos ordinais } tai.a que m € Rz . Clonsideramoo en-
te;o a f(5rmula / )

'Í.( U ! V ; tl 9 ..... ) tk 9 Rc( )

V y ( g ( u, y ; tl'l .... , tk )

u € R c( A

{ « )

Observamos i.nici.almente cLue ge para algum u € R Va

].er ó( u,y; tl, ... , tk) então y G ]W eportantotemos
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çy ' Por outro.lado devido ao fato que
q, ]:=Vx ]'y g(x,y;,'bl} .... 9tk) entãoternos

Vu ]'v k(u,v;tl,.... ltkp EÜ).Substitui.mos em

Z-.F. com a fórmu].a 2', e obtemos a parti.r de R(Í .,.t um conjup:
to ft de ordinaia. Seja ?l'=;u I'l . Então 'à' e(Jli) . De fg
to, po.lg. ês' = U fn e ].embrando o lema l teremos

m 'k \G {, < ® , ,':' ';l'' ? »
Dali.date menor que <18) e ã''c( '\. {iD . Asse.m, como 8' < (:g.

temor ,8' € (© . Seja ent;o o Bonjmçp
R'«=1. x:x C M alx(x € Rç( A Ó(x,y;t].,..,'bk)
PQ].o que acabanoa de mostrar Rt« (= BV e portanto ]#f € M.
Então se m (l R(l , ae .

m' + {p : ye MIABx( x € m õg( x , y ; tl , ..,., tk)l
então:..mt Ç. RtN- Ç R k e portanto Ht € M . Aási.m o aria
ma da subati.tlii.ç:o vale em <M , G,)) , e está termo.nada a de-
monstração.

tem cara.i.

Regumindop mostramos que ae pudermos demonstrar em z.j.
que existe un cardo.na] fbrtemento i.nacessÍve]. (ê) 9htao

q. : '< 0(e(!> RC( l,..e>' émodelodeZ.F. Levando em
conta os teoréãas da secção anterior (eapec'zficamente, os teoremas
3 e 6 ) concluímos o

Teo.I'ema : Se Z.B'. fór consi.atente não podemos demons
trai em. Z.F. a existê]ncia de um cardo.na] fortemente inaceasíve]..

Isto conclui. esta secção e p capítulo 3
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A ConsjstÕncia da flipõtese do Contínuo
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$ 1 : Introduz;o

No que ae pegue vamos fazer uma demonstração da con.sis -
tênoia da hipótese do continuo com a, teori.a de conjuntos Z.F'., ex
poeta anteri.ormente. Na real.i.date o que estabeleceremos é uma con-
sistênci.a,re].atava, ou sejam.. mostraremos que se.Z.I'. é consistente
então Z.1'. + 2'JK = ]\!.,l+ AE é consistente.

O método a aer uti.gizado para a demonstração é o''forcing!

A secção 2 constroi lema ]-inguagem rama.fi.cada que usam'e
mos em boda esta parte do traba].ho . Na secção 3 temos a apresenta
ção do.forcing e nas secçE;es 4 e 5 a apresentação do resultado prg
curado.

Para finalizar esta introdução fi-xamoa alguma notação
lembramos noções que já di.senti.moo.

e

Como semprep.letras gregas mi.nÚsculas do início do alfa
beta, indicam ordinai-s. Reservamos em particular X para orai.mais
limo.tes e k para cardinais.

A palavra modelo, ai.gD.ificará em tudo que for feito a se
guia modelo afundara transe.tido. Se q~ : .....M , €1> é um modo.

lo de Z.F. então o símbolo O DEiM ,indica os orai.Dais do modeloca2
liderado ou seja O R n Àl[ , i.ntuiti.valente.

l,embramos ainda oa Ra( que vi.mos anteriormente. Para.
cada « ( OR defi-nimoa, por recorrência, um conjlu:nto RC(
da maneira seguinte:

R. : 0

R« +l : P ( RC(

R ).. ; (Ícu.X R(Í

)

,X : u,X

Como é sabido, com o axi.oma da regularidade temor
o(ç; g ÍR RO( . Com i.sto daremos a segui.nteV
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gllegiini!ages) : Seja x lnn conjunto. Denomi-na-ae pombo

e inda.ca x.ll , ao menor' ordinal (Í tal que
'U: úu,« +

de
X

X

A Linguagem l-"' ( A: )

Seja t:«'l = '<M 9 C.> um modelo standard transe.ti
vo e ent2merável de Z.D'., e sejam AI , j € W predicados uná
doa. Vamos descrever uma linguagem ramificada9 Indicada por
L"' ( AJ ) , para realçar a sua dependência de M e doa A +

Oa aímboloa premi.ti.voa de l,M ( A;l ) a;o oa aegtl.intea

(1) VaJ'dáveis : Temos um número enwnerável de varia
veia, indicados por v] 9 j € W .

(2) gonatantea : Para cada m €1 M temor um aÍmbo].o,
.g.. } o nome de p. . Êatea aímbo].oa Betão as conatantea de
L"' ( .A: ) .

(3) s os aímboloa ---'--l (não)
e o símbolo v (ou) .

(4) Quanta.fícadoreg : Temos o símbolo .] (exi.ato) e

paracada « (l. d)IRM umaímbolo ]](Í '

(5) Operadores de Obatração : "Para cada o( € O IEiM tÊ.
mos lnn símbolo, )l C( .

(6) Er«edieadoa : Temor € (pertence),
e todos os Aj , j € N e

( exi.ate )

( i. gua]. ) 9

De posam dos aÍmbboloa pri.meti.vos de LM ( A: ) podemos
começar a montar a aua sintaxe. Defi.nimoa ínici.aumente, por i.ndu -
ção aimultãnea, i.a li.vre ou li.gania de u

procede no núnero de sÍmbo].os nas expreaa3ea de Ln ( A. ) . As -
q

(a) Se u e v sl;o constantes, vara.ávei.s ou termos de
obatraçao, então u € v, u : v , e A.i(u) , j € m ,são
fórmu].aa li.mitadaa. '
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(b) Se u e v são constantes ou tâPmas de abs
trarão, tôda oco:rrência de uma variáve]. nas fórmulas de (a) são
ligadas. Cago contrário, nas ocorrencias aao livres,

(c) Se # e \# são f6rmu]ag ].iiütadas então---í.#
V \t/ aão fórmu].as limitadas. Se v] é uma variável e

O RM ent;o ](X vj# é uma fórmula li.Ditada.o( €

(d) Uma ocorrência da variável v. é livre óu li-
gada numa fórmula da forma'l lã ou li v \.r, conforme esta ocos
rància, considerada,como ocorrênçia nas fármulaa ( ou fórmula ) -
componentes, ?or ].i.vre ou ].içada. Qualquer ocorrência de vl na

fórmula .J(l v.ilÓ é ligada.

(e) Se lõ é tÍBIa fórmula liM.fada e (l € a) R(M)
sâo faia que

sÓ tem uma vara.áve]. li.vre (i-ndiquemo-la par vn )

(2) Se o símbolo:l(3 Ocorre eu IZ então P .( (l
(3) Se o szambo lo d ocorre em IZ então e "ç o(

(4) Se o símbolo g ( m C M ) ocorre em P então
ll«H <q .

Ent;o ]0( vo IZ (vo) é um tardo de abatração.

Os tê:rmoa de LM (AI) s;o as constantes e os termos de
abst!'açao.

Definindo de IÉ)base dos termos .as fórmulas de La! (A:) :

Dizemos primeiramente quem aão as fórmulas atomicas

Se u e v são constantes, variáveis ou tgnnosde abs-
tração então A.i(u) j € N , u € v e u = v s;o fármuJ-m at8nücas.
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A aegü.r definimos fánnula

(].) fórmu].aa atómicas oio fónnu].aa

(2) Se Çg e V oão fórmulas então "'lg e ÇI v V oão
fórmulas. Se v.:i é uma variável e (l( € q) 11iM então ]vj lã e

go f(5rmulas.

Deixamos como exerc:í-ci.o ao ].eitor a definição de ocorren-
cia livre ou ligada de uma variável- numa fórmula de .La' (A:l).

Como sempre uma sentença é t;ha f(5rmula sem valtáveia li.
vres. Uma fórmu].a limitada sem variáveis livres é uma sentença li
mi.fada.

O cumpri-mento de uma fórmula se define recursivamente da
maneira seguinte

(1) Se P é ato mi.ca, o comprimento de la indicado por
é 1.CP la,

(2) Se ló é V v X então

CP IÕ = CP $) + CP .X + l

(3) Se lã é ----l V então cp la CP V + l

(4) Se g é ]] xqJ então

CPP B CPV +l

Uti].izãinos como abreviado es, as seguintes definiço es

P ....:'' V Déf "''i lg v' V

P A 'P :L.r '''l ( '''l 1/ v' 'P )

V x # :3er "] -] x:

\V/C( x Ó 'Def ''"l ]0(x"''l Ç#
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todas elas standard

Para uso futuro, d.efinimos posto de uln termo. A letra t
aderi.da ou nao de índices, in(ligará sempre termos:

( ].) 0 posto fo (t)
(a) se

de um tardo t será

, P (t) = llmll

(b) se t (l vj IÓ , f (t)
Faz'empa agora a godelizaçao ou ariti-metizaçao de

Adoramos as seguintes convenções

V :- <o,l.>

<o,2.> <'',3>
<0,4.> ".:'Í .';' >
'<z,j>

}l « + < 4,c( > e para m e M !g <5.,B.>

Com estas convenço ea podemos embutir I'#t(AI) em M. A-
cuda fórmula e a cada termo está associado um conjunto i-ndicado -
por r'Ó'l ou í'tl respectivamente, definido da manei-ra inda-cada -
abaixo. Deixamos a definição do número Gõdel dos termos para o
le i.tor :

(].) Se @ é
ágeis ou t;lnnos então

U v ou u € v onde u e v sao vara.

' @''l : <.(': , ' '
' Ó' : <'<'e , 'u'

ou

respectivamente
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(2) Se g onde v é uma variável ou termo
temos

'P'T '( Aj ' v' .>

é ---l V então(3) Se P

'g' <'T

(4) Se ló é V V X então

'P' ; <'<.« ,'y''>, 'x' ,>.

(5) Se P

'P'
qJ entãoVé j

,\')j

(6) Se P é ]« vj V então

rp"l ; .< '<](Í , vj'> ,'\t' >

Paagamos agora a considerar Lm(A:) como subconjunto de
]lÜI. Congevaremos a notação rgl'l ou 't"l , apenas quando quisermos
frisar que L"'(AI) está conta.da em la.

Para cada O( C G)IEiM , definimos UH conjunto T(X , denomi
nado conjunto dos termos defi.níveis por L"'(A:) , de posto.menor
que t4

Eq: l 'p t é termo de P (t) <' (i l

As sentenças li-miradas té;m uma hierarquia natural. Para-
definí somos a associar cada sentença limitada ÇÍ uma tripla
'< 0L i, 1 ,> que defina-mos abaixo

(i) O ordinal (l é tal que

(la) Se al-gum termo t ocorre em lã então J)(t) <'o(
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(].b) se 13Êa ocos'e em # então j)<0(

i= o se 0( é um ordlnal sucessor, digamos

0( ; ,Í3 + 1 9 e ] Q( nao cFcorre em #

= t ou A.(t) , j G o com
e

(2)
-' 9 \-'l+ -b ÍIS

e nenhuma f(5nnul-a do tipo

Ç' ü) : lz
t €

Caso contrário , i : l

(3) l é o comp:Pimento de gl

Defitaimos u:ma boa ordem nas triplas dadas acima da manei
ra aegtJ.nte

<(1,i,P,> .g <B,j,q> Beesê)menÊese (í< 12, ou

(X =ç3 e i< j ou (X=$ , i=j e p< q

Esta.ordem ó evidentemente uma boa ordem papá estão trl
pias ordenadas. Denominamos, ordem da fórmu]a ].imitada gl , e inda:
Gamos od Ó a tripla acima definida para @

Por i.nduçao sobre a ordem (ILe sentenças limitadas, vamos
defina.r uma função Valgrizaçao, i-ndicada por Val. Adrnitiinos nesta
defina-ção que a cada prredicado unário A. está associado um con -
ajunto aj r' Rlt ) tal que ll ajll = (Xi C'lVI .9 que ser;o as interpôs.
rações dos predicados A.i . A função Va] tem por donlÍni.o a c].as-
se ( em ]É ) das sentenças limitadas de l,u(A:) e por contradonú
rúo 'l o,].l = 2

Dividimos a definição a ser dada em casca. .Fazemos pri-
meiramente o das sentenças atómicas e depois para sentenças n;o a
toma.caa. No que se segue tl indicará termos

(1) DefiM.mos Val (r't]. € t"t) e Val ( rtl= t;). Te
mos ires casos a considerar

11 fo (t].) '( fo (t2)
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va].( rtlGt2'l) =aup l vaJ-( rtl ==') : ncml
Se t2=.h(lvi. ÇÓ (vi) colocando

Val( r't] € t;t) = Val( r#l(t].)'l )
]lo caso da igualdade definimos

Val ( rt]. = t2n ) = i-nf lvai ru € t]. .---» u € t;J :

Note-ae que od( tl =t2) = <"«+1, 1, 1.)

od( uetl+ ---;- ugt2) = <(X+], o,].>

1:3: Ç' : f' a/ '( f' hi) : «
Ini.mo B

Val (rtl G t; ) = -up l Val V,F v. ( v. G ti ---.-.

vai ( rtl = t/) = i.nf l Vala u € tZ ----.. u € t2] :

Observe há sempre uma " diniinuiçao " no sentido
da as triplas na defina.ção.

(11) Para as sentenças atâmi.cas do tipo A
em (i.ois cabo g

ll Ig t= n , m € M , col-

(t) l )

qSe t2 colocamos=' n com

e

Def

]
mos

o Gamo s

que

r
Va].

'1u € t 2

da ordem da

l

(t) defina.-

l ae m G a J

)O se -l ( € aj
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11 2 0 ( v. )
' ' l '

Ent:o ,tei)lo s

val ( rAj(ty"i ) sup Í Val (T''VC( ( vo C n''- #

n € a. e

Está cl-aro de (11) que a definição da função Val depende dos con
juntos a.lf"" ]l! associados a cada AI ' Às vezes isto poderá ser

indicado escrevendo-se o sz'mt.o].o Val-Q. . Normalmente, subentende
mos os conjuntos escol-].lidos e nao carregam'amos a notação.

(111) Para as sentenças não atâmi.cas definimos

111].: Va].(T'--lçl-l) : Ç l 'e VaZ(rd"i) =0
1. 0 se Va]. ( r'# '! ) : l

ousejaVal(r''iP'Í) aval( $) +1 mod2

]:1] 2: val(r'# v 'pn) = sup l Val( r#n), Vai(rWn)l

ni 3: Val(rÜ«vj # (vjy) : supl val ( Ç6 (u/ ) : u E T«l

Temos então definida poz' indução a função
limitada P .

Val para tôda sentença

De posse da função valozq.zaçao definimos outra, a função
denotaçao i.ndicada por D. O domínio de ]) é,.í U T(l( e o con

tradomÍnio é o universo. Definimos D por indução, supondo-a de
finita para todo termo de posto menor que O( . Daremos a defina.çao
em do is casos

( ].) 11 m ll = (X
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então D t = D(t) ; m

(2) t = #O( vj. gl (vj.) então

D't=n(t)= 1.n's: SITO('~VaJ- õ(s) :' }
D' tPara cada termo t € T = u T,/

denotaçao do termo t .

denomina

Como antes, manteremos a dependencia da função denotaçao
nos a.i Ç: M sem notação eBpecials mas a encolha dos a.i deverá
estar clara do contexto.

.indicamos it T (X D ( ToP VO( f e colocamos

N

« .q:'"u

Vamos desenvolver abaixo alglumas propriedades doa V(Í
[nicia[mente, é obvio que M ç ]J. É também c]alo que

e

de IH

e portanto D+TÀ V
'\ .í g* "&

Proposição ]-

guintes propl'iedades
Oo conjuntos acima defi.nódoa tem as ae

(a) VO( ( V« € v(1 + 1 )

(b) Vl3xVc( ( (X'<13-----' V(X Ç vç

(c) V q ( Vq é transe.tive )

Demonstração : (a) consideramos o termo de abstn:lçao
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:;ya vi( vj. = vj. ) = t pertencente a TO( + ].
que D't=ID(t) = VC( epartanta V(IC V(l+3. .

É imediato,

(b) [É imediato, ]-evando-se em conta que

T« C. T .e c(< P

(c) Seja u € VO( . Então u

Cremos dois caso s :

Dt D(t) onde

( ]. ) llmil < c(
'::-, (X e portantoEntão se n C m - u temas

Aaoim . D'2; = n está em V(X .

(2) t

D s
]c( ": (vi)

A v,Z ( rÇI ( siT)Então ])'t

e porá anta U

Isto mostra que v(l é transitivo e encerra a demonstra
çao

.Ê imediato que
é lm cona unto transe.ti.vo

N , como uM-ão de conjuntos transitivos,

l,embramos que os conjuntos al c: M, tomados ini(É aumente
em col'respondencia aos predicados Aj n;o necessàl'lamente perten-
ciam a ]VI . Entretanto, todos a: pertencem a .H, poça temos evi

dentemente, se o poeta de aj é' «j ' aj : D # (Xj vo ( Aj(vo)
Assim, conseguimos com a nossa construção fazer aparecer em m os

Daremos a seguir a definição de verdade em '(N, C,>
A definição ê standard e bem conhecida. Procedemos por indução
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sobre o comprimento das sentenças de L"" ( A.i)

(1) ''l.}::: t e t' '--- C D (t')

(2) ''L i: t = t' ----- D (t) = D (t')

sâo termos de ]LA{(A.)onde t e .t'

(3) "L }::::: ---. © nao é verdade que 'l.i::: d

(4) 'logo( x y) ( x) ''--» .Ebüste t G TO(

tal que ''t Çó (t)

(5) ."llE::: ]xgl ( x) Existe t € UTO(

tal que 'l. E:= # (t)

(6) .'U-# « v -- ''\ p::- P .- '''t É- 't'

Assim sendo dada uma sentença #

;. '"L b::'ó .- «;':'.

de LM (Aj), podemos
dizer

[xet'c]cío : Demonstrar que se P é uma sentença ]imitada ent;o
''''lt::::: ,# oe e sòmente ae Val- ( r#l'' ) =lL / -

A proposição,seguinte nos diz que em <N,. É:> =íl valem
todos os axiomas de Z.B'., excetuando-se substituição e partem. -
Para bates do:í-s . últinos introduzimos a noção de forcing que defi-
nia'erros adiante. Note-se que a demonstração da pr'oposição 2, deve
rá ser kit a. em ZB'.

IE'roposiçao 2 : Em rl.. = <N, € .> valem.os axiomas da IE.
gulaz$.dado, extensionalidade, do infinito, e da união.

Demonattaçao As demonstraço es sao fadas imediatas e feitas
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Z,F. Observamos apenas que como oe a]C Hs tende o C ]l (axioma
do illfinito ) e que ae X C R , X : D't , então Ux = .0 U t onde
U t é o termo.

U t= )'1(X vo ( ] vi( vo € t A vi € vo) )

onde (l = f' (t)

P3?0pcisiça0 3 :\<:Í ( T(Í C m/) ! ou peia para todo orai.nal
0( C Q)RM temor TO( umconjuntode M.

Demoizstraçao : A demonstração é easencia].mente fáci]. embora tediosa.
Seria preciso codificar com a ajuda dos números de gode]. defina
dos anteriormente, o conceito de f(5rmu]a, variáve]. livre ou ligada ,
f(5rmulas limitadas e termos de abstração assim como as reêlras de
formação de todos estes obbjetõs linguísticos, e mostrar por inda -
çao que sempre obtemos conjuntos. O resultados é entre.tanto intü.-
uivo no sentido que para fazer T(l nao precisamos ir muito na
hierarqui-a de conjuntos em ]VI, e que estas operaçoes podem ser -
descritas em f.]t, já que M é mode]o de Z.]?. Omitimos assim a-
demons traçãc, .

Desenvolvemos ainda, para finalizar esta secção algumas
propriedades de N, que não dependem do forcing. A demonstração
dessas propriedades de N é feita em Z..F.

gB.llggli.ça.0 4 : Para todo ordinal (l de B.r[, oe

umtârmode Lm(Aj) tal qu f(t) = c( então lln(t)jl

!29pl?iutraçao : Suponhamos que a propriedade seja verdadeira para
tod.o $ <(1 . Seja t tal que f(t) =(l

t .= U nlio há o (pe demonstrar.

(v: ) então

Se

Se t = q « V

n(t) = n't = 1 D's s € tP(l ,A Val- r$( s )"I = l
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Indução
Como se S € UO(
D't Ç R ep

, tenda
e portanto 11 D t ll <. o(

então por

Z=Byz::! : " '%

Pgggn3traçao : Temor' obviamente G) RM ç; O EiN ' Seja
o primeiro ordinal fora de M . Então CC tamt)ém está fará de IW.

pois caso contrário CÇ seria denotaçao de um termo t , ta]. que
.P( t ) ''c c(.

Coro].a.rio 2

D"T« C R«
Para todo O( C O RM temos

\
D=:":.:snatraçao ].mediada

Pa:r'a maBtrarmos que N é de fato um modem-o de Z.i'.,prg.
ci.aamoo (ila n:irão de forcing, exporta a oegü.r.

LeEíbramos que na secção anterior havíamos tomado ccrtco
conjuntos, desi-grados por al ( j C N ) , conta-dos em M , como
i.n.terpretação doa predicados A.i ' Está claro que, nao será para
qual-quer escol-ha dos a] que teremos N modelo de Z..F. Poderá
amos ter algum aj com tipo de ordem q) ÇiM ou mesmo uma enumera-
ção do pr(5prio ]llt . O método de forcing, desenvolvi.do por Clohen

é feito de tal modo que possamos escol-her oa al de tal modo que
N seja modelo de Z.I'.

A ideia do forcing é escolher um conjunto CIODd de "con
lições", supondo-se que Cona € H[ e que O C Cona . As ]etr8B
r?]''' , ''Q'' , etc., serão uti].içada.e para achatar condiço es. A ideia

intuitiva dessas condições é aquel-a de que cada' condição traz em

\,].na deter'mine.(i.a quanta-dado d-e informação soez'e quem devem senos
a] . Se Pt,=P , então P? contém pe],o menos tanta infoz'mação
qu:anl;o P . A i-rifa:rmaçao conta.da. nas cendiçoea é decodificada
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por uma re].açao 11--. , entre os elementos de Cona e as sentenças
do ti.po A.i(.!. ) ou ---.-l A.i(..=) com jG N e mCM ,
relação esta satisfazendo os segui-nteo reqó-sitoB :

(i) Plf--.:,# e p- = P então p'll"= g
(2) brio acontece que P ll--'o Ç/ e 'Pll--'; '-l#
(3) pll---'olã ou exi.ate p'2 P tal que p'll .--"'iP
(4) Para cada P € Cond temos eup'lllmll : Pll-= Aj (:g-),

É; © RM para todo j € o .

Nos reqüsitoa (1) , (2) e (3) acima P representa as

fórmulas citadas ( A:(n) ou --l A:(g.) ) enquanto que a re].ação -
Pll--"= P lê-se : P forçam. ot,al;ríamos que (1) e (2) acima são
consequências imediatas do fato de interpretarmos uma condição co
mo quanta-danes de informação ; (3) nos diz que a informação conta.-
da nas condições deve ser suficiente para decidir todas as senten-
ças da forma indicada. Assim ae nenhuma exterlsão de P noa fôrça
a aceitar ''"l Ç/ então P nos força a aceitar P. .

Supomos então que nos seja.dada uma relaçaolt- o como ac.i
ma e nas condições mencionadas acima. Definimos então, baseados em
ll'--n a relação de forcinn entre fórmulas de L"' ( Aj ) é elene=
tos de Cona , indicada por Pll--- Y' ( P força V ) . I'azemoa prime.i
lamente a definição de P 11-- \+J para fórmulas limitadas por indu
ção na ordem x de 9 :

l

3

4

P[1--- ]Ç( vi ló .( vi) se existir t b T tal
que P 11-- # '(t) .
Pll-- ----l,g se para todo Q ;lP nao é verdade que
Q lF- P .
Pll-- pvV se Pll-- g '" Plf--V .
Para aa sentenças atómicas devemos dividir a defi
niçao em casos
4a : Plf- Aj Ça) se e sê)mente ae Pjl--iAj (B) ,

Pll--Aj (# c( vj ló (vj) ) se exiati.r
.n. C T,r tal que

( vo "ü -g--'----:- la (vo) ) e PIFAj (9):lF
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4o

4d

Pll-- .t C :H viÓ (vj.) com f'(t) < c(
se Pll-- @ (t)
pll--- t]. a t2 com ({ = .P(tz):ia: f(ta)
se para algum t G Pp t;enhamos que

l vo C t .vj C tl ) /\. ( t G t2 )
Plf-- t Cn com' f'(t) ':C f'(g) s; e-
xistir n É. m tal que pli-- t = .g.

Plf-- t]. = max ( ,P(tl.),,P(t2))
ae Pll--- vo( vo ( vo G tl---..-+vo G t2 )
Pll-"= -nC.©' ou PiF-- ..g=B. ae n amou
n = m , resp activamente .

4f

Definimos agora quando que P força uma sentença ilimã;
, por indução no comprimento de {5

(]-i.) P]f- ] x P (x) se para algum t G- Ua?C( : P ti-
vermos que Pli Ç/ (t)

(2i) PIF ----l P ee para toda condição Q l;)P , não é
verdade que Qll-- P .

(3i-) Pll--- pV'+ se E ll----P ou plF---V
(4i) Plf-- t]. É, t2 ou tl ; t2 se força-las como sen-

tenças li-mi.t abas .

fada /

Está defi.ninfa, por indução, uma relação 11--- entre eleme=
tos P C Cond e fórmulas de L'" ( A] )

]!XercÍcio g Mo stre que

(a)
(b)

(c)

(d)

Pll----P /\ V .. . ;õmente se pll---g e Pll--'V
Pjl-- P -------> iP se e semente se Pll-- P ------» \P

P lL-- 'P ----o P

Pll-- V x d Cx) se e sê)mente oe para todo
t G T e para toda condição Q IP P
que Q If--- ----l g (t) .
Pll-- P --..-------:.. \.P se e aê)mente se Pll ló ou
plF ---l w .

e

não é verdade

Os cinco ].elas que seguem sáo de toda importância Carão
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terizam as p=rinclpaio propriedades do forcing e noo dao sua relação
com a noção de verdade em rl;'L= <]í , C> . ]Xo que se pegue d-
indica uma sentença, li.nó.fada ou não.

]Lema l

é verdade que Pll---
Para todo P b Cond e.toda sentença
P . plr---- ---] # .

g

Demonatraçio

outn) lado aç P ll-- ----l
que Pll---- P .

Temos este fato para a rel-açao ll
P então como P ? P não é verdade

Lema 2 Se PlF--- l4 e Q i2 P então o'lL-- #

Demongl;raça g I'fizemos a demonstração por indução na o=
dem <' C( , i, ] 1> de sentenças ]-inÜ.tadao, primeiramente. Os

casca 3 e 4 são inteiramente imediatos por indução. Se

p. 11-- ..1,/ vj. P (vi) então Pil--- P (t) paraalgum
t C VlÇ'\ e asse.moendo Qll---. P (t) e portanto
Q ll 1« vi P (vj.) . Se Pll--- --\B então paratodoR =P
nao é verdade que Rll--- IÓ e portanto ae R ;?Q 1? P temos -
que para todo R;' Q nao verdade que R f-- P e portanto Qlj---.--lg.
]lo caso de sentenças ilimi.tapas temos exatamente a mesma demont4ra
çao que noo casos ac:ima, exceto q\ae a indução é feita no compra
mento. lato eznerra a demonstração.

Lema 3 : Para todo P e toda P existe
g5 ou seja Qjj-- d ou Q il-- "v d

Q 2. P ta]. que
Q decide

Demonstração : Ou para toda Q:3 P ,não é verdade que
Qjf-- g oupara alguma Q 3 IP , .Qjl - la . No primeiro caso-
Pjj-- ----a Çi e no aegwido Qll-- ló . Isto tennina a demonstração.

Uma sequencia
ta se para todo n'(l o
da ou não existe .n ( w
ou p.ll--- -:- ,P

P. , n L w , de condiçoes é dita compõe

.teme,s Pn Ç Pn+l e para.té;da # limita
calque Pn decide P ouseja EDIL-- lã
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Lema 4 Existe uma sequência completa de condiçoea.

Demoíutraçao : Utilizamos aqtliv a enumerabilidade de IH ,
e enumerámos t8dab as sentenças #.. de L ( A: ) . Defi.nimoa por
indução Pn .como qualquer condição tal que IE)n2 Pn.]. e tal que
Pn decide # (lema 3) .

Estamos agora.em condições de defina.r as interpretaçoea
a: dos p:Baleados A: . Colocamos

. aj ; {m :] n (P.lF--Aj (a) )\ onde Pn duma
quencia completa de condições;

o !:Ld.e Pn

Co

Vemo i] imediatamente que a. Ç
(4) temos: ll a.i ll É: NT , poi-s

aj ll <U 'ÍIP,ll : PIF--- Aj (-g) ; P
M é mode].o de Z:Ja.

Devido à condiçl;o

e iRM ,pois

Podemos então definir a. função Va]. e a função D. como

foi feito en $ 2 . Como antcü seja <TI , C:)p , com

N =0((UG)R(M)VC( com a defi-feição de verdade em N como foi dada
na pag. IV.12. O lema 5 1i.ga a sequência completa de forcing com
a verdade em '*) = <.N , C>

lt.ema 5 : rTI.l== gl se e sê)infante Be para al-gum n C t-J 9;. IF.--- ç# . '
Demonstração : Suporlhamos IniclalmenteJ que P é uma seD:

terça limitada e fazemos a demonstração por i.laduçaü na ordem de # .
Se g é aarorma.:k v. Ç# (v.) e rUIr---Jd -/. P '".) ent;o é

porque eH.ste t C Po( tal que. pn.If--- g (t) 1, Ente;.o-l 1= g (t)
e portantorr\f= ]0( vo # (t), . .A recíproca é análoga. Se Pnt----tlÓ
então é porque para nenhuma Q2- ]?n é verdade que Qjl-- ló . Se lã
fé;sse verdadeira em /-r"t . então por indução existiria Pin tal que
P.IF--.g . Mas então ou P.ll----g e P.If----T # ou P.ll--- g
e Pmlf-- --"l13 o que é absurdo. Então nao é verdade quer\.l= /
e portanto. 'l.l.= ----1 # . A recíproca ó análoga. Oa out:iea ca
sos são dei..xadàs como exerczacio, devendo-se ]-embrar do exercício à
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pá©nal:V.12. E importante o teorema seguinte que não demonotrare

r.. a demonstração pode ser 9ncontz'ada naa referencial [4 ] e
[121 dadas na bibe-lograria. ' 4

[Pearema : Seja avl = ..(&i , (l:> a eatrutma relacio-
nal que cabemos ser modelo de Z.i'. . A relação 11-- de forcing é

- defil:cível. Mais do que isto a relação
ll'"r<.p, i, 1> : {.<:. P ,r#l> : plF- P g P é uma fórmu]a ].iilJi

fada de rank < B , i, 1> está em AI

ii e teorema justifica utilizarmos o nome da reJ-ação

IL!;:s:.ã; !:*. i=.ll;Íqil'il:.lliill:l«::== - :*i;..=l
estanca fazendo entretanto deverá estar c].aro do contexto. Observa
mosaindaqueae <.Í3,i, 1 > Ç <o(, j, I'> então -

1"-'(o(, j, ZD' I' <.P , j., z> :i:!"''' I'<.F , i, z>

. . \. HEabmos prontos agora a mostrar que«'l = <. N , ': > éW
de[Q de Z.]'. . ]?a]tam apenas os axiomas da'"substi-t;unção e pa=
tes

O lema 6, de fácil.demonstração caracteriza uma propz'ie
date interessaíitê dos termos.

Lema 6

tt C TO( tal que
Beija t € TO( . Para todo S C U .exi.ate

S ( t --------+ tt = S

Demonstração : Exerczacio

Qs lemas que ae seguem tem o carácter de lemas {ie rela-
tivização . t'i.mamoa, antes, alguma notação. Seja P (v]. ,... v. )
uma fó:rmu]a com n variáveis ].ivres. O símbo].o P <tl p...PtH>
indica que aubstituimos em g5 toda ocorrência da variável v. por
ocorrencias de t.i ' B'fizemos paí'a.indicar precisamente que t., su
bstitüi v] , e assim por diante .

]!ggg,.Z Seja ] vo P ( vo; vl;....; Vn ) u:nla fónnula
de L"' (Aj) e seja <.tl 9 ..., tn> uma n -- pla , tal que
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t].P ...f tn C {iq . Então existe .P C OIEiM tal que

[--- ] «./ <ti, ..., t.>----+«. # <'tz, ..., 'b.>
g

!

Demonstração : Seja a fórmula

\P ( vo9 v].P ; Condll-- , ...) := vo a Cond

(

vo [F-- ]Xvo,P <tlP ..., tn,> /Xvl ; inri F : vo If-'--

aX v. / < tl, ... tn.> )) ''7 ('-i ]lÇ ( vo ]F- ]lSv.

<t[, ..., tn> ,Á v]. = O ))

.Ê Óbvio qu XVvo :l' v]. V ( vo' vl,

O axioma da substituição em 11, nos fornece a parti-r do
conjunto Cond 0 M um conjlmto de ordinais (lli> . Seja

.P <''bi, ..., t.>. : t.,J <D. mtã. ,/3'<t:,. ..., t.>
tem a propriedade desejada. Pois se

11 tlP ...p tn:> então para todo P. C Cona

P ll-- lavo ,lã <tlf .... tn'> ' Existe portanto o menor' '&

tal que P lF-- l:ir vo P <tl, ..., tzl.>e portanto temos

X'' .!ÇI /3 . Assim sendo nel)htnln P . C Cona é tal que

p tF'-''"l.;b/ '<ta, '.., t.,> . .-t:. ll--' -ap".# <>z,... .,
lato encerra a demonstração .

Exercício : Mostre que se m O I'l então
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Lema 8 : Seja ] vo # (vç), vl' ''., Vn) umaf(5l:mula

de LtK(Aj) com n vara-áveis ].i-vres. Para todo « CQ M em-s.
te Ü C Q)IEiM tal que

[1--'- .] «. ,# <t:, ...,
para toda -(:.....tl '.. tn,.,>

t. > --].,í«. # <'t..
\
/

G U
n C«' C(

Demozutraçao : Para cada <1:ti '..p tnj>' C n Uut 0(

temor um ordina]., dado pelo lema 6, indicado por lrD <:= tl ,. tn

Considere noa a fórmula

(v., v: Tn
« ". ' .g« T; " ": F (v.)

O a)doma da aubstituiçae em M, aplicado a B iiã noo aá um
conjunto [] de o:rdind-o. Seja G' = U rl ; Ü tema prop:Pie-
dade desejada. A demonstraQao é exercício e segue os mesmos moldes

da do ].ema 7.

O corolário seguinte e/ imediato por culpa do ]-ema 5

n0«0ln/Tj0 Seja
/

]«. # ( vo' vl, v ) uma :fór.n
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mula de l,W (A.i) com n variáveis livres. Para todo 0( C O IRM g.
xiste (3' C O'IRM tal que

a'L l:' Jv. ,Ó''<'ti ,..', .tlã, -- ç.-v. © {.t]. ,..., tzi> pa
ratoda<.tlP...Ptn,> C Uea !jiR . '

]Lema 9 g Seja. ,d ( vl ,..., vn ) uma fórmula de LM (Aj)
com n variáveis livrei. Para todo,C( C a) RB/r existe uma.f6rmula-

- *;.::'l:=:::.::'',:;.e. ,.;.,*.>. -- Ó '< *:,...,*'> ':
Demonstração : Exercício. Dever-se-á faze-l-a por indu

ção sobre o comprimento da fórmula Ó .

Chegando agora ao axioma da sutstituiçao

Teorema l O axioin)a da substituição vale em rv'L

Demonstração : Suporlhamos que

.r\.]:- 'Vyo ]'vl g) ( vo ' vl ; tk ) onde .P é lma fónnula de

1."' (AI) com pelo menos duas variáveis livres. Os terra)s tk como
já vinda fazem o papel de parametroe. Devemos mostrar que '

'n. ]- v vo ]v]. .Vv2 ( v2 € vl--,':lv3
#( v3 ' v2 ; tk )) ) .

Seja então a ç; ]g ; temos a = ])t com t C T.r '

[ema 8 sabemos que para ./3 existe G' ta]. que
[1-- ]vo P( t', vo ; tk) -« #( t', vo; tk)

onde t',tlp...ptn € .TÍI e. t' € [P(( ' eja. o

terno u=lV+] v]. ( ]«vo (vo'C t,''' Ç) ( vo ' vl '; tk ) ) . Va-
mos mostrar que D',u é o conjunto que proctx'ávamoa. Suponhamos -
que /'ttl== S (l u . Então 'D's C D'u e portanto existe Bt ç; T

tal que Val r st C t ». @ ( s: , s ; tk )']

r't.]-:] vo( vo et. 'A @( vo ) s ; tk)) donde obtemos

rv'Ll:= vo(vo C t A @( vo ' s ; tk)) . Poroutro].ado,
suponhamos que

Pelo -

= 1 e portanto

\
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1::::1vo ( vo € t ,A

.' € T tal que F .' €
existe t?P € Tc( tal que

1::::: t", € t ,«. Ó

funcional. Assim sendo

Então existe

Pelo lema 6

( tn , S ; tk ) pois por hipótese # é

.a P ( vo ' s ; tk )

polo D'a C D'u') . Isto encerra a demora.

e porc t
)

tanto
traçâo.

Falta-noo agora o axioma do conjunto das partem. Defina
moss antes de atacar pràp:piamente a demonstraçaQ do teorema, a].gra-
ma notação. Sejam t e U têrnins de Llrt (A:) . Indicando por

t n tt = )ldvj (vj € t.,«. vj € t' ) onde

i.nf l. .P (t) , ,P (t')
Exercício Mostre que D'( t n tt ) D't n D't'

Lema ].O : Para todo
existe /3 C Q) iRM

tal que

v ( vo ' o

tal
que ]l)ara todo t .e a? existe

If-- t f1 6d : tt onde vo

Demonstração

Ouse:Evamoa que

cialmente que a''tt -. ; r'rttt
Seja P C Cona . Devemos

IF---- %«. ( «. '

Seja ent ão t " ç'

'<P , t"} €

Para cada t C T definimos

P IF-- s C t
TO(

para cada t , :'"Q.t c

I' t " 'G«

/\

lül . Provámos ini-

t''%«
mostrar que

t n vQ o( 'e'"''-"'> vo € t' n 6c( )
rl 6 ,, então

P

\
"'Z t

to p If- t" € t' n Go(
é tal que P

Se P tl-- t., € t n 6 ,

Assim sendo <'P , ttt ,.,> G ''R.tt e partam.

A recíproca é análoga. Como todo
11--- t n z,,P C Cona temos que
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11- t n éo( = bt n 6C( . DHui-to embora
to em M , '''L*V é um conjunto em M e

"t+e ç; PIÜ ( PM (Cond x Too ) .Em M,podemos

separar 'v'TT de PM (PIU (Cona x T«) ) porumafórmula
escrita na ]-ing;uagem LM (A.i). . Tendo 'rr T

fo/rmu].a : V ( vo ' v]. ; "'f T
]F] v2 ( v2 c {p.Í ,''"''-

'T nao oeJ a um cona un-
t emo s

)

€ M consideremo s a

( vg

0

( v'
2

]

v«
Q

vl v2 ( v.C vo
V

vl 0 )

Estáchro que Vv. =1 v. W ( v. , v. ; ''q'V ) . Substitui.D.

do-se ( em M ) com a fórmula W no conjunto ''R.tT obtemos um
conjunto de ordi-Dais.<!D , Seja ,Í?e O iRM tal que -
,P .>supÍc( l U €1)'} . bate or.Ú-nal /l! é aquêl-e que procwá

vamos. De fato, dada P C Cona e t € T devemos mostrar club

existe t' C V/3 calque Plf : tt ouse.
PiF-' 'V vo ( vo C t n6o( 'c"''--e' vo G]a vo

Pela construção do ozüinal /3 ,existe
.<,/3 tal que /vtt,: 'l'\S ' Assim

11-- v v. ( v. € t n 6«
Seja t' = s n zc( ; então ,P( t' ) < ,/'3
Temos ainda que

IF-- V

s € 'y 9

sendo coÍBe9

«

com
vllnos

V
0

e portanto

C s n

v. ( v.

IF--- t n 6

V0 C ti

então

Lema 1]. : Para todo c( € Q) IRM J existe .,/3 e a) IRM

tal que 'Q 1:::= pW vo( Ç vP '

Demonstração : Seja z ÇI V,/ , z C ]l . Então exãE
te t G P tal que D't = z . Temos então que

D't íl õo( ; D't n D' '6c( :. z ' Seja ,j3como
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leinalO . Então existe tí C T tal que [-- t r"tÇ3,v, .=tt.

Assim sei)do toda P If-- t 4. 'lZO( ' t e poz't;antop pelo lema 5

teremos,l. 1= t /\$)( = tt . Aosi.moendo, como tt € u:Q

D't' = z estáem v€3 , eportanto-].l:= PN v« ( v6.

Teorema 2

< N , €1> = fll
\

O axioma do conjunto das partes vale

Demos.s oração : Seja x C

ra algum « C O RM ' Então PN x

é transitivo. Sabemos existir Ç! €

de qtn Pxx x Ç

pu *: ; l ' ; ' ç * n..

PW x e N , ou seja PH

Isto encerra a demonstração.

]intão
': C V(Í pa-

pos-s V«
0 RM tal que

e portanto em N P - -.é vertia

vê
; z

Aa aim lendo

1/. z C VÍ3l' e portanto
(V v](v]. G vo------'' v]. C x))

e

x : D' ]e,".

Com o teorema 2 completa-se a,demonstração do fato (pe
= '(.H , C> é um modelo,de Z.i'. O restante desta secção
cada ao axioma da escolha. Os fatos importantes não restmi -

dos no :

Teorema 3 : Seja <RI,, C .> .=,-'\. lnn modelo
standard-

tranai.tido e inumerável de Z..F. + A.E. . 'Então, se o número de
predicados AI que introduzirmos na coxwtruçao de <N , C'> =/q ,
forfinito,,q é modelo de Z.B'. + A.E.

Demonatraçqo : Que . 'n é modelo de Z.I'. independe do número de -

predicados aer fil:ii.tr/ ou infinito . O fato crucial, no ca-
so em que o número de IÉ)dedicados A.l é fi.Dito, é que, podemos es-

crever uma f(5rmula finita que nos diz que a í'unção denotaçao res-

ta está em H.frita a qualquer
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Isto porque9 como ja vimos9 as interpretaço+s dos Aj sao em nume-

ro finito e estão em N. Assim neste caso temos DI'V« ( N para
a)Rm' Como em M vale o axioma da escolham podemos bem

ordenar qualquer conjunto em M. Seja x :D ts um conjunto em N
e suponhamos que t é r(X . Bem ordenámos TC( C PI com uma boa o=\-"\ .A '-'\ . /

dem [' e definimos pa:ra cada y C x um termo t., 9 que e o menor-
termo9 na ordem r9 tal que D'tv. :y. Seja

/

todo 0( f

X :'ltv : yCx . Eobvioque X ebemordenado.Colo
Gamos uma boa ordem em x í'azendo

/

' Ry ----'' t. \'' t,
A boa ordem R esta em N9 pois

./

D T' T(l( É N. De fato

R : l <.z,y> : <'z,y';. (
x x x A «. ] «:

( < vo'v].'> ( 1'' 1'x /'\ D'v: = y )}

Assim todo conjunto em N pode ser bem ordenado e porta11
to em N va]e o axioma da esco].ha.

Na secção segui-nte faremos então a demonstração da consi.Ê
tenciade iã'- : .]\{. com Z.F. + A.E.
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$ Ü. : A Consistencia da Hipótese do CODttrDUO

Seja ««\ = <M, C> um modelo standards transita.vo e enu-
meravel de Z.F. 'e do axioma da escolha. Consideremos uma. letra -
de predicados Fp unário e construímos a linguagem Li''(F). asco -
].hemos então em M um conjunto 9 o das conde.ções9 i-ndicado por -
Cona, como'anteriormente. O conjunto Cona será o conjunto de tôdas
as funçoes injetoras de algum (l( €1 .l\tM em tRM. Sabemos que \RM

( o conjunto dos rea.is do modêlor.q ) pode ser i-dentificado com
( JN-ç )m em M. Assim uma condição e uma função i-njeto-ra

P g 0( CI.i'~.LM ......------..> RM . Esta claro que tomamos Cond C M.

Definimos então a relação f---. entre elementos de Cona e forma
las do tipo F (B) da manei.ra segui-nte:

l

. F(n)---- m éumparordenadoe mCP

0 leitor poderá verificar que todas as condiçoes da pag,-
IV.15estao sati.afeitas. Como foi feito em $ 3, estendemos lt---- a

uma relação de forcing9 11-- , entre os elementos de Cona e,fórmulas
de IM(F). Feito isto, escolhemos uma sequência completa 1. Pnl e
definimos

.A.

f : ]i. m : ] n ( Pn 11--- F(g.) )}

Colmo'sâbemosp li f ll € ORM ' Construímos então a função denotaçao e
partir d].sso o modelo'l\.l ; '(FT)e.> . Temos lambem que f C N e de'
vi.do ao teorema 3 da ultima secçaop o axioma da escolham vale em

q = <'N,e> .

Os ].emas ]. e 29 abaixo, tem a fi.validade de.mostrar quem

nao existe ner)hum real em $19 que ja nao estivesse em bi) i.sto e, -
que com a nossa construção nao introduzimos nenhum novo subconjunto

/

de 0

Lema ]. Para toda condição P e para todo r c IR"'' 9 Ê
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Riste a C Cona
+

ta ]. que Q :? P e a r € RM

Demonstração : 0 fato crucial na demonstração e quem a união enume-
ravel de condições Pn 9 tais quem Pn+l .3 Pn 9 e uma condição. SÊ
ja CL C {R'~. Então (à.,: D't 9 onde podemos considerar que t = talo
Pois a é um real. Seja ai.nda P € Cona. Uti.li.zamos o axioma da
escolha em Mp para construir por indução uma sequencia

s; <n) Qn> C M) de condiçoes9 da forma seguinte

1) Tomamos 0 ol:) P tal que 0 o decide 0 € t

2) Tendo escolhidos n tomamosQ n+l 3 é?n talo-ue
a n+l decide n + l G t.

Seja K a imagem de s . Tomemos

b: 1. k: ] n( nc o'''-0n il--- kCt).l
Obvi.agente b € M. Seja aldeia 0 = u K9 que pela observaça.o feita -
no inicio pertence a cona ( ]embrar que c r.]\l.t: E -bt.T ) . Está -

claro quem ? p. Mostremos quem 11--- t = b . De fatos suponha -
Bosque all-- kCt ; entãoparaalgum nCo 9 é2nll-- kCte
portanto Q 11-- ke b. A recíproca e trivial. Então como b € M e
e If--- t =b temos quem 11--- t C RM e portanto a demonstração
e sta termo.nada .

O leitor devera notar que a..domonstraçao feita aci.ma poda
ria ser inteiramente codifi.cada em L''(F) . Faço frizaremos isto nes
ta secção9 preferindo nos manter informais.

Lema 2 .\H RM : mN

Demonstracg.g : Existe P. na sequencia completa tal que P. de-

cide aM=tRm . SeP.ll mM=pm ) entãoexistiria rcRN

tal que Pnll-- --l( r C Rm ) . Pelo lema l sabemos existir Q 2. Pn

+ SupomosP evidentemente, que a sequência Pn está em M .
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tal a If--retro . então all--- 1-- C mM e c2 ll---- -n ( rCRM) o que
e absurdo. Então Pn If--- RM :RN e dado o lema 5 da '$ 15s

l:mM : n:

Lema

funçlio tal que
3 g Seja toC M. Então se g
g e F{P então g C M) onde (X e um ordena.l deN

!2en9p:!iÇ!.gsgp : Se g e uma função em FT então existe Pn tal
que

Pnll--.(gérunçao e dom g:o e Im gç(.( çm).
Observamos aqui que se 0( C a)RN então (l C ©RM 9 como já vimos
Seja PI 9 uma condição mais forte que Pn9 e utilizamos o axioma

da escolha em M para produzir uma se'vencia P2 9 C 9 por
indução da maneira seguinte

(1) P. ; P'

A.

(2) PP+l 1) B.} eetalqueexiste xCM

pha ]-z 11--- g (n ) : x

(3) pzo ; -i P» . Temos que E., erma condição.

Então se definimos

ü= < <.ü ,x) : p., 11-- g (») :x

temos prontamente, por substituição em M que G e M e como

z) 11-- G =g temosque qo li-- geM. Masentão naoeve=
date que PtlF-- g ê M e como P' e arbitrário tentos que

Pn ll . Então .rl. 1:= g C M.

D 0

Coro].apto ]. Se um ordinal 0( e enumeravel em b{ então
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0( e enumerável em M

!2QIBQD;glÇ=29g.g 8 Se /n .l:= C( = o ent;o a função que faz a bijeção
esta em M9 pelo lema 39 e portanto (l( e enumeravel em M.

ç Qlé!+ç? 2 ]\{.u -NW
l

Relega.glÇ=e$gp : Obbservamos apenas que ]''(.- l e o conjunto de todos o=
finais enumeraveis9 e usamos o corolário l

Estamos prontos agora a verificar que f e uma funça.o i-2
(emN ) de ©N=RM e l\im =:Í{..M . Observamos que

..l\:... ,...\ --\ l .. . ./
se isto for demonstrado teremos 2 'o =1?< 1 em N 9 ja que
e o menor ordinal que tem mesma cardinal-idade que R .

/

jetora l l

9

l,ema b. : mEr é função i.njetora.

Demonstração : E obvio que se m C f 9 m e um par ordenado. Divã
cimos a demonstração em duas partes9 uma para mostrar que f é í'u11

ção, a outra para a injetividade.

(]-) Existe P. na sequência completa tal que P. deci-

de '' f' e função n. Se Pn lF--- --\ ( f á função ) então existiriam

pares <(1(s rl')'9 '(« }rl;> 9 tanque Pnl\-- F('((1)rt)

e Pnll--- F ( <« , r2 > ) cona rl :7ç r2 ' ]qas então, pela defini-

de ll e do conjunto das condiçoes9 ' 'QC(.}rl,> C Pn e

'<(X.i r2) C Pn ) o que nao pode acontecer. Então

Pn 11-- f e função e portanto rí'l f:= f e função.

(2) .A demonstração que f e injetora e inteiramente aná12
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ga a feita acima e é dei-xada para o leitor

l.ema 5 ll:::: .- , ::x'-T
'xl NJ'L''

l

Detlionst;ração : Tomamos Pn na sequencia compl-eta tal que Pn de-
cido dom f :l:li\~ M . Se P. If-- ------l ( dom f ::ltxl..U ) então existe

(l C :jjjÍ\IM ta[ que Pnlf-.. (] ,/ omf. Sejaçl omenor ordina].

com esta propriedades ou sejam l3 : inf 1 (1 : Pn tf-- « ,Jrdom f

Então domPn = Ç' e Pn 1-- dom f :ê . Seja r C RM , tal -

que r é lm Pn' Este realdeve existir poiso em Fa 9 mM na.o e
enumerável ( utili.zamos, A E ). Consideremos então

Pn ui<e/ '"'l' Como domPn :f' 9 PeCond eevi

dentemente P 2 P. . Observamos também que P n.ao pode forçar que

aomr:q 9 ja que P13 Pn e P naopodeforçar doma;f .
Isto sendo um absurdos temos que Pn 11-- dom f ::li\~LM e portanto

l

P dom 9n
/

ambem que P

«\l:::.«. :x: .
Lema 6 : íq l:= Im f : IRM =çRN

Denlonst;ração 8 Tomamos Pn na sequencia completa tal que Pn deck.
de Im f : nM . Suponha que Pnll--- ----l ( Im f :: iRM). Então e porque

existe r C mM ta]. que Pnll---V' vo(vo Cl\l--l----------,(vo .r '> ,e' f)

Como Pn C Conde exi.ste (X C

detemos P : Pn U 1 < oo r'>

tal que dom Pn : (l( . consi.

Então P C Cona e P ) Pn
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u bsezwamos também que
M

P [1"-- ]v.(v. C 3{-.-]. ''\ <v.,r> C f)

e como P jj2Pn' isb é absurdo. Então Pn]t ]-mf = IRM e portan-
to 'q F::: Im :r : R

Os .Lemas ante:Piores nos fornecem então

Teorema 1 : im. n'l = <(N, E>vale a hip

-'.*.,; ='':i':f'].T'T:':.=:" H ='::u.J;. '.-* ' ""; '"'.;'
-:?*l " nw (2:?Lo)N . Cono (2;J'L.)it ó uln cardinal ( e portant

aleph iá que A.E. vale em <(N, G,> ) temos '-l\.Ln : (2:N'')IN em

N.

6tese co.ntÍdo

0
l

nuo.

.Provámos então o s eg Dente

Teorema 2 : Se existir um inodelg , n'v'L = <M, E.>. otan
data transitivo e inumerável de. Z.-F. + A.E., e.ntão existe um moda.

rlrl, = '<']J9E :>' de Z.]P. + A.E. + li.C.

Havíamos prometido .um resultade de consistÉlncia rel-a-ü va,

ou seja que l Cona Z.-F. Cona (Z.i'. + A.E. +H.C.
.Eh ].939 Go del provou que

Cona z.P'. Cona (z.P. + A.X. ) l

portanto se conseguíssemos provar que

bons(Z..F. + A.E. -----».. bons(Z.I". + A.E.+ H.C.

terrenos menti.do a palavra. Acontece que nao e/ verdade qtae

( Caos (Z.F'. + .A.E. ) ( Nt cz modelo otan(iard

e
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e tranoiUvo de Z.i'. + A.B. ) e portanto nossa demonstração PB:
Tece deixar a]go a desejar. ]la realidade, para. verificarmos

Cona ( Z.B'. + A.E, + H.C. ) devemos verificar que todo conju&
to fã.r:tifo de axioxnlas é consistente. No nosso caso, devido ao axioma
da substituição temos um nome:ro infi,nato de axi-omaa. Entretanto, se
tivennos lum número finito A].p A2p ...p Ah- de axi.amas o teorema 5
da secção 2 do capítulo 3 nos garante qur çxist9 um modem-o M
enumerável standard e transitivo para Al! ... A . Assim sendo tg.
mamoa êste M para fazermos a nossa construça9. O quç :fizemos moE.
tra que ae um conjunto finito de axiomas de Z.B'. + A.E. for con
si.steDte então êste conjunto finito de axiomas mais H.C. é conai.S
tente. Portanto, de fato mostramos que

Cola Z..F. + A..E. > Coiw Z.I'. + A.E. + H.C.

e portanto (8;le se Z.]?. é consistente, Z.-F. + H.C. + A.E. ó conste
tente.
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Equivalentes do A.E.

Vamos aqui apresentar alguns enunciados aqui-valentes aQ
ud.oma da escolha. Apresentamos apenas os enunciados mais ustmi.s.

l da Encolha

(a) Vx(x g O nNv(u- c x---.»v+o) õ.NvNz(z, 8' çs x A z 4 v

O) u(u e x -----. ] v(a n u }« } ,'
DU

(b) V r(r C dom fV .,.... Vx(x e dom f --------.». x # O)

]'g(g c dom fV A V u(g' u C u))).

ou

ço)Nxçx4a N yçvçix-- váo)..~'Nv\-.ç,.,ve.:. ,...#v

-: z n y 0 -----»- ] f(f a xV «. 'V u(u g x ---- f'u C u)))

ou

(d.) 'Vx(x g 0 a. 'V y(y a x ------- y # 0) --------- .] f(f G XV .A' 'V y

(y C x -; ry G y)).

BI fác5.1 ver que(a),(b),(c) e(d) sâo equivalentes. Por
exemplo

l - (c) ------ (d) a) (d) --- (c) - 6bvã.o

b) (c) --------:- (d) -seja x/O etal-



qun se y C x y / O . B'ormemoe o conjunto

X = ll.y'lxy:yax'l <1::: Pxvx.Entãosc z e zi es
tão em X e, z # z' temos obviamente z n zt ; O . Então existe

:já qle XZO, uma função f definida em x tal que

.'{ «] . , . { ,{ * " ,'«

seja ,a,'> ' f«} * " ' z €1 y

seja g deH.nada em x tal que gy = z ( tal que rÍP3
<ylz.>). Então g é a funç:o que proclx'ávamos.

Podemos.analogamente, demonstrar que todas as :formas dadas
são equivalentes.

2 da Comparabilidade

V y lar( f é injetora A (f e xy

Êste aJd.oma nos diz que dados doía c.onjwitos existe uma
função injetora de um para o outro ou vice-versa. :Podíamos enunci.á
-lo também da rotina seguinte

'dx 'qv çx $ y v y 4. x)

Axioma da Bca Ordem

Vx ( Bo(x) / o)
Elstc e,nunciado nos di.z q\e todo conjunto

boa ord em dobre ele .
x possui uma
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Seja v um conjunto pa;'cialmenb ordenado, Então existe
uma cadeia inaximal contida em V.

. Estai são as fonnao mais usuais dos aqui-val-entoa do axi,o-
ma da escolha. Referências para aa dennnstraçoes est;o na bibli.og:rg:
fia.



B l B L 1 0 G R A F l A

Dak'erros a bi-bliografia, c.atando livn)s e artigo parti-ne&
tes a cada capítul-o

Ca.PÍtulo l

Excelente introdução a cálculos de predicados de l2 ordem,
ood em aer e nco nt Fado s e m

r 1) S ,, C. Kleene : 1-4athemati

.J. l;lriley and Sons

(2) \6r.s, Eatchcr : I'olmdation

y.r ,B .* Sounders Co .

D,llí?ã.s resli.cuidas , mas

ap-msent açiies do

(3) J,L. Bela, A.B. Slomson = llodels and Ultrap:roducts
]iorth-.Hollandl?ubl Co .(1969 )

(4) P.i. Cohen : Sct Theory and the Continuam ni.pothesi-s
w.A, .Benjaínin Inc. (1966 )

Logiccal

D.lEathemat ic sofS

saopor me noB a8nem

(1.968)

atraentes,

Cap S- t ul- o

]jRcelente referência para ;ste capítulo sâo (2) e (4)
acima. Pod.amos Citar também

(5) K. !Curatowsk]., A. Mootowski : Set Theory
Rorth-Holland rubi. Co.



]l:o treta.mos da teoria de conjuntos de
maa além de (2) uma referência ó

Godel-Bernays,

(6) K. Godel : The Consistency of the Axi.om of Choice and the
Cona i.nuum Hipothesi.s

4g edição, Prlnceton (1958)

Para o ]ei-tor preocupado .com aaJI)entoa fi].oo6ficos da teo
ria dos conjuntos nos parece muito acessível a expressão feita em

(7) A;lA. B'ré:.elüel, Y. Bar-Hall-el 8 Fauna.abono of Set Theory

]lorth-Holland Publ. Co. (1958)

ná ainda uin número de livros introdutórios de bom nível.
Destacamos d oio :

(8) P.l Suppeo : .Axlomati-c Set Theory
Van ]Xostrand (i960)

(9) E; Mende[-son : ]ntroduct]on to f.{athematica]. Logo.c

Van ]lo strand (1964)

Capítu-L0 3

As referências (3) e (4) acima são de pd-ncipal valia já
que os teorema.s que enunciámos Cotão ].á demonstrados. Foi. útil
também .

(IO> A. Roblnson : Introductjon to Motel Theory and to the Metham.3
thematics of Algebra

Norte-Eol-l-and Publ. Co . (1963)



Capítul-o 4

A fonte bási.ca pata o fora-ng (5 (4). Uln número de outros
trabbalhos também aao úteis. Uma li.nguagem ramificacla como a que u
tilizamoa pode ser encontra.da em

(11) A. Leva : Definabili.ty in .Axiomatã.c Sct Theory - l

Plocedinêls of the 1964 .[ntçrnational congz'ess on Logic,
Methodo[ogy and Phi.].osophy of Science

Editado Dor Y.Bar-]]i]].çl.
Nor-];h-i]o]].an(il POLI . Co . (].965)

Excelente exposição dos métodos de Clohen e dos construtlÉ
fieis de Godel está cm

(12) R.B. Jenoen : Concreto Modela of Set Theory - em Sets, Mo -
dela and Recurslon Theory editado por J.N. Clro2
a l D\r

]iorth-H( ]].and rubi. Co. (1967)

Para aqueles pouco familiarizados com Godelizaçao! (2) é
exce].ente compai:iria, especi-al-mente o capítuJ-o 6.


