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Bste trabalho se constitui numa apresentagao da teoria de
conjuntosmde Zermelo - Fraenkel indicada dagqul por diante por
Z I, e de alguns t6picos correlatos. A pretensio, é que, um indi-
viduo conhecendo apenac a teoria intuitiva usualmente ministrada -,
num curso de topologia geral on anélise, possa le-lo integralmente,
B indubitdvelmente necessario algums maturidade intelectual. =

O desenvolvimento feito nas piginas que se seguem, é axio
mético ., Deve-ge entretanto, entender bem o que se quer dizer com -
isto. Assim é que, muito embora apresentemos, no capitulo 1, uma -
linguagem formal, LZ,F , juntamente com os axiomas de uma 1égica
de primeira ordem, suficientes pars formalizar toda teoria exposta
no capftulo 2, nunca faremos demonstragoes™ formais. As demonstra
c0es apresentadas, serao, como quase todas em Matemdtica, comenti-
rios, destinados a convencer o leitor que, degejando-se, poder-se-—
~ig tornar precisa e formal a discussao feita. Frize-se que, a todo
momento, déd-se,crédito aos axiomas que permitem estabelecer as cong

trucoes feitas.

Os mesmos comentdrios que acima, valem para a utilizagao,
no capltulo 2, da linguagem LZ'FIO B, as vézes,-tedioso, manter
~ge em L, n . Para transmitir mais ripido e melhor idéias utili-
zamos , algumas véezes, de simbolos que nao aqueles de LZ m o Em to
dos os casos em dqie isto é feito, chamamos a atencgao do leitor que
esta se adotando apenas uma abreviacao para alguma concatenatao -~
mgis longa de simbolos de LZIF’ . Estabelecida a abreviagao, utili
zar~se-3 livremente,

Quase nunca no texto, daremos crédito as nossas fontes. =~
Entretanto, a bibliografia é feita, discriminando-se as referéncias
por capitulos. As. referéncias ditas maig importantes sao, usualmen
te, a nossa fonte.

# Veja a definigso de demonstragao, no capitulo 1.
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0 leitor deverd ter inferido que o capitulo 1 se refere
a uma linguagem formal pafa a teoria de conjuntos de Zermelo -
Fraenkel, enquanto que o capitulo 2 é dedicado a exposigao desta -
teoria.

No capitulo 3, relacionamos alguns fatos essenciais sobre
modelos, que utilizaremos no capitulo 4. Além dissn mostramos que
se ZF & consistente entao nao se pode demongstrar em Z F a
existencia de cardinais fortemente inacessiveis.

No capitulo 4, trazemos uma dcmonstragac da consistencia

da hipbtese do continuo ( ) com a teoria de Z F

utilizando forcing ou Métodos de Cohen.,

A teoria de ordinais qie desenvolvemos é devida, na sua -
forma a Dana Scott e Alfred Tarski, Segundo informagdes que tive -
mos, esta forma de apresentagao & inedita e nos foi comunicada por
Jacob Zimbarg Sobrinho em um curso de teoria axiomdtica dos conjun
tes. O mesmo comentédrio de inediticidade é vdlido com referencia . a
demonstragao da consistencia da hipdtese do continuo apresentada.

Talvez, o lugar que mais se cometa injusticgas num traba -,
lho seja nos agradecimentos que se deve a pessoas que nos ajudaram.
Desculpamo-nos desde j4, pelas que, inadvertidamente, possamos co-
meter, '

A origem desta exposicao, estd num curso de Teoria axiomg
tica dos conjuntos ministrado por'_JaQob Zimbgrg Sobrinhn no Insti
tuto de Matemitica e Estatistica da U.S.P. BEm particular, os capi
tulos 1 e 2 830 inspirados justamente neste curso. Foram de =~
grande valia para nés, as notas de aula de dois colegas do mesmo -
instituto, ZIole de Freitas Druck e Ivan de Camargo e Oliveira,
gque puseram-nas ao nosso dispor.

Agradecemos ainda aos Professores Newton Carneiro da Cog
- ta e Edison Farah pelo interesse que manifestaram pelos nossos es-
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tudos de Teoria dos Conjuntos e Légica e pelo incentiw que déles
emanou. '

A Jacob Zimbarg vao os mesmos mals sinceros agradecimen
tos, No capitulo 4, em 'especial, suas sugestoes foram valiosIssi-
mas, As horas que passamos a trocar idéias foram mais ricas do que-

nés pudessemos desejar ou mesmo merecer,

A minha mulher, meu agradecimento nao s% pelo alento, co-
mo também pela sua paciencia, quando da escrita déste trabalho,

sao Paulo, 15 de abril de 1971

Francisco Miraglia Neto
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caPfrTULO I

A Tinguagem de Zermelo - Fraenkel



I. A linguagem de Zermelo - Fraenkel.

- - ) z
Nesta primeira parte vamos apresentar uma linguagem que sera

4 “ w7 .
por nos usada em boa parte daquilo que se segue. Como ja frizamos ante

- - . ~ ’ . .
riormente, a nossa principal preocupagao e teoria dos conjuntos. Apre-

sentaremos, entretanto, a sintaxe de uma linguagem formal tal que téda

teoria de conjuntos de Zermelo - Fraenkel pode nela ser formalizada. O

’ . N .
nosso tratamento sera, na maior parte das vezes, informal, mas tudo

que for feito poderé ser tornado preciso utilizando o que vamos descre

ver abaixo.

Para estabelecermos a sintaxe desta linguagem formal, LZF,ppg

. . - C ' - - . ~ .
cisamos inicialmente dos seus simbolos primitivos que serao listados a

seguir:

3 ’ 3 ’ 4 3 s . . -
(1) Variaveis:,K Temos um numero enumeravel de variaveis, indica -

das por Vs B EN .

(2) Simbolos de Predicados:

Temos apenas dois: € (pertinencia) e =

(igualdade).

(3) Conectivos Logicos: Temos V (ou) e 1 (n2o)

(4) Quantificadores: Temos o simbolo o (existe)

(5) simbolos Auxiliares: Parentéses, virgula,

Com os simbolos primitivos podemos definir
tas destes que nos interessardo.
Comegamos pelas formulas atomicas:

~ « & -
(a) Se v, e v, sao variaveis

5|
enta.0 vy € Vi e Vg =7V, 850 formulas atomicas

pontos.

/e . - .
as sequencias finl

(b) Apenas sequéncias de simbolos do tipo indicado em (a) 520

4 R .
formulas atomicas.

As sequencias finitas de simbolos primitivos que vao nos inte

. r ~ . - . o .
ressar denominamos formulas, e sao definidas por indugao como abaixos

(a) Pormulas atomicas sfo formulas

(b) Se # e Y% sao formulas e v é uma variavel entdo ¥ U ¥y ,

—/ g e - vy J sao formulas.
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(¢) Uma sequencia finita de simbolos primitivos é uma formula se
e somente se resultar da aplicacdo de (a) e (b) um nimero finito de ve
> B . ’ s
zes que a sequencia e uma formula.

Definimos ainda ocorrencia livre ou ligada de uma variavel ny,
ma formula. Uma varigvel ocorre numa formula, se ocorrer nesta formula

0 numero de vezes que uma varidvel ocorre numa fdrmula é o nimero de o
correnc1as da varidavel na fdrmula.

A ~ . . 7 ’ ~ . ~
(1) Todas ocorrencias de uma variavel numa Fdormula atoémica sao
livres.

(2) TUma ocorrencia de uma variavel é livre ou ligada na formuls

P s 4 o~ . . 7
' g, conforme for livre ou ligada como ocorrencia da variavel em @

> % . L z . . 7
(3) Uma ocorréncia de uma variavel é livre ou ligada na Fdrmula
- ) il . . . A o
g v s conforme for livre ou ligada considerada como ocorrencia em &
ou ¥ .

g

z .7 09 ~ . =
(4) Se Vs & uma variavel, todas as ocorréncias de V4 em E Vs
(¢ , uma formula) s8o ligadas.
I‘ . v, - (g - .
As ocorrencias das outras variaveis sao livres ou ligadas,con
forme forem livres ou ligadas, consideradas como ocorrencias em ¢ .

Uma, férmula Sem,varlavels livres é denominada uma sentenca. Se

a ¢ uma formula, e v v csey V variaveis. Escrevemos J Cv
J ’ 19 Vo s ’1’1

2, vesy Vo ) para indicar que as varidaveis livres ocorrendo em ¥ €S-

n

tao entre‘as Vis eeey V. Em particular se escrevemos Qf(vj queremnc
) - n e . ) Ling . ol .
dizer que v tem ocorréncias livres em £ . Se v; e V4 sao variaveis

H
- 7 . . -
dizemos queﬂyj e livre para v, em g , se, substituindo-se cada ocor-

o~ . "~ X - " @
rencia de Vi, em ) y POor uma de Vj’ todas as ocorrencias livres de‘vf
tornam-se ocorrencias livres de Vo

Introduzimos, como abreviacoes, as scguintes expressoes:
=, ' T —
N (g v ¥)
) == e P »
ﬁ-—~> ¥ Def ﬁ v oA
—\J W —
g ==V =p (B=V) A (w—g
= 1
VY8 Fper T vy 2

3V ¢(v)'—:— VVVV(ﬁ(V)/\ﬁ(V)—%V:Vj)

’ . ~ ~
(esta ultima expressio le-se:
existe No MAXIMO UM weeeoooaoes)e

Avid v) =, ij (F (v5) A Nvy (F (v)—= vy =v))).

(esta ultlma expressao le-se:
existe UM UNIiCO seececococoos)e



onde ¥ e V¥ sd@o formulas. Estas abreviacoes tem o significado usual.
Assim @ A VY le-se " # e W ", etc.

Se #§ é uma formula e se Vs Vos eesy Vy s80 as variaveis que
ocorrem (alguma vez) livres em g s 0 fecho de Quine de g , indicado
por [ﬁ_J é definido pors

[#]

Il

7 . ’
£ obvio que [ﬁ] é uma sentenca.
Vamos descrever agora um sistema de axiomas, que serao 0s nosg

E . 7 . . N N « £ s
gos axiomas logicos. A partir destes, e mals dos axiomas especificos -
da teoria que trataremos devemos deduzir todos os nossos resultados.Na

realidade o que apresentamos s20 esquemas de axiomas., Um esquema de

axiomas e uma expressao formal tal que quaisquer que sejam as formulas
introduzidas na expressao, mantendo a sua forma, obtemos um axioma.

Os esquemas sao os seguintes, onde @ , ¥ e X indicam férmg

las:
PL: (f—V) — ($=X) — (§ —=X))
R (T —4¢) — ¢
P3: g —(T1¢g—=VY)
P4:V xVy g — Vy Vxyg
P5: Vx (f— y)—> (Vx¢g — Vx V)
:Vxg — ¢
P7 : Se x nfo é livre em §, entdo f — Vx g ¢ axioma.

P8 : dx(x=y)

P9 : Se V¥ ¢ atomica e obtida de ¢ substituindo-se uma ocorren—
= - ~ - ~ 4 .
cia de x por y entao a seguinte expressao e um axiomas:

<

X=2y —= (—=Y)

4 & i . .
Temos uma so0 regra de inferencia, denominada, modus ponens:

ﬁ,@l“—"w
N

ou seja se temos J e @ — VY , entao temos imediatamente Y .

. . . 7 .
Aparece no enunciado dos esquemas de axiomas, variaveis deno-—
7 ~
tadas por x ou y. Isto sera uso comum no resto desta apresentacgao ,
. . . 's . . .
e raramente utilizaremos as letras v aferidas de indice para indicar
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« £ - ~ r ~
variaveis., Isto nao devera entretanto, causar nenhums confusao.

Seja [ um conjunto de formulas de L,pe Una formula @ é dite

’ 3 . R ~ . . . 7
demonstravel a partir de ' se existir uma sequencia finita de formu -

las &, ﬁg, cees ﬁh satisfazendo para in 3
(1) 4 i g

(2) ﬁi é um axioma

ou

"~ . - 3 s *
(3) ¢i e consequencia imediata de duas formulas anteriores -

ﬁj, ﬁk j, k<i pela regra de modus poneus

ou

(4) ﬁi 6 uma das formulas de | .

Se # é demonstravel a partir de [ escrevemos ['Il— & e dize
mos que @ e dedutivel de [

Se [' for vazio escrevemos |}— (¢ .

Sem demonstragao, apresentamos dois resultados importantes:

Prop. 1 : Uma formula ¢ é demonstravel (a partir do vazio) se e

A Y o
somente se seu fecho o for.

Teorema 1 : (da deducao).

Seja [' um conjunto de sentengas de LZF’ e sejam & e ¥ sentencgas

de L, tais que

PU{yf}l——\w . Entéo Mg — v

As demonstracoes destes dois resultados podem ser encontradas

ZF

nds referencias do capitulo I, dados na Bibliografia. Daremos, ainda u
a 4 . L3

ma lista de formulas, ou mais precisamente de esquemas de teoremas pa

ra referencia do leitors:

1) =& — (y—4g)
(2) =g —vyvg

(3) +— —Tgvg

(4) = gVY —= Wwvg
(5) =" A )
(6) gAYy — ¢
(7) - Ay —= ¥

(8) +H—¢g <= g



(9) — ( —=V¥) — (T ¥ — ) 1.5

(o) H— (@ —vy) — (g — TV )—= —T1g)

(1) = 1 g — @ —VY)

(12) — Vx (x = x)

(13) —=V=xg (x) —= & (y)
onde ¢ ¢ uma formula qualquer de L,p ¥ livre para x em 7 .

(14) {ﬁ(x)} — V xf(x) onde @ ¢ uma férmula e x é uma varid -
vel qualquer. ‘

Em todos os itens acima, @, V¥ e X indicam férmulas;

O sistema de axiomas aquli apresentado ¢ devido a Tarski*.Quai
quer sistema com os postulados légicos como acima é denominado um cal-
culo de predicados de la. ordem. A teoria de conjuntos que vamos desen
volver no capitulo seguinte é dita uma teoria de la., ordem pois pode
ser formaligzada num calculo de predicados de la. ordem,

Daqui por diante, nossa apresentacao sera mais informal. As—
sim sendo, as demonstragbes que apresentaremos serdo (alids como quase
todas em Matematica) comentarios para convencer ao leitor que poder-se
-ia fazer ums demonstragao seguindo-se as regras apresentadas aqui, se
assim desejéssemos.

* Tagki - Remarks on the formalization of predicate logic - Bull. Am.
Moth. Soc. (vol. 57, 1951, pag. 81 — 82)



cAPTTULO II

A Teeria de Conjuntos de Zermelo ~ Fraenkel



IT. 1
§ 1 : Axiomas. e Primeiras Consequencias.

A teoria de conjuntos que vamos apresentar, deveré ser desen-—
volvida a partir de seis axiomas e um esquema de axiomas. Imediatamen—
te apés a apresentagd@o de cada axioma na linguagem de Zermelo - Fraen-
kel, Seguem-se comentarios sobre a formulagio apresentada.

7 P 1l : Axioma da Extensionalidade

Vxdy (Vo (e x =——=ney) —= x=7)

. - - 4 .
fiste axioma nos diz que um conjunto e determinado pelos seus
elementos. Dois conjuntos serao iguais porbtanto se tiverem os mesmos e
lementos.

7 B 2 : Axioma da UniZo

VxdyVu(uey — Jz(ze xAucaz))

. P Lo - .
Bste axioma nos fornece a unifo de uma femilis de conjuntos .
s e . . . . ;
Se x e g familia considerada, indicaremos g uniao de todos os conjun
tos de x por U x.

Z P 3 : Axioma do Conjunto das Partes

VxdyVuuéy =—= Vizlzeun == zc¢ x))

Bste axioma nos da a,existéncia do conjunto de todos os sub -
conjuntos de um conjunto dado. Indicaremos, para cada conjunto x, 0
conjunto das suas partes por Px.

72 P4 : Axioma da Infinidade

AT (Az(z € I) AVYy(y e I—dz(ze¢ I AVuugz «<—= u=y)))

Temos aqui garantida a existencia de um conjunto nao vazio ,
~ ~ ' Fay .
tal que se y pertence a ele entao v tambem pertence. kste axioma
. . ‘ . . . 4 o
nos permitira mais tarde construir o conjunto dos numeros naturais.

Z 5 s Axioma da Regularidade‘

Vx( dz2(z € x) ——= yly e xA V'u(u€;y — = T (ue¢ X)));

fste axioma é um pouco artificial e incluimo-lo por razoes
téenicas. Mos diz que se um conjunto ndo é vazio entdo existe um elemen
to néle tal que nio ha elementos em comum entre eles. RBste axioma nun—
ca ¢ usado em Matematica convencional. Intuitivamente, teremos todos -
0s conjuntos construidos a partir do vazio e este axioma nos garante
que isto é possivel, ja que cada conjunto nao vazio tera um elemento
minimal pars a relacao £ .
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O ultimo axioma e na realidade um esquema de axiomas.

7Z P 6 : Axioma da Substituigao

Seja ﬁ (X, 75 Bpseeesty) uma formula qualquer de L, com pelo menos

duas variaveis livres. Entao Lﬁfx _J vy @ (x, y,tl, sewp k)
Y m ‘WImJ YV z(z €' «—> iiu(u emAd (u, z3 tl,o.,,uk)))]

Este,axioma é talvez o mais caracteristico da Teoria de Zenne
lo — Fraenkel. Ble nos permite construir conjuntos utilizando proprie-
dades. Entretanto o enunciado' ¢ cuidadoso, de tal modo que possamos
presumivelmente, evitar contradigoes. Assim, o axioma nos diz que se
vara ty, ...,t, fixados, se g (x,7: Ty eeeyty ) nos define um tnico ¥y
para cada x (podemos pensar @ como uma funcao definida para todos con-—
juntos) ento o contradominio desta fungSo quando restrita a um conjun
to m € um conjunto m'. A razao pela qual, provavelmente, m' nio pode
ser um conjunto absurdo decorre do fato que a cardinalidade de m! é me
nor ou igual a de m. Devemos observar que oS tj 530 apenas parametros
utilizados na corsirucao da formula . Observa-se também que O axioma -
esta enunciado numa forma bem forte, que nunca e utilizada normalmente
em Matematica. |

Daremos agora algumas consequencias dos axiomas. Procuraremos
L3 ~ . . ~
sempre mostrar a importancia de cada axioma nas demonstragoes que fare
mos.

Uma, primeira consequeéncia importante € o esquema de separacao
Bste esquema, que ¢ um esquema de teoremas nos diz que para qualquer
formula ¢ (x; tl,oue,tk) com pelo menos uma variavel livre, onde oS tj
séo parémetros fixados, e para qualquer conjunto m, existe um subcon -
junto de m, formado exatamente pelos elementos x tais que ﬁ(x;tl,,.w
tk).

Teorema 1 : Esquema de Separagdo

Seja ¢ (X;tl,...,tk) uma formula de L., com pelo menos uma varigvel 1i

~ 7
vre. BEntao temos

Z‘F FQEEV m :ﬂ!m‘\V x(x em' =——= xecm A @ (X;tl,noc,tk)) .

Demonstracao:s

Tomemos a Formuls
):(y,xgtl,.,.,tk) =y=x AN @ (x3 tl,,o,,tk).

7 / - |
E claro que V’yjﬂ x X (y, x; tj). Assim o esquema de substi -
tuigao e modus ponens nos fornecem:
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I:Vm_llmv Vx (xe mt =—= y (y€ ma #(y, x3 tl"’“’—tkﬂ . Tendo-
se em conta quem ¢ X (y, X3 Tyseeesty ) ent3o decorre imediatamente, ja
que ¥y = X

f‘dm Jlm Vx (x€ m" ——= x € m A g (x t.)){

Isto termina a demonstragao.

Exercicio: Mostrar que (exibindo) a demonstragio do Teorems 1 po-
de ser inteiramente formalizada no Calculo de Predicados de la., ordem.

L. . ™ . “ - . -
A proxima proposicao trata da existencia do conjunto vazio.

Proposigdo 1 : dlx Vy — (y € x)

Demonstragao: 0 axioms da infinidade nos garante a existencia do

conjunto I. Consideremos a formula g (x) = 1 (x=x), e com O
esquema de separacao obtemos, a partlr de I

Jdlz Yu(nez =—= neIl A 7(u.=u))

Como VY1 (m=mu) entdo Vy 1 (y® z). A unicidade decorre imediata~—
mente de Z F 1 (extensionalidade).

. 3 ’ 3 .
O conjunto vazio sera indicado pela constante O .

A classe de todos os conjubos sera indicada por V. A proposi-
¢80 seguinte nos mostra que V nfo é um conjunto (podiamos escrever, a-
penas como sugerindo este resultado que V V) e portanto ao utilizar
V na nossa escrita estamos incorrendo num abuso de linguagem, que nao
devera causar dano algum ao desenvolvimento seguinte. Observamos que u
tilizaremos V somente como notagso.

Proposigao 2 : —dy Vzx (xe6 y)

Demonstracao: Suponhamos por absurdo que existisse um tal y. Con-

sideremos a Fformula
g (x)= 7 (xe x)
Por separacg8o obtemos

IR Vz(z€R == —"1(z € 3)). Mas entao R € R == —1(R € R)o que
¢ absurdo. Isto completa a demonstracio.

Dado um conjunto m e sendo @ (x; t. ) uma formula nas condi-
goes do enunciado do Teorema 1, utlllzaremos, para indicar o subcon jun
to m'! construido a partir de m, a notagao usual:

= { x:xem A g (x; tj)}

Assim na demonstracao da Proposicao 2 poderiamos ter indicado

R=={z sz oy AN T (z ¢ z)},



Nossa proxwma preocupagao sera mostrar que existe, dado . um

°

cnjunso ¢, um outrc cujo tnico elemente é ¢y, indicado por e 3

roposi \/ :] N \f (Vvey «=——=v = x)

Demonstragaos Seja ¢ um conjunto. Consideremos, ajudados por
; . . ’ !
7 ®F 3, o conjunto Pc e a formula
g (x; ¢c)= x= ¢
Por separacz2o obtemos imediatamente a tese.

7 - - n - 3
Neg duas proximas proposicoes, 0 axioma da regularidade fag
sentir s sua presenga.

Pr0posu;ao 4 3 YV x —1 (x €x)

Demonsura.ao Suponhamos que existisse um conjunto ¢ tal | que
¢ ¢ ¢, Consideremos, com a ajuda da proposigao 3 o conjunto -{c} . Co-
m céeéc e 264 o}, nao existe em..{ 1- nenhum elemento que nao te-

nha elementos em oomum consigo proprlo, ESba contradicao demonstra a
proposicao.

Proposigdo 5 3 V x —(x = { X %) .
Demongtracso: Se para algum ¢ & = {o} , por extensionalidade -
¢ e c o que e absurdo. s
No futuro indicaremos
T(xey) = x¢y X Cy =Vz (z € x - 7 6 y)
—i(x=y)= x££y X GV = XSTYAXEY

Dados dois conjuntos == e y indicamos o par nao ordenado de

X ey por i:x, y}., isto e, um conjunto gue s0 tem como elementos x e

V. A proposicao seguinte mostra que este conjunto existe.

Proposigao 6 : Vx Vy Jz Vv (v €2z == v=x VVv=y)

~ . 7 . .
Demonstracao: A idéia da demonstracido & obtermos, a partir do -

exioma da infinidade, que nos garante a existencia de um conjunto, um
outro que tenha dois elementos diferentes e depois aplicar substitui -

.0 ¢

«QQ
m k)

" Por 7z T 4, I nfo é vazio e portanto seja a € I. Ainda por Z
4, temos que {al ¢ I. Pela proposicao anterior a # <{ . Seja,en

v

7

+50 a Férmulia

z=2a N z = {a}

g (z; a)

I



Por separagao de I obtemos o conjunto
m=:{z: z = av z :{a}}z{a,f@}

Seja agora a formula

il
©
>
<
Il
o)
<
<
[l
—t—
©
N
>
<
|
@]
<
o
N
o
>
<
RN
L —
©
o
>

Y (u, v; a, ¢, ¢')=(u
AV = U).
0 esquema de substituic@o nos da a partir de m :

/
mt e {z : z2z=¢6 V z = c! ¥ = io 9 c'}
) v

Isto completa a demonstracgso.

Corolério 1 : VxVy dzVv (v ez =——=v 6x vV VE )

. ’ . ~ . .~ 5 .
fiste corolario nos d4 a existéncia da unifo de dois conjuntos,
que sera indicada por x Uy .

Corolario 2 : V x Vy dzVv (v €z <= veEx AV EY)

Aqui temos descrita a interseccao de dois conjuntos, que sera indicada
por x 0 y.

~ s . e .
As demonstragoes dos corolarios 1 e 2 sao deixadas como exer—
cicios.

" s . .
Generalizando o corolario 2, vamos mostrar que dado um conjun
to nao vazio c¢ existe a intersecglo de todos os seus elementos, que
’ a " N
sera indicada por 0 c .

Proposigdo 7 : Vx (dy (yex) —dzVv (vez=—=Vu (ue x —=
v eu))). ‘

~ ’ ~ . o -
Demonstracao: Como =X e nao vazio seja y € x . Consideremos a

formula
g (vy x) =Vu (u ¢ x —se 7 € m)

0 esquema de separagao nos fornece, utilizando ¥

_{v: vey AVYulu 6x —s ve1n}queé<>cmmmmopﬂ%
curado.

£ .
Exercicios 3

1- VxVy dzVv (v ¢z <> Ve XAV §y)
(complementar de y em relagdo a x).

2-7‘VXVyHZVv(vez S WQXAv¢yNvayAvﬁﬂL
(diferenca simétrica de X e y ).

. . . ~ . 4 . ’ . .
O conjunto cuja existencia e garantida por 1 sera indicado
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por x ~ y , enquanto que a diferenca simétrica de =x e y sera in
dicada por x A Y .

Pagsgamos agora a tratar do conceito de par ordensdo. Um
par ordenado de dols conjuntos x e y deveri ser um conjunto,in
dicado por <:X, y >, , satisfazendo as propriedades:

P1: Vx Vydz (z = <jx, y > )
P2: Vx Vx‘\v’y \/y’(<x, y>=<x',y'> — X =X'"Ay=y')

A nossa definigao de (x, y S serd gi:xl . {x,ygl . 0
leitor poderd facilmente verificar que as duas propriedades acima-
cstao satisfeitas. A proposigao seguinte nos dé a existencia do pro.
duto cartesiano de dois conjuntos x e y, que serd indicado X x ¥y.

Proposigao 8 : Vx Vy Az Vv (veEéz «—=du dw(uex
AwEy A v= lu w> ).

Demonstragao : Um raciocinio inicial, embora heuristico,

nos indicara a demonstragﬁo. Se u€x e we€y notamos que .
u} € Px e { WS € Py, Assim sendo 3 uXk}{w} = {u, w}g; x Uy,
e portanto {{u,'wx} € P(x Uy) . Temos ainda que {{ul} ¢ P(Px)

e portanto-{{ugst}{{u, wg‘ ='{{ug~ ; {u, w§§ e P(Px P(x U y)) .,
Consideremos entao, dados x e y , o conjunto
P(P(x U y) U Px) (como constitui-lo?) e a férmula

O (vix, y)=3u Jwiu € xArw € 3y ~ v = u, v 2> )

0 esquema de separacao nos fornece entao o conjunto pro-
curado.

Un conceito muito importante em t0da Matemitica & o de -
fungéo. Como todas entidades com as quais tratamos uma fungao é um
conjunto f satisfazendo as sequintes propriedades:

F1:Vz(zef <;—93x33y(z=‘<x,y>> ).

F2:Vx VyVy' ({x5> €£A<x,y'> €f —= y=y').

Indicaremos que um conjunto f & fungao pela notagao =

f dom f

linguagem). A abreviacao dom f & sugestiva do domfnio de £ e V
é, como j& dissemos, a classe de todos os conjuntos. A notagao =

V (note-se que estamos usando sfimbolos que nao sao da nossa

f c dom fV

deve gser considerada uma abreviacao das duas condigOes T 1l eF2
acima. Definiremos abaixo outras notacoes para fungoes que sao com
pativeis com a dada acima.

dom f

Daia f ¢ v definimos
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a) dom g = &z : dy (<z, y> ¢ ¢ )}
Bste é o domfnio de f

i — —_
b) f :ﬁz: Jxdy (<%, > £ Az =, X\)}

A4
Notar que £ nao é necessariamente uma fungao. Se pensarmos em f 6 como
uma relacgao (no sentido usual) entdo r ¢ a relagBo inversa de £ .

o) dom £ ={z: Ay (<z, y> o f)}

H . b4 . b} S 7 .

Este conjunto e a imagem de f , as vezes tambem chamado contradominio
. N o~ e

de f ., Indicaremos as veges por Im T,

D~

d) Seja x e y conjuntos. Dizemos £ uma, fungéotge X em.y e es—

p.4
crevemos fe "y se e somente se domf = x e domf = X »
e) Indicamos por Xy , onde X e y sao conjuntos o conjunto

X dom £

U ‘
%o fes te y}=$f3f€ V. Adom f=x ~domf < yl.

Se £ é uma fungao e se z ¢ dom f indicamos por f'z o valor de f
em z isto ¢

e =y tal que <z, y>ef .
Sabemos jé que £ z & Unico. Se x & um conjunto definimos
£) £ x = E 'z : zZ ex }.
fl\x=§zyy/o ZGX/\<z,y>'efz

Bste conjunto é a fungao ¢ restrita ao conjunto x .

s 7 ~ \ - .
Um conjunto W e uma relagao se e somente se estiver satis -
feita a condicao -

R, : Vz(ze W == dx dy (2 =<x, 7).

Como para fungoes, podemos definir:

h) dom W = §z : dy ( <z, y> e W )§

%) — =
i) w :%z:jxjy(z:QuX>A©gﬁ>GW)}
Definimos ainda corpo de uma relacdo, indicado cp W como
y
j) ep W = dom W U dom W

Uma relagao W se diz uma ordem total se estiverem satisfei
tas as condigOes abaixo onde Zy z'y z''! pertencem a cp W :

1) Vz Vz' (z £ 2" — 2zWaz' VNV 2'Wz)
2) Vz — (2 W ag)

3) VzVaz'Vaz'' (zWaz'A z'W z'' —> z W z'') onde por
z Wz' indicamos o fato que <z, z'> € W,

Indicamos por W F(X><y) onde W ¢ uma relagdo e x, y 520
conjuntos o conjuntos
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W IQHV‘(u EXAV EYA z =X WAL u, v EW)
(X «y) \
Esta relagao e a relagao W restrita a xyy .

~ 4 e i . .
Uma relagao W e uma boa ordem se e somente edtiverem satis-
feitas as condigoes

BO 1l -~ W & uma ordem total

BO2-Vy(ye WA y£0—Jz(z€yAY u (g y_-s
z Wu))).

Ou seja. qualquer subconjunto nao vazio do corpo de W +tem primeiro e—
lemento. Observe-se que como a ordem é total entdo éste elemento & tmi
CO.

Devemos observar que uma funcao & um tipo particular de rela-
ca0.
Utilizando o conceito de fungao podemos dar o enunciado de um

axioma, denominado da escolha, cuja relagdo com 7 F estudaremos na ter
ceira parte deste trabalho.

Axioma da Escolha : ( A, E. )
Vx(tly(ye X)A Y Z(ZEX——>27‘O)

(Y& x——>  fy ey))) .

= jf(fe XUX /\Vy

O axioma nos diz que se temos uma famfilia nSo vazia de con jun
tos n8o vazios, entao existe uma fungao definida sbbre a familia ‘toman
do valores na uniao da famllla, tal que esta funcggo faz corresponder a
cada conjunto da familia um elemento déste mesmo conjunto. Este pr;nqi
pio, tem muitas formas equivalentes, que discutiremos no Apendix 1.

Bxercicio : Demonstrar, dada, f € dom.fv e sendo X e y conjun-
tos a existencia dos conjuntos definidos nos itens a) - k) acima.

Dizemos que f € dom fﬁ S bijetora se e somente se:
J= dy (r e % A 5Ty
Devera estar claro o que & uma fungao injetora ou sobrejetoras

Observe-se que tanto o conceito de fung8o, quanto o de rela -
¢ao foram definidos globalmente e ndo para conjuntos x e y previamente
dados.

4 -
II.8 2 Os numeros naturais,

~ 4 » 7 . . .
A construgao dos numeros naturais sera feita aqui, a partir -

do axioma da infinidade. Denotaremos o conjunto dos numeros naturais ’
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c)\“/;y’(ye F/\y%xoﬂ;}v(velv’/\y:{v})
Esta propriedade nos diz que todo elemento de F , que for diferente e
de x_ , sera unitario de algum elemento de F .

d) V¥V 2 (X e z NVy (y'e z.__~_$&y} € z) > F € g)
Esta formula nos diz que F é o menor conjunto satisfazendo a proprie—
dade (a) acima e tendo x, como elemento.
A
Proposicao 9 -q F(Ny ( ye F ———;{yle F)/\_JX (X:GE”VVy (yEF/\
ATOF= 0y =x)IAVy (yeF Ay #x OH v (v &F Ay = {vinA
\v4 z(y € z AVu 016 g > { f € z) € z)))

N,

~ ~ 4 s a &
Demonstragao: A demonstragao sera dividida em partes, correspon -

dentes a construgao de F e a verificagao de que valem as propriedades

(a) - (4)

1 - Construgao de F : O axioma da infinidade nos diz que existe

um conjunto I nao vazio tal que se z € I entao \ z | € I. Seja x_€
I, fixado. Consideramos, usando o axioma das partes, o congunto PT e

também a férmula @ (z; X)) = %, € zNYv (v € z—o {v} €2z)

0 esquema de separagao nos fornece um subconjuntog de PI, de
todos elementos de PI que satisfazem a propriedade @ (z; XO). Temos
g# 0, ja que I€ g. Pela proposicgao 7, seja
Fo= () g
Inicialmente, é dbvio que x € F e que sevEF entdo gvgﬁ F
Passamos agora as outras propriedades.

MVy (y€FAYAF =0 = y=x)

Seja y€ Ftal que y()F = O , e suponhamos que y # x .+ Con

sideremos o conjunto F - {y‘%. Teremos
1 - g)ﬁ F - {y}
2 - Vv (verF - Kyl — {v} €EF - {y%)

1) & evidente; 2) decorre do fato que F +tem esta propriedade
e como y(\F é vazio, y nfo ¢ unitario de ninguém em F . Obtivemos

assim uma contradicao, e portanto y = X o

Devemos mostrar que XO(\F = 0 . Pelo axioma da regularidade
existe um elemento ¥ € F tal que ¥ (| F = 0. Pelo o que foi feito i~

mediatamente acima temos y = X, © XO(]F = 9 .

(e)Vy (yern y £ =, > ‘3 v (VvEF Ay = &v} ))

Seja y # X, © suponhamos que nao existisse v € F tal que

{v} y. Se oon51deramos F - iyk obteremos. a mesma contradicdo que em
(b) . Isto demonstra esta propriedade
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(d) V= (Xoe zAY u (0 € 2 —s {u% € z)——= F < g)

Consideremos o conjunto

A = {u.: u € F AN ug =z } Como X € z temos que X, ¢ A. Por ou -
tro lado, observamos que se A # 0 , e se u€ A entao existe vE€ F

tal que u = { § (por (c)). Entao v E A, pois se v € z entdo {v%: u

€z. Como A mnfo & vazio, existe um elemento U = X5 pelo raciocinio
que fizemos imediatamente acima. Isto se comnstituindo num absurdo, A
deve ser vazio e portanto F . gz .

Isto completa a demonstracao

Corolario 3 : Seja ¢ (x; tl,...,tn) uma formula de L,m com pelo

e & - . o~ L
menos uma variavel livre., Continuamos com & mesma notacgao da Proposi -
cao 9, e entéo vale o seguinte esquemas

[95 (x5 byreeer B )AY W (W€ FAZ (05 bypeenyt ) — o @ ([l b eati))
N u (u€ FAG (ug Tegeonsty)) -

o 4 . ~ A i
0 leitor devera reconhecer no enunciado acima um prlnciplo de

indugao para o conjunto F .

Demonstracao : Basta con51derar o conjunto

Z-"—-—{u: 'Lle F/\ﬁ(u, _tlpnooy-t )1

Pelas hipoteses temos que X, € z e que se ué€ z entao

{uz € z. Entao & =z e como temos =z & F, concluimos z = F, co

mo queriamos mostrar.

3 - ’ ° - 3 . - 3

Podemos utilizar o corolario 3, para definir entidades induti

N Z - ~ . ~ Y

vamente sobre F . E o que faremos na Proposicao 1l preliminarmente g
construgao dos naturals '

Proposigio 11 : ] £ (£ € Tyn e x, =0 AVu (ue FATl=
£ou U {fu} ))

Demonstragdo : Consideremos a Formula
g (x, Y%, F) = xe PA((x = XN Y = 0) V du E}z ElV (x = &u}/\z =
<{u, v> N y =X {u& s, VU )\ V1>))

: \ ) ’
Vamos mostrar que‘Y/ X ] v 4 (x, 7 Xy F ). Temos que vale
[ (XO, 05 X, F). Por outro lado suponhamos que para x € F temost}] v

g (x, y3 Xy F) . Isto significa que existe um uUnico par ordenado da -
forma <X, V> . Portanto v ¢ Unico. Entdo podemos construir o par
<{X‘ y VU \VS>~ que satisfaz a formula considerada. Que eéste é o U~
nico decorre imediatamente do fato gue existe um tnico da forma <x, V>
e do fato que dois pares ordenados sao0 diferentes entao pelo menos em
mma das coordenadas eles s80 diferentes. Pelo corolario 2 podemosS con—
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cluir que \v4 XEIf v J (x, y3 Xy F). O axioma da substituig@o nos for
nece a partir de F um conjunto f de pares ordenados cuja primeiro e
lemento sao retirados de p. O fato de que\V/X-ﬂl v & (x, v Xoy F ) =
nos mostra imediatamente que todos elementos de F aparecem nos elemen
- tos de f . Devemos mostrar que fE€ FV e que satisfaz as condigOes e-
xigidas.

Sabemos jé que para cada x € F existe um unico par da forma
<X, v> . Ent3o x n2o pode ocorrer como primeiro elemento de nenhum
outro par em f pois senfo para este x existiriam dois pares ordena
dos distintos (pela @) o que é absurdo. Entdo f € V. Temos evidente~
mente, £* x = 0 . Por outro lado se x € F entfo sejaf’x = v . Corres
pondente a kxk temos o par (25{& , vU i‘vb e portanto

f,'[X%z vy {v} = xy {f' X\! . Entaof€ V tem a propriedade exigi
da. Isto completa a demonstracfo. ,

A demonstracao da Proposigéo 11 pode ser considerada modelo
para definigles com principios de indugdo. Completando a comstrucgdo do
conjunto dos mnaturais temos o

g w.) A
vy o))

Teorema 2 3 3\ w (o C w/\\V/ z (z g w — 2U {z

\7/_37(06 yAY u(u 6y

LA

u (u% E.¥) - @

Demonstragao: Sejaf € J V a funcgao construida na Proposigao 11

e tomemos domif = Imf =f*F = w» . Demonstraremos que este é o con-
junto que procurariamos

a) 0 € w , evidentemerte

b)Vu(ue‘ W e uu{ulge w)

Seja u€ w Entao existe x € F tal que f°x = u. Entdo f'\xk: u\ {ug
W

)Vy (o eyAVu (uey > mqu%y%—% y)
Seja y satisfazendo as propriedades a) e b) acima. Consideremos o -
conjunto . , )

A = {u s u ew N ug y'} . Temos que O g A. Por outro lado va
mos supor que U £ O e u g A. Entdo existe veg w tal que u = vu{vl
(demonstragao?) e portanto v € A, pois se Vv € y entdo vV 5‘ v‘g =u€ y

Ent80 se A # 0 devemos ter um elemento U €A +tal que U u A=0 |,
Entao, pelo que foi observado acima temos U = 0 , o que é absurdo.

Entdo A =0 e w€ y . A unicidade ¢ inteiramente trivial.

Exercicios: (a) Mostrar que o conjunto vazio & o Unico elemento y
de w tal que yhw =0

(b) Mostrar que se z € W e z £ 0 entdo existe -
vy€ w tal que z = yu %yg
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(c) Observar como & minimalidade de F em relagdo as
propriedades (a), (b) e (c) da pagina 9 é decisiva na minimalidade de
w para as propriedades (a) e (b) do Teorema 2.

(d) Demonstrar que € Pw . ¢ uma boa ordem (ver -

. : @
pag. 8).
(e) Demonstrar que % Pw)cw =€ rmww .
No que se segue indicaremos um numero natural pela notagao u-
sual, isto é, O, 1, 2, 3, ecey, n , etc. Muito importante é o pr1n01plo

da indug¢go finita, que vai enun01ado como o

Teorema 3 : Seja @ (x; Tqseens k) uma formula de L,ps com  pelo
menos uma variavel livre. Ent3o0 vale o seguinte esquema de teoremas:

DZ (Q; tl,...,tk)/QV/x (x € w NG (x3 1 1,c.°,tk) > f (Xk)i Xk s
tryeeesty)) ——Wx (R 6w A F (x5 55,...,5)) .
Demonstracao: Seja o conjunto
A :%.z s z €Ewnd (z tl""’tk)} . Observamos enté@o que

1- 0¢A
2~ VYz(zeA——s zu{z}eA)

Pelo teorema 2 (condigao (c¢) pag, 12) temos w T A e portanto
w= A. Assim, X x (x€w A\ g (x; tl,...,tk)) ‘

Com a ajuda do conjunto w vamos poder demonstrar o Teorems
4, que devers esclareoer ao leitor o papel do axioma da regularidade .
Indicamos por Z Fx os axiomas de Zermelo - I'raenkel exceto o axioma
da regularidade. ’

Teorema 4 ¢
\‘/2—7 jf(fe ¥ ATO = g/ \V/n (f:n-{"l € f.n))

Em outras palavras o axioma da regularidade acarreta a nao e-

72 7F — A.R.

xisténcia de uma sequéncia do tipo

: )
X33 X5 3 X33 X,

Demonstragao: Suponhamos que para algum gz ), SX1sta uma*fungéo -
nas oondigaes acima e consideremos o conjunto’ iy W, Temos £ w £ 0 ,-
pois 1z € £ we Alem disso se n € w temos fni f w# 0 pois £ n+1l
€ £'n . Entdo £ w & um conjunto ndo vazio tal que . todo seu elemen-
to tem interseccao nao vazia com éle, 0 que é absurdo. Isto demonstra

o teoremsa.

£ . F . .
Exercicio: Denominaremos Z T um conjunto de axiomas, onde con-—
servamos todos axiomas de Z I excetbto regularidade e o axioma da infini
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dade, mas aorescido dos seguintes axiomas:
fl_i-ql vy V¥V x(x & y) (axioma da existéncia do vazio).
Denotamos como e usual o vazio por O.

7 B 4 ¢ :} I (0€EIA Viz(zeI ——— %z% E I)).

Demonstrar que ,
7P 4+ AE — Yz s € YV Az 0=z A
Vn(£n+l € £n)) ety deella

onde A.E. ¢é o axioma da escolha enunciado a pagina 8.

Sugestao:

_

G a5 :
Convenga-se inicialmente que com Z F podemos construir
w sem A. R.

IT. 3 Fecho Transitivo de um conjunto

O conceito que vamos discutir agora ¢ de fundamental importé&
cia no que faremos a seguir. Intuitivamente, se consideramos um conjun
to x , gostaria@os de tambem assegurar a existencia de um conjunto y
“que fOsse constituido dos elementos de x , dos elementos dos elemen -
tos de- x, dos elementos dos elementos dos elementos de x , e assim
por diante. Ou seja um conjunto y tal que:

1) x &y
2) Ux €
3) Ul xS 5 , etc.

e ¥ fosse 0 menor conjunto com estas propriedades, ou seja y = XU
(U x)u (UUx) veo.eo » Bste conjunto sera denominado fecho transi
tivo de x . Observe-se que se u€ z e 3z € y, entdo temos u € y. O
. 3 4 . .

conjunto y associado a x nos dara, como veremos, uma ideia de como
construir x a partir do vazio. Como fizemos anteriormente obteremos
o fecho transitivo de x , indicado por Tx , como imagem de uma fun-
Liod . . ~ .

cao definida sobre w .

e “vA G_o=xA

—
r

(JX k)X
Vn(@®e©enA ’<_\)Xn~}~1= )

-

L

Proposigao 1 : Y/ ZXZH

—

L)X n) o

—

Demonstracao: Novamente construimos a Ffungao O 4 para cada x

S

utilizando indugao finita sdbre v . Seja a Formula
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#lz, 950 = 26 wA((z=0Ay=Io, )V (Judvd v
z-\=_{u}uu N\ W=<u, v> /\ y =<z, UV>))) .

/o a0
Devemos mostrar que \§7 Z:” v @‘ (29 Vs X). Se z = 0 entao te
mos um unico ¥y que e {0, x> . Suponhamos que exista relacionado -
pela #f com n€ w um Unico par da forma <n, v> .

Obviamente o par <n +1 ;U v>  estd relacionado pela @ com

n+1 , Mostremos que este é o Unico. Temos que como o par <n, v> e
tnico entdo v & dnico e portanto <n+1, U v> é também o vnico -
par relacionado com n+1 pela ¢ . Entio YV z}‘ vy (z, y3 x). 0
axioma da substituicdo nos fornece um conjunto que indicaremos 6 _

a) 6 < € s y 1sto decorre imediatamente do fato que

Vzlly# (z 5 x.
p) ¥V n (ne w /\Z/}-X n+l = kj*()x n)
De fato, se C'x n=y entdo temos que < mn, y>¢ CXW e
portanto <n-+41,J y> ¢ G xlwo e entdo (5 n+1 = Uy = UGX n .

A unicidade da fungdo é trivial. Isto completa a demonstracao

Definig¢8o: Seja x um conjunto qualquer. Definimos, indutivamen-

U°%=x=x e Un%lxzupnxj . para w6 w*

Corolario 1 :v X\7/1’1 (n € wA\ an :Un x)

B, £ .
Demonstragao: Exercicio,

' . » ~‘ . ’ . M . \
Definigao: Um conjunto x ¢ dito transitivo se e somente se sa-

tisfaz a condigdo:

Vva(y€z/\ zexAﬁ—% y € x)

Definicdo: Seja x um conjunto qualquer. Definimos o fecho tran—

sitivo de x , indicado por Tx s COmO
U

Tx = UG?‘X w= \J dom CX

Coroldario 2 : v x (Tx ¢é +transitivo).

Corolario 3 VxVy (y € Tx e—-—a.}n mnew A yeQ™ X));

Corolario 4 v X Vy (xS y A (y é transitivo) — . o7x < V)

*Ver exercicio pag. 16 -
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Coroldrio 5 : V xVn (ne wA T J nx:UGX(w-n)),

s . -
O corolario 5 nos diz que

G m:G;C n—+m

n
e

-

~ L. 4 . . -
A demonstragao dos corolarios e deixada como exercicio ao lei

tor.

Exercicios: 1) ¥V xVn (Un+l x = {J" [U x‘l )
2) VnVyVx(xe \UBTty 5

XEUnz)) .

dz (z € yA

Proposigdo 2 : Vx(Um™=1U x)

Demonstragaos Seja gz € UTX Entao existe y € Tx com gz € T o

Como y € Tx existe n 6 w tal que y€ Un X e portanto

€ Un+l < = Un!‘u XJ C T\Ux . Entdo Umx € 17Ux . Estd claro
que TUx € |Jmx .

Proposicao 3 \K/ x (x 2Ux «—  © x= Tx)

Demonstragdo: Se x 2lJx entio UXQUZ X e portanto XQ,UZX

Por inducdo temos x>\J™ x para todo né€ w e portanto x 2 Tx, En

tao x = Tx .

Proposicdo 4 : Y x (x é +transitivo «——— x = Tx) .

~ £ .
Demonstrac¢ao: Exercicio.

Proposicdo 5: Vx (U {Ty : vy € x} = U mx)

Demonstracgdo: Seja z €\UTx. Entdo =z€ u € Tx. Entdo existe n
tal que u gU" x e z€ AT 5 = Unfu X] entdo z€ U™y com
y€ ¥ e portanto z g Ty, com y € X. Se y€ x , como Tx é transiti-

vo entdo y < Tx e portanto (_corolério 4) Ty € Tx . Isto completa a
demonstracao.

Proposicdo 6 : Vx (Tx =x U T Ux)

Demonstrag8o: GX = {( 0, X>} U GU (cor. 5)
) x

4 .
Exercicios:

DVxVy (x ¢ y —> Tx e Ty)
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2) VxVy (xgy Tx & Ty)
3) \T/X (T Tx = Tx)
Proposicao 7 : \7:x (rx £ O > 0O g Tx).

Demonstragéo: Deve existir, pelo axioma de regularidade y € Tx

com ypA Tx =0 . Mas isto ¢ impossivel se y # 0 .

Exercicio: W x (x # O s (1mx < 7()x)
Dar um exemplo em que [|Tx # T(]x .

No restante desta secgéo vamos apresentar dois principios im-
portantes na Teoria dos Conjuntos:

- S . ~ (5 . o5 .
a) Um principio de indugao, nao mais sobre os naturais, que nos
vai garantir a possibilidade de definigOes e demonstragGes por indugfo
num contexto mais geral que w . '

- { . w . 5 “ 5
b) Um principio de definicao por recorréncia sdbre conjuntos que
utilizaremos mais tarde para dar as definigOes de ordinal, alephs, etc.

Chamamos a atengéo do leitor para a importancia do axioms da
regularidade em tudo que se segue.

. 4 -
O teorema abaixo e na realidade um esquema de teoremas.

Teorems 1 : (Principio de IndugBo Transfinita)

Seja @ (x; tl,...,tn) uma formula de LZF com pelo menos uma varidvel

livre. Vale entao o seguinte esquema
[VX (@ (x3 -t]_:"""bn)—_? E\y (y €§_C>/\ /®/ (v3 tls--'stn)>)
- . x4 (xs tl"'“’tniw

Demonstragao: Suponhamos que existisse x +tal que & (X;tl,.aagg

Consideremos o conjunto

b = {y : ye Ix N & (y; tl,,..,tn)} ¢
Temos b # O , pela hipétese, jé que vale ¢ (x3 tl,...,tn). Por outro
lado, notemos que se. y€ b , entao existe z €y tal que z€ b ( ja
que ~— 1 @ (03 tl,..,,jn) (por que?)) . Pelo axioma da regularidade,co
mo b # O deve existir y €b tal que yN b =0 . Mas como O £ b, o

raciocinio feito acima mostra que para todo y € b , .y b £ 0 . Isto
sendo uma contradicao temos ¥ x g (x3 tl,.o.,tn).

O teorema 1 nos diz entao que se para cada x , o fato de gue
vale @ (x: tl,...,tn) acarreta que temos @ (y; tl,.,.,tn) com y€Xx,
entao para todo x temos — 1 ¢ (x; tl,...,tn).
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Esclarece ainda mais a questao o seguinte

Teorema 2 : Se @ (x: tl,tz, ...,tn) percorre todas as formulas -
de LZF
quemas :

a) [V x (F (itgseensty) —— 1y (7€ 2 A B (75 ty,000,8)))
—— Vx5 byt | |
b)[\jx (Vy (5 €x A F (35 tyseenst))—— F (x5 $q5000,%,))
—————%&/x:ﬁ (x: tl,...,tnjl . ,

. 7 . ~ ~ .
com pelo menos uma variavel livre entao sao equivalentes os es-

~ 4 . ’
Demonstragao: Observamos que, o que e afirmado pelo teorema e que

os esquemas sao equivalentes e nao que para uma formula fixada ¢  que
as sentencas a) e b) s@o equivalentes (o que ¢ falso). Suponhamos, en—
tao0, que seja valido o esquema a) e que temos:

(1) Vx (Vy 7 €x A B (73t900000b)) s @ (x3bq,.00,%,))
Queremos mostrar que X x @ (x3 tl,...,tn).
Tomemos -

Y (x5 tyeeer8)= =1 (G5 bypeensty)

Assim se vale HJ (x5 b, ) entdo existe y € x tal que \ﬂ)(y, t ) De
fato, pois em caso contrarlo

kfy (y € x ﬁ\——l\P (vs t )) = v (y€ x NF ( t.)) e portanto te
riamos com (1) ¢ (x; l,...,t ) o que é absurdo ja que WV (x5 t. )__
Vg (x3 t.). Entdo0 pelo esquema . a) temos ; | ,
\fxf‘j g/(xg tj)EE \f g (x; tj) . A reciproca fica como exercicio.

Poderiamos entao enunciar o Principio de Indugao Transfinita
como sendo 0 esquema b) do teorema 2, isto &, se o fato que todos ele-—
mentos de cada conjunto x tem uma propriedade, implicar que x tem
a propriedade entao todo conjunto tem a propriedade em questao.

. £ s s
Um pouco mals forte que o teorema 2, e util para nos no que
. ’ 4
Se seguira e o

Teorema 3 : Seja @ (x3 Tpgeesyt, ) uma formula de L, com pelo -

menos uma varidavel livre. Temos ent80 o esquemas
[Vx (8 (x5 5ypeest) —— T3 (7 € Tx A F (F3535000s8,))) —s
—)\V/X l g (X; -tlgoeo,-tn)"

o~ £ . ~ . 3
Demonstragaos Exercicio., Uma sugestao seria analisar a demonstra-

cao do Teorema 1 .

. s PR P I A N
O teorema abaixo e o principio de definigcao por recorrencia .
- 4 - oh « ™ 4 L
O leitor e convidado a suprir ele mesmo, a descrigcao intuitiva do que



°

estd acontecendo na situagio descrita pelo teorema. Sugerimos que se
considere situagOes anteriores em que definimos fungoes por recorrén -
cia (dinducao) .

. I'd & . o ~ S .
Teorema 3 : Principio de Definigao por Recorrencia

Seja & (x, ys Tyseeeyt,) uma férmula de L,p com pelo menos
duas varidveis livres. Entdo vale o seguinte esquemas

¥ v 2 ey ——=V xJlz(ee ™v |
A\Y/z (z egdom f — ¢ (f(\z, £z tl,...,tn))j] .

Demonstracao: Vamos dividi-~la em duas partes, a unicidade ¢ a e-

xistencia
a) Unicidade: Vamos mostrar que se existirem f e g mnas condigoOes
do teorema entdo f = g . Suponhamos por absurdo que existam f -e g,pa

ra algum x , diferentes e satisfazendo as condigOes exigidas. Ent3o -
temos ques

a) domf = dom g = Tx
D) :3 z (z ETXA\ £z # g°3) .

~ N [ ' ~
Consideremos as funcoes fi=f1 2 e g = gl\z . Entao como

\/xi}! v @ (x, v3 tj) teremos necessariamente g’\ z £ £PMz ( pois
£° 2z # g°z) . Entdo g, # £,

Assim sendo existe y € z tal que feq ¥ # £y . Tomemos agora

1
: c
f'rTZ e &g, - Como z €x temos Tz = Tx e portanto

dom.f»rTZ = dom g PTz = Tz

Observamos além disso que fq g*fTTz e g g-FTz . Mas entao

fYTZ # g lq, » pois £, # g, Y - Isto é, do fato que existem du

as fungSes distintas para um conjuntc x , conseguimos mostrar que exis
te zC Tx , com duas funcoes distintas para =z . Pelo teorema 3, isto
¢ universalmente falso e portanto para cada x , sSe existir um fungéo
como queremos, entao sera unica. '

b) Existéncia :

Vamos utilizar o esquema b) do Teorema 2 . Assim, vamos supor
que dado x temos

\7/y (ye xA EH £ fe V/\\—/z (z € dom f—>- ¢ (£N 5, £° Z;tl"’"’@»)
e mostremos que podemos definir uma fungao da maneira que desejamos sé
bre Tx . Para simplificar a notagao, jé que sabemos, que para cada ¥y
a funcdo, se existir, € Unica, indicaremo-la por f _ Ha alguns fa-
tos a serem observados:

- \fy\fz (yve xN\Nz g x —> fy"\ 0y = fz{\ TV)ou seja
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que as fungoes f e £, coincidem em Ty (1 Tz . Observamos que pa-
ra todo y ez Ty() Tz # O (porqué?). Seja u € Ty() Tz , entio

Tu & Tx () Ty. Observamos agora que £ e £ tny s tém ambas do-

v rTu
S -
minio Tu e satisfazem as nossas condigoes. Entdo sao dguais., Assim

PO | ~
fyru._fzru e portanto como Y x jﬂ v & (x, vs t ) temos f* g U= £, u.

2- Sendo compativeis as funcoes £, para todo y entao

£ = \UJ £. & funcho, de domfnio \J aom=zr_= U m2y=r1Ux
yEx 7 yE x J v €Ex

Resta~nos formalizar esta idéia. Comd X € um conjunto o ~
axioma da substituigéo (com que férmula?) nos permite obter o conjunto
F

F:{ 3 GX}
ig. ¥

T\Jx v

Lembrando que Tx = x U T?Ux resta-nos estender f para os e-
lementos de x - T\Ux . Se x - TlUx for vazio nso ha o que fazer e
.’ Tx
ja temos £ €

ge ™~ TV x V da maneira seguintes

Tomamos entao kJF = fr€

4 ~ . ~
V. Se x = TUx ¢é nfo vazio formamos uma fungao

Sabemos que \/ :3‘ vy @ (X,y,t ) entao para cada z € x - TUx
temos um Unico conjunto yz 3 correspondente af P (observar que
g 6% —s - gk g x) pela ¢ . Formamos ent80 (como?) o conjunto

{‘(Zsyz> sz Ex - TUx A ( (f FZ, Y, tj)} ¢ E'claro que

ge " r‘PUXV . Tomamos entao =tUg . Temos Xk €™ v . sez € Ix

entao k r = r e temos ﬂ (fr\z £° 1z tj) . Isto completa a de—
monstragao, utlllzando-se a parte a) da demonstragdo e o esquema b) do
Teorema 2.

\

Corolario 6 : Seguindo a mesma notagdo do “teorema temos

. z ~ 5 ~
isto. e, as fungoes construidas pelo teorema para x e Yy sao compati
vels.

Demonstragao: Ver fato 1 na demonstracdo do teorema.

Os conceitos e teoremas desta seccao serao instrumentos em tu
do o que faremos posteriormente.
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§ 4 ¢ ORDINALS , A PUNGAO f . 08 Ry

Vamos aqui definir uma fungao que indicaremos }0 para
egstudar os ordinais.

Ordinais eram considerados como classes de equivalencia -~
de conjuntos bem ordenados. Se W; e W, sao conjuntos bem ordena

dos, dizemos que Wl é equivalente a W2 se existe uma funcgao f
bijetora de Wy sobre W2 que preserva as boas ordens, isto &, -
se u € W; e # € W e u precede v na ordem de Wy ,
entao f (u) precede f (v) na ordem de W, . O inconveniente -~

desta construgao no nosso contexto & que uma tal classe de equiva -
lencia poderd nao ser um conjunto em Zermelo ~ Fraenkel . E uma i-
déia de Von Newman considerar como ordinal sdOmente uma representan—
te de cada classe de equlvalen01a no sentido acima. E isto que seré
feito aqui.-

Serao ordinais para nés entao, conjuntos X satisfazendo
as condicgoes

a) x & transitivo

b) € é uma koa ordem.

[ e

(0.8

Assim o exercicio d) & péagina 13 nos diz entao que W
um ordinal. A fungao p ., serd definida, de tal modo que Px
um ordinal para todo x . Observamos, que na realidade teremos
dom P = V e portanto f nao é um conjunto. O que acontecersd mno
entanto é que teremos para cada X uma fungao jjx e que duas des -

(O

sas serao compativeis. Esta serd a razao pela qual, abandonaremos-

uma notag¢ao mais intricada (embora precisa) em favor de uma mais -
clara (embora imprecisa). Com estes comentdrios passamos ao traba -
lho.

Congideremos a férmula :

g
1l
o]
L

B (xy y)= (x € dom Xy y=TImx)y (xﬁf dom X
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Obviamente temos V x Ay 6 (x, y)
O principio de recorréncia nos fornece imediatamente :
1!~ Tx. oD ~ *
Vx j'fFX(PXE v AVz(zedom_Px P I\Z——Tf)x z))
O coroldrio 6, em II, 3, nos fornece também :

Vx Vy (/DX [\Ty - Py’ {\Tz) e portanto se

z € Ty (1 Tx ent8o Py = =j3 ‘g 7 . Como foi dito indicare

mos entao, sdmente _P z .

Proposig¢do 1 : Vx dy (x € Ty)

Demonstragao : x € T {x}

A propogicao 1 nos informa que podemos calcular prx -
para todo x , Entao escrevemos de forma geral para todo X 3

Il

3 7 * L ® Umu J*
X = b4 <
F F J Jx
Chamamos, ainda uma.vez, a atengao que isto significa, em

vista do que j4 foi visto

-

\/ZVYVX.(X € Ty n‘Tz ——afyx = T)U*y,x _—.F‘Z.x)

Proposigao 2 : Vx(f‘.x = TP'X)

Proposigao 3 ¢ Vx (T U )3*}: = UP*X)

- * _
Demonstragao : Basta mostrar que UJO x é transitivo.

Seja =z € y € U f'* X . Entao existe u € x tal que

y € p'u . Como j’D'u é transitivo, 2z € }’«"u e portanto

ZGUF*X.
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Coroldrio 1 : V x (j)'x = f* x UU?*X)

Exercicio : Demonstre que

Vn (n ¢ v —= Pn = n)
Proposicao 4 : VY x ( U f?'x = ’P.U x )
Demonstragao : Exercicio
Observar que podemos ter '57* U x # U )O*x .« De

fato, tomamos ¢ X, = {{O, 3} . l}

Entao temos Ux = {o, 3} e portanto Flux ={O, 3} ,
que nao é transitivo e portanto nao pode ser igual a U )")* X que

é transitivo.

Lema 1 : f'O =0

Lema 2 : Vx \v/y(xef'y ——-e»‘au(f"u=x))

Demonstragao : Suponhamos, por absurdo, que

dx dy(x ¢ P'y A1 du (f”u =x )) . Consideremos o con-
junto
A = {u':u € Ty A x € [D'u}
Temos A com as seguintes propriedades
a) A = O ; pois como x ¢€ fy e nao existe u
tal que X = f'u, entao x € U )Tf*y e portanto =x Gf"u

com u € y (donde u € Ty )

c) Vu(ueA—mq]v(veumA))
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: * * ~
De fato, se x € ffu = f u UUP u entao

* . .
x € U f u e portanto x € (¢ v para algum v € u .

A

Entao v € u IV a4 .

A propriedade c¢) , como A £ 0 , viola nitidamente o a-
xioma da regularidade. Isto sendo um absurdo, obtemos a tese.

Teorema 1 3 Vx\v/y (P‘x s J.lo'y v J?'X _—_j‘)'y \/
v, f'y € j)'x)

Demonstragao : Consideremos a férmula

P (x) = Yy (Px € Py \/f’,x :ji}.y v P‘y e 0 'x)
e suponhamos por induggao que Vu (u € x — @ (w)) . Va =

mos mostrar que vale a alternativa para x , Suponhamos que nem

'y € f x nem )").x = 2’y . Entao devemos ter

P'x e j)'y .. De fato, se para algum u € x tivéssemos

2y = F'u ou 'y € SD'u entdgo 'y € 'P.x . Assim
temos f)* x < S'D'y‘ . Mas como Py & transitivo

T f *x < P'y e portanto P’x = f 'y . Entao temos

-

P' X i P y  pois P x # F.y . Consideremos o con-
junto P.y - P x /—é' o . Regularidade nos fornece um elemento
z ae Py - £z tal que 2N (Py - Px) =0 . o
mo temos z € P.y ( e portanto =z < P y ) entao conclu:f -

mos imediatamente que z & S’J'X e z ¢ " x . Pelo Lema 2

temos 'z = P v . Vamos mostrar que f’. x <= 2z . De fato ,
pela hip8tese de indugao vale a alternativa f-‘"v € 5-’3’11 ou

53' v = f£'u ou F.u € f’.v para os elementos u de x,
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Se j)'v € C'u ou Jp'v = 2'u para algum u € x -
terfamos 2z = (v € f)'x o que nao pode acontecer , Entao
temos (’“ u € z = e v para todo u € x ou seja -

F*x = j) v =z . Entao il f’ *x < f"v e portanto -

)Q-X =z € fD vy . Isto completa a demonstragao, ji& que pelo -

principio de inducao obtemos a tese.

O enunciado do lema 1 deve estar claro., O teorema 1 nos
informa ( juntamente com o lema 2 ) que a relagao de pertinéncia &
uma, ordem total (ou linear) em todo conjunto P'y para todo
y . Os coroldrios que vao a segulr sao todos de fécil demonstracao
e sao deixados como exercicio,

Coroldrio 2 = VYx Vy (F.X — j)'y v ‘P'y = F‘X)

Coroldrio 3 : Vx Vy (F-XCEL }D'y‘ - y)'x € P'y )

Obvios séo ainda

a) V x ( J.’J‘x Z F'x )

b) Vx \‘/y(j?'x € Py — v é = )

¢) Vx Vy Va( J’J'x € f'y A~ P’y € }J'z S—
SN j)'x € fz ) '

A préxima proposicao caracteriza a maneira como a fungao —~
’? atua em conjuntos j& da forma P V.

Proposigao 5 : Vy( f)‘y = PPY )

Demonstragso : Tomemos a férmula @ (y) = P.y = f?y

e suponhamos para utilizar induggo que V u (u €y ——= 0 (u)).

temos imediatamente portanto que F X < f'j”x pois se
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que estd em gf/')()' X . Su

u € x temos Qu = ?S)u
’J.X

ponhamos que, por absurdo )( € Pf’x . Entao temos -

/ u e x ou

?‘x € )’>§>u = lPu com
’(J'X o f?u .P'u com u € x .,
mos ??X €

f.x = _P'F'x .

Decorrem imediatamente

Em ambos os casos terfa

Il

PP x , o que & absurdo . Entao

do lema 2 . Teorema 1 e Propo-

°

sicao 5 , os 3

Corolédrio 4 Vx Vy (x ¢ S’y —_— _P.X Gf‘y)

Coroldrio 5 : Vx Vy (x € ')7'y —_— f'.x:x )

Estamos agora preparados para tratar de ordinais ,

Lembramos : = *x =" U o
queg‘x—Tj’)X_fo jx

Daremos entao a seguinte

Definicao 1 ¢ x & ordinal ( x € O R ) se e sdmente -

se existe y tal que x = P-y

dy ( vy = x )

X € 0O R

Indicaremos ordinais com letras gregas mintUsculas : & ,
z etc.
2 \J s 3 ’ (Y_L s CS s
Pixamos ainda alguma notagao :

Va g () = Vx(x
Jx (x € OR ~ § (x))

€ OR ~ § (x))

EIC(,Gj(B() =

é livre para X em é (x) &

onde o simkbolo
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Lema 3 : Seja y um conjunto nao vazio de conjuntos =~

transitivos. Bntdo [y & transitivo

Vy (y £0 A~ Vz(z ¢ § —2z="T2) — Ny=1 N y)

Demonstragio : Seja u € =z € (1 y . Entdo -
Vv (v €6 §y — 2z € v ). Como v €& transitivo temos
\/v(vey——a—’u € v ), e portanto u ¢ Ny e
Ny =7 Ny

Lema 4 ¢ x € OR ——=Vy(yex — y € OR)

y ) pa-

il

Demonstracdao : Suponhamos que —1 Ju ( ?'u

>

ra algum y € x , Como y € X temos que y € ?x:x e
portanto dada a hipStese de contradigao deve existir =z € X tal
que vy € y'z( f'x= )’f’*x 4 L f*x ) . Consideremos
a férmula ¢ (z; y)= vy € F'z . Temos entao com a hipéte
se de absurdo imediatamente que :
y € x, x € @R,’—I_:—]u(f"u:-y) —V z (@’ (z3 Xy §¥) —— =
dv (v € 2 ~ 0 (vsx, y)))
Como temos ‘(eSquema de indugao) :
Vx (0 (x3 Clsecees c,) —= 37 (y ¢ = ~ 0 (y3 CpsessCy)))
—s V™ ﬁ (X5 Cysaees Cp ) entao -
yex,x € OR, 1du(y = f)'u) — Vz — ((y € f"z)
o que & absurdo . Entao -
y€-x,x€®Ri'— du (5 = P’u) eyéordinal;
Coroldrio : x € orR — Vv Vy Vazlzex A v ey

Ay € z —s v € z )
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Demonstragao z ¢ ordinal e portanto, transitivo.

Lema 5 : x € OR — Vy Vz (yé€x A z2€x

Az # y — (y € z v z € y ))

Demonstragao : Decorre imediatamente do lema 4 e do fato

que ‘Vsz(;fy(szvfé==fy\/fz € ?ﬁ).

Proposigcao 6 : Vx (x € O R —= € é  boa

[\XxX

ordem) .

Demonstragao : Os lemas 2 e 3 mostram que € Fx::x é

/ ,
uma ordem total ( pois Vy ( y ¢ y )). Temos ainda que, sendo a

(€] ~
ordem total, *A = dom € {J dom € = x . Seja entao
y « x, y % 0., Entao y é um conjunto nao vazio de conjun

tos transitivos ( lema 2 ) e pelo lema 1, Ny & transitivo. Por

il

jD*IW y u U (3*{1 y‘; Temos alnda
? ?\y = {57'ﬁ sue fly } = { usuely } = N v P
Entao j3'(3y =Ny v U [jrvy] = N y , pois 0y é

outro lado 3 jj-riy

transitivo. Entao Ny & um ordinal. E &bvio que Ny e =x.
Suponhamos, por absurdo que F?y é y , € consideremos o conjunto
z =Ny U irly} . Temos Sj'z = 7z e portanto z ¢é um ordi
nal; Seja u € z . Se u € fly entdo u € v € y pa-
ra todo v em y . Por outro lado se u = Ny entdo

Ny € v- ¢ y para todo v em y ( jé que 0y ¢ v ) .

Entao Ny U { N y‘1 < [ly , o que é absurdo, pois en-
t50 terfamos 1y ¢ {y . Entéo Ny € y . £ 6bvio que

’ ~ o &
* g W & uma relacao entao dom W U dom W & denominado cor
po da relagﬁo. '
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para todo v € vy, Ny ¢ v (lema 3) e portanto r\y é

primeiro elemento de y . Isto completa a demonstragao .
Teorems 2 3 — 1 dx Va (ae x)
Demonstragcao : Se existisse um tal x terfamos,
jD'X € x e portanto ijO.x € )9'1 donde Jf'x € jj'x
o que &€ absurdo .
. Pagsamos agora a disgscutir os dois tipos de ordinais que
podem existir ¢

a) Ordinalis sucessores

b) Ordinais limites

Como 38 vimos todo ordinal é um conjunto de ordinais e

mais do que isto, um ordinal é o conjunto dos ordinais que 0 prece-

de na orxdem dada pela pertinéncia. Podemos entao perceber que dado

um ordinal & , poder-se-a ter doisg casos

a) Cousiderado como conjunto dos ordinais que o precedem,
, poderd ter Ultimo elemento, ™M

N p(pe anfE M

Neste caso entao <L

o4 . ILsto significa que

—

BeM ).

serd o ordinal sucessor de T\
-ge, que encarar o fenomeno deste

so em questao o

» Observe-
modo é muito natural pois no ca~-
é o menor ordinal que é maior do que ol

, se -
nao m nao seria Ultimo elemento.

b) Considerado como conjunto dos ordinais que o precedem,

o4 poders Eép ter Gltimo elemento . Isto significa que

Va(pea—= 34 e ~ pecd »

Neste caso, <« serd um ordinal limite. Observe-se que &  nao §é

sucessor de ninguém ( o menor que & maior que esse alguém ) .
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Serd interessante ter em mente as idéias intuitivas aci-

ma, na formalizacao que faremos abaixo. Preliminarmente, temos

seguinte

Demonstracao

Teorema 3

Demonstracao

PUPx
PIU P
{ z ¢ 2 €y € T'X %

P P x
{ffz sz €

il

Como

pelo Lema 6 , k}gD.X
PrUpE = PP
U ?'x

Coroldrio 1

Demon strag¢ao

°

e portanto

0
Lema 6 : \fx (\fy (y e x —= y = Ty)-_—>« Ux =17 U x)
Imediata
V x ( kjgj'x € 0 R)
Calculemos fﬁkJ 53.X . Teremos -
| % »
v U P &153 x e com o lema 4
2 ]7 = Sr = H . ael § =
L!S“ x] = { f’z : 2 €y E,F %
- L!gﬁ'x
. ¥
KD x & um conjunto de conjuntos transitivos temos que -
é transitivo. Entao
v UpPrupxs Upx v UUgxs=
Y 3‘>'x e OR .
3 o & transitivo.
Vo ( UL € o« v U o = o)

Coroldrio 2

Demonstragao

o
o

o < o e ¢ 3

\/(.{z/z

_Aqui jé temos caracterizada a dicotomia que faldvamos na

pégina 6 . Daremos entao a seguinte

* também pelo lema 4

{ =

°
L]

°
o

, pois U} {J9'y y € XZS

z € 53'y A Yy EX S = g fV z ¢z € 57.yA/\ y € x

1
J
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Definicao 2 : Seja o ¢ OR . Entao o
a) < serd um ordinal sucessor se e sdmente se “
Uo e . Neste caso o é o sucessor de Y€
b) o serd um ordinal limite se e sdOmente se -
U al = .

Os coroldrios 1 e 2 acima mostram que sé éstes dois ca-
sos podem acontecer., Perceba-se que se U o ¢ O( s Ul € o
Gltimo elemento de < (ver lema 7 aba.ixo); Se Wl = <€ | entao
o nao tem Gltimo elemento pois se X\ € o = U o , existe

3 e o = Ul tal que X e ﬁ (axioma da uniao) .

Prpposigg.o T s YV ¢ 3 /5 (o & f; )

' %
Demonstragao s ﬂ = ¢ i {o(l

Lema 7 :V oC VY (¥ e o€ ey = Ul v Y ele)

~ A - .
Demonstragcao : Como })’ € of , temos que X < UJel,

pois U o = { z 3z € [ e <o . Entao temos imediata -
mente que X e ol (se X /@[ (} o ) ou X\ = Yo .
reciproca é trivial.
igho 8+ VaVo ( B :
Proposigao 8 ¢ VA Vol ( o = fU{P)] == 5 ¢ o

A\z"@(ﬁegf‘ ——c e X vV X = ¥ )) .

l

s De fato, U(fU%CC}: Ua v o = c(edgs(oc)
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Demonstragao : a) Suponhamos que <« = J3UY g fﬂg e
seja ¥ tal que Be ¥ . Se o é ¥ entao ou

< = x ou g € o . Se ¥ e o , temos -
U = B e X e o . Pelo lema 5, tems também que -
Y e vol  ou ¥ = Uo . Em ambos os casos temos uma ~

contradigao, pois no primeiro terfamos Yo ¢ & € Y o€ (lem -
brar que Y & € O R e portanto & transitivo) e no segundo te-
riamos simplesmente U « ¢ )< . Entao o = Y . & 6~

bvio que 3 ¢ 3V {ﬂ} ‘

b) Vamos mostrar que <X satisfaz a propriedade dada
entao d:ﬁuiﬂg . B Sbvio que ﬁe‘ﬁU{ﬁ} . En

tao temos que < € f3 Uiﬂ% ou o= 3 U { ﬁ} . Se
o € [S‘U{ﬁl entao A ¢ Uﬁt*{ﬁ%:ﬁ ou < = J3
(lema 5) e como fpeex temos uma contradicao. Entao
o« = pulgl .

Definicao 3 ¢ Um ordinal (3 & dito sucessor de um

ordinal ¢ se e sdmente se Up = o e oL e f3 .
Coroldrio 1 : Yo 3| 2 ( B & o sucessor de o< )
Demonstrag_go : Seja f2 tal que o e 3 e o

UpB = « . Entao temos imediatamente que B o= U %o(}

(ver a demonstragao da parte b) da Proposigao 3 ) .

0 ordinal sucessor de ©C sgerd indicado por o+ 1 .,
Sabemos jéd que o + 1 = o U {O:} . Veremos que esta notagao-

é muito natural quando tratarmos da aritmética de ordinais,

Goroldrio 2 : VYoc 1 3d B (ace B € « +1)
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Demonstragao : Exercicio .

As definigOes e proposicgles dadas e desenvolvidas acima,
nos sugerem generalizar estes conceitos para conjuntos quaisquer -
de ordinais, mesmo que estes conjuntos nao sejam ordinais, Podemos
prever que dado um conjunto X de ordinais ( X < O R ) eéle po
derd ter Gltimo elemento ou ent8o nao te-~lo. Intuitivamente éste
Ultimo elemento deveria ser U X ( poisse &, f3 € X , te
mosg X < f3 ou JERR=Ne ¢ ) se YU X € X , e no caso -
de X nao ter Gltimo elemento entao U X deveria ser o menor

elemento que contém todos os elementos de X . Veremos que isto
realmente o caso. Inicialmente

Lema 8 : X &< OR ——=UZX € O R

Demonstragao : Sakemos jé que X & transitivo(le-
ma 4) . Temos ainda -

*

FUX:{P'Z:ZGUXS=5Lf-"z:z€O(€ Xl} =

= { z s z€ X ¢ X } 2 U x onde usamos novamente o le
ma 2 , Entao fU X = Ux v Ul x= UX e portanto -

Ux ¢ OR.

Deiinicao 4 : Seja X um conjunto de ordinais. Dizemos

que um ordinal 4 & o supremo de X ( &« = sup X ) se e =
somente se qualquer que seja ﬂ e X temos j:? € Of ou -

B o= «F , € para qualquer outro X' que satisfaz a esta-
propriedade temos X' = O ou o e

(1) o =sw X == VA ( fex—=FCa)n VP (VR (P ex

pey) —= L =¥ ).

% Note~se a semelhang¢a com o lema 5 .
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EoremazlsVX(X < O R

> sup X = U X )

Demonstracao ¢ O lema 6 nos diz que U X € OR

Mostremos que se &% gatisfaz a condigao (1) entao ¢ = U X

Da condigao (1) temos imediatamente que o < U X. Seja -~

z € UX. Entao existe 32 € X tal que = 6}3 =yod
(por (1)) e portanto 2z € o , Entao Ux < e por

tanto Ux = «

L

Coroldrio 1 : Vix < orR — Flea (« = sup X))

e

Demonstragcao : o = U x.

e

Coroldrio 2 : VX (X < 0 R —»(Eq(ﬁ exn‘;{/}(ﬁex

fcm)) == Aq(Mex Aam=Un | ).

Demonstragao : Do teorema 4 temos que M = UX
Seja z € UX, entdo z € &« € X e entao z € ™ (pois
< = M) . Entao ™M = U X . A reciproca & trivial;
Coroldrio 3+ Y X (X < O R ——»[V; (Zex —=
1M (mMex A~ Tem) = V%(%exﬁge 'UX):‘)

Demonstracgao : Se

V3( gex —=3M(Mex A Fe ™M ) entdo imediata-

‘mente Y %( %‘G X %6 UX) . Por outro lado se -

%€ UX entao existe Mex tal que % e ™M . Is-

to completa a demonstracso.

Og coroldrios 2 e. 3 acima clasgificam a situacgao, levan-
do-se em conta o teorema 4 . Pois, evidentemente, com o teorema 4,
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e X (C OR : _ -

t_H (‘rL (ﬂlCX A mk .=le) < /ﬁV? (% € X \»% e Ux)

Assim sendo o coroldrio 2 nos descreve a situagao em que o sup &
atingido, enquanto que o coroldrio 3 nos descreve a situagao na =
qual o sup nao é um elemento do conjunto. Vemos imediatamente, =
lembrando aquilo que foi feito para ordinais, que um ordinal é su-
cessor se o sup KX = |Jok ¢ « e é limite se -
sup X = UK = K (e portanto nso pertence a & ) ,

Finalizando esta secgao chamamos a atengao para as expres
soes do esquema de induggo e do esquema de recorrencia com  ordi

nais

BEsquema de Inducao ¢

ValVp (g ¢ oA 85 cpsmnns o) — (5 eqsunse))
— Yo o o Clsenes Cn)

Esquema de recorrencia :

V X E!y/Q)/ (x, y) ’\/CAEH:E (fGCAV /\V%,@/(f!\ f, 'z )

—pl

Exercicio : Seja a férmula ~

_g(x, y) = (x ¢ domn Xy A y = \Jdom%zj: U Cp dom\;c)/\

(x & domxy A oo x)

/ 3
, _
Evidentemente temos \7/ x 3 \ v P (x, y) « Do esquema de recor-

rencia obtemos entao -
\v/az{] f(f e Uy /\\”/]% /d(ffﬁ ,f'ﬁ ))
u ¥ U e 3

Demonstrar que 3 a) Se f ¢ V e g < ?V e

Temos  £'§ = Uz’

)




s50 obtidos como acima entao

II . 36

f e g sao compativeis

{‘f ) ( g-] s Se K & @ entao f € g .
Definimos R £ o 41 onde f@ indica a fungao obti
da da forma acima para 65 . O quisito a) nos mostra que R o
independe de f@ se X € @ .
b) R_ = v, R, L) ( U R,
X pex ¢ ‘ Topex  ©
c X ¢ ¢ - .
) wep —— a T n,
d) R, = &o g
)
e) Ryyu = Re Y W R,
. ; 0
£) N o= UN— Rp = \ g, J 0 \J R,
z C =
PN FEN
g) \7/ X 14 X (x ¢ ch ) (38 veézes indicamos  eéste
resultado por VvV = kJ ).
& € OR o
h) V = \J R «————> Axioma da Regularidade
i) Sem o axioma da regularidade mostrar que -
Ro( = L X K{D x C X J

§ 5

CARDINALS |

A FUNGAO DE HARTOGS, OS ALEPHS,

Sejam x e y dois conjuntos.

tente a y e indicamos
tora de x emy ¢
x oy e—f (£ ¢

XXy

Dizemos que x € equipo

quando existir uma fungao bije-

LY i

£ £ €

N /N

Ix ) .

A relagao de equipoténcia tem as seguintes propriedades 3
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a) x X x
b) x Xy > ¥y o~ X
c) X ooy A ¥y == % ——s T T g
Com x e y ainda conjuntos, dizemos que =x é injetdvel em y
e indicamos x < y se existir uma fungao injetora f de x

em y 3

x\<\y<--——->qf(fexy AN f & injetora ) .

—

Temos as seguintes propriedades

a) X < X
b) x <y Ny < 2 ——s x < 2z
Sejam x e y conjuntos;- Definimos soma cardinal de x e y ,
e indicamos x + yxty, x ¥, y) o conjunto :
X + y = §<O,u>‘:u6x}k) \<l,v>:v€y}
Valem as seguintes propriedades :
a) X+y = ¥y +X
b) (x+y) +2 =~ x+ (y +2)
) Vy Jx@xsy= y
d) x Xy «“—eau(xwrut:y)
Lemal: X +y ¥ «—->sW » x X V¥
Demonstragao ¢ 1) Observamos que X + W ¥ X == W » X
Entao se (J x x <y existe u tal que W x x +u =y

Entao X + W x X +U = X +y ecomo X+ wWr x@xrx
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y OXxWwW xx 4+ u = X + ¥y

2)  Como  x +y ~ y , existem w <y e vyCy
u; ) vy = 0 tais que XX Ug, 6 YT Vg . Entao =
X+y X ¥y = v, , e existem Uss Vo (C Vy Uy N v, = 0

tais que X = Uy e y x Vs .o De forma mais geral, se tiver

mOS ul s u2 92 ¢ 20 5 un e Vl 5 08 ¢ 9y V'n —teremos o=
X+ ¥ =T Yy e portanto exisgtirao Yo e Vil con
tidos em vy talis que un+1 it e y o= Vg com -
. l,_) "
U 41 N Vgl = O . Definimos f € Xy tal que -
- %* .
f I‘ noxox = W o Isto € poseivel pois -~
nxx'Q.xNun \/n e W eui(\uj=0 para -
i # 3 3 f & Obviamente injetora e portanto W x x 4 y
Lema 2 X+yx2y N 28X —s 2 +y = ¥
Demonstragao : Temos, pelo lema anterior W » x <y
e como z < X W x 2 < Wx x<Xy . Portanto, ain-
da pelo lema 1 Z +y XYy .
Teorema : (Cantor - Bernstein - Schnoder)
x £y AN ¥ £ E —s x =y
Demonstragao : XXy —s X +a =y y<x —
y +bxXxx . Entae y+b+a=xy , e portantoW x (b + a) < y.

3 Se indicéssemos por fn a bijegao entre x e u_ , a cada pas

[}

n

~ N\
so, entao f o oxx = fn
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0
Por outro ladow » bXWx(b+a) Ly e portanto =x=y + b = y.

Og alephs, que estudaremos aqul, eram pensados como cla§
ses de ordinais com uma determinada cardinalidade. Assim sendo .
jp@_oera a classe dos ordinais enumeraveis, j\L 1 a classe dos

ordinais com a menor cardinalidade maior que enumerdvel e assim -

por diante. B gabido (Zermelo 1904) que o axioma da escolha * im
plica que todo conjunto pode ser bem ordenado. Assim sendo todo -~
cardingl infinito serd um aleph. No desenvolvimento que faremos ,
utilizaremos para definir os alephs, uma funcao, denominada funcao
de Hartogs, mas para faze-1o precisaremos explorar a relagao exis-—
tente entre uma boa ordem sobre um conjunto e os ordinais, que J&
temos. Em tudo que se segue admitiremos o axioma da escolha, jun-
tamente com 08 outros axiomas de Zermelo-Fraenkel,

Inicialmente alguma notagao. Seja x um conjunto. In-

dicamos por BO (x) o conjunto das boas ordens sObre X s
B0 (x) = { Wo:ow & boa ordem sobre X %

Tema 1 : Vx( B (x) ¢ V)

Demonstracao :  Seja a Férmula -
g (Wws3x) — W &boaordem A W € @;C*x .

Ent80 m esquema de separagao nos fornece BO (x) £ 6>x PR

Lembramos ainda que =

kk

Z.F.'———\/X(BO(X)%O)«_—é~ A.E., e assim =
/

gsendo - Z.F. + A.E. }-—— Vx (B (x) £ 0 ) ouseja para

qualquer conjunto x existe uma relagso W que bem ordena X .

Queremos investigar a relagao entre uma boa ordem sobre-
x e os ordinais. Intuitivamente a cada hoa ordem sobre x de =
via corresponder um Unico ordinal da maneira seguinte 3

* Serd indicado no que se segue por A,E.
x% Ver o apendix : Bquivalentes do A.E.
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Com a boa ordem W , x +tem um primeiro elemento X,

Fazemos entao uma correspondencia entre X, e O , Como X, tem

sucessor, Xj , fazemos Xq corresponder a {C} e assim suces-
givamente. Intuitivamente deveriamos conseguir fazendo isto um ni-
mero suficiente de veézes exaurir todo x na ordem W . Observe -
-se que na nossa construgao acima se u W v entao o ordinal cor-
réspondente a u, f*u, pertence ao ordinal correspondente a v
v . E evidente da construgao que o ordinal eventualmente obtido
é Unico, pois na realidade construimos uma fungao f, bijetora, de
x em um ordinal % tal que se u Wv entao f'u € f'v (bag
ta aplicar o principio da indugao transfinita) .

Tendo estas i1idéias em mente enunciamos o

Teorema 1 : \7/x (YVw (W ¢ BO.(X)) .__ﬂ____t%‘g[%}f

¥

(Xxf* A VUVV(uﬁVAuE:XAVEXAuVVV -

f'u € f°'v))) .

Orientados pelo que foi feito acima demonstraremos preli
minarmente :

Lema 2 \/x (3;’:‘30( /®/(O<, £3 X)/\j—] g 36\ /Q{ (8 ,g5%)

@]

/\O(g.d\———a-\vlﬁ (3 ¢ & > £

. Y.
Po- g % )) , onde
ﬁ(m,ﬂx)f:ﬁ;ﬂd/QVUVV(HEXAVEXAu#VAuWV

~—— f'u € f'v) e W € BO (x)

Demonstragao : Seja a férmula -

U, Ve

(Yl € X ————afq.= g(vt

H

,Q{(N\;CX,E,E)

* Indicamos Xore Yy quando X é bijetével em y por T .
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Vamos mostrar que, para @ ¢ o4 -
U, - Ue
VNl f“z @/\/@(((‘Yz))(pedl—— £ § = gp o,
De fato, se f H = = # z' = é @ , como W €& ordem to-
tal sObre x temos ou z W z' ou z' Wz .
a) Se =z Wz' , entao g'z = 3 ¢ @ = g'g' . Por outro la

\
‘do como por hipdtese @ € X , entao como ? € @ ,temos

=z . Mas entao -

i

%ﬁ € ok e portanto f z = g
f'z = @ e f'z = % e z ¢ ? o que é absurdo.

b) Se z' Wz procedemos analogamente, obtendo novamente uma con

~ \Jo o
tradicao. Assim sendo temos z = z' = f @ = ;g) A "

O esquema de inducao para ordinals (pdg. 14) nos fornece
~imediatamente -

%/@(@em—WaEE‘@:é‘@ = yd(@) ,

como queriamos mostrar .
Com a mesma notacao que no enunciado do lema 2 temos o
_(zorol.érj_o 3\V/X(3 fj:]()’\ /d(()(, 5 x)A 383@
/@(p,gax)—> K =8 A f=g).
-

Demonstracao ¢ Suponhamos por exemplo que X g @ 5

isto &, que X € H . Entao existe z € x tal que -
lhgl' o = z . Por outro lado f'z = ’“'1 € oK ; portanto -
g'(fl = Z enquanto g ﬂl W z (pois lé. A =12 ) o0 que é =
absurdo j4 que em X g e f devem coincidir. Analogamente ,

se 9 ¢ (& , obtemos uma contradigao. TPortanto, oA

< U @

— _ v
Por outro lado, pelo lema se o S 6} temos r © g .
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U u
Portanto £f = g e portanto f=g.

Com o lema e o coroldrio vemos que se existem f e o ,
nas condigcoes desejadas entgo, estes dois conjuntos sao Unicos

Para completarmos o teorema basta construirmos um por f , O . Pa,
ra isto, enunciaremos mais alguns lemas e fixaremos alguma notacao,

Seja W uma boa ordem sobre x , conjunto. Entao se z 6 x de-
P_— - . W . . -
e T o T o 5
finimos W Iz = { z' €x ¢ z' W z.S R 9 indicard sempre o

primeiro elemento de x na ordem W .

Lema 3: VWw Vx(w € B (x) =<=—— W & uma

W

FAS
o € u

ordem total sobre x AV u(u< x A x

Va(wWwz<e v — = % ¢ u) <u =x ))

Demonstracao : FExercicio.

Este lema caracteriza o principio da inducao transfinita
sobre conjuntos bem ordenados,

|
Lema 4 : ‘V X \/W’( W ¢ B (x) ——= x = ztﬁ - Wi/z

v dzt (2" e x A x = Uyyze U } ng s

Demonstragao : Exercicio .

Demonstraggo do Teorema 1 ¢ Vamos definir uma funcso de
x sOobre um ordinal por indugao transfinita. Tomamos o primeiro e=

leménto de x na ordem W , xy e formamos o par <:X?' s 0>,
Se jé tivermos todos os pares <:z' , dfz1t> para todo -
1 i ; . y
Z € Wx/z ’ z € x , temos dois casos pelo lema 4
a) dz' (z' e W A W = W_, U | Z‘K ) -
x/z x/z x/7z 1

Neste caso formamos o par <: Z , sup { ol st 3 Zl ¢ WX/Z} + 1 >>
b) W = L
/% T

X '
Z € WX/Z

Wi/z‘ . Neste caso formamos o par
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< z 5 sup 1 diz, O L Wx/zl > . Pelo lema 3 todos =~
os elementos ocorrem em algum par, e temos uma associagao entre ca
da =z € x e um ordinal. A colegao dos <z, ®,>  formam

um conjunto A , aplicando-se sucessivamente o esquema de substi-
tuicéo e o de separagao. Assim sendo % Lz, C(Z:>>: z € X }

& uma funcao f ¢ *OR . A demonstracdo se divide em diversos
passos 3
1 ~-f & crescente, isto &, se z' W z entao gt € f'z
Se u W v entao u € Wx/v . Temos dois casos
a) W'X/v = z'[EJW Wy /gt . Neste ?aso
X/v
* — 1 ot o 1 s £
f' v = sup { f z : Z e Wx/v } e portanto ja temos
£°uw € f'v ou fu = fv . S fu = fv , considere -
mos ut que é o sucessor de u na ordem w . E dbvio que
ut ¢ Wx/v . No entanto, teremos pela definigao de T
. 1 5 ' ;
fu = sup { f z : Z € Wk/u+ g + 1
Entao, como u € Wx/u+ ., temos que f’u =f'v € £ ut o)
que é absurdo. Entao f'u e f£'v .
- v iy
b) WX/V = WX/Z' U { Z } . Entao
f'v = sup i fz ¢tz € Wx/v } + 1 . Neste caso nao hi
0 que provar.
Assim sendo f ¢ *om é de fato crescente.
>~ VYu(uex A~ utex _ _ fut o= ffu o+ 1) .

Resume-se tudo em provar que Sup § f'z ¢ 2 € Wx/u+ ; = fu "
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Temos -
° b4 = * o i = ° } ¢
sup{fz zewx/u+} L é\fz zewX/uJ,} ZLEJW £°z U £y
x/u
Como f € crescente e para todo z € Wx/u s 2z W u ’
temos imediatamente que f'z € f'u ou seja f'z< £u,
Entao t){ f'z : 2 € Wi/u+ } = fu _ .
Temos J& portanto, que f é injetora. Resta-nos mostrar que -

f X

& um ordinal e estard

entao completa a demonstragao .

3 - £* x = Tf * x
Seja 0 # f3 € 'z para z € x . Devemos mos -
trar que existe u € x tal que ' = [ . Conside-
remos o conjunto -
A = { vi:v € x ~n Pe £y S ; A é nao  vazio
W*
(pois =z € A ) Seja o o primeiro elemento de A na
ordem W . Temos mnovamente dois casos :
a) Wx/vg Z‘LEIW Wy /g0 , e suponhamos que
' x/v 0
para todo 7! W W , £zt € f3 . Entao
4 0
« W _ o1 o l -
flvo = Ssup { f z' ¢ 2 € Wg/vy e portanto
e W e W z
v, e f3 ou vy = S3 o que & ~
. . l
* Observar que vg # xg , pois f xg = 0!



absurdo . Assim existe u € x , com f'u = f3 .
i = ) 1 = e e ]
b) Wi/vg . Wk/z' UJ { z } | . Entdo f'z' = 3
De fato se. £zt e £ , terfamos
£ ] W - @ 1 L3 W - L 1 -
fivg = £z2'+1 € f ou fvg =fz'"+1 = f
o que & absurdo. Entdo f'z' = J3 . Entdo f  x =Tf 'x
4 - JD‘f *x o= £ ¥ x
De fato, pois f)* £f *x = {f)'f'z : 7z €& x } =
= {f'z : 7z € x} = { f*x 3 que é transitivo.
Seja o = f * x . E 6bvio que x X oc

e f satisfaz a prescrigao pedida. Isto completa a demonstra-~

cao .

Exercicios : Com as mesmas notagoes que na demonstra -

cao do teorema provar que

*

1- Vz(z e x —= £ * W, € O0rR )
o~ Va(z e x — £z =2% W, v

° &

PPy = f Wy /2 + 1)
3 - Y x VW(WGBO(X)% ( = = U Wx/z

7z € X

* *

- = f X = \Jf x ))

4 - VYx VYw (w ¢ B (x) ——= ( dz"(az' € X A

x_—.W/Z, U {z'g 2 Usr *x € £% %))
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Poderfamos utilizar o esquema de recorréncia transfinita,

Daremos abaixo apenas uma das férmulas que poderiamos utilizar:

Il

8 Cz, y5 = , W ) ( W e B (x) ~ z ¢ %y
A d e (0 x ~ & ) A Vu Vv (uexavex A u # v

A u W ov = z'u € z°'v) ~ y = z X = o)

Yo((w g B(x) vz §Fy v T 13 a (g ox)v

Z
Ju v (uex A vex Audv A u W v A
z°u é z°v. ) ~ ¥y = z }.
E &bvio que Y z Aly ¢ (z,y5 x, W) ;

Note-se que € necessério ainda um teorems de existéncia como na de
monstragao do teorema 1 . O esquema de recorrercia transfinita -
nos garante entretanto j4 a unicidade da funcao £ procurada e

portanto a do ordinal correspondente a boa ordem W de X

O que foi feito anteriormente, nos permite definir, dados

dois ordinais , sua soma ordinal. Sejam o e J& or

dinais e consideremos o conjunto ( soma cardianal )
; : | { %
o +, B = A x %‘O} U B x 1 4

Colocamos neste conjunto a seguinte boa ordem , Le , dita or

dem lexicogréifica 3
\7/ ] A ¥ - & —_—
a) «1 \d/ﬁ ( ”1 e o “oe ol A 1*1 e‘/p

/
ﬂl Le J}A )
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b) VYR (mep A opeg A e p—s
M Te M)

c) VNIV)J( ”Leﬁ Ao pe = 1 Le ™

ou seja deixamos ‘tudo como estava em o e j? e -
todo elemento de ol precede qualquer elemento de jg
O leitor poderd verificar trivialmente que Le é ums boa
ordem .

Pelo teorema 1  existe um ordinal X\ corresponden=—
te g que & ftnico ) a o+, f com a boa ordem
Le ., HBste ordinal g« é a soma ordinal de X c j3

Podemos agora entao, passar a considerar a definicao dos

alephs . Como haviamos dito utilizaremos uma fungao denominada-
fungao de Hartogs .

Se X é um conjunto , definimos
H (x) = LJ { X s o« & p:4 g . Precisamos
demonstrar evidentemente, que { oz oof f£\ X z é conjun
to para todo x e entao teremos H € Vy .

Consideremos a férmula

=is
O
[on
3.
@]

e
&
<C
N
L

g

e

—~
N
g
-
L]
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O esquema de substituigao nos dé entao a partir de Px um conjun-

to que notaremos B_ . Seja A, = U B, =

={W: Jy (y € Px A W € BO (y)) )} . Consideremos agora-
a férmula : Y (IM,s;x) = Jdy(yerx ~ e B (y))

A Do dF(F € dom £y vy ~, o€ A Vz Vv(zeyanvey
A Z%V/\-ZPV —— f'g € f'v ) A S =

0 teorems 1 nos fornece imediatamente que V I 3's Y (I, s; x)

O esquema de substituicao nos fornece a partir de AX $

*

A :éo{:ﬂWHy(WEAX A W €& B (y))

A Afr (y =, A f preserva ordem ) g

f
Mas éste conjunto é justamente % aq o A X?}
(demonstracao ?) Asgim sendo H (x) = U { o 2 of 4 x}
é um conjunto e temos H ¢ 'y . 0 leitor deverd ser ca-

paz de perceber claramente as idéias intuitivas que estao por -«

~ 2 5
traz da construgao que acabkamos de fazer ., E Sbvio que, para to

to x € v , temos H (x) ¢ O R . Temos as-

gim demonstrada a

Proposicao 1 : Vx ( H (x) =U{C‘(: CX’{’:X} e V)

Os prdximos lemas e proposigaes preparam o caminho para

alguns resultados sobre os alephs , enquanto em si mesmos esclare-

cem algumas propriedades da funcgo de Hartogs .
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iémq_}_: \/X\U’§ (§ T  xANw &£ x— ?441 < x )

Demonstragao : Como § £ x temos que

X = % +. y . Se y #0 , nao hd o que fazer, Se y =0 entao
§ =~ x e portanto temos g X~ x= w +. z . Temos evidentemen
mente % +1 =~ (w+1)+ 2 = v+ 2z = x o que termi-

na a demonstracao.

Lema2:\(7'x(w§x—>U{O(:O(< x1 =

={O(:O(\<'\' x})

Demonstracao : Devemos mostrar sdmente que
) ~
{O(SO( < x}(_:__ \J {CQ : K x ] » Se 0 < x entao
como v & x , pelo lemal O +1 <X x . Mas O e O(+1 e
poctanto O € (J{ o: of £ x

o

N

Coroldrio 1 : Y = (w x ——> H(x) £x)

Demonstracao : Se X O R , nao hd o que demonstrar.
9

Se x 6 O R, indiquemo-lo por X . Se H (A) =& , pelo lg
ma 1, temos que A +1 < O o que é absurdo pois

H(00) = U’L"lg"\éo( b e @ & o+,

Coroldrio 2 ¢+ W x (v & x . H (x) = \UH (%))

Demonstragcao : Imediata .

0 coroldrio 2 nos diz que H (x) é um ordinal limite ,

para todo x .

Proposigao 2 : \y/ x VQ (@ Q p S @ =H (x) V
H (x) € @ ) .

__Demonstragao $ Se@ ¢ H(x) , pelo lema 2 , temos -
@ £ x, o que é absurdo .
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Assim sendo H (x) & o menor ordinal que nao é injetd -

vel em x* . No caso em que x € um ordinal temos o

Corolério : \fd M/@ (4 < @ S —— @ g o
ACo =H(Q) vV H@®) e a@)).

Daremos agora a definigao dos alephs . Utilizamos a
funcao de Hartogs para construirmos por recorrencia transfinita -

estes tGltimos, Assim, faremos :B¢_0=20} jkld&l'= H ( jva) e

se A = U "N entao E\L,g = (;E)%]ij ; A férmulg para a

recorréncia transfinita seri

¢x,§)s (x=0A y=» )V« (x ¢ v Ay = HEA))
VINCN=UN A x G%V AN y= UxFN )

V= oV T3 d x eV v 3N Uh= L)’x/\xe%n

/\y:X)

Entao \/ x iqs y @ (x, y) e do esquema de recorren

cia vem
A .
kfdf?\ f(feV /\\ij\ﬁ (fvw\ , ffm)).
- \ ;
J o .
Tomamos entao j\ﬁn\ fﬂ+1(Y1
Observemos que toda construgao & feita de tal modo que

:h& O +1 é o primeiro ordinal que nao é injetdvel em tN'd (ver

na pégina ) .

Bésicos para o nosso desenvolvimento sao a proposicao e
o lema seguintes.

Lema 3'g \f q ( :D&{X © ]Q“G+l )

Demonstracao : Temos j& que :NL<X+1-<-4IQ—M ¢ portan

to pelo coroldrio da Proposigae 2, I\ € 1\£u+1 .

E facil ver que H(x) =x, pois se fosse pelo 2, H(x) € H(x), que

é absurdo.



IT. 51

Proposigao 3 3 Y o V@ (QC@ é———%'_Nof GN

5

Demonstracao : Se @ =Q + 1 entao o lema 3 nos d4 o

resultado desejado. Suponhamos entao que aQ+1 € @ » Seja

\_O(;@:] ={/Yl :(72 =O(\/(('Y'\‘€@ /\o(gﬁ\)' \/(Yl =@§
E ébvio que [: o s @] § um conjunto bem ordenado., Podemos entao

utilizar o Principio da Indugao Transfinita ( PIT ) . J4 vimos
[ | N ~
j\Me Ny - se o<+1,-/§ e [a.p] e -
' S—
:N”o( G]\_ al para todo (YL € % e a [(1 ,(? ’ s, temos-~

dois casos a considerar:

(a) % é sucessor . Entao ? = W+1 e temos -
| | | | {

j\\xe —.—J\_)\G 3\_&_{_1 e portanto _I\ﬂ e _T\.-,}*_l

(b) § & um ordinal limite. Neste caso por definigao

_‘l\.‘_ = e% —\~ ( € como ’J\‘\O(G _‘N‘vﬂl e q+1 € ,)5 temos
Jg;I\_ |

Nestas condigoes, podemos concluir pelo FIT que

‘—N‘o( € j\L')\ para todo ’>\ e [o( + 1, @j e ein particular‘

para @ . A reciproca é exercicio . Isto completa a demonstra
cao .

Proposig?io 4 3 Vo( \7/%} (X e@ ey J _—\\ A )

Il

o+ 1 , nao hé o que demons =

Demonstragao : Se @
trar. Se o +1 € @ e ‘\|6§ ]l_o( , pela proposigao 3, te
el N i
mos]\h,*_l € L= ]\‘O( e portanto 10(+1 :[\_ o A reciproca

é exercicio .

temaa: Vo { @ Nog ea | e OR) .
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Demonstracao : Exercicio .

Teorema2:\7’o((w<\o(%3!q(0(?«S\Lq))

Demonstragao : Seja NI = {@ g I\l g q}

Seja 6\ & U (‘”k . . Vamos mostrar que j\"ﬁ‘ < ¢ . Primeira -~
\ s
mente mostremos que "\\—@ e ., Temos duas hipdteses
(a) & =V Cl g ”X . Neste caso nao hd o que demonstrar.
\ ~ l |
(b) ¢ = ‘(TL = {"1 . Neste caso entao ]\_ \_(( 1
3" @G’W D
~ \ . ~ Vd . R
Entao l m-tﬁ; o( e como ( nao é um aleph que o( .
Basta demonstrarmos entao que ( < ]\16\ . Suponha~
mos que (&< N 6\ . Entao, como j4 vimos temos ou O( = N(ﬂl ou

“wa_l € o . Se O nao é um aleph obtivemos um absurdo.Assim

_N@ =

Coroldrio 1 : V x (w £ x ———>EHN1 (H (x) =mm\))

Demonstragdo : Se H (X)X |\l entdo M = T+l

o I,
Corolaric 2 \T/q \T/ﬁ\ (J\;m g N e g )
. \ Al
Demonstracao : Decorre imediatamente da demonstracao do

teorema 2 .

Coroldrio 3 ¢ \%(J\\/Cl( 0 & o N\ o € I\Ln" ——éj\i(r\gc()

Demonstracao : RExercicio .

Corolédrio 4 : Y/o(\f@(w <o /\(f\’?f‘ o — |
( « ( = C ))).

No caso em dque X ngo & um aleph senao nao héd o que demonstrar.



II. 53

Demonstracao : BExerclcio

O corolario 4 mnos diz que os alephs sao os menores or
dinais que nao s80 equipotentes a nenhum ordinal anterior ( junta-
mente com o corolario 3 ).

O teorema é abalxo, nos mostra que na presenga do axio .
ma da escolha os alephs sao os cardinais no sentido de Cantor
ou mais precisamente, sao os menores ordinais are representam cada
cardinal no sentido cantoriano.

Teorema 3 : A, E, — 5 Vx HKW(XZ:RLﬁ)

Demonstragao : Tinhamos observado j4 ( pdg. cap.IIl)

que
Z.8, AE, «— > WV x ( BO(x) #0)

Dado x entao temos (pelo teorema 1) que x = & , O resultado se
gue imediatamento do Teorema 2.

Vamos desenvolver um pouco a teoria daqueles conjuntos
x tais que H(x) ¢ » . Primeiramente duas proposigSes que motie
vam uma definigao ¢ daremos.

Proposicao 5 : W x (H(x) € w > Wse X)

Demonstragao ¢ Se w < x entao ou H(x) = w» ou

w € H(x), por definigao. Em amlo s os casos, temos uma contra

dicao.

Proposicdo 6 : Vx (H(x) € w
;H A (d ew AN A= x))

Demonstragao @
Vamos precisar de alguns fatos, que enunciamos abaixo e

cuja demonstragao deixamos a cargo do leitor.
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Fato 1 VYA(X £ OANd €6 w — Ud e A)

Fato 2 s VA (L ew — s A + 1 £ «)
Fa‘coB:\V{Q\/@ ( 6\96 w ——>@§:CX)

a) Vamos mostrar que H(x) X =x, Mostramos inicialmente que

H(x) < x . De fato, como H(x) € w se H(x) =0 ndo hd o
que demonstrar ( pois x =0). Se H(x) # 0 entao U H(x) € H(x)

e portanto U H(x) < = . Se H(x) sx =x entao U H(x) &

sup {d\ : o £ xk e nao H(x) o qie nos d4 um desenho.

Seja agora f uma injegao de H(x) em x . Bntao f &
sobrejetora. De fato, senao o fasse, isto é, se o complementar de

£ " H(x) em =x nao for vazio poderfamos injetar H(x) +1 em x
o qie & absurdo, por definigao de H(x). Assim H(x) =~ x .

I~

b) A reciproca é trivial, bastando observar que se x T A temos

que 01+1§x,pois O(+1g0(.
Daremos entao a seguinte

Definicao ¢  Diremos que um conjunto X & finito (x € F)
se e sOdmente se H(x) € w . Indicaremos que x & finito pela noe-
tagcao x € F .

x €F — H(x) € w
def

Proposigao T @ —3y W ox (H(x) € y — x @ v)

Demonstragao ¢ Se existe um tal y entao {yk e y.

Consideremos entao o conjunto i\ {yg . y\.Pelo axiom_a da regulg
ridade devia existir um conjunto =z aqe pertenca a {iy} ’ yl e
tal que z N \ly} , y} = 0, Mas como )\yk € y este tal z
nao existe e isto é um absurdo.
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A proposigao 7 mnos diz que nao existe o conjunto de to
dos os conjuntos finitos.

Proposigao 8 : Y/ x (H(x) € v —> BO(x) 7 0)

Demonstragao : Exercicio.

Observamos que, a proposigao 6 nos mostra que a defini
cao que demos de¢ conjunto finito coincide com a definicao usual de
conjunto finito, Observe-se também que os nimeros naturais sao -
tais que H(X ) = A e que isto caracteriza inteiramente o fato
de que X € w ( Pato 2), Por outro lado assim como os alephs
eram representantes canonicos de classes de equipoténcia de conjun
tos, na presenca do axioma da escolha, aqui os'naturais sao também
represen tantes de classes de equipoténcia de conjuntos finitos mna
acepcao definida. Assim a fungao de Hartogs nos dd, seja ao nivel
finito seja ao infinito ( com o axioma da escolha ) representantes
dos cardinais no sentido de Cantor.

No contexto que estamos definimos entao, que um ordinal
d & um cardinal se e sdmente se A nao & equipotente a nenhum ox
dinal anterior, ou seja se & for um nGmero natural ou um aleph ,
Og cardinais serao, usualmente indicados com as letrag gregas %
ou ™™ , reservando~se as outras para ordinais usuais. Assim 3

X & cardinal — a ¢ OR AN Vfb((/ g o
def )

———%G{%@)E X e ¢,
def

Proposigao 9 :— 1y YV A (X 6 ¢ —— A ey)

Demonstracao : Se existisse um tal y, entao y < ORe

Uy € OR , Como ja vimos H(Uy) & umaleph , pois certamente
w LUy . Mas entao H(Uy) € y o que & um absurdo pois
Uy € H(Uy) e Uy =y,
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Vamos tratar agora da parte elementar da aritmética de
cardinais; diremos, como é usual que um cardinal é infinito se o -~
conjunto dos nlmeros naturais €& néle, injetédvel. Primeiramente al-
gumg notagao. Se x é,um conjunto, indicamos po X o0 menor ordi
nal A tal que A= x , Definimos entdo se ™~ , k e A 820
cardinagis infinitos :

1) &+ "™\ =k o+ ’7\

2) % N =k XN
NN

3) k= %

Exercicios ¢ Demonstrar que

a) k + k= k = k. 2
M
p) (& )% = &

Proposigan 10 :

Demonstracao ¢ Serd feita utilizando-se o esquema de in
80 . j ko = \ e suponhamos que
dugao Seja ]\_m 5 P q

F T - N .o= N,
55 cd 15 l?)

e jv— . 0 fundamental na demonstracao &
0

e vamos mostrar que |\

o

se construir um ordinal de cardinalidade -}Q_g e, que tenha seg

gbes de cardinalidade :TQ_@ onde @ € € , Neste sentido conside

mos o eonjunto de triplas < Nl ,é}) 8

onde

gy € N INDg e § =g
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. Seja T éste conjunto. Evidentemente

~ N ~ 2
PR lq}‘—u ~ N\l

X

Daremos agora a T wuma boa ordem R, nas condigOes dese
jadas. Definimos

<y , b R < ‘ x ==
11' é1 ’61> P @ o’ § 27 “Def

('\6‘)\/(\;\ e p )N -
01 62 (\l ()2 /\</>:L Qz\/(@l y A

2
R € uma boa ordem, Suponhamos agora que por absurdo j\lcxi K\x '
2 : . 2 -
: - ‘ . ! ‘ —‘\y
Entzo :N‘o( S lo( » pois ‘\—u; §_ | o
Tomemos agora a injegao canodonica
2
Y \ ) o
i & _I\L.Q( rrsemisemedy JX@ que leva
«’YL e ]\\‘@( em r“fz e J\_l‘ X . Por outro lado como

2
T j\lﬂ&temos que o ordinal equipotente a T com a ordem R,

. , P £ :l.\l 2 E ¥ e ~ .
que indicamos, @) € tal que [H} Jo.pu AN (H), Tomemos entao

~ 2 ’ o i ~ N
a aplicagao J 3 I\lo( > @), que é a injegac canonica

( j poderd ser a identidade ) e consideremos

| 2
jo iz NM 2 LH} Como \'\’_O( € No( existe
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Hle (Ej tal que fq g/ Im Jj o1 . Resta-nos contar quantos
elementos temos precedendo a ﬂl o Em T com a ordem R corres -
i 3 . >, ¢
ponde a NK uma tripla <(w(o, G, 0! 0 oY e

°

{<C§)@)5\‘> SETUERY <Moo po’ Xo\/}

7 > —\ ~
e equipotente a ™ . Como ﬁlo, [3c> c N\ Q entao

{ ‘ ! 5 ~ N}
Y‘l 0 ’rti ‘:J——\—‘.fn\o e jg o r\Ju _\\”__ Onde

oo JBO € O . Pela hipotese de indugao
N N TN £ = o\
@ = = T - T n
Me Jﬂo Mo ‘Io

Y 4
o + S
N\ e o\

supondo=se que 3

Fo o

N

I

GjJ\qup f

et D
Assim sendo, precedem <:rvzoa «ﬂ?o’ 2(‘0 j} N J\L(_ elementos
(<}

e novamente pela hipdtese de inducao

U ,_,‘2 —\ A\ c T\
’J\—' Yy = -—"\—- . g.J\._ =, h’\_.. = _,.l\_,.
LO ! 19 M4 Mo £4
2
- - =1 N T -
mas isto e um absurdo. Entao 4\¢_X'<_;\_0_ e a demonstragao esta
o i
completa.

| ot - |
} Corolari 5 s \vj o Y 5 (_JQ_._;_j\_l g t?\m )
e e

°

- s .
Demonstragao : Exercicio

e
Yo (el y= 3N )

« o+ 1

, 3
Corolario 6

oo




4
Corolaric 7 3

bbviamente

Nk AL

X

Demonstracao :

)
N

2 N

N, an o

U

€ ¢
ANy

1exicogr5fica , isto é, <:n%]ﬁ /8].:>

{Mar o>

De

o
o

8

e
Corolario

M

—\ f

N

= NJ
_f\,(x

Demonstracao ¢

Corolario \J)C(‘V'_/3

9 3

Vo (>0l
N

(2\L

I\

IT |9

A
(64 )
s onde
I 3
e o conjunto

com a ordem

\/(X \/ n(ne€w A n

Omdugao finita sobre

o 2

Le

n .

e
g

# 0

g N €MDY My ="e ~f1 € B2

—— S

Jxl-sup(d,dﬁ»)

A e A
Para completarmos este capitulo sobre cardinais, vamos es

tudar a relaczo entre um conjunto x e

P(x)

sob o ponto de wvista

- A 3 o, ° ~ o L3 A 3
da existencia ou nao de aplicacoes hijetoras entre estes dois con =

juntos.

£ e "
Exercicio : Seja

{f‘:

o—

ZX

1l

Definimos

X

X um conjunto

2
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Mostre que P(x) =~ >

Teorema I : VY x — (x ¢ P(x)).

Demonstragao : E obvio que x < P(x) .

Suponhamos que existisse f ¢ x ——=P(x) , hijetora e
consideremos o conjunto

y = { zZ s z2€X N z€ f(z)~§ g entao temos que como f é bije
tora que y = f(w) para Wex . 8e WE Yy entao

W éf(Uf)= vy . Se WeE y entao We (W) = y , o que
nos d4 um absurdo. EntGo y nfo é imagem de nenhum elemento de x,
contra a hipétese de f ser hijetora. Assim sendo nao pode existir

f , hijetora. Isto completa a demonstragao.

A demonstragao do teorema L, foi feita pelo método de
diagonalizagﬁo, que vai exposto abaixo na

Proposigao 11 : \#}C \f vy (y € P(x) XY ——=

Az (z€P(x) Nz € 7))

Demonstragao ¢ Se f ¢ x ———=y é a bijecao entre

X e y tomamos 3z = { w s Wex n W ¢ f( Uf)-g . Entao

z % vy e z € P(x).

7 . 0o : x .
Exercicio : Se definimos P(x) como "2, como fica o
'd ~
metodo da diagonalizacao ?

No que se segue vamos utilizar livremente o axioma da es-
o , o
colha e seus equivalentes. Assim sendo, se y e um conjunto sabemo

~1o bem ordenével.

4
Indicaremos, se k e um cardinal, por Eﬁ O menor



ordinal equipotente ao conjﬁnto

escolha temos entao os primeiros

Ile< 61

P ( k ). Na presenca do axioma da
corolarios do Teorema Lo

Corolario 10 : Y x( % € 2K)
: . =2 d]
Corolario 11 s \70(( NL = 7 q )
a+ 1
Seja (Ai)i c 7 Uma familia de conjuntoss Definimos .
\‘ N
L_oa, = L {l%X A
i€l 50 (5 e
" ,
e || A; da maneira usual, isto &,
iel
[ 4
|| Ai=)f:feIUA /\Vi(f(i)eAi)2
ier )
Sabemos que se para todo i € I Ay 7 /Q/, entao
= . ' .
L A; # ﬁf e equivalente ao axioma da escolha. A proxima
i€erl ' :

bProposicao, conhecida
ressante entre a soma
minadas condigoes.

por Lema de Konig, nos d4 uma relagao inte -
e o produto de familias de conjuntos em deter

Proposigao 12 : ( Tema de Konig )
Seja (Ai)i ¢ 1 uma familia de conjuntos e (Bi)i c I
uma outra. Suponhambs que 'ﬁi ét "Ei para todo 1 , entdo

o |

Demonstracao

Ay

Utilizamos o axioma da escolha na demonstra
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cao. Seja f € e T B; injetora mostremos que f nao é So-

brejetora. Para cada k € I consideremos o conjunto

B'k.__{y: y = h(k) A het C{k\}xAk)‘.}'

I

Entao como B, << A temos B, - Bl # 0. Com o axioma da es-

k
1lha T ( B, - B! ) # O e portanto f nao pode ser sobre.
i
Corolario 12 : Y . ( - 35 2 )
N i -
Demonstracao : =/ . 1] e = _E' {O,l\
f'f! E

o

A 3 o ) ° /
Uma outra consequencia interessante do lema de Konig e o
~ / s . :
fato de que 2 nao e a soma de k cardinais menores. Antes algu-
mas definigoes.

Qefinigéo s Sejam N e P ordinais. Umi\sequ%ncia
transfinita crescente de ordinais é uma fungao \P € /J tal que

VT VmFemen— pTe

£ Sbvio que %7 é injetora e portanto necessariamente ﬁ%\ e/u

Definigdo ¢ Seja k um cardinal. Seja o conjunto

fC k) =:{?\:;]\P (\F ¢ uma sequencia crescente de ordinais A

. B

(€] I——— ) N . - ~
U dom \\0 =k A N= dom \P /\\/(‘q( m(t dom > \T'-/ﬁlﬁ k)l

\

Note-se que f( k) & ndo vazio ja que a identidade restrita a k

, - . o o e 3 3 -
e uma sequ%nc1a crescente de ordinais. Definimos cofinalidade de

ky of ( k)= (1 £C k).

Proposicao 13 3 W k ( ef (Zk ) > k)
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Demonstracao : Suponhamos que exista \{.') € OR com:
(.

U dom \]O = 2k e que dom '\{) < k . Entao temos que

\Zq (o & domp \"\(v;q < 2k )

Seja = dom \P Entao pelo lema de Konig
‘\)"é Lfv < T2k ¢ (2K )y = oKX L gk
~ kfjnfl ﬁ’?\
. . L’ SRR k- .’ ~
o que e absurdo ja que U\H’Y = 2 por hipotese. Entao

cef( Zk ) N Zk:

-

7z . ~ 7 N
O corolario 1 e a proposicao 13 encerram as duas uni
.~ . A . k ~ :
cas restrigoes conhecidas sobre o cardinal 2 em relagcao a k .

Na presenca do axioma da escolha sabemos que o0s aleph sao0
os cardinais. Cassificamo-lhes em dois tipos :

7 ’ .
a) Sucessores ¢ quando o indice do aleph e um ordinal
sucessor.

b) Limites ¢ quando o fndice de aleph é um ordinal limite.

p Hcao 1k s a £\ ) =\l )
roposicao 1l A4 (e JLC(+1 ~\“o(+1

o A & Y 3
Demonstracao : Seja \D uma sequencia crescente definida em

I\LG(G T\ e tal que {_) dom \\F’ =\ . Como Y

T+ 1 a+ 1

v
injetora dom ‘\f) ?‘C’]\,‘ . Por outro lado

\T}n’{((\l{% \{)'(‘(L < N(—x.}_y)

s Z
Y z
e portanto U dom \P\< NC( = j\\_o( o que é um absurdo. Isto com
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pleta a demonstracao.

s / ' '
E obvio que para todo cardinal k ,ecf ( k )< k . Para

cardinais sucessores temos entao sempre cf ( k ) = k o Existem
cardinais limites tais que ef ( k )Lk ( por exemplo j\LLU ) =
A questao da existéncia de cardinais limites "N tais que

of (“") = "N foi demonstrada como sendo indecidivel em Z.F." .

Para futuro uso, sendo k wum cardinal, daremos as definigoes s
a) kK & regular = ef (k) =k
b) k & singular — cf ( k ) < «k

A ] . - °
Nesta nomenclatura a existencia de cardinais limites regu
4 /7
lares e indecidivel em Z.F.

* Ver § 3 do Capitulo III,



"CAPITULO IT1

Modelos
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§ 1 : Modelos

Vamos considerar aqui, preliminarmente a nossa definicao
de modelos uma linguagem L, mais geral que L p que utilizamos
anteriormente, Os seus simbolog primitivos sao0 os seguintes:

(1) Varidveig : Temos um nlmero enumeravel de va-
ridveis indicadas por v, , 10 € w.

( 2 ) Letras de Predicado : Temos um nimero enumerd
vel de letras de predicado, indicados por Pn , n €& W Para cada-

n€w , existe um ndmero p ( n ) € w denominado ordem do predica-

do P .
n

( 3 ) simbolos Légicds s Temog V ( ou ) e —

( nao ).

( 4 ) Quantificadores : Temos o simbolo - ( existe)

( 5 ) Constantes : Temos um conjunto qualquer de

constantes, c; s i€ I,

( 6 ) Simbolos Auxiliares : parenteses, virgulas ,

pontosg.
( 7 ) Simbolo de Igualdade : =
Como fizemos no capfitulo I, definimos férmula atomica de
L
(1) se P, é uma letra de predicado e se ty, t,,

Yo sssssss T ao constantes ridveis, entao t
30 n (n) g stantes ou varidveis, tao P, /( 6o

toy eeeeoen tH (n) ) & uma fdérmula atomica. Se tyy Tos 580

constantes ou varidveis, entao t, = s é uma férmula atomica.

1
( 2 ) Apenas estas sao as férmulas atomicas.

As definigdes de férmula de L, de ocorrencia livre ou
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ligada de uma varidvel numa férmula, de sentenca, e de uma varid -
vel ser livre para outra numa férmula sao as mesmas que as dadas -
para L op ¢+ As abreviagoes, que convencionamos no capitulo I, tam
bém sao as mesmas, |

Deverd estar claro que, a linguagem Do ¢§ uma forma -
particular de linguagem do tipo que descrevemos., A funcgao b1 que
a cada n associa o nlmero p (n) , ordem do predicado P é de
nominada tipo de L , Assim, podemos falar em linguagem do tipo L,
que do ponto de vista formal sho indistinguiveis.

Um cdlculo de predicados de 12 ordem, poderia gser montg-
do a partir de L , tomando-se, como axiomas 1ldégicos, précisamen-—
te aqueles que j& tomamos anteriormente no capitulo I, A definiggo
de uma férmula se demonstrivel a partir de um conjunto de férmulas

" & a mesma, e indicada da mesma forma: [ !

Un conjunto de férmulas [ & dito consistente se nao e-
xistir uma férmula @ tal que MN—g e M e g .

Observamos que a Proposicao 1 e o teorema da deducao va
lem no nogso contexto atual sem nenhuma modificacao no enunciado.
As convengoes que fizemos para indicar varidveis livres em férmu -

lag, continuamos a mante-la aqui.

Preparatdrio para o conceito de modelo, é o conceito de-

egstrutura relacional. Uma egtrutura relacional para L , € uma tri
pla ordenada (M - ¢ a, [m : newl), {a : iel} >

onde R o Ap‘(n) (_; AX.A,X ses X A

n —

. o

p(n) x

para cada n €p»y e A £ 0 e
a = { < i, a;g » ¢+ 1 € I aoay €A }

¢ uma fungao de I em A. Cada R, ¢ denominada interpretacao de
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P, em .

Para definirmos a nogéo de satisfibilidade em (. eg-
pecificamos uma sequencia.

v = {<<n, X, > ¢ neéw o x, € A }

de elementos de A . v é denominada interpretacio das varifeis de

L. A interpretagcao v nos diz que devemos interpretar as ocorren-—
cias livresg da varidvel v, como se referindo ao elemento.gh “de
A. Se v fOr uma interpretacio das varidveis e se g € A, en-
tao v (n/a ) € a interpretagao que nosg fornece os mesmos valo -

res que .v para todas as varidveis excetuando-ge v, a qual asso
ciamog o valor g :

v ( n/a ) = ( X 2 Bps eerece Xy 8 5 X0y eeeses )

Observamos que o valor associado a v, por v (n/a ) & indepen
dente do valor associado a v, Dpor 7.

Podemos agora dar uma definigao precisa, devida a Targki,
de quando uma férmula @ pe verdadeira estrutura relacional g

para uma dada interpretagéo v das varidveis., Indicamos isto eg-

crevendo N = 4 A definigio é recursiva, dada a se-
V L
guirs
Qy » = [ b, for o mesmo
(1) k:§ ;= Uy se Db,

elemento que bj'

@*’ t:_v Pl’l ( ul, llz, seo0eeo U Ll(fl) )se

e somente ge <'bl, Doy eeseey b P(n)> € Bh

~ r'e
onde se u; € a varidvel v, , entao b; =x,., e se u; € uma

constante ¢ entao by = a5 5 3 € I.
(2) v FE ¢ ge e sdmente se ndo for ver
v

dade que Cl = 7.
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(3) A ?:} g v VY se e gomente ge -
QF 2 ou Q. l—-\'r\lj

(4) QFE 7 v, # se e sbmente se para algum -
- _

—
a € A temos e '_—:\r(n/a) ¢.

rd 0 ~
Exercicios: Ag férmulas sabaixo sao de I: e A\ ¢ uma estrutura

relacional para Lis P , Y indicam férmulas,

(1) se ¢ é um axioma do cdlculo de predicados de 12 ordem entao
& = ¢ |
(2) se AIF ¢ — Y " AR = ¢ entio WA= Y

(3) Seja 05 uma férmula de I uma estrutura relacional para

L. e v uma valoragao. Mostre que ({ f‘—:{r \vi v, /Qg se e

sdmente se para todo a © A, Fﬁv(n/a) 55

(4) Seija SZ{ uma férmula de I, e sejam v e .v' valoracOes tais

que se v, ocorre livre em f  entao x, =%, . Mostre que

Q@ = § seec somente se X =, § .
(5) se L = y{ e A=V entio O = g AP
(6) se & = ¢  entdo para tdaa ¥ , A = % VY
(Mouw & = § ou A= 1§

(8) Nago se tem A= @ e A= ﬁ”g
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Por forca do exercicio 3 acima, escreveremos (Q, == ¢[:

. s 0~

Bos Bfs eesesescnne an] aj € A em vez de Q, | V_¢ to
« 7 . .

da vez que as varidveils que aparecem alguma vez livres em @ ,0cor

rem entre as V_ , cecoceccc.. ¥V, . Assim escrevemos Q, =9 [ 2,

By sescococs an] sempre que qualquer interpretacao que associa a

ve, 1 Ln , o valor a; é tal que (Q,kié 7/

Em particular se @ & uma sentenca entao se aQ ?:%_ﬁ para algu
ma interpretagdo v, das variiveis entao () = ¢ para toda in
terpretacgao v. Neste caso, escrevemos () == @ e dizemos que @

é verdadeira ou vilida em () e que Q. & um modelo de @ . Se [

& um conjunto de sentencas de L , entao Q@ & um modelo de [T ,se
for um modelo para todas as sentencas de [' . '

Uma sentenga é dita universalmente vélida se for verda-
deira para toda estrutura relacional Q@ para L . Seja Vel o =~
conjunto das sentencas universalmente vilidas de L e seja Prov ,
o conjunto das sentengcas @ tal que — @ . Temos entao o seguin-
te

Teorema 1 : Vel = Prov,

O teorema nos diz que, se @ ¢é universalmente valida,en
tao @ & demonstrv¥el a partir dos axiomas 16gicos do capitulo I e
vice-versa.

Para uso futuro, daremos aqui uma definigao. Um conjunto
X se diz definivel numa estrutura relacional = Ay vevnenn >
ou definivel se existir uma férmula @ ( y; By ceeeeoos By )
com uma variavel livre, com os tl, vesas awg tn parémetros perten~
centes a A tal que '

1= {y:yean @0 (yty eeenenn 8,0 |

No resto do capitulo nos preocuparemos com os enunciados
dog teoremas fundamentais da Teoria dos Modelos e com.a demonstra-
cao que em ZF nao podemos mostrar a existencia de cardinais de =~
tm determinado tipo.
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§ 2 : Teoremas Fundamentais

Nesta seccao reunimos alguns enunciados da Teoria dos Mo
delos que utilizaremos. Nao daremos nenhuma demonstracao, mas a bi
bliografia, ao fim do trabalho, dé indicacdes de onde encontrar as
demonstracoes desses enunciados,

Por cardinal de uma linguagem L, indicamos a cardinalida
de dos simbolbs de L . Como férmulas sao superposicoes de um nime-
ro finito de simbolos de L , a cardinalidade do conjunto das fér
mulas de L & igual ao cardinal de L ., Seja @ uma estrutura -
relacional para L . A cardinalidade de Q = £ Ayoeongooas >
é o cardinal de A .

O primeiro teorema desta secgao é o teorema de Lowenheim
Skolem :

Teorema : Seja [' um conjunto de sentencas com um modelo infini-
to, Entao se [ for finito, [' tem modelos de qualquer cardinali
dade infinita. Se [' & infinito e de cardinal « entao [' tem
modelos de qualquer cardinalidade 2; a .

E uma observacao de Vaught, que o Teorema 1 é equivalen-
te ao axioma da egcolha.

O teorema 2 é denominado o teorema da compacticidade do-
C4dlculo de Predicados.

Teorema 2 : Um conjunto [ de sentencas de I +tem modelo se e
somente se cada subconjunto finito de [ tem modelo.

’

O teorema seguinte relaciona consistencia com modelog., E
devido a @goddel e Henkin

Teorema 3 : (da Completividade)

Umn conjunto [' de sentencas tem modelo se e sbmente se-
for congigtente.
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Ogs teoremag 1 e 3 nos fornecem O

Teorema 4 3 Se [T £ um conjunto congistente de sentencas de car-
dinal o , entdo ou [' tem um modelo finito ou [' +tem modelosde
todas cardinalidades infinitas 3 o .

Se congideramos que Lyn & enumerivel e que portanto o
conjunto das sentengas de Lyp & enumerivel, entio se ZF for consig
tente, terd um modelo enumerdvel., A rigor precisariamos tao sbmen-
te, ter considerado que se "o, for o conjunto dos axiomas de ZF
entdo [ & enumerdvel, e portanto se ZF tiver um modelo, terd tam
bém um enumerdvel., Um modelo de uma sentenca @ de Ly é dito
standard se a interpretacdo da pertinéncia for a pertinencia res-

" trita ao conjunto subjacente ao modelo. Indicaremos um tal modelo
pelo par ordenado <M , € > .

0 Gltimo teorema que precisgaremos sobre modelos, tem ha-
ver com a teoria de ZT . fle nos diz que podemos encontrar modelos
transitivos. enumerdveis e standard; para uma colegao finita de axi
omas de ZF , que inclua o axioma da extensionalidade. Um modelo =
standarda <M , €3> §é dito transitivo, se M for transitivo.

Teorema 5 3 Seja [' = { A, Ay, oo 5 A um conjunto fini
to de axiomas de Z,F,, tal que um dos As ¢ o axioma da extensio-
nalidade._Entao existe um conjunto M , enumerdvel e transitivo ,
tal que n = M, € pyomy= (M, ¢ > émodelo de [ .

Bste resultado gerd importante no capitulo 4 . Obser-
vamos apenas que a demongtracao do Teorema 5 pode ser feita em Z.FR

Que em Z.F. nao podemos achar (isto é, demongtrar que e-
xiste) um modelo de Z.F., é o conteldo, para nés relevante, do teg
rema seguinte, denominado da Incompletabilidade, demongtrado por
Godel

Teorema 6 : Seja », um sistema formal cujos axiomas sao dadospor
alguma regra recursiva. Entao se >, ¢é consistente e se a aritmé-
tica pode ser descrita em Y, a consisténcia de Y, , nao pode
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ser provada em >, .

A rigor nao enunciamos um teorema matemdticamente preci-
50, Entretanto nao hd dificuldade em se perceber que o teorema se
aplica a todos sistemas formais usuails. Em particular, como, em ZF,
temos w , o0 teorema se aplica a Z.F, Agssim se supusermos que Z.F,
é consistente entfo a consistencia de Z.F. exige, para sua demong
tracao, métodos‘mais poderosos do, que aquéles que temos a0 nosso -
dispor em Z.F. Obviamente, se Z.F. for inconsistente, podemos de -
monstrar qualquer coisa em Z.F, O que queremos frizar, entretanto,
é que a congisténcia de Z.F., & até hoje um artigo de fé. Utilizare
mos o teorema 6 na secgao seguinte.

§ 3 : Uma Aplicacgao : Cardinais Fortemente

Inacegsiveis,

Esta seccao é dedicada a mostrar que se Z.F. for consig-
tente entdo a existencia de cardinais de um certo tipo, denomina-
dos fortemente inacessiveis nao pode ser demonstrada em Z,F, Recor
damos antes alguns conceitos que j& discutimos. Seja k um cardi-

nals; k é dito regular se e somente para t§§a sequénci%_ (X R
B € A ,com n <k , temos ~%;% A< kge @ <~k

para todo P ¢ A . Ou seja K é fegular se para todo car-
dinal A menor que k , k nao & a soma de A cardinais me

£

nores que k + Um cardinal (:) ¢ dito fortemente inacessivelse

e gomente se:

(a) (:) é regular e nao enumerivel

(b) Se k<@ entao 2k<® onde 2%=7P (k' .

Recordamos ainda os Ry, ; para cada ordinal & , defi-
nimos um conjunto EX , por inducao transfinita, da maneira seguin
te:

RO = 0
= = U
e se A U A " R% € E A R
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Vamos mostrar que se existisse um cardinal inacessivel -
(ou seja,que se fosse possivel demonstrar em Z.F. a existencia de-
um tal cardinal) entao poderiamos demongtrar a consistencia de Z.F.
em Z.F., Assumimos entao que exista um cardinal inacessivel (forte-
mente inacessivel), @ .

Lema 1 : \v/é (gé @——)E—;<@)
’ )

Demonstracao : Fagemos por induczo. B Sbvio que R <®
Suponhamos que o resultado vale para todo ¢ € o ¢ @ e mostre

5

mos que vale para A , Temos dois casoss

(a) o €& sucessor, ou seja d = % + 1 com S? € d .
Entao ﬁ_g( = ?—(——IT;) - ZR% e portanto como (H) & inaces
sivel e devido & hipétese de indugao R « < ®

(b) d =Ud , ou seja d €& ordinal limite. Neste ca-

go temog claramente @

R, =,V 2 . R
fo Tred®e S Ted iy
Como o € (® , temos o < @ ecomoR(@ pa
ra todo Z € o  temos que R—O(\< 2 —§; < Q
ge d 5
O lema estd assim demongtrado. Consideremos o conjunto -
M = Z(_.U® R, . Como assmimos que @ exigte podemos obter

S 9

M em 27T por substituicao. Vamos mostrar que <M, €> é mode-
lo de Z F Como cada R d é transitivo temos imediatamente que
M € transitivo. A demonstracao de que M é modelo de Z F. & feita -
em 2 F

Lema 2 : Os axiomas da regularidade, infinito, extensig

nalidade e uniao valem em m o= <M, €> .

Demonstracao : Lembramos que M & transitivo. Verifica-

remos com algum detalhe apenas o axioma da uniso., Devemos mostrar-
que HK*ZVXH'Y Vz(z €y ==ju (z€unue€x)).,
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Como sabemos y = Ux . Seja entdo m € M e va -
mos mostrar que Um (que existe em Z I ) estd em M . ILembra -
mos ainda que a interpretacao da pertinencia & simplesmente a per
tinencia restrita a M . Como M & transitivo, se u € m en-
tao u €M . Mais. precisamente, se m € M entao existe QCED
tal que m € R, , Mas como cada Rz € transitivo Um Rg 4
e portanto, Um % P(R;-) = R% L1 € M , pbois, (:) é um ordi
nal limite, Entao o axioma da unifo & vdlido em M. Os outros -
mencionados, procede-ge da mesma maneira, Observamos que

wCRw+1ew+1€I{.Sem€1\/Ien€M

entao m e n sao iguais em M ge e gdmente se forem iguaig em
ZF,jadque m T M e ngC M
me razao, pois o elemento de m €

. Regularidade vale pela meg—
M que, em 7 F , tem inter -~
secgao nula com m , pertence a M .

Lema 3 ¢ O axioma das partes vale em M .,

Demonstragao : Procede—ge de maneira andloga que na de-
monstracao do lema 2 e deixamo-la a cargo do leitor,

Lema 4 : O axioma'da substituicao vale em M .

Demonstracao : Seja @ uma férmula com duas varidveig-

livres e com tl 3 t2 90650 tk elementos de M como par%metros 5

g (x, v; By seee B ) '

n =V X_Ery ¢ (x, v 3 By sees By ) , e devemos mostrar que

m EVxdyVz(z€y «=u(u € x A ¢ (u, z 3 By ,..tk»
Seja o € C) s vamos mostrar que se. substituirmos todo

RC{ com # , obtemos ainda um conjunto em M . Feito isso o lems

Admitamos que

egstarsd demonstrado. Para cada m €'IRB definimos gm s COmo
-+ Consideramos en=-

0 menor dos ordinais % tais que m € R
tao a férmula : ¢
X( ll,V; tl, ecaoce 3 tk,Rd ) o u E Rdf\
\dy (Qs(u33’§-b1', cese ,'tk) v o= §y)
Observamos inicialmente que se para algum u € R va

ler @ (v, y 3 By s eee 5 b ) entao y € M e portanto temos
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fy . Por outrq\lado devido ao fato que. |

. F=Vx Jy 6 (x, y.5.% 5 eeee , b, ) ento temos
‘Yu El,\ v X (u, v B 5 eeee s b s B ) . Substituimos em
Z.F. com a férmula X, e obtemos a partir de R q s um conjun
to [ de ordinais. Seja ' = U ' . BEntao ¥ € @ . De fa

to, pois & = U [T e lembrando o lema 1 teremos :
i < ;_. ? < @ , pois cada = tem cardi
R J ¢y =

nalidade menor que @ e ?0( < @ o Assim, como 6_‘ & ,
temos &' € (H) . Seja entdo o conjunto .
th(z{y:yEMAE]X(XER,O(/\ﬁ(x,y;tl,.c,tk)}
Pelg que acabamos de mostrar Ry e RE{ e portanto R} € M.
Entao se m € R( s Se S

m! =-{iy S M/\E}X (xemnad (x s ¥ 3 tl 9 eesey tk )}
entao m' < Ry € R y e portanto m' € M . Adsim o axio
ma da substituicao vale em <M , € > , ¢ estd terminada a de-
monstracao.

Resu.mindo, mostramos que se pudermos demonstrar em Z.F.
que existe um cardinal fortemente inacessivel @ entao -
g = # (X€U Ry ' € > € modelo de Z.F. Levando em
conta os teoremas da secgao anterior (especificamente, os teoremas
3 e 6 ) concluimos o

,Teorema : Se z.F. for consistente nfo podemos demons-
trar em Z.F. a existencia de um cardinal fortemente inacessivel,

Isto conclui esta secgao e o capitulo 3 .



CAPTITULDO I

A Consistencia da Hipotese do Continuo
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§ 1 : Introducao

No que se segue vamos fazer uma demonstracao da congis -
téncia da hipétese do continuo com a teoria de conjuntos ZoeFs, €Xm
posta anteriormente, Na realidade o que estabeleceremos & uma con-
sistencia, relatlva, ou seja, mostraremos que se Z.F, é consistente
entao Z.F. + o Z\_li"AE é congistente.

0 método a ser utilizado para a demonstracao & o"forcing'!

A secgao 2 constroi uma linguagem ramificada que usare -
mos em toda esta parte do trabalho ., Na seccao 3 temos a apresenta
cao do. forcing e nas secgoes 4 e 5 a apresentacao do resultado pro
curado,

Para finalizar esta introducao fixamos alguma notacao e
lembramos nogoes que j& discutimos.

Como sempre, letras gregas minfdsculas do infcio do alfg-
beto, indicam ordinais. Reservamos em particular N\ para ordinais
limites e k para cardinais,

A palavra modelo, gignificard em tudo que for feito a se
- guir modelo standard transitivo, Se n = <u, €:> ¢ um mode

lo de Z.F. entao o simbolo O BM /indica os ordinais do modelocon
giderado ou seja OR n M , intuitivamente.

Lembramog ainda os R(X que vimos anteriormente, Para-
cada d € OR definimos, por recorréncia, um conjunto R q
da maneira seguinte: |

Ro = 0
Ry 41 = P By )
R?\=C(g>\ Rd >\= U/\

Como é sabido, com o axioma da regularidade temos
- 'U’ . . s _
Y HC O R :Rd . Com isto daremos a seguinte
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Definigdo : Seja x um conjunto. Denomina-ge posto de
X e indica-se ]]Xl] » ao menor ordinal o tal que
X R .
< By

§ 2 : A Linguagem g ( Aj_2
Seja ™ = <M, €> um modelo standard transiti-
vo e enumerivel de Z.F., e sejam Aj s J € N predicados ung -
rios, Vamosg descrever uma linguagem ramificada, indicada por -

¢ A ) » para realgar a sua dependéncia de M e dos Ay .

Os simbolos primitivos de IM ( Aj ) sao os seguintes :

(1) Varidveis : Temos um némero enumerdvel de varid -
veis, indicados por v. , j € W .

(2) Constantes : Para cada m € M  +temos um sfmbolo,
m , omnome de m , Hstes sfmbolos serso ag constantes de
M, | |

(3) Conectivos 16gicos : Temos os sfmbolog —— (n20)
e o simbolo vV (ou) ,

(4) Quantificadores : Temos o simbolo (existe) e
para cada d € O0Ry um sfmbolo :ﬂd .

(5) Operadores de Obstracdo : Para cada o€ © Ry te
mos um simbolo, )l .

(6) Predlcados 3 Temos € (pertence), = (igual)
e todos osg Aj » 4 € N

De posse dos simbolos primitivos de ™ ( A ) podemos -
comegar a montar a sua sintaxe. Definimos 1n101a1mente, por indu -
¢ao 51multanea, férmula limitada, ocorreéncia livre ou ligada de u=-
ma varigvel numa férmula limitads e termo de obstracao., A inducao
procede no mnimero de simbolos nas expressoes de T ( Aj ) . As -
sim g

(a) Se u e v sgao constantes, variiveis ou termos de
obstragao, entao u € v, u = v s e A (W) , J € N ,s30
férmulas limitadas.
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(k) Se u e v sao constantes ou termos de abs-
tragao, toda ocorrencia de uma varidvel nas férmulas de (a) sdo -
ligadas. Caso contrdrio, as ocorrencias sao livres,

(¢c) Se de W sg8o férmulas limitadas entéoﬁﬁ
e @ v Y sdo férmulas limitadas. Se v, & uma varidvel e

A« € 0 R, entdo E‘q vy ¢ uma férmula limitada.
(d) Uma ocorrencia da varigvel v. & livre ou 1li-
gada numa férmula da forma ™ @ ou @ v ¥, conforme esta ocor

rencia, considerada como ocorrencia nas férmulas ( ou férmula ) -~

componentes, ror livre ou ligada. Qualquer ocorrencia de vj na

férmula 3(( vj¢ é ligada.

(e) Se ¢ & uma férmula limitada e A € O R(M) -
sao tais que:

(1) 9 86 tem uma varidvel livre (indiquemo-la por v ).
(2) se o simboloa(g ocorre em @ entdo > L A |
(3) Se o sfmbolo M ocorre em ¢ entio (3 << o,

(4) Se o sfmbolo m ( m € M ) ocorre em @ entao

lm) <.
Entdo M o Vo P (vy) & um térmo de abstracao.

Os térmos de LM (Aj) 820 as constantes e os térmos de
abstracao «

Definimos de posse dos térmos as férmulas de P (Aj) s

Dizemos primeiramente quem sao as férmulas atomicas:

Se u e v sao constantes, varidveis ou térmos de abs-
tracao entao Aj(u) JEN, uév e u=vsa férmulas atomicas.
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A seguir definimos fdérmula :

(1) férmulas atomicas sao férmulas

(2) Se ¢ e Y s8> férmulas entdo —mP e @ v Y sao
férmulas. Se v, é uma varidvel e A € O Ry entao H'Vj 0] e

3« v g sao férmulas.

Deixamos como exercicio ao leitor a definigao de ocorren
. : . . M
cia livre ou ligada de uma varidvel numa férmula de L (Aj).

Como sempre uma sentenga é uma férmula sem varidveis 1li-
vres. Uma férmula limitada sem varidveis livres € uma sentenga li-

mitada.

O comprimento de uma férmula se define recursivamente da
maneira seguinte:

(1) Se @ & atomica, o comprimento de @ indicado por
cp @, €é 1.

(2) Se ¢ & Y v X entho
cp @ =cp¥y + cp X +1

I

(3) Se ¢ & —1 Y entao cp @ = cp¥y +1

(4) se ¢ & d x¥ ou Elq z Y entao
cp$ = cpy +1

Utilizamos como asbreviagoes, as seguintes definicgoes:
p=Y = EvY

gAY =, (g VY )

v oz ¢ E;])ef L E{Xf_~1¢



IV . 5

todas elas standard.

Para uso futuro, definimos posto de um termo, A letra t
aferida ou nao de fndices, indicard sempre termos:

(1) 0 posto ( (t) de um termo t sera:

(a) se t=m , &)= llml

(b) se t = jﬁq Vs ¢ , o (t) = Q

. Faremos agora a godelizagao ou aritimetizagao de -
L (Aj). Adotamos as seguintes convengoes:

— =0, V = <O,l>
4 = <0,2> E£E<0J>>
== = e 34 L= ,.
<0,4> vy gezwa >
hy = <1,j> E}q = < 3,d >
j € & € ORy

:HC(E<4’(X >

a e ®RM

e para m € M m=<5m>

Com estas convencoes podemos embutir LM(Aj) em M. A-

cada férmula ¢ a cada térmo estd associado um conjunto indicado -
por rﬁﬂ ou "1 respectivamente, definido da maneira indicada -
abaixo. Deixamos a definigao do nimero Godel dos térmos para o)
leitor: '

(1) Se ¢ & u=v ou ué€ev onde u e v sao0 vari

]

dveis ou termos entao
. .7 Fo
0) =, u >, v > ou

Fg e, "> , v > respectivamente.

Il

A\

7
AN

\

-
=N
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(2) Se ¢ & Aj(v) onde v & uma varidvel ou termo
temos :

-
=
-
]

<ay, WY

— VY entao

[N

(3) Se ¢

<7,y

-
RS
_J
Il

(4) Se ¢ ¢é VY V X entao

P YD, TS
(5) Se @ & ij‘V entao

W= <KKYLv> LY D
(6) se g & JgvyV entio

'<’<Eﬂm ) Vj> : ,rwfl:>

-
RS
|
Il

Pasgamos agora a considerar LM(A.) como subconjunto de
~ AT i | J .
M, Consevaremos a notacgao g ou t s apenas quando quisermos
frizar que LM(Aj) estd contida em M.
Para cada (€ OR, , definimos um conjunto T » denomi-
nado conjunto dos termos definiveis por LM(Aj) , de posto menor -
que O :

iq & 3 Pt ¢ t & térmo de LM(Aj) e (t) < A E

As sentencas limitadas tem uma hierarquia natural. Para-
defini-la passamos a agssoclar cada sentenca limitada ¢ uma tripla
< ,i, 1> que definimos abaixo:

(1) 0 ordinal « & tal que:

(la) Se algum termo t ocorre em ¢ entao f)(t) <A .
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(1b) Se A ocorre em § entdo RKA,

(2) i=0 se O & um ordinal sucessor, digamos
A =3+1, e B o ngo ocorre em @ e nenhuma férmula do tipo
te. , t=.,. =1t ou Aj(t) s J € weom QO ()= Q .

Caso contririo, i = 1,

(3) 1 é o comprimento de @ .

Definimos uma boa ordem nas triplas dadas acima da manei
ra seguinte:

<A,i,p> < <B,j,q> se ¢ sdmente se C(<§?, ou
A =6 e i<j ou A =R , i=3 e p\g a

BEsta.ordem é evidentemente uma boa ordem para estas tri
plas ordenadas. Denominamos, ordem da férmula limitada @ s € indi
camos od ® a tripla acima definida para @ .

Por inducao sobre a ordem de sentengas limitadas, vamos-~
definir uma fungao Valorizagao, indicada por Val, Admitimos nesta
definig¢ao que a cada predicado undrio A. estd associado um con -

junto a;C M , tal que 1 ajH = Qj € M , que serao as interpre

tagoes dos predicados Aj . A fungao Val tem por domfnio a clag—
se ( em M ) das sentencas limitadas de LM(Aj) e por contradomi -
nio go,lg = 2,

Dividimos a definicao a ser dada em casos. Fazemos pri-
meiramente o das sentencas atOmicas e depois para sentencas nao a-~
tomicas. No que se segue tj indicard termos:

(I) Definimos Val ('t

i r i
€ %, ) e Val ( T4 t, ). Te -

1 1

mos tres '‘casos a considerar:

I1: 0 (%) < P(t,) = &,
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Se t, = m com lm !l = A colocamos
Val(rtlb‘tzj) = sup §Val ( rtl=g—1) : nGmI
Se tr, =Hq vy ¢ ( vy ) colocamos

val ( "ty € %5 ) = val (7§ (s07)

No caso da igualdade definimos

r _ =1 - r T .
Val ( ‘bl -1‘;2 ) = inf &Val uEtlé——>u€t2 2 uGT(I}

Note-gse que od ( T = b, ) = <A +1,1, 1> e que

od(ue’ql,@uetz) {A+1,0,1>

I2: ¢ = P (t,) NS G(tl) = «

Definimos

r r
Val(tlét;)=sup§Val Vﬁvo(voé’cl@ vy € u)

1 .
/\u€1:2 ¢ uGTﬁ}

Val(rt]_:tz—'): inf . gwral'_uetlé_>uetgi : ueT53§

Observe-se que hi sempre uma " diminuigao " no sentido da ordem da
da as triplas na definicao.

(II) Para as sentencas atomicas do tipo Aj(t) defini~
mos em dois casos:

IT 1 %

i

m, m¢€M, colocamos

{
1 se mGa:l

Val (rAj () ')

]

0 se'ﬂ(meaj)
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IT 2: 4 E‘jﬂq vy o ( v. )

1

vEntéo,temosz
val ( TA.(£)1 ) = su 5 val ("Vy ( v € n<=0 (v >;1
j = Sup o o = = 0
]\
n € ay o IInH‘<(1j

Estd claro de (II) que a definicao da funcao Val depende dos con -
juntos ajg; M associados a cada Aj . As vezes isto poderd ser -

indicado escrevendo-se o simkolo Valy . Normalmente, subentende-
mos os conjuntos escolhidos e nao carregaremos a notacao.

(III) Para as sentencas nso atOmicas definimos:

: A
. 1 1 ') =0

III 1: val (Mg ") = § oe Vel ¢ _¢_1)
0 seval ("@') =1

ou seja Val (r—1¢‘1) = Val ( ¢ ) +1 mod 2

IIT 2: val (" ¢ v ¥) = sup S Val ( r¢j ), Val (r#fq)g

IIT 3 Val(réhx Vs @ (ngW) = supg Val ( r¢ (W') : uB 11%

Temos entao definida por inducgao a fungao Val para toda gentenca
limitada § . |

De posse da funcao valorizagao definimos outra, a fungao

denotagao indicada por D. O domfnio de D é U Ty e o con -
[

q e OR,

tradominio é o universo. Definimos D por indugao, supondo-g de-
finida para todo termo de posto menor que A . Daremos a definicgao

em dois casos:

(1) t=m , lmi=«
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entdo Dt =D(t) = m
(2) t =Hy vy ) (v;)  entao
. . - 13
Dt:.-D(t):iDS:SeTO(/\v,ﬂ 6(S ) =1 )
Para cada termo t € T = 1Y) ’I‘q D't denomina-se -
q € @RM

denotacao do termo t.

Como antes, manteremos a dependéncia da fungéo denotag’éio

nos a, C M sem notagao especial, mas a escolha  dos ay deverd

estar clara do contexto.

Indicamos U‘TO( = D ( TO() = Vy , e colocamos

N U Vy

C(G@[RM

Vamos desenvolver abaixo algumas propriedades dos Vq e

de N, Inicialmente, é obvio que M & N, & também claro que

.

Py = U T e portanto D*I, = V = U v
A Tgea X A X dex A

Proposigao 1 : Os conjuntos acima definidos tem as se -

guintes propriedades:

(a) V 0 C Vq € Vq 1 )
(b) Vg\fq ( A<B—= Vg & Vg )
(c) Vq ( Vq & transitivo )

Demonstracao: (a) consideramos o termo de abstragao
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>Hq v. (v. =v, ) =t pertencente a T B i
i i i o+ 1 - imediato,
que D't = D(t) = Vo e portanto Vo € Yy o, 1 -
{b) E imediato, levando-se em conta que
T(I < T gse (< @
(c) Seja u€ Vo . Ent8o u= Dt = D(t) onde

t € TO(. Temos dois casos :

(1) t=m , | mij <

Entao se n € m = u temos |nf <T A e portanto n € Ty .

Assim ‘D'_lg =n estd em Vo -

(2) t = Ay v, ¢ (v,

Entao D' %

1l

QD'S 2 S 8Ty A Val(I_(;)(S)—T):ll

-

e portanto u=D+t C VO('

Isto mostra que VC( é transitivo e encerra a demonstra-
¢ao.,

E imediato que N , como uniao de conjuntos transitivos,
é um conjunto transitivo.

Lembramos que os conjuntos a, © M, tomados inici almente
em correspondencia aos predicados Aj nao necessiriamente perten-
ciam a M ., Entretanto, todos aj pertencem a N, pois temos evi

dentemente, se o posto de a. & O(j , a. = D H O( ( A'.(vo).

v
J J 0
Assim, consegulmos com a nossa construcao fazer aparecer em N os

conjuntos aJ #

Daremos a seguir a definigao de verdade em <N, E> =m
A definigao é standard e bem conhecida., Procedemos por indugao -
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sobre o comprimento das sentencgas de LM ( Aj)
(1) 'rtt:tet' <——= D (t) € D (')

(2) " Et=t" <—=D(t) = D (t')

onde t e t' s80 teérmos de LM(Aj)
(3) ”t}:r“7¢ ~——= nao & verdade que’ﬂ;k: )
(4) =3y x P ( x) <— Bxiste t € Ty
tal que ™ ¢ (t)

(5) MF= 3x¢ ( x) Existe t.€ Uly

tal que T &= @ (%)
© =gy <= ME=f o =y

Assim sendo dada uma sentenca ¢ de 1M (Aj), podemos -

diger se TL#f@ ou nao.

Cxercicio ¢ Demonstrar que se ¢ é uma sentenga limitada entao

M= )5 se e sdmente se Val ("¢ ') = 1.

A proposigao seguinte nos diz que em <N, €:> =71 valem
todos os axiomas de Z.,F., excetuando-se sukstituigao e partes. -
Para estes dois. Gltimos imtroduzimos a nogdo de forcing que defi-
niremos adiante, Note-se que a demonstragao da proposicao 2, deve-

rd ser feita em ZF.

Proposigao 2 : Em M = {W, € > valem os axiomas da re
gularidade, extensionalidade, do infinito, e da uniso.

Demonsttagao : As demonstracoOes sao todas imédiatas e feitas em
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4,F, Observamos apenas que como € MC N, temos » € N (axioma
do infinito ) e que se X € N X =D+t , entdo Ux =D Ut onde
Ut & o térmo,

]

Utzjﬂqv (avi(v €t /\ViQVO))

0

onde A = f>(t)

Proposigao 3 ¢ o ({Qie M,), ou seja para todo ordinal -

o € OR, temos To¢  um conjunto de I,

Demonstragao : A demonstracho & essencialmente fécil embora tediosa.

Seria preciso codificar com a ajuda dos nlimeros de #odel defini
dos anteriormente, o conceito de fdrmula, varidvel livre ou ligada ;
férmulas limitadas e termos de abstracao assim como as regras de
formagao de todos estes objetos linguisticos, e mostrar por‘indu -
¢ao que sempre obtemos conjuntos. O resultados & entretanto intui-
tivo no sentido que para fazer Tq nao precisamos ir muito na
hierarquia de conjuntos em M, e que estas operagoes podem ser . -
descritas em M, 34 que M & modélo de Z,P. Omitimos assim a -
demonstragac,

Desenvolvemos ainda, para finalizar esta secgao algumas-
propriedades de N, que nao dependem do forcing. A demonstragao -~
dessas propriedades de N & feita em Z.F,

Proposigao 4 : Para todo ordinal & de M, se t & -
um térmo de LM(Aj) tal que P (t) = & entdo D)l <.

Demonstragao : Suponhamos que a propriedade seja verdadeira pars
todo £ < d . Seja t tal que (%) =Q

Se t=m nao hd o que demonstrar.

Se t EV}’Q V5 ¢ (vj) entao

D(t) =Dt = %D’s : SETg A Valrgﬁ(s)_[ =1
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Como se S € Td , temos gj( S ) entao  por
inducgao D't € R e portanto ot < o "
/.
Corolario 1 s O RM = @ RN

_ Demonstragao : Temos dbviamente O By & 0 Ry . Seja
o primeiro ordinal fora de M , Entao Gg também estd fora de N,
pois caso contririo d; seria denotagao de um termo 1 s tal que

et )< o, .

Corolsrio 2 : Para todo o € 0 Ry temos -

Ava

ol = D*T(X o RO( .

crongtragav s Imediata.

=

Para mostrarmos que N €& de fato um modelo de Z.F.,pre
cisamos da nocao de forcing, exposta a seguir.

§ 3 - Porcing

Lembramos que na secgao anterior haviamos tomado certes
conjuntos, designados por aj (j € N ), contidos em M , como
interpretagao dos predicados A. . BEstd claro que, nao serd para

J
qualquer escolha dos a. que teremos N modelo de Z.F. Poderi

J ‘
amos ter algum aj .com tipo de ordem O RN Ou Mmesmo uma enumerg-
cao do préprio M . O método de forcing, desenvolvido por Cohen
é feito de tal modo que possamos escolher os 8y de tal modo que

N seja modelo de Z.F.

A idéia do forcing é escolher um conjunto Cond de "con
dicoes", supondo-se que Cond € M e que O € Cond . As letrss
wpn o wgn o ete,, serao utilizadas para denotar condigles. A idéia
intuitiva dessas condigoes é aquela de que cada condigao traz em
< uma detesrmineda quantidade de informagao sobre quem devem Seros
a. » 3¢ P' 2P , entdo P' contém pelo menos tanta informacao -

J

gquanto

2

A informagao contida nas condigoes é decodificada -
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por uma relagao H——o s entre os elementos de Cond e as sentencas
do tipo Ay (T ) ou — A, (™) com je N e meM
relagao esta satlsfazendo os seguintes requisitos :

(1) Pl # e P 2 P enmtdo P

(2) N&o acontece que P ||—, ¢ e Pl

(3) Pl @8 ou existe P'2 P tal que P‘”‘_ — P

(4) Para cada P € Cond temos supi“ m“ PH‘* A (mi}
€ O Ry para todo J € w .

s

Nos requisitos (1) , (2) e (3) acima @ representa as
férmulas citadas ( A.(m) ou — A.(D) ) enquanto que a relagao =-
P[Fz p le-se : P forga P. Observamos que (1) e (2) acima sao
consequéncias imediatas do fato de interpretarmos uma condig¢ao co=-
mo quantidades de informagao ; (3) nos diz que a inf ormagao conti-
da nas condigoes deve ser suficiente para decidir todas as senten—
cas da forma indicada. Assim se nenhuma extensao de P nos forga
a aceitar — | ¢ entao P nos forga a aceitar g .

Supomos entao que nos seja dada uma relagéolkj; como aci
ma e nas condigoes mencionadas acima. Definimos entao, baseados em
H—~ a relacao de forcing entre férmulas de L A; ) e elemen
tos de Cond , indicada por PIF—-%’ (P forga\y ) . Fazemos primei
ramente a definigao de PlL— Y para férmulas limitadas por indu-
¢ao na ordem x de @

R PlF-i}q v g .( v; ) se existir t ¢ T tal

que P|— 8 (t)

2 : Pl —/.¢ se para todo Q 2P nao & verdade que
Q |2 .

3 ¢+ el gvy s Plbg ou Pl—V .

4 : Para as sentengas atomicas devemos dividir a defi-

nicao em casos:
4a PI}- Aﬁ (m) se e sdmente se P”——BAj (m)
4b PlF—-A Cﬂ q V3 ) (vj) ) se existir
nc Td tal que
Pl Vg v « B——p (v)) ) e Pla; (m
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tada f
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P ¢
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4c : Pl t e H vy 8 (vy) com Ple) < d

se Pl ¢ (t)

Pll=t, € t, com A = f(t)= Pt = f
se para algum +t ¢ Tp tenhamos que

\A ( vV, 6t —s v €ty ) /N (t ¢ 5 )

4e : Pt el com P(t) < (@) se e~

. xistir n ¢ m tal que Pj— t =2

4f : Pli— ty = ’,52 com o = max ( ?(tl),)’j(tz))
se Plkm-\hx v, ( v 6 tyeuv, € T, )

4g 3 Pl Rem ou Pl 2 =D ge n¢mou

[

n =m , respectivamente,

Definimos agora quando que P forgca uma sentenga ilimi

, por indugdo no comprimento de 0

(11)
(21)

(31)
(44)

Pl J x @ (x) se para algum t ¢ UTy = T ti-
vermos que Pll— ¢ (%)

Pl — ¢ se . para toda condigao Q D P , nao &
verdade que Q|— f§ .

Pll— pV W seEH———-QZ ou Pl

PH—— t, € t, ou %, =1, se forgd-las como sen-
tengcas limitadas .

Estd definida, por indugao, uma relagao [|— entre elemen
Cond e férmulas de LV ( Aj )

Exercicio : Mostre que

(a)
(b)

(c)

(d)

Pll— o Ay se e somente se PH—— b e PH’—‘\P

P|l- § «—— ¥ se e sdmente se Pl- § — Y e
Pl ¥ g
Bl \7/ z § (x) se e sdmente se para todo

t ¢ T e para toda condigdo Q = P nao & verdade
que Ql}— — B (%) .

Pl ¢ —— Y  se e sdmente se Pl— ¢ ou
Pl — W .

Os cinco lemas que seguem sao de toda importancia. Caragc
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terizam as principais propriedades do forcing e nos dao sua relacso
com a nogao de verdade em ™| = <N , €> , No que se segue @§ -
indica uma sentenga, limitada ou nao.

Lema 1 s Para todo P & Cond e toda sentenga ¢ , nao

é Verdade»que P”~» ¢ e PH- ey .
Demonstragao : Temos este fato para a relacao H—* Por
outro lado se P]}— — § entao como P 2 P nao & verdade -

que Pl-¢ .
Lema 2 : Se P“—~ /B Q 2 P entao Q“—— g .

Demongtragao : Fazemos a demonstragao por indugdo na or

dem < qd,i,1> de sentengas limitadas, primeiramente, Os
casos 3 e 4 sao inteiramente imediatos por inducgao. Se
|#. j vy @ (vi) entdo Pll— @ () para algum
e assim sendo Q|- @ (%) e portanto
H——» ﬁc( v; P (vi) . Se P|— — B entdo para todo R DP

nao é verdade que R'F- @ e portanto se R >2Q P temos -
que para todo R2> Q nao verdade que R |~ @ e portanto qf—¢
No caso de sentengas ilimitadas temos exatamente a mesma demonstra
¢a0 que nos casos acima, exceto que a indugao & feita no compri -
mento., Isto encerra a demonstracao.

Lema 3 : Para todo P e toda P existe, Q2 P tal que
Q decide § ou seja Q| 4 ou QI — ¢ .

Demonstragao : Ou para toda Q2 P  ndo & verdade que -
Ql— @ ou para alguma Q 2 P, Q I~ @ ., No primeiro caso-
Pl— — @ e no segundo Q|- $ . Isto termina a demonstragao,

Uma sequéncia Pn ,nt yu» , de condigoes & dita comple-
ta se para todo n'C w temos P & Pn+1 e para toda @ limita-
da ou nao existe .n ( w tal que P decide ¢ ou seja Pn|F_ @

ou PnJF— — ﬁ..
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Lema 4 : Existe uma sequencia completa de condigoes.

Demonstragao : Utilizamos aqul a enumerabilidade de M
e enumeramos todas as sentengas ¢ de ( A ) . Definimos por
indugao P_ como qualquer condlgao tal que P ME P

n n n-1
P~ decide g (lema 3)

e tal que

Estamos agora em comdig¢bes de definir as interpretagdes-~

aj dos predicados A. . Colocamos : -

a; = m :] n ( P {F_AA (m) )} onde Pn é uma se-—

qUﬁnCla completa de bOﬂdeoeS;

Vemos imediatamente que as € M . Devido a condigao-

(4) temos:; I aj | £ M , pois @ \ -
. my . . i

Ilaj }[ <y {@,’ : P”~— Aj 2) 5 P ¢ Condj € 0 Ry ,pois

M €& modelo cde Z.F. .

Podemos entao definir a funcao Val e a fungao D. como-
foi feito em § 2 . Como antes seja <N , €> , com -
= U ] & ini er N ! i —
N o€ ®R(M)Vd com g defln%gao de Y rdade em como foi dada
na pag. LV,12, O lema 5 1liga a sequencia completa de forcing com-
a verdade em n1f=<<N , € N

.Lema 5 3 fT\FZZ $ se e sdmente se para algum n € w ,

P9 .=

Demonstracao : Suponhamos inicialmente que @ & uma sen

tenca limitada e fazemos a demonstraggo DO T ﬁnduﬁgo na ordem de @ .
Se ¢ & da forma,:ix v, ¢ (v, ) e V JO r, f (v,) entao §
porque existe t € Ty. tal que. [k— ¢ (t) - Lnueonw F g (t)=
e portanto(v\h:<]d v, g (t) . A reciproca ¢ andloga. Se .n”:7¢
entao é porque para nenhuma Q2 P, & verdade que Qf— $ . Se ¢
szse verdadeira em ~\ entao por indugao existiria P tal  que

|}- # . Mas entao ou P IF— ¢ e PnH——‘—W ¢ ou Pmlk- o)

|F— — @ o que é absurdo. Entao nao é verdade querW\F: 4

e portanto,' (\ﬁ: — @ . A reciproca é andloga. Os outros ca=-
sos sao deixados como exercicio, devendo-se lembrar do exercicio &
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pégina IV, 12, 1 importante o teorema seguinte que nao demonstrare ~
mos; a demonstragao pode ser encontrads nas referen91as ‘:4.} e -
[12] dadas na btibliografia.

Teorema ¢ Seja dT( = ,<: 5 €> a estrutura relacio-
nal que sabemos ser modelo de Z.F. . A relagao ,r—~ de forcing &

Ty, = definivel, Mais do que 1sto a relagao -
[F—&ﬁ, i, 1> = {<‘P s ¢ > 3 PH—- @ @ € uma férmula limi

tada de rank <§g, i; 1> estd em M ,
Este teorema Jjustifica utlllzarmos o nome da relagao -
IF‘P< i, 1> em férmulas de (A ) . No que se segue, nao u-
tlllzarenns este simbolo mas 81mp1esmente o simbolo H—- « 0 que
estamos fazendo entretanto deverd estar claro do contexto. Observa
mos ainda que se <53 , 1, 1> < LA, d, 1Y entao &
. =|— .
s 1
Mo, 391>r<j%,i, 1> Mg o 1
Estamos prontos agora a mostrar que m =< N, ¢ > & mo

~delo de Z.F., . Faltam-nos apenas os axiomas da substituicao e par
tes.

O lema 6, de fdcil demonstracao caracterlza uma proprie-
dade interessante dos termos.

Lema 6 : Seja t € Td . Para todo S € T .existe -
t'GTd tal que S€te—s1t" = 3

Demonstragao : Exercicio .

Os lemas que se seguem tem o caracter de lemas de rela~
tivizagao . Fixamos, antes, alguma notagdo. Seja @ (vq. seee v, )
uma férmula com n varigveis livres, O gimbolo @ by seeestyy
indica que substituimos em @ +t0da ocorréncia da varigvel V5 por
ocorren01as de t . Pazemos para.indicar precisamente que tl, su~

bst1tu1 Vs € a881m por diante .

Lema T : Seaa :3 vo P Cvgs vys...05 v, ) uma férmula-
dge M (45) e seja <ty s aees tn> uma n - pla , tal que -



v

Tps ewes b, € Ty . Entao existe 3 € ORy tal que

i

= 3 vy <tysoeens B e e 8 <o, e BN

Demonstragao : Seja a férmula

Vv, vys 5 Comdib—, ...) = vy € Cond A (Y
(vo = 3 f/j Tty eees b > A Ty =1nf§ }S\ [
Ay voyf < bys vee 1,5 DV (TIIY (v, I 38"0?{

<tl’ ceey tn> A 'V'l = O ))

E Sbvio que Vvo 3" v, (Vo, Vs eaee ).

0 axioma da substituicao em M, nos fornece a partir do
conjunto Cond € M um conjunto de ordinais O . Seja

B <psoeees B> = U@ Batdo S8, ey 1y >

tem a propriedade desejada, Pois se

= _:_lvo 4 <tl, ¥ tn> entao para todo P. € Cond

P [} v, ) <171, ceee t,°> . Existe portanto o menor X

tal que P |}— __13. ¢ {tys eees “br>e portanto temos

e
P I —ﬂElﬂyf Thys sees "D entao H—f 3/% vojzﬁ <’cl,...tn>

ﬁ . Assim sendo nenhum P € Cond & tal que

2\

Isto encerra a demonstracao.

Exercicio : Mostre que se m € M entao
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U mt € M onde m®t = m m

n €W n'x

Lema 8 : Seja Y5 Q< (vo, Vis evey Vn) uma, férmuls
i e . '
de L (Aj) com n varigveis livres. Para todo U € ORy exis_

te § € ORy tal que

N/

= E{Vo%<tl’ e tn><9'3??vo¢l <t1 Bg

para toda <171 P tn> e gw T?( .
n

Demonstracao : Para cada <t1 cees by

N, € u m™
v n 6w

temos um ordinal, dado pelo lema 6, indicado por ]D < Ty v tn>

~

Consideremng a férmula

(v vV, 3 U ™ Y= v € U i AN Vq = ﬁ (v.)
°* 17 pew °© T pew L §
0 axioma da substituicas em M, aplicado a U ™  nos d4 um
. n 6w 0
conjunto [ " de ordinais. Seja QV = ully G’ tem a proprie-

dade desejada. A demonstragcao é exercicio e segue os mesmos moldes

da do lema 7.

0 corolédrio seguinte & imediato por culpa do lema 5 :

Coroldrio : Seja Hvo ¢ (Vs V1o eees v_n) uma fér-
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mula de (A ) com n varidveis livres. Para todo € O Ry e
xigte CC 0 [RM tal gque
ﬂ}:‘——_lv @ <tl,..., >H3WO ¢) \1,...,t> pa

ra toda <t1,.,., n> € rl€w -To(

Lema 9 ¢ Seija. @ ( V] seees Vo ) uma férmula de L (A )
com n varidveis livres., Para todo o € ® Ryp existe umafc’nrmula—
fq » limitada, tal que lk,ﬁﬁétl,.ﬁ.,tny < <t1,...,tn> pa
ra t0da tyseess > € nEw T -

Demonstragao : Exercicio. Dever-se-i faze-la por indu -

cao sObre o comprimento da férmula (?5 .
Chegamos agora ao axioma da surstituigao:
Teorema 1 : O axioma da substituicao vale em ™_= <{N,c>
Demonstracao s Suponhamos que -

ml.[——- Y v, :j'v p (v, 5 vy 3 %, ) onde 9 & uma férmula de

(A ) com pelo menos duas varlavels livres., Os termos tk como

jé Vlmos fazem o papel de parametros. Devemos mostrar que
fY‘LIZ\(/vO Elvl _va(v2€v16§]v3(v3 € v, A
¢(v3,v2;tk)))

Seja entao a € N 3 temos a =Dt com *t € Td . Pelo -
lema 8 sabemos que para fﬁ existe G tal que

| - Eivo g s, LA ) «=——» ﬂﬁﬁvo ¢ (&, A\ tk)
onde 1 ceay b € T e tt € m . Seja 0
,\ B seees By o
term *>‘@‘+l vy ( ZIO(VO (v, € tAD ( Vo o V7 5 by ) ) . Va-

mos mostrar que D .u é o conjunto que procurdvamos, Suponhamos -
que M = S €u. Entao D's’ € D'u e portanto existe s' € T
tal que Val T s' ¢t A O (8" , 8 ; by Y!' = 1 e portanto
NU—_-EVO (vg €t A ¢) (v, , s ;tk) ) donde obtemos
=N (voet/\¢ (v, s s ;3 t, ) ). Poroutro lado,
suponhamos que
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=3av, (v, € % A¢(vo,sstk) ) . Entao existe

s' € T tal que |:s‘€t/\5/5(s',s;tk).Pelolema 6
existe t" € To tal que

=" 6t A ¢ Ctm, s ; e ) pois por hipStese @ &
funcional, Assim sendo

I———Sb(vo ( v. € % ,/\‘,05 ( vy s 83t ) ) e por-

0
tanto F—=s € u ( pois D°s € D"u ) . Isto encerra a demong
tracao,

FPalta-nos agora o axioma do conjunto das partes, Defini
mos, antes de atacar propriamente a demonstracao do teorema, algu-
ma notagdo. Sejam +t e t' térmos de IM (Aj) . Indicamos por

n ] = ! . . N 1 \
t Nt :HC(VJ ( vy €t A vy €% ) onde
of = inf {F(t) , F(t')}' .
Exercicio : Mostre que D°( t 0N t' ) = D°tN Dot

Lema 10 : Para todo ¢ € O Ry existe ﬂ € 0 Ry tal

que para todo t € T existe t' ¢ T tal que
- + nao(=’c' onde Z’o( =>HO(+1 v, Cvg=v, ).

0

Demonstragao : Para cada t C T definimos

& ={<P,s> SSGTd AN Pl s€t}

Observamos que para cada t , Mt € M ., Provamos ini~
cialmente que ”% =My — — ¢ N ’60( -t nz;o( .
Seja P € Cond . Devemos mostrar que |

— 1M
P = Vdvo(vo € tnk?o( s ¥, € .1 z’d )
Seja entao t" € T Se Pl=+4m ¢ £0 G entao

o q
<P , t"> € (Qt . Assim sendo <P , t" > & r”}‘tv e portan

to P I tn ¢ +t'n —Go( . A reciproca é andloga. Como todo

P ¢ Cond & tal que P I tN GO( = ! n—éo( temos que
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= % q 6o = t'nNn Zv(( . Muito embora | nao seja um conjun-
to em M, " *T € um conjunto em M e temos -
mrr & Py ( Py (Cond x Ty ) ) . Em M, podemos -

separar "\*T de Py ( Py ( Cond x T o ) ) por uma férmula

escrita na linguagem i (Aj )« Tendo "ﬂf T € M consideremos a

£ o o ,-* == » *
férmula ¢ ¥ (v, , vy 3 {T) = v, € M T A

[E\XE[ v, (v, € TK N 'Ylvg = v, A
vy = inf { i Elv2 ( v, € TX A qu = v, )} )

\V/ = | _ | -
== v, (v, € TX N ﬂ)\vz = vV, AN vy o= O)]
’ l | E * . .

Estd claro que V Ve — vy Wo( Vo s Vq 3 nT ) . Substituin
do-se (em M ) com a férmula Y no conjunto 'W"L*T obtemos um
conjunto de ordinais @ . Seja )? € O0Ry tal que -

P >,sup{o( , U @ } . Bste ordinal (3 é aquele que procurd
vamos., De fato, dada P € Cond e t € T devemos mostrar que

existe +t' € T/; tal que Pl tn Gq = t' ouse
Jja Pl V VO(VO € tﬁ?:;o(%ﬁ v, € £ ) .
Pela construgao do ordinal /5 .exigte S € T 5 com
r . . C . .
K < /5 tal que M, = " ¢ - Assim sendo, como vimos
”—V Vi (VO € tﬂZ—,C( P R v, € s N Z”:C( ).
Seja t' =8N Gy 3 entdo P t' ) <{ /3 e portanto t' € T,
Temos ainda que -
- v ve (v, € t0 Gy < > v, € t' ) e
entao I— % n 3(( = ',
Lema 11 : Para todo o € O Ry , existe 3 € O Ry -
tal que M = Py Vo < Vs ;
Demonstracao : Scja =z < V , 2 €& N . Entao exig
te t €T tal que Dt = =z . Temos entao que -

D*t n Z’O( = D't N D° —‘-7)0( = Z . Seja ﬁcomo no
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lema 10 . Entdo existe +' € T tal que |- t n Gy =t

Assim sendo toda Pl t A Z’O( = t! e portanto, pelo lema 5

teremosnl f: t /\60( = t' ., Assim sendo, como t' € TQ >

D*t' = =z estd em V e portanto — P. Vv, <€ Vv .
¢ o7 E ¢

Teorema 2 : O agxioma do conjunto das partes vale em

<N,€> =n‘&\ .

Demorms tragaoc : Seja x ¢ N ., Entao x € Vq pa-
ra algum O k: O Ry . Bntao Py x S By Vy( pois  Vy
€ transitivo, Sabemos existir @ € € By tal que -
ﬁ( t: ' PN WX - ‘ e pdrtanto em N é verda
de que Py x < V@ . Assim sendo -
Py x = { z 3 z < x A z € ‘Vﬁ} e portanto
Py x ¢ N , ouseja Py x = D° ) ‘G’VO (W x\rl(vl 6 vo—> vy € X))

Isto encerra a demonstragao.

Com o teorema 2 completa-se a demonstragao do fato que
= {N s € > é um modelo de Z.F, o) rest_ante desta seccao
é dedicado ao axioma da escolha, Os fatos importantes nao resumi -

dos no

Teorema 3 : Seja <M, , € > = um modelo standard-
transitivo e enumerdvel de Z.F. + A.E. . Entao, se o nlmero de-
predicados A; que introduzirmos na construgao de <N , € =rr\,
for finito, NI é modelo de Z.F. + A.E.

Demonstragao : Que - «Tké modelo de Z.F, independe do nlUmero de -

predicados ser finitic ou infinito . 0 fato crucial, no ca-
80 em que o numero de predicados Aj ¢ finito, € que, podemos es~

crever uma férmula finita que nos diz que a fungao denotagao Tes-

trita a qualquer Tq estd em T,
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L7’ . . ~ ~ e
Isto porque, como ja vimos, as interpretagoes dos Aj sao em nume-

ro finito e estao em N. Assim neste caso temos Dl\Tq ( N para

todo O ¢ OR Como em M vale o axioma da escolha, podemos bem

Mo
ordenar qualquer conjunto em M. Seja x =D t, um conjunto em N
e suponhamos que t € Td . Bem ordenamos Tq € M com uma boa or
dem | ' e definimos para cada y € X um termo ty , que & O menor-

termo, na ordem [', tal que D't =y. Seja

Y
X = { ty s y & x . £ obvio que X ¢ bem ordenado. Colo-

camos uma boa ordem em x fazendo

Z Ry «—— tzv ty

A boa ordem R esta em N, pois

D | Tq € N. De fato

R ={ <zﬁf> : <z,y> € xxx A j vo--‘v1

( <vgvys ¢ U b ADvy =2 AN Dvy =y )}

Assim todo conjunto em N pode ser bem ordenado e portan
to em N wvale o axioma da escolha.

Na seccao seguinte faremos entao a demonstragao da consig

A, N -
tencia de 7 N com Z.F. + A.E.
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§ 1, :+ A Consistencia da Hipotese do Continuo

Seja = <M, €> um modelo standard, transitivo e enu-
meravel de Z.F. “e do axioma da escolha. Consideremos uma letra -
de predicado, F, unario e construimos a linguagem LM(F)° Esco =
lhemos entao em M wum conjunto , o das condigaes, indicado por =~
Cond , coho*anteriormente. 0 conjunto Cond sera o conjunto de todas
as fungBes injetoras de algum « € ‘\¥ em BMo Sabemos que BM

( o conjunto dos reais do modeloﬁw\) pode ser identificado com
( 'C) em M. Assim uma condlgao é uma fungao injetora

> BM R Esté claro que tomamos Cond € M.

P s o ¢ NN
1

Definimos entao a relagao IF——O entre elementos de Cond e formu -
las do tipo F (m) da maneira seguinte:

P H————O F(m)<——> m & um par ordenado e m € P .

0 leitor poderé verificar que todas as condigoes da pag.-
IV.15estao satisfeitas. Como foi feito em § 3, estendemos‘f——> a

uma relagao de forc1ng,’f“— 3 entre os elementos de Cond e formulas
de L°(F). Feito isto, escolhemos uma sequenc1a completa 5 n} e

definimos 3
(

={m: In (P |—F@) b

Comosabemos9 || £ H € GRM . Construimos entao a fungao denotagao e
partir disso o modelOrW\ {N,€> . Temos também que f € N e de-
vido ao teorema 3 da Ultima seccao, o axioma da escolha, vale em

(*\ =<N,e> .

Os lemas 1 e 2, abaixo, tem a finalidade de mostrar que,
nao existe nenhum real em N, que jé nao estivesse em M, isto é9 -
que com a nossa construgao nao introduzimos nenhum novo subconjunto
de w

Lema 1 : Pars toda condigao P e para todo T € BN" e
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xiste @ € Cond tal que @= P e ¢ H“" r € R,

~ . ~ ’ .~
Demonstracao : 0 fato crucial na demonstragao e que, a uniao enume-

’ Lo~ * . s . o~
ravel de condigoes Pn , tals que, Pn+l ;3 Pn y € uma condigao. Se

ja & g BNo Entao O.= D t , onde podemos considerar que t = tNw -
pois & é um real. Seja ainda P € Cond. Utilizamos o axioma da
escolha em M, para construir por indugéo uma sequ%ncia

g= X ¥y Qr;> € M, de condigoes, da forma seguinte:
1) Tomamos Q():) P tal qﬁe Q o decide 0 € t.

2) Tendo escolhido @ tomamos@ ., = @, talaue

Qn+1 decide ‘n + 1€ t.
Seja K a imagem de $ . Tomemos
- . 2 . 1
b = {kajn(ne w/\Qn“—~k€t)j
Obviamente b € M. Seja ainda ¢ = u K, que pela observggao feita -
no inicio pertence a Cond ( lembrar que c f]\L¥ = ]V_¥ ) . Esta -

claro que Q-E P. Mostremos que @ i}~ t =b . De fato, suponha -
mos que Qi}— k€ t 3 entao para algum n €w inf—- ke t
portanto @ H- "k€ b. A reciproca & trivial. Ent3o como b € M e
@ l— t=b temos que@ 'k— t € B! e portanto a demonstracao
esta terminada. -

®

o 4 i . o
O leitor devera notar que a domonstracao feita acima pode
y . ; 5 B M ~ . . -
ria ser inteiramente codificada em L (F) . Nao frizaremos isto nes
ta secgao, preferindo nos manter informais.

Lema 2 (qk: g = gY

Demonstracao : Existe Pn na sequéncia completa tal que Pn de-

cide B' =®" . e P_|[~—(B" =&®" ) entlo existiria r ¢ B

tal que Rn”_ —=(r @ RM ) « Pelo lema 1 sabemos existir g = P

n

* Supomos, evidentemente ue g sequencia P. estd em M .
p s 5 q n
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tal gl reRM . Fntio el T e R e ¢ |- — (rerY) o que
- & absurdo. Entdo P_ |- RY =®' , e dado 0 lema 5 da § 3,

rr‘( i:(RM = RN

Lema 3 : Seja w€ M. Entao se g :w > & uma -

fungio tal que g € N, entdo g € M, onde ( ¢é um ordinal de N .

Demonstragdo : Se g ¢ uma fungdo em N entao existe P tal -
que

«

<o € M ).

Observamos aqui que se o € @RN entao @ € @BM 4 COmO jé vimoss

Pnlk“_ (géfungdo e dom g = w e Im g

1 .. . ‘s ‘
Seja P~ , uma condigao mais forte que P , e utilizamos o axioma
A o i
da escolha em M para produzir uma se ‘uencia PZ 5 € s por

indugao da maneira seguinte

(2) P,y > By e é tal que existe x € M

Patl - g ()= x

(3) Pw = 5 é P,, . Temos que Rg & uma condigao.
» w

Entao se definimos

G = {<L\ 4 X D : P |- g(>3)=x}

3
temos prontamente, por substituigéo em M que G €M e como

%0 H~— ¢ =g temos que E; ”—— g € M. Mas entao nao e ver

dade que P'|— g § M e como P' & arbitrario temos que

P |- geM.Bntio m = g e M

V4 7 ~
Corolario 1 : Se um ordinal O e enumeravel em N entao
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rd P4
X e enumersvel em M .

Demonstracao : Se ﬁ\.t: =~ w entao a funcao que faz a bijegao

esta em M, pelo lema 3, e portanto o é enumeravel em M.
Corolario 2 : :}Q_M = | tN
1 1

~ - ’ . .
Demonstracao : Observamos apenas que J\_l e o conjunto de todos or

o ’ o 4 3
dinais enumeraveis, e usamos o corolario 1.

. . I ~ .
Estamos prontos agora a verificar que f e uma funcao in

| _
jetora (em ¥ ) de g =g e J\LN = T\LM » Observamos que

1 1
. A :N—r) “\I ’
se isto for demonstrado teremos 2 =4N-,  em N , ja que ,

, 3 L] °
e o menor ordinal que tem mesma cardinalidade que R .

Lema [ 3 ”[F:f & fungao injetora.

~ r o 7 P
Demonstragao 3 ¥ obvio que se m € £ , m e um par ordcnado. Divi

~ Ve
dimos a demonstragao em duvas partes, uma para mostrar que f e fun
cao, a outra pera a injetividade.

(1) Existe Pn na sequ%ncia completa tal que Pn deci~
de " £' & fungdo ". Se P |- -— (£ & fungBo ) entdo existiriam

pareSA <q 9 r1> 9 <d ) I‘2> 9 tal que Pn \\_' F ( <d )rl)

e Pnlk— F (< ) TZ‘> ) com T 5£» r, . Mas entao, pela defini-

de lk_ﬁo e do conjunto das condicoes, ° <iq_)rl> € P e
CHEPY € P , o que nao pode acontecer. Entao
P, ]F—- f & fungdo e portanto “\ = f & fungfo.

(2) A demonstracgao que f é injetora & inteiramente anélg
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ga a feita acima e é deixada para o leitor.
— =}
Lema 5 ~¢}t: dom f =_ﬁ§~M =’j\LN
— Ve 1 1

Demonstragao : Tomamos Pn na sequ%ncia completa tal que Pn de~

cide dom £ = NM.se P_|- — Cdomr=T\" ) entho existe
1 | 1

a € i}Q_T tal que P |- « /gl dom f. Sejaﬁ, o menor ordinal

. o A . )
com esta propriedade, ou seja, ¢ = inf { a Pn H— € /g/dom f}
Entio dom P, = & e P_ |}~ dom £ =¢ seja r € RY, tal -
n n A ?
que T £ I P fiste real deve existir pois, em N | R nio &

4 L3 3 o o~
enumeravel ( utilizamos, A E ). Consideremos entao

P=p U {<ﬁ@) }} Como dom P~ = ?’ , P € Cond e evi-

"

dentemente P =2 Pn . Observamos também que P nao pode forgar que

dom f = Q g ja que P =2 P e P nao pode forgar dom f = ﬁ .

Isto sendo um absurdo, temos que Pn’H~— dom f =j}Q;M e portanto
1

dom £ =N M
"\}\—d fl\l

Lema 6 : ﬁkF: Im £ = R ={RN

~ A ° .
Demonstragao : Tomamos Pn na sequencia completa tal que Pn decl

de Im f = BM . Suponha que Pn[}—~-41( Im £ = RM). Entao & porque
i M ‘ N 7 N
existe r ¢ R tal que Pn1¥”V v (v, €10 Sy, v > £ f )
Como Pn € Cond, existe « Ct}Q«M tal qﬁe dom Pn = d . Consi
1

N, ~
deremos P =P U (<’d) r/>} . Entao P € Cond e P 2 Pn o
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Observamos também que
M
Pl 4 v (v, € :hLi N <<vb,[_':> ¢ f )

e como P ;2Pn} isto & absurdo. Entao Pnlk—" Imf = B e porban—
to ﬂlzlmfﬂRM. |

Os lemas anteriores nos fornecem entao

Teorema 1 : Em ”1‘ = <iN, E:>\va1e a hipbdtese do conti-
nuo . :

Demonstracao : Temos com o8 lemas 1, 2, 3,4 e 5 uma funcéo

bijetora de RY em :NﬁN . Como RY ~ (2j¥1>)N
1

entao

N\l SN
N e (27 O)N . Como (2 O)M ¢ um cardinal ( e portanto um

- N el
aleph Jgd que A.E, vale em <iN, G;>>) tamod N = (g‘mm)N
1

em
N,

Provamos entao o seguinte

Teorema 2 : Se existir um modelo ,”“h = <fM, E:>«stan -
dard transitivo e enumerdvel de. Z.F, + A.E,, entao existe um mode
lo M = <N,E > de Z.,F. + AE, + H.C.

Haviamos prometido um resultade de consistencia relati va,
ou seja que I:Cons Zz,f, — = Cons (Z.F, + A.E, + H.C, )i

Em 1939 Godel provou que

Cons 4%,F, cons (Z,F, + A.E, )l

e portantn se conseguissemos provar que
[@ons (Z.F,_+ A,B, ———= (Cons (z.F, + A,E, + H.C, ;1

terfamos mantido a palavra. Acontece que nao é verdade que

-[( Cons (Z.,F, + A,B, ) ———= _3>M ( M é modelo standard
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e transitivo de Z.,F, + A,B, ) e portanto nossa demonstragao pa
rece deixar algo a desejar. Na realidade, para verificarmos '

Cons ( Z.,F. + A,E, + H,C, ) devemos verificar que todo conjun

to finito de axiomas & consistente. No nosso caso, devido ao axioma
da sutstituicao temos um nimero infinito de axiomas. Entretanto, se

tivermos um numero finito Al, A2, reay Ah de axiomas o teorema 5

da secgao 2 do capfitulo 3 nos garante que existe um modelo M

enumerdvel standard e transitivo para Ayy eeo Ah o Assim sendo to

mamos este M para fazermos a nossa construgao. O que fizemos mos
tra que se um conjunto finito de axiomas de Z.,F., + A,E, fOr con-
sistente entdo este conjunto finito de axiomas mais H.C. €& consig
tente. Portanto, de fato mostramos que

l:cons Z.F. + A,E. e COI’lS Z.Fo + A.E. + HIC'

e portanto que se Z.F, & consistente, Z.F, + H.C, + A E, & consig
tente.



APENDICE

Equivalentes do A.E.

Vamos aqui apresentar alguns enunciados equivalentes a9
axioma da escolha. Apresentamos apenas os enunciados mais usuais.

1l -~ Axioms da Escolha :

(a) Vx(x £0 AYy(y € x—=73 £0) /\Vy\V/ 7z(z, y€ExXx Az £ ¥

20y =0)—>FaVu¢x — Ivla Nu={v]N),

ou

(b) V £(s ¢ dom fy ~ Vx(x 6 dom f —= x # 0)

Tg(e 6 9Om Ty o V(e u e w)).

ou
(e) Valx £0 \7’y(y€x¥—>— vy £0)A Vy Vala,y €x A z £y
e 2Ny =0 —=df(f 6%y ~ Vulu € x —af'ueu)));

ou
(a) Vx(x;é@ /\Vy‘(yex——>y£0)———> Hf(fgx\]' "\\/Y
(y € x ————= £y © y)):;

B fécil ver que (a), (b), (c) e (d) sao equivalentes, Por
exemplo ¢

1 - (c) =— () : a) (d) ————= (c) =~ 6bvio

b) (c) — . (4) =~ seja x #0 e tal
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que se y € x entao y £0, Formemos o conjunto

X = {{yzxySyex}C Px « X ., Bntao se 2z e z' eg -
tao em X e =z #£ z' temos Obviamente 2z {1 z' =0 , Entdo existe
j4 que  X#0, uma funcao f definida em x tal que
f'{y}xy G{y}xy, ou
seja i {y} x ¥y =<y,z> € {yg x 'y e z €y .

Seja g definida em x tal que gy = z ( tal que f'{y} x ¥ =

=_<y,z>). Entao g & a func&o que procurdvamos.,

. Podemos  andlogamente, demonstrar que todas as formas dadas
sao equivalentes.

2 — Axioma da Comparabilidade ¢

Vx Vy Af( £ & injetora ~ (£ € Xy £ e Tg))e

Egte axioma nos diz que dados dois conjuntos existe uma -
fung¢ao injetora de um para o outro ou vice~versa. Podfamos enuncig
~lo também da forma seguinte :

Vx Vy (x<y v y & x)

3 = Axioma 'da Bea Ordem

\v[x ( Bo(x) # 0)

Bste enunciado nos diz que todo conjunto x possul uma

boa ordem sobre ele.



4 ~ Lema de Zorn

Seja V um conjunto parcialmente ordenado, Entao existe
uma cadeia maximal contida em V.

~ Bstag s&o as formas mais usuais dos equivalentes do axio-
ma da escolha, Referencias para as demonstracles estao na bibliogrs
fia, '



BLIBLIOGRAFIA

Daremos a bibliografia, citando livros c¢ artigos pertinen
tes a cada capitulo.

Capitulo 1

Excelente introdugao a cdlculos de predicados de 12 ordem,
nodem ser encontrados em

1) S.,C, Kleene : Mathematical Logic

J, Wiley and Sons ( )

(2) W.S. Hatcher : Foundations of Mathematics

W,B. Sounders Co. (1968)

Meis resumidas, meg .nem por lsso menos atraentes, sao as
apresentacoes de

(3) J,L, Bell, A.B, Slomson : Models and Ultraproducts
| North-Holland Publ Co. (1969)

{(4) P,u, Cohen : Set Theory and the Continuum Hipothesis
W,A, Benjamin Inc. . (1966)
Capitulo 2

Txcelente referencia para este capitulo sao (2) e (4)

acima. Podemos citar tambdm

(5) K, Kuratowski, A, Mostowskl : Set Theory
North-Holland Publ. Co. ( )



Nao tratamos da teoria de conjuntos de Godel-Bernays,
mas além de (2) uma referéncia &

(6) K. Godel : The Consistency of the Axiom of Choice and the
' Continuum Hipothesis

42 cdigdo, Princeton (1958)

Para o leitor preocupado .com aspectos filoséficos da teo_
ria dos conjuntos nos parece multo acessivel a expressao feita em

(7) aJA. Freenkel, Y, Bar-Hillel : Foundations of Set Theory
North~-Holland Publ. Co, (1958)

Ha ainda um ntmero de livros introdutdrios de bom nivel.
Destacamos dois

(8) P, Suppes : Axiomatic Set Theory
Van Nostrand (1960)

(9) E. Mendelson : Introduction to Mathematical Logic

Van Nostrand (1964)

Capitulo 3

As referencias (3) e (4) acima s de principal valia jd
que 08 teoremos que enuncismos estao 14 demonstrados. Foi Gtil -
também

(10) A. Robinson : Introduction to Model Theory and to the Methama
thematics of Algebra

North-Holland Publ. Co. (1963)



Capitulo 4

A fonte bésica para o forcing é (4). Um nUmero de outros
trabalhos também z2o Uteis. Uma linguagem ramificada como a que u=
tilizamos pode ser encontrada em

(11) A. Levy : Definability in Axiomatic Set Theory -~ I

Procedings of the 1964 International congress on Logic,
Methodology and Philosophy of Science.

Editado por Y,Bar-Hillel,
North~Holland Pukl, Co. (1965)

Excelente exposicao dos métodos de Cohen e dos construti
veis de Godel esta om

(12) R.B. Jensen : Concrete Models of Set Theory -~ em Sets, Mo -
dels and Recursion Theory editado por J,N. Crog
sley

North-Heolland Publ, Co, (1967)

Para aqueles pouco familiarizados com Godelizacgao, (2) &
excelente companhia, especialmente o capitulo 6.



