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INTRODUCCION Y OBIETIVOS

El principal objetivo del presente trabajo es el de plantear un método de solucion por elementos
finitos de las ecuaciones que rigen el flujo incompresible, tanto en an régimen laminar como
turbulento. Adicionalmente se planteard un esquemi para solucionar problemas que involuceren
el tratamiento de superficies libres v del flujo térmico, La solucidn a dichos problemas es la
base para atacar diversos problemas de ingenieria que se presentan diariamente en la industria,
tales como el llenado de moldes, el flujo en reactores quimicos, el diseiio de perfiles Gptimos para
ventiladores, barcos, ote,

Iin el presente trabajo se presentan lns ecuaciones que describen ¢l comporiamiento de un
fluide incompresible en régimen laninar (ecuaciones de Navier-Stokes) y turbulento (ecuaciones
de Reynolds), para luego plantear su solucidn por elementos finitos utilizando el mélodo ¢lisico
o método de Galerkin, Se pueden presentar inestabilidades numéricas generadas principalimente
por uno, o por la combinacion, de los tres factores signientes: La vestriceion de incompresibilidad,
&l predominio de las fuerzas inerciales sobre lag fuerzas viscosas (altos niimeros de Reynolda Re),
y ¢l predominio de las fuerans de rotacidn sobre las fuerzas viscosas (hajos nidmeros de Ekiman
k).

La primera de ellas es ampliamente conocida, y se expondrdn en el primer eapitulo de la mono-
grafin algunos métodos de estabilizacién, estudiando el problema de Stoked. La inestabilidad
por conveccion dominante o altos mimeros de Re, también amplinmente conocida, s¢ tratard oo
el siguiente capitulo con el fin de presentar su solucidn en el caso que hayan términos de reaceion
importantes, Su estudio se realizard mediante ln ccnacidn de conveecidon-difusion-reaceion. Los
Iérminos de reaccion no se presentan en las ecuaciones de Navier-Stokes, pero si en las que rigen
algunos modelos de turbulencia, por lo que su estabilizacién es importante. La inestabilidad por
rotacion dominante (alta fuerza de Coriolis) es menos conocida y el tratamiento que se le ha
dado en el presente trabajo constituye uno de los priveipales aportes del mismo. En el capitulo
3 de In monografia se estudia el problema de Stokes con términos de rotacién dominantes ¥y s
presentan los métodos implementados para su estabilizacion,

En el capitulo 4 8¢ recogirdn los métodos expuestos en log primeros capitulos para problemas
simplificados, y se aplicardn a la estabilizacidn de las ecuaciones que rigen el Hujo laminar
imcompresible (ecuaciones de Navier Stokes incompresibles). En el capitulo § se realizard ol
mismo procedimiento para plantear la solucidn del flujo turbulento. Como se verd mas adelante,
¢l principal interés de este capitulo no reside en la solucidn pumdérica de las escnaciones de
Reynolds incompresibles (éstas son matemdticamente iguales a las ecuaciones de Navier Stokes),
sino en el planteamiento y la solucién de dichas ecuaciones acopladas con modelos de turbulencia.
Algunos de estos modelos se plantean en forma de eonaciones de conveceidn-difusion-reaceidn,
por lo que habrd que retomar los métodos de estabilizacidn planteados en el capitulo 2.

i el capftulo 6 se plantea la solucidn de prablemas que involueran ol tratamiento y la solucidn
de problemas con superficie libre y temperatura, Lag ecuaciones que rigen dichos problemas son
nuevamente del tipo conveccidn-difusion (la superficie libre se trata con el método de la pseudo-
concentracion), por lo que su solucién numérica pasa por los métodos planteados en ol segundo
capitulo del trabajo.

Finalmente en el eapitulo 7 del trabajo se presentan algunas aplicaciones priacticas de los algo-
ritmos desarrollados, que por lo general mezclan problemas numéricos tratados en los capitulos
anteriores, como por ejemplo, problemas que combinan ¢l tratamiento de Ia turbulencia v de la
superficie libre, o de la conveecién dominante con la rotacion, ete.



NOTACION

En general las matrices y veotores se denotan por caracteres en negrilla, v Iag variables escalapes
en itdliea. Se utiliza la notacion Cartesiana cuando se refiere a un sistema de coordenadnas,
siendo (#1,22,x3) 0 (2,3, 2) las coordenadas Cartesianas para el caso tri-dimensional.

Las normas en los espacios funcionales L? y H' se denotan por ||« |jo y |||y respectivamente,

mienfras que la norma Euclidiana de un vector se denota por |- |.
Los operadores gradiente, divergeneia, curl y Laplaciano se denotan por:

V), V() Vx() y A()
respectivamente. El simbolo At se utiliza para el paso de tiempo, no para ol Laplaciano de (.
La derivada temporal y la derivada parcial respecto a la coordenada Cartesiana 2, se denotan
por cualguiera de los simbolos signientes:

d &)

fj,', = Fﬂ’ (r.'f,' - L)_.L:

El resto de la notacidn se explica en @l texto.



Capitulo 1

Planteamiento del problema.
Problema de Stokes

1.1 Introduccion y objetivos

En este capitulo se presentan las ecuaciones que deseriben el comportamiento de un fluido
incompresible en régimen laminar, (ecuaciones de Navier-Stokes) para luogo plantear su solucidn
por elementos fiuitos utilizando el método cldsico o método de Galerkin, Lo anterior, es con el
lin de exponer las inestabilidades muméricas que se presentan al realizar dicho procedimiento,
generadas principalmente por uno, o por la combinacion, de los tres factores siguientes: La
restriccion de Incompresibilidad, el predominio de lag fuerzas inerciales sobre las fuerzas viscosas
(altos miimeros de Reynolds Re), y el predominio de las fuerzas de rotacion sobre las foergas
viscosas (bajos niimeros de Ekman Ek). La primera de ellas es amplinmente conoeida, por
lo cual se expondrdn en este mismo capitulo algunos métodos de estabilizacion, También se
expondrin algunos esquemas con el fin de mejorar la solucidn de dichos métodos, v se planteard
una condicién de contorno con el fin de evitar la influencia en la solucién del punto donde se
corte ¢l dominio computacional,

Las inestabilidades por conveceién dominatte o altos nimeros de Re, ¥ por rotacion domi-
nante (alta fuerza de Coriolis) se tratardn en capitulos posteriores del trabajo, ya que contienen
algunos de los aportes mds importantes del mismo.

1.2  Ecuaciones de Navier-Stokes incompresibles

Las ecuaciones que rigen el flujo de un fuido incompresible, eseritas respecto & unos jes no
inerciales que giran a una velocidad angular constante w/2, se eseriben a continuacion [Bai67,
Tri77):

7] 1
ﬂ(i'_c:; + (Ve w = u+ Fhadbe (w r))

=V 2pE(u)+Vp =F en = (0,7) (1.1)
V-u =0 enQx(0,7) (1.2)

donde p es la densidad del finido, © el campo de velocidades respecto a los ejes no inerciales, p el
campo de presiones, ¢ el tiompo, r el vector de posicién respecto a los ¢jes no inerciales, 1 la, vis-
cosidad dindmica del fluido, £(:) el operador gradiente simétrico (1.8), p el campo de presiones,

9



10 Caplinla 1. Planteamiento del probloma, Problemi de Stokes

T PR,

F lag fuerzas de cuerpo, £2 ¢l dominio de Aujo (abierto y acotado de R™ n =2 6 3), y (0,7)
el intervalo de tiempo de solueién. Tomando w = 0 se obtienen las eenaciones de Navier Stokes
respecto a ejes fijos o inereiales. A las anteriores ecuaciones deben adiciondrseles un conjunto
de condiciones de contorno e iniciales compatibles, las enales se deseriben a continuacion:

u= u, en [px(0,7T) (1.3)
noe= ity e Iyx(0,T) (1.4)
U R =iy, R-T: g = |
n-o-ga= tp en Iy x(0,7) (1.5)
w(z,0) = wuy(z) en O x {0} (1.6)

[ v= @81 e el contorno de §2, el cual se supone lo suficientemente suave (localmente Lipschitz).
I'p es la parte de T' donde se encuentra prescrito el campo de velocidades a u, (contorno tipo
Dirichlet), I'y donde se prescriben las tensiones a ¢y (contorno tipo Newmann), y [y la parte del
contorno donde se encuentra prescrita la velocidad normal a uy, y las componentes tangenciales
de In fuersa a f) y t2 (g, y gy son los vectores unitarios que definen una base local tangente a
Cpr en D). I es tal que ' =T UTN UTw, PoNly =0, ToNTar =0y Tu 04 = 0. 7 es
el vector normal exterior a ), y o el campo de tensiones euleriano en el fluide definido por la
sigulente ccuacion constifutiva:

o= —pl+ 2 £(u) (1.7)
donde 1 es ol tensor identidad. El operador gradiente simétrico aplicado a un ecampo vectorial
cualquiera a se define como:

£(a) = L (Va) + (Va)'] (1.8)

Los mimeros de Reynolds Re y de Ekman Ek se definen respectivamente como:

UVt fpm (1.9)

o= 7] pawl?

donde U y L son una velocidad y una longitud tipicas del problema

1.3  Aproximacién por el método de Galerkin

La forma débil o variacional del sistema de ecuaciones (1.1)-(1.6) aplicando ¢l método de Galerkin
[Cod92, CSvE86, Joh87, Hugh?| es como sigue: BEncontrar u € V, ¥y pEQ, tal que,

P, v) + elu, u,0) + du,v)

+alu,v) = bip,q) = l(v) Yo e V, (1.10)
blg,u) =10 Vi e 0y (1.11)
(u(z,0),v) = (ug(z),v)  VoeV, (1.12)

donde las formas multilineares introducidas ge definen como:
eluyv;w) = p/ [(es- 9)0] - w df2 (1.13)
11

du,v) = p/ﬂ(mxu)-vd!! (1.14)
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alu,v) = /?215 E(u) : €(v) AN (1.15)
{
bg4) = Lq(v cv) A0 (1.16)
Hv) = L[f - g(w ¥ (w % )]0 dQ+
[ by v dl + f tigs:+ lagi) mdl (1.17)
N LAY’

y los espacios funcionales son [Cod92):

Vi = {'f-' € H' (§)™ | vl =0, (v n)lr, = ﬂ,} (1.18)
& = LYQ) (1.19)
vV, = {u € LE0, 7 HY ()™ | |y =1y, (0 0)|ry = tin, § € (l].‘I')} (1.20)
0, = {q & L*(0, T L*(5)) | /“ gd =0, 1€ (0,7), #i 'y = M} (1.21)

Como una observacion final, para el caso Iy # 0 la presidn no se encuentra indeterminada por
una constante ya que la condicidn de contorno (1.4) contiene la presién misma, ver (1.7). y por
lo tanto no ge requiere [, d$2 =0 en (1.21),

Para discretizar en el espacio las ccunciones variacionales continuas (1,10)-(1.12) presentadas
anteriormente, s¢ construyen los subespacios funcionales lineales VinCc Vi, ViaCc Vi, n © Qs
¥ Qe C Qy, a partiv de una particion de elementos finitos {0%} del dominio espacial 9, tal e
0 = |0 00 ﬂ"ﬂﬂ'r =0 si ¢ # ¢, siendo ny el niimero de elementos. El digmetro de {0}
se define cono . El problema semidiscreto de Galerkin se formula entonees como: Encontrar
wy €V, ¥ piy € Qe tal que,

p(Orten, vy ) + e(wn, wp, vy) + duy, vy)

+a(un, vn) = blpp,an) = H(vp) Vo, € Vi (1.22)
blgp, wy) = 0 Yan € Quy (1.24)
(wi(,0),0p) = (ug(x), vp) Yo, € Vi, (1.24)

Como se ha mencionado anteriormente, hay tres difienltades nnméricas principales asociadas
al problema (1). La primera de ellas se genera debido a la condicién de incompresibilidad,
la cual oblign a que log espacios de elementos finitos para interpolar la velocidad y I presion
sean compatibles (div-estables); esto es, deben satisfacer la conocida condicidn de estabilidad
de Babudka-Brezzl (condicién BB, ver [BFA1, Bah71, Bab73, Bre74, BB90]). La condicion BR
exige ulilizar interpolaciones de diferente orden para la velocidad y la presion. Existe también
la posibilidad de utilizar igual interpolacion para la velocidad y la presién, modificando la forma
variacional estAndar resultante de aplicar el método de Galerkin al problema fuerte (1.1)-(1.2).
En [HF87, HFBSG, FHE8, FHLMS8, BD88, DW§9, CBY5] pueden consultarse ejemplos de estos
métodos.

La segunda dificultad aparece cuando el término convectivo do la ecuacién de momento (1.1)
es importante respecto al término viscoso o difusivo (nimeros do Reynolds altog), Cuando esto
ocurre, Ia forma bilineal resultante de aplicar el método de Galerkin pierde coercividad (positivi-
dad) a medida que la viscosidad se hace mds poquedia. Desde un punto de vista fsico, of sistema
de ecuaciones rosultante de aplicar el método de Galerkin anade viscosidades negativas propor-
cionales al mimero de Reynolds, Este fendmeno conlleva a una mala estabilidad del problema, la
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= amzaz o

cual genera oscilacionos espiireas en la velocidad. Esta inestabilidad numérica o8 muy eonocida
en eeuaciones diferenciales tipo conveceldn-difusion, y se han utilizado diferentes metodologias
para solucionarlo. Entre datas se encuentran los métodos tipo Taylor-Galerkin, Characteristic-
Galerkin, SUPG (Streamline Upwind/Petrov-Galerkin method), miuimos cuadrados (Least-
square methods), ete. En las referencias [BHB2, Cod92, Don8d, DR82, HFH89, Joh87, Pirs2)|
pueden consultarse algunos de ellas, Bisicamente las diferentes metodologing anaden difusién
niumérica al flujo, de tal forma que se obtenga un esquema mnnérico eatable v lo mas exacto
posible
Por iltimo, al tratar de resolver el problema (1.1)-(1.2) usando la formulacién clisica (Galerkin)

con viscosidad cinemitica v = u/p baja respecio a la velocidad angular w (en ausencia del
término convectivo), e obtienen oscilaciones espiireas en todo el dominio de flujo. Este compor-
tamiento se debe a la presencia de la presion que, parviel caso sin conveceidn, puede ser entendida
como el multiplicador de Lagrange de la restriceiéu de incompresibilidad (1.2), En el problema
sin restriceion (y por lo tanto sin presion) sdlo aparecen oscilaciones en las fronteras, las cuales
son tipicas de problemas con términos de reaccién importantes. La pérdida de estabilidad del
problema con presion (oscilaciones e todo el dominio) se debe a que no se puede parantizar (al
menos de forma directa) la coercividad de la forma bilineal resultante del método de Galerkin,
lo cual si se logra para el problema sin restriceién de incompresibilidad. Este problema serd
kratado en el capitulo 3 del presente trabajo.

1.4 Inestabilidad por incompresibilidad del flujo

Con el fin de concentrarse en el problema numérico generado por la incompresibilidad del flujo,
se estudiard la solucién por elementos finitos del flujo de Stokes estacionario y newtoniano. Este
S CXPIEs COmo:

-pAu+Vp =f  enl (1.25)
Vu=10 e 2 (1.26)
u=0 endf) (1.27)

S0 toma por simplicidad la condicién u = 0 sobre toda la frontera . La forma variacional de
Galerkin para el problema (2) se lee: Encontrar uw € V y p € Q tal gque,

alu,v) = b{p,w) + blg,u)=1v) Vo eV y Yge@ (1.28)

La forma bilineal a(w, v) para el caso de viscosidad constante se puede escribir como:
a{u,v) = .ufn Vu: Vo dfd (1.29)

Las demis formas bilineales son las definidas en (1.16) y (1.17) tomando w = 0 y beniendo en

cuonta que todo el contorno es tipo Dirichlet (1.3). Los espacios funcionales para este caso se
definen como:

v
@

(4()™ (1.30)
LAH)/R (1.31)
(1.32)
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1.4.1 Estabilizacién usando interpolaciones mixtas u — p

La existencia y unicidad de solucién para el problema (1.28) so demuestra bajo las siguiontes
hipdtesis:

» Las formas a(u, v) y {(v) son confinuas en V. Bs decir:

ANg =0 | alu,v) = N |lullillzll (1.3)
NG =0 | H{v) < N lelly (1.34)

e La forma bilineal a(u, v) es coerciva en V, Es decir:

K, =0 | alu,u) = Kqlul} (1.35)

s Los espacios funcionales son diveestables. Fs decir cunmplen la siguiente condicidn (condicidn
de Babuska-Brezzi):

W> 0| sup BB gl Vee@ (1.36)

eV -0) [l
La continuidad de las formas a(u,v) y {(v) se demuestra de forma inmediata a partiv de la
desigualdad de Canchy. De igual manera la coercividad de a(w, v) queda demostrada utilizando
la desigualdad de Poincaré- Friedrics para el caso de viscosidad constante (1.29), y la designaldad
de Korn cuando se toma como (1.15). La condicién BB se cumple de la eleccion de los espacios
funcionales [Lad63]. Esta dltima condicién os necesaria para acotar la norma de la presion, sin
ella no se puede obtener un estimador de estabilidad en |[p|ly v por consigniente no se fendria
control sobre dicha variable,

Condicién BB para el problema disereto

sea {£2°} una particion regular de elementos finitos de {02} (2 = Linek 2%, N =@ sie £ ¢l
¥ tgp = Nimero de elementos).

Sean Vi, C Vy Qy € Q los espacios de elementos finitos canformes asociados a la particién
{QF} tales que:

Vi {v e )™ | vl Ry (1) } (1.37)
Qn = {aldlor € R} (1.38)

donde,

F(92°)  Polinomio completo de grado k. £2° son tridngulos eu 2D
o tetraddros en 3D
R (529) (1.39)
Qr(2°)  Polinomio completo en todas las variables
de grado &. £ son Quadriliteros en 2D o hexaédros en 3D

Obsérvese que las funeciones vy, € V), deben ser continuag en 2, mas no lag g € Q4. El problema
discreto se formula entonces como: Encontrar wy € Vi, y py € @), tal que,

a(wh, vh) = b(pa, vi) + blan, un) = l(vy) Yo, € Vi, v Y € O, (1.40)
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Para probar la existencin y unicidad de (1.40) se necesita la condicién de BB discreta, Fsta
(T

v
sup —(!"" ) = Kallgnllo  Yan € @ (1.41)

vpevi—{0} llvalls

Al contrario que en el problema continue, la condicion (1.41) debe exigirse explicitamente paor
medio de la aleccion de los espaciog de elementos finitos V), v @2),. Particularmente la condicién
BB no permite utilizar funciones de forma de igual orden para la velocidad y la presidn, por lo
cual e obliga a utilizar elementos mixtos que sean diveestables (que cumplan la condicion de
BB para el problema disereto).

Una condicién necesaria aunque no suficiente para que un elemento sea div-estable es que
para toda particion de elementos lnitos {7}, el mimero de inedgnitas de velocidad despuds de
preseribir condiciones tipo Dirichlet en todo el contarno, sea mayor gue el nimero de incdgnitas
dn pIEHIﬁm [ZQTNEE]. Bato puede verse ficilmente del sistema matricial resultante del problema

' 5 -1

K ez In matriz resultante del términe viseoso, G del de presion, &' de la condicién de incom-
pregibilidad, U ¢l vector de velocidades nodales y P el de presiones. Es claro que si el niimero
de inedgnitas de presion ny, es mayor o igual que el niimero de incdgnitas de velocidad ny,, ¢l
campo de velocidades puede obtenerse de las scuaciones provenientes de la condicién de incom-
presibilidad (G'U = 0), y por lo tanto el sistema (1.42) no tiene solucién dnica [CSvS86]. En las
referenciag [For?7, Sted] pueden consultarse metodologing que implican condiciones necesarias
y sulicientes para determinar si un elemento cumple BB o no,

Principales elementos implementados

A continuacidn se presenta una breve descripeién de los elementos més utilizados en el presonte
trabajo, mostrando su orden de convergencia en velocidades e, (h) = |lu — wyllo y en presiones
eu(h) = ||p = ppllo: La forma del elemento se identifica con la palabra “simplex” para tridngulos
o tetraddros, y la palabra “brick” para quadriliteros o hexaddros,

s Flementos de presion continua!

- P1Y/P1 (Minielemento de Arnold, Brezzi y Fortin): Cumple BB, simplex, lineal
mds una funcién burbuja en velocidades y lineal en presiones. e, (h) = Oh?) vy
eplh) = Oh).

= P2/PL: Cumple BB, simplex, cuadritico en velocidades y lineal on presiones. eulh) =
O(h*) y ep(h) = O(h3),

= Q2/Q1: Cumple BB, brick, bi(tri)-cuadratico en velocidades y bi(tri)-lineal en pre-
siones. ¢,(h) = O(h%) y e,(h) = O(h?).

e Flementos de presion discontinua;

= P2/P0: Cumple BB, simplex, cuadrdtico en velocidades y constante en presiones,
u(h] = G(hl ) A l"p(h) = ()(h.)
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- P2V /P1: Cumple BB, simplex, enadritico en velocidades mds burbuja y lineal en
presiones. e, (h) = O(hY) v e,(h) = O(h?).

— Q1/P0: No cumple BB pero es muy utilizado (ver abajo), brick, bi(tri)-lineal en
velocidades y constante en presiones. e, (W) = O(h?%) y ep(l) = Q(h).

— )27/ P0: Cumple BB, brick, bi(tri)-cuadritico en velocidades sin funcién burbuja
{guitando el nodo central del elemento) y constante en presiones, eulh) = OW*) y
ep(ht) = Q(h).

= 2/ P0: Cumple BB, brick, bi{trl)-cuadritico en velocidades y constanie en presiones,
eu(h) = O(h?) y ep(h) = O(h).

= Q2/P1; Comple BB, brick, bi(tri)-enadritico en velocidades y lineal en presiones.
ea(h) = OB v eplh) = O(h?).

e (Mhservaciones:

— El elemento (21/P0 no cumple BB, presentando modos espireos de presién para
ciertas mallag estructuradas. Partionlarmente poede demostrarse que para una malla
rectangular con un mwimeroe par de elementos en cada direceion, existe un campo
de presiones no constante, tal que GP = 0 con lo cual el sistema (1.42) queda
indeterminadao. A pesar de lo anterior, este elemento presenta buenos resultados en
ln mayorfa de los casos. Eato dltimo estid busado en la vasta experiencia numérica
acumulada, mag no ha podido demostrarse matematicamente. En el presente trabajo,
esté elemento es muy usado debido a su bajo coste computacional.

Métodos de penalizacidn

Il problema de Stokes (1.25)-(1.27) tiene el signiente problema de optimizacién asociado: En-
contrar 4 € J lal gue,

3'(11.) = H'1;!1.:(;1_ F(w) (1.43)
Flv) = %u.('b, v) —l{v) (1.44)
J = {veV|V.u=0} (1.45)

Bl anterior problema de optimizacion puede reescribirse introduciendo el multiplicador de
Lagrange p, y perturbando ¢l funcional resultante. El problema queda entonces como: Bneontrar
u' eV yp' e @y tal que,

Lpelu'p) = ot ::___Ilgﬁfg.eiv,vl (1.46)
Lpalw,0) = 50(0,) = (o) = b(g,0) = £(0,0) (1.47)

donde el espacio funcional (Jy se define como (esta eleceién se explica mds adelante):
@ = {qe1?@) /! qd0 =0} (1.48)

Las ecuaciones de Buler-Lagrange asociadas al lagrangiano perturbado (1.46)-(1.47) som:

afu',v) - b(ptv) = Ilv) Vee V (1.49)
elp’q) +blgu') = 0 VgeQ (1.50)



1 Capitilo 1. Planteamiento del prablemn. Prablomi de Stokos

51 se toma ¢ = constante en (1.50) ge puede ver ¢ue:

¢ [ﬂp‘ df2 + jl‘_n-u' dI' =1 (1.51)

donde 72 es la normal exterior a I'. Al ser el flujo incompresible la integral sobre el contorno
del producto de la velovidad con la normal exterior es cero [ n . u® dT" = 0, y entonces se tiene
que [, p* = 0, siendo en consecuencia Qy, definido en (1.48), el espacia vorrecto para buscar pf,
Utilizando nuevamente ln coercividad de a y la condicion BB (1.36) se demuestra que «' y p*
convergen a w y psolucién del problema (1.28), cuando e = 0.

Diseretizando por elementos finitos (1.49)-(1.50) se obtlene ol Hamado esquema de penal-
izacion clasica [CSvEB6]. Bl parimetro de penalizacion ¢ para este método debe ser muy pequeiio,
por lo que el sistema de cenaciones resultante de la diseretizacion por elementos finitos tiende a
ser fuertemente mal condicionado. La adopeién de un esquema de penalizacidn iterativa permite
utilizar ¢ mas grandes, con lo cual s¢ alivia en parte dicho inconveniente. Un esquema de este tipo
es el presentado en [Cod92, Cod93b|: Dado ;J'm) para i = 1,2, ... encontrar (", p"™") € V x (34
tal que,

a(u @ v) = bp® q) = (v) VeV (1.52)
6@ g) + ba,uw®) = e(pN,g) Vge Q (1.53)

La convergencla del esquema de penalizacidn iterativa queda probada por medio del signionte
teorema tomadao de [Cod92],

Teorema 1.1 Sea (u,p) € V % @y la solucién del problema de Stokes (1.28) y (u!),p"1)) €
V' x @ la solucidn de (1.52)-(1.53). Se define

N'Q
R ,
‘KK, (1.54)
51 € < 1 entonees

Jim flp =@ =0, lim flu—u)| =0 (1.55)

Ademds la convergencia os lineal con &
lp=pO <= @|p-pl-h (1.56)
Ju—u®) £ BTy pti-y) (1.57)

Nﬂ

La prueba del anterior teorema se presenta en [Cod92]. Una versién discreta del mismo
an forma matvicial, s¢ prosenta y demuestra en [CCO03]. Un esquema parecido al de penal-
izacion iterativa se obtiene al considerar el fluido muy poco compresible, introduciends una
falsa derivada temporal para la presién en (1.50), y discretizandola con un eaquoma de Fuler
hacia abrds. Este tiltimo se denomina ssquama de compresibilidad artificial, y fe introducido
por Chorin [Cho67]. El pardmeiro de penalizacion en este caso es el inverso de ¢?At, donde ¢
e la velocidad del sonido en el fluido y At ¢l paso de tiempo.
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e Observaciones

= Al tomar la discretizacién por elementos finitos de (1.52)-(1.58) se obtiene para cada
elemento el sipuiente sistema matricial;

E —gi@rpiie F, ()
o an,] [B] = [age]

donde M, es la clisicn matriz de “masa” y el superindice ¢ se vefiore al elemento
(se ha suprimido el superindice ¢ reforente a la penalizacién por simplicidad), F}:*.'i
contiene tanto el término de fuerzas de cuerpo, como la integral sobre el contorno
del elemento de las tensiones normales (éstas 1iltimas se eliminan entre s al efectuar
el ensamblaje quedando solo los del contorne a 9, ver (1.17)). Si el elemento s
de presién discontinua, se pueden eliminar elementalmente los grados de libertad
correspondientes a dicha variable. De esta forma el sistema de ecuaciones resultante
del ensamblaje de todos los elementos solo tendrd los gradog de libortad de volocidad,
con lo cual se obtiene un gran ahorro desde el punto de vista computacional, Si
denominamos A el operador de ensamblaje estandar de elemertos linitos, el sistoma
de ecuaciones resultante de eliminar la presién a nivel elemental se eseribe COTT0;

[K 4 A (@OM GO U = B, — A%, GO PO

(1.58)

(1.59)

Obtenidas las velocidades nodales, las presiones se pueden caleular a nivel elemental
mediante [a siguiente expresion:

|

plei — ple)i-1 _ 1
€

M@ Gl e (1.60)

— Las ecuaciones (1.49) y (1.50) estdn asociadas al siguiente problema fierte:

=pAu +Vp' =F en) (1.61)
' +Veou' =0  en i} (1.62)

Si se despeja p© de (1.62), se reemplaza en (1.61) y se obtiene Ia forma débil discrota,
resulta el siguiente problema: Encontrar wj, & V), tal que,

1
i, vn) + —(Vouf, Voun) = i(vy) Vo, €V (1.63)

Este método denominado penalizacidn fuerte, supone implicitamente que el espacio
donde se buscarin las presiones es la divergencia del espacio de las velocidades (cle
(1.62) p* = }V-u®), La pareja V), - @), resultante es en general inestable, por lo cual
el método no funciona. Por consigniente, penalizar primero v discretizar despuds es
diferente a discretizar primero y luego penalizar,

1.4.2  Estabilizacién modificando la forma variacional de Galerkin. Método
GLS '

La principal motivacién del método que se presenta a confinuacion es ol permitir el uso de ignalos
espacios de interpolacion para ln velocidad y Ia presion, lo cual facilita la implementacidn, y per-
mite el uso de clementos de bajo orden, obteniéndose 1in ahorro computacional (principalmente
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en D). Esta téenica introducida por Hughes y colaboradores [HFEBG] en ln comtinmente denom-
inada “Galerkin Least Square” (GLS). Para su deseripeidn ge supone que el espacio de prucha
pira lag presiones es continuo en todo el dominio, Q) © GU(H), y s dofine el operador de Stokes
de la siguiente manera:

) Silu,p) | —pdu -+ Vp .
8, p) { S lu. ) }—{ V.ou } (1.64)

() )

El método GLS consiste en anadir a la forma débil obtenida del método de Galerkin, la integral
sobre ol interior de los elementos del operador de Stokes aplicado a las funciones de proeba
(w,q), multiplicado par el residuo de las ecuaciones diferenciales y por una matriz 7 definida
para cada elemento como:

y ¢l término independiente

w7 01" ;
= [ A TJ (1.66)
El problema se eseribe entonces: Encontrar u € V' y p € @ tal que,
Tl
Hu) = a(u,v) —b(p,v) + blgw) + > (8(v,q)) - v (B(u,p) - )
a=1

YeeV y Vyed (1.67)

donde &(v, q) es la denominada funcién de perturbacion y §(a, p) — F el regiduo de la cenncion
diferencial.

En la referencia [HFB86| se demuestra la estabilidad del método y se establece que s con-
vergencia, en el caso de utilizar polinomios de un grado mayor para las velocidades que para las
presiones, es dptima tanto en gradientes de velocidad como de presién (lo eual también sucede
para el caso de utilizar el método de Galerkin con interpolaciones mixtas u —p). En el caso
que se utilicen interpolaciones iguales para ambas varinbles, se conserva la convergencia en los
gradientes de velocidad, mas la convergencia en los gradientes de presidn es sub-Gptima (un
grado menos a lo esperado en el caso de Galerkin). El método es consistente on al sentido
de que la solucién exacta del problema de Stokes satisface la forma variacional anterior. Los
términos sumados anaden coercividad a la forma de Galerkin, y permiten demostrar la existencia
y unicidad de solucion sin pasar por la condicién BB ([HFB8&6]).

il problema disereto, utilizando funciones de prueba para las presiones continnas, se lee
entonces: Fncontrar wy € Vi y py € @, donde @, € €9(52), tal que,

Hon) = alup,vn) = bpn,vn) + blay, up)

flgj

+3 /ﬂ [TF(-#AW. + V) (= pdup + Vpy, ~ f)
Ll
15V 0n)(V - wn)| Yon €V y Vagn € Q, (1.68)

La estructura matricial del sistema resultante es:

[KI.+K2 ‘Gl-l-GnHU]_ F‘uJ
Pl F,

GG L (1.68)
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donde log subindices 1 y 2 so refierén a los términes procedentos de Galerkin v de log lérminos
de minimos cuadrados, respectivamente. La estabilizacion del método GLS sobre la incompresi-
bilidad (y por consigniente sobre la presion) viene dada por la matriz Ly, la cual es una matriz
laplaciana discrota multiplicada por el pardmetro 7). En las referoncias [BD88, DWg9, 105
pueden consultarse otros métodos en los cuales la estabilizacidn viene también dada por una
matriz de eate Lipo.

Los pardmetros 7 y 7 se disenan con el fin de obtener un esquema numérico estable y con
optima convergencia. Se demuestra que tomande:

[he?
441

T =

(1.70)

se cumplen dichos requerimientos [FS91, HFB8G]. A° es ¢l tamaiio del elemento v 4 es una
constante que afecta la exactitud del método, mas no su estabilidad. Esta depende del tipo de
clemento. Los valores dptimos se estiman a partir de un andlisis de ervor unidimensional, y son
1/3 para clementos lineales y 1/9 para cuadriticos [Cod92, COC92]. En ¢l capitulo 2 de este
trabajo, donde se estudia el easo de conveceién dominante, se muestra el porqué de (1.70) (el
parametro 7| s caleula para estabilizar la conveceidn, tomando ol limite difusivo del mismo se
encuentra Ia expresion (1.70)).

El segundo pardmetro 72 se toma cero para el problema de Stokes aungue, como se vers mas
adelante, cuando existen términos convectivos y /o de rotacion, éste debe introducirse para forzar
la incompresibilidad. En (1.68) se puede observar que este pardmetro multiplica precisamente
n In ecuncion de incompresibilidad (1.26).

Modificacién de contorno para el método GLS

5i ae toma en (1.68) (vy,qy) = (0,g,) se obtiene la forma débil de I ecnacién de incompresibil-
idad para el método GLS:

Tl

bdh,wn) + 3 / 1V - (—pduy + Vpy — f) dQ = Vay € @y (1.71)

e=1""

Obviamente, si (wy, ) se reomplaza por la solucion del problema continue (u, p), tanto blan, u)
como ¢l término residual se anulan comprobando la consistencia del métodao,

Sin embargo, 8i se desprecin el término Ay, de (1.71) (lo eual 68 muy comin para elementos
lineales o bilineales), la forma débil resnltante es:

Tial

bl 42] 7 (Vpn — ) 2 = 0 (1.72)

=]

5i se toma A" = h constante en (1.70), ¥ por lo tanto 7{ = 7y constante para toda la malla,
la anterior forma variacional puede reescribirse en el caso de utilizar interpolaciones continuas
para la presion (Qy C CU(2)), y suponiendo que f sea lo suficientemente regular, como:

an un) + 1 [ Van - (Vn -~ £) 40 =0 (173

Integrando por partes los términos multiplicados por 7, se obtiene entonces,

b wn) 41 [ [ (Vo= 9) - dv = [ 0,7 (V- 1) ag] (1.74)
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donde ' es el contorno de 2 y n su normal exterior, Nuevamente, si (w4, p),) se reemplaza por
la solucién del problema continuo (w, p), se tiene b(gy,u) =0y

fnfmv (Vp=[)dQ2=0 (1.75)

V:(Vp=f) es la divergencia de la ecuacién de momento del problema de Stokes (1.25) (V- Au =
AV 1 = 0 debido a la condicién de incompresibilidad (1.26)). Sin embargo, la integral de
contorno en (1.74) no se anula para la solucién exacta (u, p), con lo eual se pierde la consistencia
del método. Esta integral impone en forma débil:

Vprm=Ff-n enl (1.76)

condicién que indnece un error en las presiones sobre la frontera, La condicidn real que debe
cumplirse sobre ' se obtiene de (1.25):

Vpn=f -ntpAu-n enl. (1.77)

El problema es la dificultad de reprodnciv Awy, por el método mimérico.  Este defecto en el
contorno se corrige ficilmente si a (1.73) se le resta la integral sobre la frontera que induce el
error. Es decir, si (1.73) se maodifica como sigue:

b((ﬂh uh) T [/!; Yy, - (VWL = f)dQ - /; fHL(V',Uh = ,f) “ T l'!.[‘] =1
(1.78)

La consistencia de la anterior forma débil queda demostrada si se integra por paries "“ Vi, -
(Vo = f) d€2 (en su versién continua para que tenga sentido), eancelindose los términos de
contorno y obleniéndose:

bla, ) - fﬂ oV (Vo — ) d2 =, (1.79)

Es trivial ecomprobar que la solucién exacta del problema de Stokes verifica la antevior forma
variacional,
La condicidn de incompresibilidad en forma débil (1.71) se reescribe entonces eomo

Flat

F’("fﬂluh) + Z:[/;lp TVan - (Vpn — ) A2 = /‘
gl

r<r (Ve =) n dl"] =) (1.80)

s Ohaervaciones

— Obsérvese que para 7{ variable, (1.79) puede eseribirse como:

Haj

bl up) = Zf gn V-« (Vpy — ) d2 =0 (1.81)

#r=]l

donde log términos residuales estdn imponiendo que la divergencia de la ecnacién
de momento (1.25) sea cero dentro de cada elemento, con lo cual el esquema sigue
conservando la consistencia. Ahora, Integrando por partes (1.81) se obtiene:

blgn, tn) I-Z / TV - (Vpy = f) d@

= f[ LTl = ) omt dr] =0 (1.82)
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giendo ' el contorno de cadn elomento, y n® su normal exterior, La anterior forma
variacional difiera de (1.80) en:

Hal

S o [ au(Fpn = 1) -n" dr (1.83)
e=y  IPRED

Es decir. para el easo de mallas con A variable, (1.80) desprecia la integral sobre los
contornos interiores de cada elemento (contornos que no pertenceen a '),

Finalmente, el problema débil modificado se escribe: Encontrar wy, € Vi, y py € . donde
Qn © C°(62), tal que,

“vh) = ﬂ(uhl ”h) = b(?’h:“h) + b(f}m “'h]
g

+§ -/rzn [Tf‘?m, (Vpn = 1)
— _[!.. r"]l_ Trffﬂ(v]}h — f) .ndl

Frg (Vo) (V- 'Uh)] Vo,eVy v Vg, € ¢y (1.84)

Obsativese que ol Wdrmino —pdAwy, s suprime de la fincion de perturbacién para conservar la
consistencia vy evitar el cdleulo de segundas derivadas. Sin embargo, la inclusidn de awmbos
términos laplacianos en (1.84), =pAwy, en la funcidn de perturbacion y =pAwy en el residuo,
obviamente mantiene la consistencia del método. En este dltimo caso el problema se escribe:
Encontrar wy, € V), v py € 4y, tal que,

How) = alup,vn) = blpn,vi) + blgn, wy)

L

+3 _/;1. {Tff—#bvn + Vau) + (=puduy + Vi, - )
=1

= f Tign(=pluy + Yoy = f) -n dl
e nr‘
1 (Vv ) (V- u,,)] Vo, € Vi, vy Y € Qy, (1.80)

El anterior esquema aungue fue publicado por Droux y Hughes en [DHO4], donde fueron
presentados gjemplos numéricos con 7{ = 7y constante en toda la malla y utilizando pardmetyos
arbitrarios para /1, también se desarrolld siimultdneamente por Codina y Soto con la motivacidn
del flujo rotacional (con fuerza de Coriolis). Debido a que el esquema no presentd buenos
resiltados para este 1dliimo cago, se abandond retomdndose nuevanente al conocerse la eitada
referencia. Al final del presente capitulo se presenta un ejemplo numdérico con el fin de mostrar
lag vemtagas del método expuesto,

1.5 Contornos abiertos

En problemas de fiujo donde el dominio fisico no estd perfectaments acotado, se debe tomar la
decision de hasta dénde extender la malla de elementos finitos, y qué condiciones de contorno
son Jas correctas en la frontera de corte, A continuacién se expone nn método introdueido
por Papanastagion y colaboradores [PMES2], en el cual se busea independizar la solucién del
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problema del lugar donde se corta la malla, Esto se realiza no imponiendo absolutamente ningiin
tipo de condicidn en dicho contorno.
Se plantea ol siguiente problema de Stokes:

~V-(2pE(u)+Vp=JF enQ (1.86)
Viu=0 enf2 (1.87)
u=g enlp (1.88)
n:o=ty enly (1.89)

WeTE= Uy, LT gy = 1
nea-gy=1z enf'ar ¥, (1.90)
Fa=0-(CplJrylJrm) #0 (1.91)

La idea es no preseribiv nada en Iy, La forma débil del anterior problema fuerte queda entonces
como: Encontrar u € Vi, v p & Q) tal que,

afu,v) = b(p,v) +hg,u) = Jp v (=20 E(u) + pI) -n Al = ()
Vo eVy y VgeQ (1.92)

donde las formas multilineares son las definidas por (1.15)-(1.17) tomando w = 0, y los espacios
funcionales son:

Vg = {U = .H’(“]““' | vll'p = I"} (1‘93)
g = {qELI""(ﬂ)fR} (1.94)

En el caso que se utilice la forma laplaciana del problema de Stolkes (1.25), 1a forma bilineal
s la definida por (1.29) y la integral de contorno en (1.92) se reemplaza por:

—/l: v- (pVu+pl) - ndl (1.95)
A

Obsérvese que lo fnico que se ha hecho para legar al problema débil fue aplicar ¢l tradicional
método de Galerkin, Al existir un contorno sin ningiin tipo de condicién, queda la integral de
frontera presentada en (1.92), que en el problema discreto se debe caleular y ensamblar junto a
log demds términos de la matriz,

1.6 Aspectos computacionales

En ¢l presente apartado se presentan algunos aspectos sobre el edleulo de algunos pardmetros
de los métodos expuestos anteriormente. El primero de ellog tiene que ver con el compulo del
pardmetro de estabilizacion del método GLS 7{ (7§ = 0 para el problema de Stokes). Para el
cdlanlo de dicho parametro se computa la longitud del slemento en cada direccién, tomandose
como h° (1.70) la mayor longitud. Para la viscosidad se toma el valor en el punto de integracion.
Es decir, los términos residuales del GLS en (1.68) se caleulan como:

Hgl

uz=:l, j;x“ [TT(_HAUH + V(.‘h) g (—pﬂ.uh + Vﬂh — f)] () =

Mt My
JhE
E Z [-_...(. HigBvy + Van)« (=pf, &uy + Vo = F)Wiy | )iy (1.96)

It
o= dgm Gy
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donde 7y son el niimero de puntos de integracion del elemento, W, el peso del punto de in-
tegracion y |J]y, el determinante del jacobiano de la tranformacion isoparamétrica entre las
coordenadas naturales del elemento v las coordenadas globales, Es obvio también que tanto los
términog de la funcién de perturbacidn como del residuo elemental también son evaluados en ¢l
punto de integracion del elemento.

Otro aspecto importante a resaltar es el cilenlo de lng integrales de frontera tanto para la
modificaciin del GLS como para la condicidon de contorno abierto. Para allo se definen elemaentos
de contornoe cuyos nodos coinciden con log nodos de los lados de loa elementos del dominio que
quedan sobre la frontera. Los valores de la mayoria de los términos en las integrales de contorna
e tienen en los puntos de integracion del elemento (ademds algnnos de ellos estin definidos
de forma vinica sélo en el interior de los elomentos). Debido a esto se deben extrapolar sus
valores a log puntos de integracién Hnl‘;rn los elementos de frontern, Dicho procedimiento se
describe a continuacion, Sea N la funcién de forma estindar asociada al nodo ib del contorno
perteneciente al elemento e (Nfj toma el valor de 1 sobre el nodo @b y de 0 en los demds nodos
del elemento de contorno b). Se define Nf, como la funcién de forma asociada al punto de
integracion ig del elemento ¢ de forma estindar, Es decir, Nf, toma el valor de | en Efw y e O
Py E;g con ig # g, siendo ffg lna coordenadas naturales del punto de integracion tg del elemento
¢ (por consiguiente existiran ny funciones de forma asociadas a los puntos de integracion).

Con lo anterior cualquier variable 7 cuyo valor g¢ tenga én el punto de integracion de un
clemento, ig, puede extrapolarss a los puntos de infegracion del elemento de frontera, de, como
slgue;

(i) = Niy(€3) Ni(E5) w(&5,) (1.97)

En la antevior ecuacién indices repetidos suman. &5, &5, v Efu gon las coordenadas naturales del
punto de integracion del elemento de frontera, del nodo del elemento de frontera v del punto de
integracidn del elemento respeclivamente,

1.7 Ejemplos numéricos

-Flujo dé Poseuille. Método GLS

A continuacién se reproduce un ejemplo de la referencia [DHO4], pero tomando 7§ segin
(L70) y B dptimo. El cjemplo tene solucion fedrica exacta (flujo de Posenille), y se utilizan
elementos de bajo orden para apreciar la mejora en la solucion al tener en cuenta la correceidn de
contorno del GLS, El dominio de flujo es un trapecio con el fin de tener una malla estruciurada
pero distorsionada. Se utilizan elementos bilineales con igual interpolacién para la velocidad y
la prasion, La malla conata de 576 elementos Q1/Q1, con 25 nodos diatribuidos uniformemente
a cada lado del trapecio, 1o cual da un total de 625 nodos en toda la malla, ver Figura 1.1a. La
solneién exacta para f = 0y p = 0.5 esta dada por:

— 43
u={ :J ' } p=C-uz Lol

con C' una constante. La velocidad se preseribidé en todo el contorno a su valor ledrico, y ln
presion a cero en la esquina inferior izquierda (€' = 0). La constante 3 se tomd igual a 1/3, lo
cual es el valor dptimo que dicta el andlisis de ervor [Cod92], La caida de pregion tedrica entre Ing
esquinas inferiores del trapecio s de 5 (longitnd de la base), La malla se distorsiona con el fin de
comparar la solucion obtenida ineluyendo Ay, en los términos residuales enando no se tiene la
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correceion de contorno (problema (1.68)), y cuando no se incluye (en una malla no distorsionada
de elementos Q1/0Q1 este términoe es cero). En el easo con correceion de contorno los laplacianos
nunea se Ineluyen (problema (1.84)). Cabe recordar que a pesar de ello, el méiodo signe siendo
consistente,

LULLAS L L I B P
R Wy

1% »
FETCTRRAER,

EEESIRUNREN

E«%‘] :’Jﬂk hl.lllll AL}

!V.H FUNLAY
gﬂm‘h’ fibsiesa

Figura L.1. Flujo do Posouille wtilizando métode GLE v elemantos Q1/601. (a):
Malla de 676 clomentos v 626 nodos. (b): Centornos de presidn con
correccion de contorno.  (c): Contornos e presidn sin corrocidn de
contorno, (d): Contornos de presidn sin correcién de contorno y des-
provianda [as soguiidas dovivadas,

La malla y los resultados del ejemplo pueden ser observados en la Figura 1.1, En todos los
easos se obtuvo el eampo de velocidades tedrico. El campo de presiones nodalmente exacto sélo
fue reproducido por la formulacion con eorreceidn de contorno (1,84), Para este caso la caida
de presién entre las esquinas inferiores es de exactamente 5.0 y todas las lineas de iso-prosidn
son perfectamente verticales como se puede observar en la Fignra 1.1b. En la Figura 1.1c se
mucstra el campo de presiones para la formulacion GLS estandar (1.68), La solucién es muy
buena en el interior del dominio, pero en log eontornog inclinados lag linens de iso-presion se
buercen para fratar de reproducir Vp . n = 0, lo cual no es més que la condicién de contorno
errémen del GLS (ecuacién (1.76) con f = 0), al tener una pobre aproximacién de las segundas
derivadas (para este elemento el ervor en las segundas derivadas es de orden O 1)). La eaida de
presion en este caso es de 4.84. En la Figura 1.1d se presenta el campo de presiones al utilizar
la formulacién GLS (1.68) tomando directamente —pAw;, = 0 y —pluy, =0, Los resuliados
son muy parecidos al caso anterior, aunque se obtuve una cafda de presion de 4.85, la cual se
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aproxima ligeramente mejor al valor tedrico de 5.0, Nuevamente esto tiltimo corrobora la pobre
aproximacion de lag derivadad segundag. Cabe finalmente anadiv que, on este caso, la solncidn
tedrica no Liene porgué ser reproducida exactamente (el elemento es bilineal mientras la solneion

tedrica en velocidades es cuadrition).

-Flujo de Poseuille. Contornos abiertos

s
Figura 1,2, Malla de 210 elementos @2 y 915 nodos (cada clemonto tiene 9 nodos)
para probar ln eondicidn de contornos abiertos.
RHHML TURME
R T
BAAK 24 i)
—_— e e
T S
e v Db e A= Y
— oA e - owey L
SR e e
— - — — - =i |-|_-
- o = = 2 3 B
I S A A
a Is
L ||!|'||'l"m-
Risoal 41Tl
ﬁ}'?;;:“_.-hguﬂ.n
1
-
=
ba
i

Figurn 1.3. Flujo de Poseullle utilizando Galerkin y elemontos Q2/Q1. (a): Campo
de velocidades para el coso di tensiones preseritas & core en Lo sallda
(b): Ampliacién del campo de velocidades a la salida para el caso ante-
vior, () Campo de velocidades para ol cnso do éondicidn de conforne
abierto en |a salida, (d): Ampliacién del eampo de velocidades o la

salida para ol caso antorior,

El segundo ejemplo numérico de este capftulo tiene como principal objetivo mostrar el com-
portamiento de la condicidn de contorno ablerto expuesta en el apartado 1.5, Este se soluciona
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Figura 1.4. Flujo de Poseuille utilizando Galerkin y olementos Q2/Q1. (n): Con-
tornos de prosidn para el caso do tensiones prescritas o cero en la silida,
(b): Contornos de vorticidad para el casa anterior, (¢): Contornos do
presién para el caso de condicidn do contorne sbierts on |a salida, (d):
Contornos de vorticidad parn ol onso anterior,

utilizando el método de Galerkin con elementos div-estables Q2/Q1. El flnjo se resuelve con y
sin In condicidn de contorno abierto (1.92). El dominio de flujo es un rectdngulo de 30 unidades
de longitud por 3 de alto, comprendido entre las rectas & = Oby=02=3¢cy =23 Este
5o discretizé utilizando 210 elemento 2 y 915 nodos (ver Figura 1.2). La solucién exacta para
F =0y =10 estd dada por:

Y 9
u={ AN } p=C-za (1.99)

con € una constante, La velocidad se prescribid en los contornos 2 = () vy = 0a su valor
fedrico, en la recta y = 3 se impusieron condiciones de simetria (uw-n = 0 yn-at =10, donden
y Eson los vectores normal y tangente al contorno respectivamente, y e el tensor de tensiones),
y en la recta @ = 30 (“outflow”) se impuso primero n - o = 0 (velocidades libres), para luego
probar la condicién de contorno abierto (1.92) (esto equivale a no imponer nada).

En las Figura 1.3a y 1.3 se presenta la solucién del campo de velocidades al dejar el contorno
de salida libre (- = 0), mientras que en las Figuras 1.3¢ v 1.3d se muestra el mismo resultado
pero utilizando la condicién de contorno abierto. Puede observarse que al prescribir en forma
débil las tensiones a cero (n-a = 0) ol flujo se abre a la salida, desvigndose de la solucién tedrica
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exacta (en la parte del dominio lejos de la salida la selucion es la correcta), Por el contrario, con la
condicion de contorno abierto esto no sucede, reproduciéndose la solueién exacta en velocidades
en todo el dominio. En el ecampo de presiones ocurre algo similar, cuando se preseriben las
tensiones a cero las lineas de isopresion se tuercen a la salida del dominio, mieniras que con la
condicidn de contorno abierto esto no sucede, obteniéndose la solucidn exacta en todo el dominio
de flujo. En las Figuras 1.da y L4de se presentan las lineas de isopresion para el contorno de
salida libre y para la condicion de contorno abierto respectivamente, La cafda de presién para el
primer cago es de 6.87 , mientrag que para el segundo easo es de 6,67 coineidiendo con la solucion
exacta, En las Figuras 14b y 1.4d se presentan loa contornos de vorticidad (V xw). Nuevamente
para la condicidn de contorno abierto se tlene la solueldn exacta, mientras que imponiendo las
tengiones a cero on Ja salida la solueidn es totalimente ervonea.

1.8 Conclusiones

En el presente capitulo se presentd la dificultad numérica nsociada a la solucién por elementos
finitos del problema de Stokes. Iista se debe a la imcompresibilidad del flujo, lo cual abliga
a utilizar elementos div-estables (que cumplan la condicion de estabilidad de Babogka-Brezzi
(1.41)) si se resuelve con el método de Galerkin, o utilizar téenicas de estabilizacion como el
método GLS. Para este 1iltimo se mostrd el error que se comete en la condicion de frontera para
la presion debido a 1o mala aproximacion de las segundas derivadas al utilizar elementos de bajo
orden. Con el fin de corregir dicho defecto, se prasentd una modificacion de contorno gne evita
¢l error en la frontera para las presiones.

Se presentd una condicidn de contorno con el fin de evitar errores en la frontera cuando se
tiene un dominio abierto. Es decir, cuanda el dominio real se debe cortar con el fin de plantear
el problema computacional. Dicha condicidn consiste en no precribir nada en la frontera abierta,
o lo que es igual, en ensamblar sobre ésta los términos de contorno que resultan de obtener 1
forma débil del métode de Galerkin (1.92),

Finalmente se recalcaron algunos aspectos computacionales de los métodos planteados, tales
como el cileulo de los pardmetros para ol método GLS y la forma de extrapolar valores del
elemento a la frontera, con el fin de evaluar lag integrales de contorno tanto para la modificacion
del GLS como para la condicion de contorno abierto,
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Capitulo 2

Ecuacion
conveccion-difusion-reaccion

2.1 Introduccién y objetivos

La ecuacion de conveceidn-difugién ha sido ampliamente estudiada por diversos investigadores,
como un buen modelo para el desarrollo de téenicas numéricas efectivas en el caso de ecua-
ciones de transporte mas complejas. 81 los términos convectivos predominan sobre los términos
viscosos, o difusivos, (altos nimeros de Péelel v o de Reynolds en el caso de las ecunciones
de Navier-Stokes) la solucidn numérica estdndar por elementos finitos, (método de Galerkin),
falla y se producen oscilaciones en todo el dominio. Dichas oscilaciones desaparecen si se ufi-
lizan mallas muy finas, impensables desde ¢l punto de vista computacional. Las oscilaciones del
método de Galerkin se deben, como se verd mas adelante, a la pérdida de estabilidad que se
produce s medida que los términos convectivos se hacen mds importantes. Diversos autores han
expuesto metodologias efectivas para resolver este problema aplicando elementos finitos. Entire
las principales destacan el método de “Characteristic Galerkin” [DR82, Pir82, LMZ84, 2C95], el
método de “Taylor Galerkin” [Don84|, ¢l método SUPG “Streamline Upwind/Petrov-Galerkin®
o 81 “Streamline Diffusion” [BH82), y el método GLS “Galerkin Least-Square” [HFHB9]. Todos
los métodos anteriores anaden difusion numérica a la solucion, diferenciandose unos de otros en
Ing bases conceptuales sobre las cuales se disena dicha difusidn.

En ¢l presente capitulo se expondrd de forma breve el problema numérico asociado a la
eeuacion de conveceidn difusion, y su soluecidn utilizando los métodos SUPG y GLS. Estos
dag métodos, a pesar de proporcionar estimadores globales de error dptimos [Niv82, JNI84],
no permiten tener control sobre la solucidn en los lugores del dominio donde se fienen altos
gradientes (capas limites o choques). Esta falta de estabilidad da lugar a oscilaciones que, a
pesar de ser localizadas y de no propagarse al interior del dominio en problemas lineales, en
problemas no lineales (Navier-Stokes, turbnlencia) pueden generar inestabilidades globales que
no permitan la convergencia, a la solueidn. La falta de control sobre Ia vaviable on los lugares con
altos gradientes se pregenta también cuando se introduce un término importante de reaccidn a
la ecuacidn de conveceidon-difusion, inclugo en ansencia de conveccion [FdC8I, Cod93a, Cod93c].
Como en el easo de conveccidn dominante, para la ecuacidn con términos de reaceidn importantes
se tlenen estimadores de ervor globales dptimos, en norma Lg, pero no estimadores punto a punto,
en norma Ly, o en los gradientes de la solucién (semi-norma I l). La falta de convergencia
punto a punto estd relacionada con el eumplimiento del prineipio del midzimo disereto (PMD)
[CRT73, Kik77, Tke83], el cual puede estudiarse a partir de los términos de la matriz del sistoma

20
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final de ecuaciones [Cod93a, Cod93c). Con el fin de solucionar el problema de inestabilidad local
debido a fuertes gradientes, se presenta en este capitulo un método consistente basade en la
adicion de difusién numérica en los lugares donde se presentan dichos gradientes, y teniendo en
cnenta la va anadida difusion al utilizar los métodos SUPG y GLS. Dicho método fue introducido
en [Cod93a, Cod93¢|,

2.2  Problema de convecciéon-difusion

Para analizar la inestabilidad por conveceién dominante, se plantea el siguiente problema de
conveccion difusién, sin pérdida de generalidad:

w-Vo—-kAp=/f en Q (2.1)
d=0 en I9 (2.2)

donde & = 0 es la constante de difugion, [ el térmno de fuente, y w un campo de velocidades
dado tal que V- u =,

Kl problema débil asociado al anterior problema fuerte, aplicando ¢l método de Galerkin es:
Encontrar ¢ € Hy(52) tal que,

a(g ) = 1(9) Vi € Hy(9) (2.8)

donde,
ald, ) = /; it T)p d2 + Lkverrﬁ a (2.4)
W) = [ ord0 (2.5)

Fs fhcil encontrar las constantes de coercividad K, y continuidad N, de la forma bilineal a.
Fistas vienen dadas por:

K, = C"pf k, ¥y Na=k-+ ||"-||m (2.6)

donde Cyy os la constante de Poincaré-Friedrics. Si se denomina ¢ & la aproximacion por
olumentos finitos de ¢, se tiene que (aplicando el lema de Cea):

y ,
g —ully = -ET’UJB" (2.7)

donde € es una constante positiva, & el didmetro de la malla y p el orden del polinomio con que
se aproxima ¢l espacio de solucidn. S¢ puede observar que si & — 0 0 si f|lufj > 6o ¢l anteriox
estimador de error es totalinente innitil ya que N/ K, —+ 0o, De igual forma se tiene (aplicando
Ia designaldad de Cauchy y la de Poincaré-Friedics):

ol < 400 (28)

y nuevamente si & — 0 no se tiene ningin control sobre ¢y, y por lo tanto la eatabilidad del
método no estd garantizada,

Con el fin de disefiar un método para estabilizar la solucién, a continuacién se estudia la
aproximacién por elementos finitos del problema de conveccidn-difusién uni-dimensional,
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2.2.1 Problema de conveccién-difusién unidimensional
Se plantea el siguiente problema:

2
W52 _ 8¢ b pepel (2.9)
di daz?

#(0) = do, (1) = (2.10)

donde & = 0 y u son conatantes con el gentido fisico de difusion y velocidad respectivamente, ¥y
cho, oy son los valores preseritos de ¢ en el contorno,

St ge toma una particion uniforme del ntervalo [0,1] 0 = 29 < #1 < .. < oy = |, con
T =Tt = hy =0,..., N — 1, 50 define el mimero de Péclet elomental (mimera de Reynolds
elemental en el caso do Navier-Stokes) como 5 := uh/2k y se resuelve el problema (2.9) por ol
método de Galerkin ufilizando elementos lineales, se llega a la siguiente ecuacion en difereneins
para el nodo

(b= Y)pms1 = 20 + (1 + )by =0, m =1, N — | (2*“)

do ¥ ¢ estan dadas por las condiciones de contorno. Si la solucién exacta del problema, (2.9)
g6 introdiice en la senacién anterior y se desarrolla en series de Taylor [Cod89], se encuentra:

dep Irlzrj: . d*i o
(st — kT 5)|, + 55|, =0 (2.12)
donde
_ kol ;
i — mns | e (008 - - g 2.13
Y 27[7(@!;(27) 1) umh(.!’y)] (2.13)

Por lo tanto ¢l esquema de elementos finitos da una solucién nodalmente exacta para el problema
(2.13) con una difusion ervénea de k—A*. Se puede demostrar que sgn(k) = sgn(k”), que k* = 0
8l y = 0y que k' = 0o siy = oo, por lo que el método de Galerkin resuelve una ecuacion
infradifusiva, o lo que es ignal, introduce una difusién artificial negativa, esperdndose oscilaciones
espureas cuando 4 — o0, Otra forma de ver la dificultad numérica es resolver exactamente la
ecuacion en diferencias (2.11). Su solucidn exacta es:

1
In =1+ G (7=2)" (2,14)

donde ' y €3 son constantes fijadas por lag condiciones de contorno. De la seuacidn anterior
es claro que se producirdn oscilaciones para v = 1.

Otra forma de analizar ¢l problema es calculando los valores propios del sistema (2:.11). Se
puede probar que para y # 0 existe un valor propio miltiple dado por A = 2/, por lo cual la
matriz asociada al sistema biende a ser singular para 4 — oo, Esto no es mas que la consecuencia
do la falta de coercividad del problema continuo cuando b — 0.

Claramente, una solucidn al problema consiste en anadir difusién numérica artificialmente,
con ¢l fin de contrarrestar la difusidn negativa que adiciona el método de Galerkin, Esta disi-
pacidn numérica &' se toma de la forma:

K = u%:l (2.15)
donde o es la denominada funcién de “upwind”, Ia cual depende del nimero de Pécled y sé

determina imponiendo que el error de truncamiento del método de Galerkin sea cero. Esto o8,
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sa adiciona &' a la difusion veal k v se plantea nuevamente la ecuacion en diferenciag resultante
de aplicar el método de Galerkin para elementos lineales. Al desarrollar en sevies de Taylor la
nueyn eenacidn, se obtiene que b estd dada por la siguiente expresion [Cod92):

1 .
k* = =1 [(— + o) (cosh(2y) = 1) = uinl‘l(?."r)} (2.16)
by
[mponiendo &% = 0 ge abliene la siguionte expresidn para o
1 )
o = cothy — > (2.17)

Debido a que k* es cero, la solucion que se obtendrd serd nodalmente exacta, En este sentido,
la funcion (2.17) es Gptima.  Obsérvese que esta funcion debe ser disenada para eada tipo
de elemento, la funcién (2.17) s6lo es vilida para elementos lineales, mas el procedimiento os
el mismo en otros casos. En [Cod92, COCY2| pueden consultarse las funciones Gptimas para
elementos enadriticos,

Tanto la funcién (2.17) para elementos lineales, como &n similar para cuadréticos, son cos-
tosas desde el punto de vista computacional. Este defecio se corrige utilizando Aproximacionas
asintGticas a dichas funciones. Para el caso de elementos lineales, se observa que a = 7/3+0(%)
y que @ = 1 para vy — oo, de donde su aproximacidn asintética se toma entonces como:

Ll /3 para |y <3 .

Para elementos cuadriticos se toma [Co:_l!.]z, CDCQ:B]':

] 4/6  pama |y| =3
e = { 1/2 para |y| = 3 (2.19)

fque os exactamente |a aproximacion tomada para elementos lineales dividida por dos.

Las anleriores aproximaciones a e o han disenado no sélo con el ohjetivo de evitar as
oscilaciones numéricas, sino también para tratar de obtener la mixima exactitud posible. Sin
embargo, i s6lo se desea eliminar lag oscilaciones espiireas, se puede observar la solucion de
la eeuncion en diferencias (2.11) en el caso que se haya introducido la difusién artificial (2.15).
Eata es:

. L LAyl a)ym
e = U} + C‘?(""_—%E‘]_—“;)

de donde se tiene que si sdlo se quiere evitar las oscilaciones espiireas del método de Galerkin,
a debe exceder el siguiente valor erftico:

(2,20)

|
=] = m (221)

Este valor, como se verd mas adelante, es exactamente el valor minimo para el eual el problema
sntisfard el principio del miximo discreto |Kik77].



2.2, Problema da conveecion-difusion a1

2.2.2 Problema de conveccidn-difusion multidimensional. Método SUPG

1 problema de conveccidn-dilugion se puede eseribir como:

W V=V V) =f e (2.22)
d.'=y en I'p (2.23)
n k-Vé=r en 'y (2.24)

donde u = u(=) es el campo de velocidades, k = k(z) el tensor de difusién, el cual se supone
simétrico y definide positive, f = f(=2) ¢l término de fuente, g = g=) la preseripeion de ¢ en la
parte del contorno tipo Dirichlet, » = r{a) es el Hujo difusive prescrito en la parte del contornoe
tipo Newmann, y n la normal exterior al contorno I
La primera idea para evitar las oscilaciones espiireas que ocurrian al aplicar ¢l método de
Galerkin al problema anterior para el caso de conveceién dominante, fue anadir la difusion arti-
ficial obtenida para el caso unidimensional [HHZ77, Hug78| al problema en varias dimensiones.
Fsto evitaba lag oscilaciones pero la solucién era sobre-difusiva, principalmente en la direceion
perpendicular a las lineas de corrlente. Para solucionar esta problema, se introdujo la siguiente
iden [HB79, KNZHS80]: Si se escribe (2.22) en 2D y en un sistema ortogonal (o, 1), siendo o el
pardmetro de arco a lo largo de las lineas de corriente, y se supone k = kI isotropico, se Liene:
IS — 2 (s3) - 2k 38) = ¢ (2.25)
Oo  do do’  Op v
de donde adlo la difusidn en la diveccion o debe ser balanceada con [a conveecidn, Por lo tanto
la difusidn artificial debe ger anadida sdlo en la direccién de las lineas de corriente, Es decir, la
difusion artificial estard dada por la giguiente expresion:

k' = f?Mtu 9,“

2 |uf?

gue es exactamente la difusion unidimensional disefiada en la seceién anterior (2.15), pero a lo

largo do las lineas de corriente. El problema débil discretizado queda entonces como signe. Sea

{$2°} una discretizacién de elementos finitos de £ con e de 1 a ny, y se definen los espacios
funcionales,

(2.26)

@ = {y & H'(S)| lr, =0} (2.27)
¢ = {de ') dr, =g} (2.28)
El problema es: Encontrar ¢y, € @), tal que,
ag(dn i) = pn) Vi € Uy, (2.29)
donde,
Uy = {1 € ¥ glne € Re(2)} € (2.30)
by, = {;p € ®| dlo € R;_.(n"-}} c b (2.31)

(R definido en (1.39)) y siendo,

adwt) = [ [ Vi + -k Vi

rxlae|fy

*E L
+ ==V i vqb,,] (2.32)

W) = j; S A+ fw Yar AT (2.33)
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donda ol término nuevo qué se le ha adicionado a la forma cldsica de Galerkin puede reeseribirse
como:

l or|ulh Tl -
o £

2 ;- « Veby dft = f w: Vi) (v Vepy) A (2.34)

Con,

ol

= m (2.30)

De lo anterior se observa gque la nueva forma débil es ignal a la de Galerkin, pero tomando coma
funecion de prueba para el Lérmino convectivo:
Pn + T Vipy, (2.36)

Para corregir esta inconsistencia del método, se toma entoncees (2.36) como funcidn de proeba
para toda Ia ecuacidn y no s6lo para la parte convectiva [HB#82, BH82|. El problema final se
eaeribe entonces como: Encontrar oy, € @ tal que,

aupg (P ) = Laupg (10 Yy € Wy, (2.37)

ﬂﬂupﬂ[‘f-’}u 'ﬁh) = (‘ﬁ’h "}Jh}

Tal

"'Z[ rou s Vi) |u - Vi — V- (k- Viy)] did (2.38)
e=1""
gl
Louga () = 1(33) +Z f (r*u’ - Vi) f A2 (2.39)
donde a y | son lag formas clisicas de Galerkin dadas por:
alcpn,thn) = /ﬂ [dmu N+ Vipy - k- Vq’u;] df2 (2.40)
() = [ g 40+ [ s dr (2.41)

y el pardmetro 7, cominmente denominado tiempo intrinseco, se evalia a nivel elemental. Eato
(41

a®ht

= Sl (2.42)

tomando para la funcion & su aproximacién asintética dependiendo del tipo de elemento (2.18) o
(2,19), siendo A° el didmetro del elemento, y |u|® la norma de una velocidad tipica del elemento.
h® se evalua en la direecidon del flujo mediante la siguiente ecuacién [Cod92]:

|l 4
he = }L"I 7T (2.43)

donde J es la matriz jacobiana de la transformacidn isoparamétrica evaluada en el eentroide
dal elemento, y hy el didmetro del elemento en el dominio natural, tomado como 2 y como 0.7
para quadriliteros (o hexaddros) y tridngulos (o tetraédros) respectivamente, Se comprieha
facilmente que la solucidn del problema fuerte satisface (2.37), verificando asi la consistencia del
mdétado,
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s (Ohaervnciones:

— Los nuevos términos en (2.37) se computan s6lo en el interior de los elementos, Fsto se
debe a que para las funciones de forma con continuidad €7 utilizadas comiinmente, of
A (proveniente del término difusivo si k = k1) no estd definido sobre el contorno de
los clementos, En ol caso de elementos linealeg este término o8 cero, pero en elementos
de mayor orden debe ser incluido para mantener la consistencia del méiodo.

2.2.3 Problema de conveccidn-difusidén multidimensional. Método GLS

El método SUPG presentado en la seccién anterior consiste en anadir a la funcion de prueba de
Galerkin el operador del lérmino convectivo aplicado a la funcidn de prueba y multiplicado por
un parimetro 7. Como extension directa de este método, se puede ahora anadir a la funcion de
prueba de Galerkin todo el operador diferencial aplicado a dicha funcidn de prueba y multiplicado
por 7. Bl mievo métode introducido por Hughes y colaboradores [HFH89, HFB86, HIF87, FHSE|
se denomina cominmente “Galerkin/Least-Squares method” (GLS) y ya fue presentado en ol
eapitulo anterior de este trabajo para el problema de Stokes.
La formulacién variacional se formula entonces como: Encontrar ¢y, € &, tal que,

ﬂ‘ghtfﬁlh ) = "!_r;h("'f’h] Yipy, € Wy, (2.44)
donde,
Hgl

u‘ﬂf.‘!((/j'fi '!*'h.) = oy, thy) -+ Z /{lr TFL("/’II) r’(‘?ﬁh) elf2 (z‘rm]

e=| "
balh) = 1)+ 3 [ 7Gh) J de (2.46)

e=1"

Elgn) = u ey =V (k- Vey) (2.47)

Las formas a y [ son las dadas por (2.40) y (2.41) vespectivamente, y L(-) es el operador
diferencial de la ecuacién de conveceidn-difusién.

El método GLS no ofrece ninguna ventaja sobre el SUPG para el caso de la eeuacion de
conveccidn-difusién. Sin embargo, como se vio en el capitulo anterior, en ¢l caso del problema
de Stokes permite evitar la condicidn BB. La funcidn o dptima para el GLS serd diferente
que para el SUPG, pero puede determinarse analizando nuevamente ¢l problema de conveccidn-
difusion unidimensional |[Cod92],

El tiempo intringeco 79 para el método GLS se toma igual que pata el método SUPG, pero
teniendo en cuenta que en el caso de cero conveceidn la perturbacién de la funcidn de proeba
no desaparece (es claro que para el método SUPG la perturbacion s exactamente coro si no
existe conveccién), A partir de (2.42),(2.18) y (2.19), tomando el limite difusivo (|| = 0) para
al caso v < |, se tiene entonces:

ﬁfi;f- para 7" <1
¢ = (2"13)
3};:’1_‘ para 5" =1
donde ¢l parimetro 7 depende del tipo de elemento, y es de 1/3 para elementos lineales y de 1/9
en el caso de cuadriticos [Cod92). La funeidn of viene dada por (2.18) y (2.19) dependiendo
nuevamente del tipo de elemento. &* es la constante de difusion tipica del elemento.
Obsérvese que el pardmetro 7° para el caso difusivo (4 < 1) es ol usado para el problema de
otokes presentado en el capitulo anterior, reemplazando k* por la viscosidad p (1.70).
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2.3 Problema de conveccion-difusion-reaccién

Como se menciond anteriormente, los métodos SUPG (y GLS), proporcionan estimadores plob-
ales de error dptimos [Niv82, INP84, HFH8Y| para el problema de conveccién-difusidn. Sin
ombargo, en aquellos lugares donde la solucién presenta altos gradientes (capas limites, ete.),
no se tiene control sobre la solucidén (no se tienen estimadores de error punto a punto, o en
los gradientes de la solucién). Debido a ello pueden producirse oscilaciones localizadas, que
pueden impedir la convergencia en problemas no lineales, Esta situacion se ve agravada cuando
a la ecuacion de conveccidn-difusién se le afaden términos de reaccién importantes. Adn en la
augencia de conveceion, la prosencia de estos términos puede producir oscilaciones loealizacdas
debido a la falta de control de la solucién en los lugares con altos gradientes, [l problema es
similar al que se tiene cuando la conveccidn es dominante y se utiliza el método SUPG: la norma
Ly del error es 6plima (o casi dplima), pero no se tiene control en norma Lo, ni en la seminorma
H' [FAC8Y).

Para analizar ¢l problema expuesto en el pirrafo anterior, se plantea el siguiente problema
det conveccion-difusién-reaccion:

u-Vip—kAd+ap=f en Q (2.49)
hd=0 en I (2.50)

donde £ = 0 a8 la constante de difusion, & = 0 la constante de reaccidn, [ el término de fuente,
y u un campo de velocidades dado tal que V- w = (.

El problema débil asociada al anterior problema fuerte, aplicando el método de Galerkin es:
Encontrar ¢ € Hj(2) tal que,

a(d, ) = () Wip & Hi(5) (2.51)

il (g s delingn Gomo:
aldil) = fn Y- V) ds‘z+‘[n KV Vi dit + La-w.m (2.52)
) = [ vran (2.53)

Como se puede verificar ficilmente, las constantes de coercividad K, y continuidad N, de la
forma bilineal a vienen dadas por:

I{u L ‘pfk Y Nﬂ =k+ ”“"M + o (2‘54)

Como para la couacién de conveccidn-difusion, si se denomina ¢y, a la aproximacion por elementos
finitos de ¢, se tiene que (aplicando el lema de Cea):

N
= dnlh = —K“ Ch? (2.55)
oy

donde ' es una constante positiva, h el didgmetro de la malla y p el arden del polinomio con que
so aproxima el espacio de solucion. Se puede observar que si & — 0 (o sl k es mucho menor que
u o que a) el anterior estimador de error es totalmente iniitil ya que N,/K, -+ 0o, Da igual
forma se tiene (aplicando la designaldad de Cauchy):

11/ 1l f
lenlly = == (2.56)

it
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y nuevamente si £ — 0 no se tiene ningin control sobre ¢y, v por lo tanto la estabilidad del
método no estd garantizada. Una forma sencilla de ver que aiin euando se utilice el método
SUPG el problema no desapareee, es que para el easo de conveccion cero (y por lo tanto la
perturbacion del SUPG seria exactamente cero), el probloma persiste debide a la presencia de
los términos de reaccién (K, permanceeria igual y N, = k + ). La falia de control sobre los
gradientes de la solucién se ve claramente en la signiente designaldad:

a{dh, ) = kI Vellg + ol 4l < [/ 1lallllo (2.57)

Si k =+ 0 se tiene control sobre la solucién, mas no sobre #u gradiente (éste puede ser nny
grande). De aqui que en las zonay con ripida variacion de ¢ puedan producirse oscilaciones
esprireas localizadas, y no se tenga convergencia, pnntual,

En problemas de evolucion temporal, un esquema numérico que evite oscilaciones localizadas
debe ser mondtono o preservar monotonia [Cod93a). Se dice que un esquema o8 mondtono i
la solucidn numérica de todos los pasos de tiempo, mantiene el signo de la solueidn numérica
del paso de tiempo anterior para todos los nodos de la malla espacial. Se dice U 1 esquema
preserva monotonia si solo la monotonicidad de los datos iniciales es mantenida [LeVan]. Segin
el teorema de Godunoy [LeV90], un métado lineal que preserve monotonia es cuando mucho do
primer orden en exactitud. Por consigulente, la Gnica forma de tener un método fue mantengi
la. precision en lag regiones donde la solucién es suave, y que evite las oscilaciones numéricas on
los lugares donde se presenten altos gradientes es que sea no lineal [Cod93a). La iden entonces
para diseniar un método de captura de discontinuidades (o de eliminacion de oscilaciones en los
lugares con altos gradientes), es anadir difusion numérica en las zonas con altos giadientes, pero
siendo ésta proporcional al residuo de la ecuncién diferencial para conservar Ia consistencia del
método (y cumpliv el teorema de Godunov), ¥ de tal forma que su influencin en lag zonas donde
la solucidn es suave sen practicamente mila,

2.3.1 Principio del miximo discreto

Para el easo particular de la ecuacién de conveccion-difusion, ln convergencia puntual v mono-
tonia de un esquema numérico, y por lo tanto ol diseio de un método de captura de discon-
tinuidades, esta intimamente ligada al cumplimiento del principio del miximo discreto (PMD)
[Codd3a, Codd3c]. Es claro que el problema continuo cumple ¢l prineipio del miximo [CHG2),
esto s, la solucidn tene su maximo én el contorno cuando el término de ente [ es no-positivo,
La cuestion es saber si el problema discreto enmple ol principio del miximo discreto (PMD),

Bl PMD se escribe (tomado de [Cod93a]) como sigue: Sea N ol niimero total de nodos de la
malla de alementos finitos y N 7 el niimero de nodos interiores, La discretizacion de elementos
finitos genera el siguiente sistema de ecuaciones algebraico:

Ax=b (2.58)

donde x es el vector de incdgnitas nodales z;, i = Ly ey Nio Los valores @i, i = Ne+1,..,N; ke
conocen de las condiciones de contorno tipo Dirichlet, El PMD se anmple si;

max {2} =2y, con Ny+1<=m<N, (2.59)
=100

e§ decir, si el miximo del vector & pertenece a nn nodo del contorno.

El cumplimiento del PMD tiene importantes consecuencias para la convergencia del esquema
mumérico [Cod93a]. La convergencia uniforme y la estabilidad punto a punto pueden demogtrarse
por medio log gignientes leoramas:
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Teorema 2.1 §i para el siguiente problema continuo y estacionario de conveccion-difusion-
reaccion:

u V- kAp+op=f en Q2 (2.60)
p=g on Nl (2.61)

se enmple que, uw € L2(R), f€ LMQ) con 2 = n <p, ¥ 4 € Wh(2) siendo ¢’ la extension
de g, enfonces [CR73),

Nl oy = ||ynr;*-((m} +G“f||:.r-(n)| ¥
b e {0 L2(Q)

Teorema 2.2 Con las condiciones del Teorema 2,1, si el algoritmo numérico cumple el PMD se
tiene:

1) La solucién del problema discreto ¢y, cnmple [CR73):

bl oo 0y = gl e camy + Cl N o) (2.62)

2)Bige WLP(§2), p = ngq, ¥ h es el didmetro de la particidn de elementos finitos [CR73),

Jim | = nll ooy = 0 (2.63)

3) Si se toman elementos lineales:

~ 3,1) 8i ¢ & W2P(Q), p = n4q/2 entonces, ||p— || o=y = O(h) [CRT3] (aub-6ptimo).

— 3.2) Si ademds f € H'() y la conveccién os despreciable (problema auto-adjunto)
entonees, ||¢ — dpll ooy = O(h*) Ye = 0 [Nit75) (casi dptimo).

4) 8i se toman elementos cnadrdticos, la conveccion es despreciable (problema auto-

adjunto) y £ € WH(52) entonces, ||¢— gyl = = O(R*) Ve = 0 [Wah78] (easi dptimo),

Una condicién suficiente para que un esquema numérico eumpla el PMD, viene dada por el
giguiente teorema tomado de [Cod93al:

Teorema 2.3 Si la matriz del sistema (2.58) cumple:
ayy = (), para id g i=1,.,Np, j=1, Ny (2.64)
Titi0i 20, i=1,.0 (2.65)
la submatriz A, = [a.-,], 7 = Ly Nf es no singular, y by <0, i = l-u-ans entonces ol PMD

ge curmple,

A continuacién se tratard do verificar (a la luz del Teorema 2.3) el eumplimiento del PMD
para el signiente problema de conveceidn-difusion-reaccion nnidimonsional:

deg d¥ i
uﬂ—kd—r,}n+aq‘z = )] 0O<az<l (2.66)

BO)=0, d(l) = 0 (2.67)
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con = (),

Aplieando ol método de Galerkin, utilizando elementos lineales y una particién uniforme di*l
intervalo [0,1] de tamafio h, se obtienen las siguientes matrices elementales de difusion A,
conveceion AL y reaccion Al

W Bl =1 aecil-1 1 Aul_f-ff[g 1] 0.
A“'h[—ll'A sl 1) A =T |1 2 (2:68)
Para analizar si el sistema enmple ¢l PMD, basta con revisar las condiciones del Teorema 2.3
para las matrices elementales, ya que la matriz global del sistema se obtiene mediante el operador
de ensamblaje (el cual es lineal). La condicién (2.64) implica:
ki rrh
2.69
“h L 2 + 6 £0 (2.69)
Obsérvese que si la matriz AL fuese diagonal (como en diferencias finitas), el término de reaceion
no influiria en el cumplimiento del PMD. Para elementos finitos es claro que de (2.69) el (érmino
de reaccion influye negativamente para el cumplimiento del PMD.
Utilizar el método SUPG para discretizar (2.66) ey equivalente a redefiniv la velocidad u y la
difusion &k en (2.69) por:
h
= u— “f—?ﬂ‘. ki=k+ ﬂu (2.70)
2 2
donde e es la funcidn de “upwind” definida para ¢l método SUPG. Ent.mu,m, (2.69) se fransforma
en las siguientes desigualdades al reemplazar u y k por @ y k respect ivamente:

(6y 4+ 3p)a = —6+6y+2p y (Gy=3p)ax = ~6—0Gy+2p (2.71)
donde los niimeros adimensionales soi:
_ulh - [{hn .
g T T 1

En general no es posible cumpliv ambos requerimientos en (2.71), y 86 puede concluir entonces
que ¢l método SUPG no conlleva siempre a un esquema mondtono (gque BuLinuj.,u el PMD), Por
el contrario, si o = 0 (y por lo tanto p = 0), se tiene de (2.71) que oo = 1 —=1/7. Este es el mismo
valor presentado en (2.21) como condicién pard que la solucién no oscile de un nodo a otro,

A continuacion se presenta ol método de captura de discontinunidades “shock-capturing method”
adoptado en el presente trabajo, y extrafdo de [Cod93a, Cod93¢c]. Este fue diseiado basdndose
en el PMD, y teniendo en cuenta la consistencia, exactitud y la difusion numérica que yn se
tiene al adoptar el esquema SUPG (o GLS) para estabilizar los términos convectivos,

2.3.2 Método anisotrdpico de captura de discontinuidades ASC

Para solucionar el prablema de oscilaciones localizadas en lns capas con altos gradientes, se han
propuesto diferentes metodologing, Entre éstas se tienen métodos como el "Galerkin Gradient
least-squares” [FAC8Y], el “Subgrid scale method” [Fughs], y métodos de captura de discon-
tinnidades “Shock-capturing methods” como los expuestos en [HMMBG, GAC88, JSHBT, Shass,
TP86|. En este trabajo se ha adoptado un método que sigue la linea de estos dltimos.

Las métados de captura de discontinuidades basicamente anaden difusidn actificial en las
zonas del dominio con altos gradientes, siendo ésta proporeional al residuo de la ecuacion difer-
encial parn mantener la consistencia. Bl método expuesto en [HMMB86] tiene el inconveniente
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de que egta difusidn puede llegar a ser negativi. Bn [GAC8S, J5HS7, Shabs] este defecto es
corregido, y se plantea una forma estandar para la adicion de difusion numérica en este tipo de
métodos. Bl término de difusidn que se aiade a la forma débil del exquema adoptado (Galerkin,
SUPG, GLS o enalquier otro) se puede eseribir como:

L
tisel s tn) = L,f aght —iéihflv‘!fh Vi, 82 (2.73)

8 [Vepn| # 0 y cero de lo contrario, En (2.73) se introdujo el término

Richp) = - oy — kApy + oy, = [ (2.74)

ol cual eg el residuo de la ecuacion diferencial (2.49) evaluado dentro de eada elemento, siendo
entonces ¢l método consistente. Lo funcién of depende del método especifico utilizado,

s fideil ver que la difusion numeérica adicionada es isdtropa, es decir, se afade en todas las
direcciones de flujo. Sin embargo, en el cago de utilizar el método SUPG o GLS para discretizar
el problema ya se tiene una difusién numérica a lo largo de las lineas de corriente, anadida con
al fin de estabilizar los términos convectivos y con valor &' (2.15). La idea del método propuesto
en [Cod93a, Cod93c] es anadir en la direccion perpendicnlar a las lineas de corriente la difusidn:

ko = '};"Lﬁ-ﬁ"'%l sl V| #0 ¥ kisa=10 de lo contrario, (2.75)

que es la dada por el método de captura de discontinuidades (2.73), y en la diveceion de las lineas
de corriente la maxima entre lo que aniade el método SUPG o GLS para estabilizar Ia conveccidn
k' (2.15), ¥ lo que se necesita para evitar las oscilaciones en las capas con altos gradientes kg,
(2.75). Por lo tanto, el término de difusién que se afiade a la forma débil del esquema adoptado
(Galerkin, SUPG, GLS o enalguier otro) queda como:

f"ﬂﬂfrt’\'f)."ﬁr"'{)h) = 3 j [kmovwh (I = %“{T“PE) ' Vebn

r'—'i

+ < ko — K = Vi ( [ul? ) V"ﬁ’h] df (2.76)

donde se introdues la funeidn <= - = definida como;

v o8 w=0 v
sUE= { 0 de lo contrario (277)

Da (2.76) se observa que si se utiliza el método de Galerkin se recupera (2.73), y la difusién
anadida es igual en todas las divecciones. 5i se utiliza SUPG o GLS la ditusion mumérica total
(sumando la debida a la del método de captura de discontinuidades y a la del método para
estabilizar la conveceidn) es anisdtropa en el easo que &' = 0, lo cual da origen al nombre del
métoda, La ecuacién (2.76) puede reescribirse de una forma més sencilla como:

Mgl
ﬂ-n.m(_"ﬁ‘.‘n'*[’h) = f g‘-unvwh Yy
= 1 v

U@y

H(< biaa =K > —hiao) V- () - V] 92 (2.78)
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Finalmente la funcidn af se obtiene de verificar ¢l PMD para ol problema multidimensional de
conveccion-difusion [Cod93a). La expresion obtenida an dicha referencia es:
2k
oy = max (0, T ,_.)

1 4.19)

donde C es una congtante positiva que depende del tipo de elemento ntilizado. Por medio de
experimentos numéricos y estudios analiticos de easos particulares [Cod93a] se ha obtenido que
€ = .7 para elementos lineales, y C' = 0.35 para elementos euadriticos. wj viene dado por Ia
signiente expresion:

Riehy .
wy = ﬁi;—i:—l-?}ws,, (2.80)

Obsérvese que si R(dy) es pequeiio, || bambién lo es, siendo entonces of = 0, ¥ por lo tanto
kiso = 0. Esta caracteristica es muy importante para lograr que el efecto del métado de captura
de discontinnidades desaparezea rapidamente en los lugares donde ln solucidn es suave. De esta
forma s¢ tiene un método que, ademds de consistente, no afecta la exactitud y convergencia de
In solucién en lag partes del dominio donde no hay capas con allos gradientes.

2.3.3 Método SUPG o GLS 4 ASC para el problema de conveccién-difusién-
reaceién

Finalmente se presenta nn método para la solucidn por elementos finitos de la conncion de con-
vecaidn-difusion-reaccion, el cual estabiliza no sélo las oscilaciones globales debidas a los efectos
convectivos (mediante los métodos SUPG o GLS), sino que también elimina las oscilaciones
localizadas en los lugares del domiinio donde la solucién presenta altos gradientes (mediante el
mitodo ASC),

Entonces, se plantea el signiente problema de conveccidn-difusion-reaccién multidimengional:

w Vi~ kAdtodp=f en (2.81)
d=g en I'p (2.82)
n-k Vo=r en I'y (2.83)

Sea {£2%} una particion de elementos finitos del dominio Q siendo tig ¢l niumera de elementos,
y definiendo A* como el didmeiro del elemento e, Bl problema disereto utilizando los métodos
SUPG + ASC se escribe como: Encotitrar ¢, € &, tal que,

@yupg+asc{PnPn) = 1) Vi, €, (2.84)

donde los espacios funcionales son los definidos en (2.30) y (2.31), la forma Tineal 1(s)y) es la
definida en (2.38), y la forma @ sase(dn, ) se define como:

g ase (@ V) = Q{1 1) + g (B V) + Ganc( ) (2.85)

slende a la contribueidn debida al método de Galerkin,

rA('f‘m"ﬁn) = ./‘ﬂ["f-’h'u . vff-’h Ht vwh ke v(f-’ﬂ |- ﬂiﬁhrfr}‘l €2 {286)
’I.fmpﬂ la debida al método SUPG,
Thal
q‘:mpg(‘i‘h.ﬂj-’h) = Z [HF{T“H" V‘V’hm(tﬁh) d6 (3'87)

a1
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(7% se caleula de (242)), ¥ @asol(dny tn) la debida al mélodo anisotrdpico de captura de dige
continuidades dada en (2.78). Rigy) es el residuo dentro de cada elemento (2.74), y u" una
velocidad tipica del elemento.

Iin el caso que los efectos convectivos sean estabilizados ntilizando el método GLS, el problema
diseroto quedaria casi igual, reemplazando el término n;“m((ﬁ;,.w,,) por el Ltérinino (LL”(I!'/};‘.'IXJ“)
definido como:

Thaf

e (b n) = 3 £ T iy = kO adn)R(gn) A9 (2.88)

=]

y utilizando 7¢ de (2.48), ¢l cual incluye el caso de conveccidn cero (limite difusivo). El problema
débil diseretizado serd entonces: Encontrar ¢y € 9y, tal que,

agtatase(Pns n) = Hkn)  Vipn € 0y (2.89)

donde,

ﬂplu--i--m:{"i’h vtn) = aldn, i) + ﬂ;;m(‘ﬁfn ) + Gase(dbn; t¥n) (2.90)

Como en @l caso de la eenacidn de conveccidn-difusion, el método GLS no aporta beneficios
adicionales al método SUPG para el problema de conveccidn-difusién-reaccion. Sin embargo,
como ge vio en ¢l capitulo anterior, en el easo del problema de Stokes permite evitar la condicion
BR. Este método se presentd con el fin de ser retomado para las ecunciones de Navier-Stokes
mds adelante,

2.4 Aspectos computacionales

A continuacién se presentan algunos detalles de la programacion de los métodos presentados an-
teriormente. El primer aspecto computacional a tratar tiene que ver con el edleulo de la pertur-
bacidn del método SUPG (2.38). Las integrales de dicha perturbacién ge evaliian numéricamente
COmo sipue;

L1 Y]

an (r"u® - Vn)[w Vb= Vo (k- Vi) - fl dQ =

PRty

Ny Ty

E Z (T:;;ufﬂ Vi) Vi =V (k- Vdpy) = NigWig 4 ig (2.91)
amliged

donde ng e el niimero de puntos de integracion del elemento, Wy, ¢l peso del punto de integracion
¥y | iy el determinanie del jacabiano de la tranformacion isoparamétrica entre las voordenadas
nafurales del clemento y las coordenadas globales. Como puede obgervarse, los términos do
la funeidn de perturbacidn como del residuo elomental también son evaluados en el punio de
integracion del elemento. Bl pardmetro Tfy se computa ubilizando ta longitud elemental a lo largo
de las lineas de eorviente dada en ('2.43). Dicha longitud se caleula en ¢l centroide del elemento
y s¢ utiliza la misma para todos los puntos de integracion. Es decir:

af h®
£ = -l—i—iq oo
T'iy 2|ﬂ|fy (43')2)

tomando para la funeidn o su aproximacion asintotica dependiendo del tipo de elemento (2.18)
6 (2.19) y evaluindola en eada punto de integracién. Como puede observarse, |u|® también es
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evaluado en cada punto de integracién, mas no A°, que se computa en el centroide del elemento
y 68 constante a nivel elemental,

Un segundo aspecto a vesaltar os ol cileulo de los términos del método de captura de discon-
tinnidades, Al ser aproximados numéricaments se tiene:

‘E—"‘I‘ [—;- [MWVW : (I a %) Vit < ko = k' > Vi, - (ﬁj:i) ' Vﬂbn] dfl =
e=l

Mg g

- (1 BRUY o
.>=:. .-f?;. (kisa V- (1 l ) Vb
e = ki&ﬂ = ki - V"!-’I'l _I('"'@u

W)" Vibn], Wig [lig (299

1
Nuevamente, todos log términos se evaliian en ¢l punto de integracion, excepto la longitud del
elemento b ntilizada en &' v kige. & es la difusion afiadida por el méiodo SUPG, por lo cual se
caleula én el punto de integracidn eomao:
= ol a N2
k= Ti_q(|u|f._rj) (2.94)

Puiede abservarse de (2.92) que h° es constante a nivel elemental y se caleula en el centroide del
elemanto mediante (2.43), Por el contrario |u|® se evaliia en cada punto de integracion.

kirve e8 la difusién anadida por el método de captura de discontinuidades (2.75), Nuevamente
todos los términos para el edleulo de ki, se evaluan en el punto de integracion del elemerito,
excepto A, que se toma constante a nivel elemental eon un valor igual al médximo entre las
longitudes del elemento a lo largo de los ejes cartesianos. Los valores necesarios parn ol ehmputo
de la funcién af (2.79), que aparcee en el edlenlo de ki, (2.75), también son evalnados en el
putito de integracién del elemento, excepto A qua se toma igual que para Ajg,.

2.5 Ejemplos numéricos

Iin este apartado se presenta un ejemplo sencillo con el fin de estudiar vl comportamicento del
método SUPG y del método anisotrdpico de captura de discontinnidades (SUPG+ASC). Los
datos para el problema (2.49) con la condicidén de contorno homogénea (2.50) se describen a
continuacién. Bl dominio € donde el problema se resnelve es ol cuadrade, 2 = [0,1] = [0, 1],
ol cual se diseretizé ntilizando una malla de 20 x 20 elementos bilineales (1) y 441 nodos. El
término de fuente se tomd coma [ = 1, constante, y ¢l coeficiente de difusidn como k = 10-1, El
campo de velocidades se prescribié a w = |u|(cos(n/3),sin(7/3)), no estando entonces alineado
con la malla de elementod finitos.

Se consideraron tres casos diferentes, los cuales corresponden a conveceidn dominante, reaceion
dominante y una combinacion de conveceidn y reaceidn respectivamente, Los casos se presenton
en ¢l la Tabla 2.1,

Los resuliados del primer caso se muestran en la Figura 2.1, Con el fin de observar lo que
ocurre sl utilizar el método de Galerkin estindar en problemas de conveccién dominante, se
presentan log resultados en la Figura 2.1a, Como puede corroborarse, la solucion es oscilato-
ria en todo el dominio. La solueion utilizando sélo el método SUPG (Figura 2.1b) presenta
alpunas oscilaciones en la capa limite debidas a la bajisima difusién k. Dichas oscilaciones son
pricticamente eliminadas al anadir los Iérminos del método anisotrdpico de captura de discon-
tinmidades (Figura 2.1c¢).
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Figura 2,1, Casn |u| = |, ¢ = 00001, (a): Método de Galerkin, (Is):- Métedo
SUPG, () Métado SUPGAHASC,

Tabla2.1 Casos del ejemplo numérico

1) Jul=1, a = (1.0001
2) |ul=00001, =1
3)  |u| = 0.5, =1

Los resultados del caso 2) se muestran en la Figura 2,2, En este caso al utilizar ¢l método
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Figura 2.2, Caso |u| = 00001, 7 = L. (a): Método SUPG, (b): Método SUPG+ASC.

SUPG (Figura 2.2a) se tienen mievamente oscilaciones en la capa limite, esta vez debidas a loy
altos términos de reaccién, Al utilizar el método SUPG+ASC dichas vscilaciones desaparecen
(Figura 2.2h). ,

Los resultados del tercer caso se muestran en la Figura 2.3, Nuevamente el método SUPG
(Figura 2.3a) presenta oscilaciones en la capa lmite debidas tanto a la baja difusion k como a
los términos de reaceién importantes. Bl método SUPG+ASC elimina estas oscilaciones como
gt puede observar en la Figura 2.3b.

2.6 Conclusiones

En el presente capitulo se plautearon los problemas numéricos que se tienen al intentar re-
solver numéricamente las ecuaciones de conveceidn-difusion y do conveccidn-difusion-reaceion
utilizando el método estindar de elementos finitos (método de Galerkin), Se presentaron los
métodos SUPG y GLS para eliminar la oscilaciones espiireas en todo el dominio que resul-
tan cuando se tienen términos de conveccidn dominante, También se presentd un método
anisotrdpico de captura de discontinnidades (ASC) para eliminar las oacilaciones remanentes
gue se obtienen en las capas con altos gradientes ain utilizando los métodos SUPG o GLS.
Dichas oscilaciones se deben tanto al dominio de los términos convectivos como a términos de
reaceidn importantes,
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Figura 2.3. Caso |u| = 0.5, ¢ = L. (a): Métods SUPG. (b): Métado SUPGHASC.

Ein los ejemplos numéricos se corrabord lo expuesto en el capiiulo, observindose que el método
SUPG es eficiente para evitar las oscilaciones espiireas gue se obtienen en todo ¢l dominio cuando
log términos convectivos son importantes, mas no elimina las oscilaciones remanentes en las capas
con altos gradientes. Bstas iltimag se eliminan al anadir los términos del método anisotrépico
de captura de discontinuidades (ASC). '

Por tiltimo eabe remarcar que el método anisotrdpico de captura de discontinuidades (ASCQ)
no es necesario para las solucién de las eenaciones de Navier-Stokes incompresibles debido a que
¢alas no presentan términos de reaccidn. Sin embargo, va a ser de trascendential importancia
cuando se traten las ecunciones diferenciales que rigen algunos modelos de turbulencia en el
capitulo 5 del presente trabajo.



Capitulo 3

Problema de Stokes con rotacion

3.1 Introduccién y objetivos

En el presente capitulo se estudia la solucin por elementos finitos del problema de Stokes sobre
un gistema de ejes que rotan con una velocidad angular dada, Este problema modelo se elige
con el fin de extender mas adelante los resuliados obtenidos a las ccuaciones de Navier-Stokes,
y tener de esa forma la capacidad de simular el flujo a través de maquinas con dlabes rolantes
(ventiladores, turbinas, reactores quimicos, ete.).

Como se verd a continuacion, al eseribir el problema de Stokes respacto a unog cjes no iner-
ciales (que se trasladan y/o rotan respecto a los ejes fjos), aparecen dos nuevos términos, Bl
primero de ellos es 1a fuerza centrifuga, la cual es independiento de la velocidad y de la presion,
pudiendo entonces ser tratada como una fuerza de cuerpo (o incluida en la presion, ya que
puede ser eserita como el gradiente de un campo esealar), Este término no induee problemas
adicionales a los presentados en el eapitulo 1, cuando se intenta aproximar por elementos linitos
el problema de Stokes. El segundo término es la denominada fuerza de Coriolis. Esta fuerzn
depende del campo de velocidades, y afiade un términe antisimétrico a la forma débil del prob-
lema el cual deteriora la estabilidad del método estandar de Galerkin, Dicha inestabilidad esta
mmy relacionada con la presencia de la presion, y se presenta cuando las Merzas viscosas son
pequeiias respecto a las de rotacidn. S se eseribe el problema sin presidn, y por lo tanto sin
condicidn de incompresibilidad, se encuentran gdlo inestabilidades loealizadas en Jas capas con
altos gradientes, tipicas de la ecnacidn de dilusidn-reaccion (ver capitulo 2), Cuando se fuerza
la incompresibilidad del flujo, y por lo tanto se anade la presion (I cual, como se presentd en
¢l eapitulo 1, puede verse como el multiplicador de Lagrange asociado a dicha restriceion), se
presentan oscilaciones espireas en todo ol dominio de flujo.

A contimacidn se presenta la formulacién del problema utilizando elementos finitos tipo
Galerkin, Se describen lns inestabilidades moncionadas, y se presentan dos metodologiag que
eliminan Ias oscilaciones, manteniendo la precision e incrementando la estabilidad. Tanto el
planteamionto del problema como las metodologias de solneidn expuestag, han sido previamente
publicadas por Codina y el autor de este trabajo en [CSO7, C894b, C895, SCOY5]. Por consigu-
iente, la mayor parte del contenido de este capitulo fue extraido de las anteriores referencias,

47
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3.2 Problema de Stokes en ejes no inerciales

La seuncidn de Stokes estacionavii eservita respecto nonnos ajes no inerciales que rolan con nna
velocidad angular w/2 puede eseribirge como:

T %w K(wxr)—vAu4+Vp =71 an §2 (3.1)
Vou=0 enQ (3.2)
w=0 ondl (3.3)

donde se ha tomado la condicidn @ = 0 sobre todo el contorno para simplificar la exposicidn,
El término jw % (w % v) es la fuerza centrifuga (de aqui en adelante se supondra incluida en
J) y wx u la fuerza de Coriolis. ¥ = ju/p s 1a viscosidad cinemdtica del fluido, f las fuerzas de
cuerpo, v la posicion respecto a los ejes no inereiales, p el campo de presiones y « el campo de
velocidades relativo a los gjes no inerciales, La velocidad respecto o los ejos fijos w) esta dada
por [Bal67]:

Up = 1+ ;m o (3.4)

Existen dos dificultades numéricas asociadag al problema (3.1)-(3.3). La primera de ellag fue
expuesta en el capitulo 1, y trata sobre la compatibilidad de los espacios de elementos finitos
para la velocidad y la presion (condicién BB [BFO1]). En el mismo capitulo se expuso la
posibilidad de utilizar igual interpolacién modificando la forma variacional estandar de Galerkin
[BD88, FHA8, DW8I).

La segunda difienltad encontrada al teatar de resolver ol problema (3.1]u(3.3) con valores
pequaenos de la viseosidad ea la presencia de oscilaciones espiirens cuando ge utiliza la formulacion
de elementos finitos tipo Galerkin, Se verd mas adelante que éstas son debidas a la presencia de
la presidm p, que puede entenderse como el multiplicador de Lagrange de la restriceién de incom-
presibilidad (3.2). Si no se impone dicha condicidn, s6lo se encnentran oscilaciones localizadas
en lng vecindades de las capas con altos gradientes, Este fendmeno es tpico de los problemas con
términos de reaccién dominantes como se expuso en ol capitulo anferior. En el caso del problems
con presion, no se puede oblener un estimador global de estabilidad, 1o cual 8i s posible para
el problema sin restriccion de incompresibilidad (para este dltimo se obtienen estimadores en
norma L?, mas no en norma H', por lo cual se esperan sdlo oscilaciones loeales, ver capitulo
2). Por consiguiente, en el problema con presidn, no sélo se esperaran oseilaciones localizadas,
sino que también pueden aparecer oscilaciones globales que deterioren la solucién, El problema
es similar al de la ecuacion de conveccion-difusion presentado en el eapitulo anterior, pero su
estudio es mds complicado debido a que es un fendmeno genuinamente multidimensional.

Bl nimero adimensional gue permite cuantificar la importancia relativa de los términos vis-
cosos y de rotacion (o de Coriolis) es el niimero de Ekman, definido como:

i

wl?
donde w = |w| y L es una longiind caracteristica del dominio computacional . El mimero de
Ekman elemental se define como:

Ek (3.5)

I fe
Eky = m“;)z (3.6)

mendo B° el didmetro del elemento an congideracidn,
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A coutinuacién se desarrollaran dos formulaciones de elementos finitos libres de ascilaciones
espiireas atn en el caso de niimeros de Bk bajog, esto es, cuando las fuerzas de Coriolis dominan
a Ins fuerzas viscosas. Primero se presentard I formulacion estdndar de Galerkin, eon el fin de
presentar los problemas numdéricos deseritos anteriormente, para luego prosentar los métodos de
estabilizacion.

3.3 Aproximacién por elementos finitos tipo Galerkin

S0a gy = 2 0 3 la dimensién del problema, y considérense los siguicntes espacios funcionales:

vV = (ﬂg,(n))““"' (3.7)
[ = {q € L*(9)| /‘;q d0 = n} (3.8)
y las formas:
alu,v) = u/ﬂ Vu : Vo df) (3.9)
bg.0) = L gV v df) (3.10)
dlu,v) = {)(w * ) v dQ (3.11)
I(y) = /n_f-v 40 (3.12)

conu € Vyq€ Q. Laforma débil del problema (3.1)-(3.3) s¢ eseribe entonees come: Ercontrar
weVype tal que,

alw, v) = b(p, v) + by, w) + d(u, v) = llv) YweV y Vge@ (3.13)

Como se menciond anteriormente, en (3.13) asi como en ¢l testo del capitulo, se supondrd que
Ja fuerza centrifuga estd incluida en el término de fuerzas de cuerpo f, esto es, s redefine f
como f— (1/d)w = (w x r).

La existencia y unicidad de solucién para el problema anterior puede probarse exactamente
igual que para el problema de Stokes sin la fuerza de Coriolis (ver capitulo 1). Obséryese que
la forma bilineal d(w, v) es continua y antisimétrica en V', por 1o cual diu,w) = 0, vy entonces
a(w,v) + d(u,v) es continua y coerciva en V, ya que alu,v) es coevciva en dicho espacio (ver
capitulo 1),

La aproximacion por elementos finitos de (3.13) se obtiene tomando una particion regular de
elementos finitos {2°} del dominio €, y reemplazando los espacios V' y @) par los subespacios
de elementos finitos Vi, C Vy Q) C €2 (de aqui en adelante se introduce ol subindice h para
referivse al problema discreto de clamentos fi nitos), definidos como:

Vi = {u € GV | v € !-?.;,,(ﬂ-’}"*f'} (3.14)
Q= {aldlor € RLO) (3.16)

donde f($2) se definié en (1.39). Nucvamente, los espacios V1, y €y, deben cumplir la condicién
de BB (1.41). Varias combinaciones de interpolaciones ‘de velocidad y presion salisfacen la
anterior condicién. En el capitulo 1 del presente trabajo v en las referencias [Hugs?7, CSv586)
pueden consultarse algunas de ellas.
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4.3.1 Estabilidad del método de Galerkin

A continuacion se intentard estudiar las propiedades de estabilidad de la version discreta del
iﬂlﬂl.'llﬂﬂla (3..1 3) Iﬁl'i"]ﬂrﬂ E.ﬂ il'ltr()fl"ﬂ(‘! lﬂu ﬁ}l‘l“u bi“neal A ﬂuf,unndn ﬂﬂhl‘ﬁ (Vﬁ % Qh.] % (Vh ® Qh)
definida como:

Alwenspnivisan) = alwp, vi) = bipy,vy) + by, ) + diwy, vy,) (3.16)
y la forma lineal L definida sobre V), % €)), comao:
L(vnyan) = 1(wp) (3.17)
El problema discreto se escribe entonces como: Encontrar (wpyp) € Vi % Qy tal que,
Alwp, privn an) = Llonan)  Yoma) € Vi = Qu (3.18)

La estabilidad numérica del problema se tiene por la coercividad de la forma bilineal A en V), y
por la condicién de BB (1.41). Si ahora definimos un escalar o = () dado, se verifica ficilmente
que:

Alwens o+ o(w % wp), pp) = v]| Yy I + aleo % wp )2 + o fn prw - (V% wy) dS2 (3.19)

donde se ha hecho uso de las siguientes relaciones:

U (@ xup) =0 (3.20)
Vg : Viw 2 1) =0 (3.21)
Vilw xup) = —w (V x uy) (3.22)

De la ecuncién (3.19) se observa que para & = 0 se tiene control sobre [y ||g, siendo 1y, la
solucidn del problema (3.18). Utilizando la desigualdad de Poincaré-Friedrices so puede obtener
una acotacion apriori para ||ul|; Sin embargo, dicho estimador estd multiplicado por el inverso
de la viscosidad cinemdticn v, Si ésta es muy pequena, 1o sirve para nada desde el punto de
vista numiérico y ln fuerza de Coriolis w % ), estard completamente fuera de control. Obsérvese
que si el problema se eseribe en forma adimensional, ¢ se recmplaza por el nimers de Ekman
Ek definido en (3.5).

5i se foma o > 0 en (3.19) se ve que el posible control que se padria tener sobre w x w, puede
ser destruido por el dltimo términe en esta ecuacion, Es claro que dicho término no apareceria si
no se impone la condicidn de incompresibilidad, esto es, 8i en vez de 1a forma bilineal A definida
on (3.16) se considera

Holup,vp) o= w /nVu.q : Vg, d 4+ fl(w *oany) -y, d§) (3.23)
' !

la cual es la forma bilineal asociada a la aproximacion por elementos Anitos de la ecuncidn
vectorial conbinna

~vAutwxu=F en (3.24)
u=10 en 0 (3.25)
Por consiguiente, la falta de estabilidad debida al términe w = wy, @8 un problema originade

exclusivamente por la presencia de la presion ph (0 lo que es igual, por la condicién de incom-
presibilidad del flujo). La solucién de (3.24)-(3.25) utilizando elementos finitos puede presentar
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Figura 3.1, Problema de Stokes con fuerza de Coriolis dominante Ek = 5 % 1077,
(a): Campao de velocidades alemento €2/€)1 método de Galorkin, (b):
Campo de velocldades sin imponer condicidn de incompresihilidad. {e):
Magnitud de 1a velocidad en un corte a lo larga de una circunforencia de
radio LA imponiendo incampresibilidad, (d); Magnitud de la velocidad
en un corbe a lo largo de una cireunferencia de radio 1.5 sin imponor
condicidn de lneompresibilicad,

solo oscilaciones localizadas en las capas con altos gradientes, tipicas de problemas de difusidn-
reaccién (ver eapftulo 2), Estas oscilaciones serdn analizadas en el siguiente apartado de esie
trabajo,

A continuacion se¢ presenta un ejemplo numérico bidimensional, que corrobora 1o expuesto
anteriormente. El dominio es ol sector circular comprendido entre lag cireunferencias de radio
uno y de radio dos con centro en el origen, y entre las rectas y = 0 ¢ ¥ = . La malla consta de
10 % 10 elementos ©2/Q1 (bicuadritico en velocidades y bilineal en presiones) y 441 nodos. La
velocidad w ha sido preserita a cero en (odo ol contorno, exceplo an la cireunferencia exterior
donde se ha prescrito la velocidad normal a cero ¥ la velocidad tangente a dos, El gimers de
Ekman del problema (tomande £ = | e (3.5)) es de 5 % 107", En la Figura 3.1 se pueden
observar las oscilaciones en todo el dominio debidas a la pérdida de estabilidad global deserita
anteriormente. En la misma figura se puede observar tambidn ol resultado que se obtiene para
el problema sin condicién de incompresibilidad (3.24)-(3.25) (sin presién). En este caso solo
60 tienen oscilaciones en los contornos (capas limites), tipicas de problemas con términos de
reaccion altos. Estas dltimas puaden ser corregidas con téenicas de captura de discontiniidades
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(ver eapitulo anterior o [Cod93a, Cod93¢, JSHA7, Shads, HMMS6, GdCaa).

3.3.2  Error de truncamiento del problema unidimensional

En este &]'_.H.I-I.'hiu'll:l se trata de estudiar Illlli!-l a fondo la solucién numdriea del l’)]‘”l slemn {:3.2-'1 )-
(3.25). Para ello se considera ¢l siguiente problema unidimensional:

—u@—wv-—f | (3.26)
di? = i i '

—-us-liu- +wy = f; D<p<l 3.27

qad o= fa, < (3.27)

u(0) = u(l) = v(0) = u(1) = 0, (3.28)

donde w(x) y v(x) son las incdgnitas del problema y fi y fo son constantes. Excepto por las
condiciones de contorno ( las cuales son facilmente generalizables), éste ol el Namado problema
de Ekman [Bat67, Tri77]. Como se menciond previnmente, no se esperan oscilaciones globales
cuando se utilice el método de Galerkin, Sélo se esperan oscilaciones localizadas cerca a los
contornos para valoves de la viscosidad » que generen capas limites (valores de v muy pequenos).

5i se diseretiza el intervalo [0, 1] utilizando una particién uniforme de tamaiio h y elementos
finitos lineales, la aproximacién de Galerkin para el problema unidimensional genera el siguiente
conjunto de ecuaciones on diterencias:

— wh? I ;
—lhj—) = 26 —thy g — E(ﬁi_T + ddy + iy l-l) = -;;-f; (3.29)
z wh? 7 5 ’ h
it o 2 = By + T (et + iy w..-ﬂ) = =h (3.30)

donde 4y y 0 son los valores nodales de la solucién aproximada en un nodo 4 de la malla e 3 en
la ccnacidn anterior indica un nodo interior, La abscisa del nodo 4 se denota por @; en lo que
Blgue.
A continnacion se computa el error de fruncamiento de (3.29). Sean w y v la solucidn del
problema continuo (3.26)-(3.28). Se usard las giguientes abreviaciones;
4("} oL l.'lﬂ'f.l'.r
P dgn

y de forma similar para ¢(z), Desarrollando w,_ y u,4y en series de Taylor se puede sscribir:

¥ b= u(m‘) (S,J])

a=g

s hm (n) = W (n)
“Upe} + 20y F Uy = — E(-l)"-—Tu, + 2uy - z —"
n=0 " n=l IH"
oo W ey o AR o
= —2%}_‘ (—4'-&3?!&‘ - zkgn m'ﬂ; : (3.32)
Se puede verificar ficilmente que u(z) satisface la sigulente relacion:
My ¥ f2 . e
(—'m - (—1) m (H * J) ¥ k= 52 80 {J.J.i}

Usando esto on (3.32) se encuentra, que

“thig o+ 2 v = a[{f -m] [ﬁ(—u"(@n)“ G:EF _-|]
— |

50 e 2
(2) ¥ k W L
=24 = 3 (1) (\/mn) — 3.34
““’Ag v (4k + 2)! Bt
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Operando un poco sobre la serie anterior, dsta puede expresarse en término de funciones simples,

obteniéndose:
? f w w
=ty o+ 20 Uy = 2 [;‘5 — ;| [cod (1! Eh) cosh (MEH) - 1]

—21&,(-2}5 [Hill (\/%h.) Hinh( %h)] (3.35)

¥ una expresion similar se obtiene reemplazando v por v y w por =w. Introduciendo el pardametro
adimensional

X im 5 (4.36)

y haciendo uso de (3.35) (de forma analoga para v) se obtiene que:

wh?
=il o+ 20 b g — "ig;;- (m,_q 44wy < ‘l-’i+l)
h* . .
= (—uuj'” - ww) + By (3.37)

donde B, ; es ¢l error de truncamiento del noda i para el sisterna (3.29)-(3.80) multiplicado por
h?/u. Este viene dado por;

2
Byq = —251;5’” [(.!ﬂﬁ(.l]ﬂush(A) . %msin(s\]ainh(.k) - l]
2
_..2511.‘(.2) [Hin()\] sinh(A) - }‘-3— (cos(A) cosh(A) + 2)} . (3.38)

El valor del error de truneamiento en cada punto se encuentra recmplazando en (3.38) las
segundas derivadas para u y v por sus expresiones exactas. Se obliene entonces:

Euy = 2[Cyexplam)sin(ar,) — Oy exp( —ar;) cos(ev; )]
i 2
* |sin(A) sinh(A) — % (cos(A) cosh(A) + 2)]

+2[Cy explenr;) sinfom;) — € exp(—eouy) cos (o )]

3
¥ |eos(A) cosh(A) — ?xﬁn(,\) sinh(A) = 1] i (3.39)
donde o = A/h y lag constantes €}, j = 1,2.3.4 estdn dadas por:

1
O = ~ oA Wrsin(a) + f2 (cos(ar) + exp(a))]

o
il

hﬁ[h sin(a) — fi (cos(a) + exp(a))]

o = g,
it

G‘., = % - C-'g

|

A = exp(—a)+ 2cos(ar) + exp(e). (3.40)
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arr—

luteresa estudiar el comportamiento de £, ; en los casos limites w - 0y v = 0. Considérese
primero el easo de A pequefio, ya sea porque @ es muy pequens o porqua b~ (0. De las
expresiones de las constantes €y, j = 1,2,3,4 en (3.40) es ficil ver que permanceen acotadas
cudndo A — 0. Adicionalinente, de (3.39) se tiene que el error de truncamiento de i Eyi/h? s
de orden A? para lodos los nodos de 1 malla. Este es el error de diseretizacion esperado para
la eenacidn que se ha utilizado.

El ¢aso de mds interés ocurre cuando » -+ 0 para w fijo. De la expresion (3.40) se eneuentra
que ¢ = = fo/w cuando & — oo, mientras que Oy y Oy 8¢ comportan como exp(~a). Por
consiguiente, salvo constantes, 2, ; se comporta como

[exp(—a) exp(az;) exploh) + exp(—ax;) explah)] [l + w“hﬂ . (3.41)

De esta ecuacion se puede observar que el error de truncamiento tiende a cero en el Interior
del dominio, y a infinito en los nodos cercanos al contorno. Come se menciond anteriormeiite,
Gste os el comportamiento tipico de una ecuacién escalar con términos de renceidn dominantes
[I'dC89, Cod93a, Coddie, TP86]. Es importante ohservar que estas oseilaciones son localizadas,
y fue no pueden propagarse al interior del dominio. Asf | éstas son sélo un problema menor desde
un punto de vista practico para las ecuaciones lineales aqui consideradas, y para problemas con
soluciones suaves,
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Figura 3.2, Error de truncacidn multiplieado por h? e pien 4 solucion de Galerkin
dol problema (3.26)-(3.28),

En la Figura 3.2 se ha dibujado ol valor absoluto de E, i para diferentes valores de la viscosi-
dad. En este easo se ha diseretizado ol intervalo [0, 1] en 20 elementos lineales de igual tamaio,
yseha tomado fi = fo= 1, w=1,

3.4 Formulacién GLS para el problema de Stokes con rotacién

El método que se describe a continuacion estd motivado por Ia necesidad de estabilizar Ia aprox-
tmacion estindar de Galerkin del problema (3.1)-(3.3). En particular se asegurard la positividad
de la forma bilineal A definida en (3.16).
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Lav primera formulacion que se expone es la llamada “Galerkin/least-squares” (GLS), la cual
ya fue presentada en el primer eapitulo de este trabajo para el problema de Stokes sin rotacion,
método fue introducida por Hughes y colaboradores en [HF'BE6]. Otras referencias importantes
son [FHES, HFE7, F891, HFHRY]. La motivacién original del método es la de permitir el no
cumplimiento de la condicién BB (1.41) para los espacios de velocidad y presion, pudiéndose
en particular utilizar igual interpolacién para ambas inedgnitas. Precisamente la posibilidad
de utilizar igual interpolacién es lo que hace el método GLS atractive desde al punto de vista
computacional. Como se verd a continuacién, el método GLS pari ¢l problema con rotacion
es la extension logica del presentado en el eapitulo 1 para el problema en cies fijos. Para ello
se introduce el término de Coriolis en (1.64)-(1.65) (In fuerza centrifuga se incluye en ) como

sigue:
st ={ §iom) = gravaer©r ] i

?:{%}={ L’; } (3.43)

Nuevamente, la idea del método GLS es adicionar a la forma disereta de C ralerkin un término de
estabilizacion, Este es ol producto en L? dentro de cada elemento del operador & aplicado a las
funciones de prueba por el residuo elemental multiplicado por el Lensor T, esto es, *[8(wy, pr) -

El problema (3.18) se reemplaza entonces por el siguiente problema disereto: Encontrar
(wpspp) € V), % Q) tal que,

Alen; pri vno an) = LAvnoan) + Rlwn privnign) =0 Y(opqn) € Vi x Q) (3d)
Si se toma el tensor = diagonal como en (1,66), el término estabilizador se eseribe como:

fig|

Rlwp, prs op,qn) = E:/u- (1181 (wp,qn) - (81 (i, pr) — 1)

AiE]
+raSa(visan) « Salun,py)| dQ (3.45)
La ezcogencia de 7y y 75 s¢ diseutird mis adelante,
L forma expandida de (3.44) se escribe como: encontrar ), € V), ¥ pn € Qp tal que,

Hog) = aluy,v) - f’(pmt'p.) + by, wy,) (g, )
1,
+Ejl;. ['rf‘(c.u *up — vAvy, 4 V) - (w = wy — Ay, + oy — I
aE]

5 (V- w) (V- m-}] Viwnan) € Vi % @ (3.46)

La estructura matricial del sistema resultante es igual a la presentada en (1.69) (anadiendo a
K, o K; ya Gy las contribuciones debidas a la rotacion), La estabilizacion del método de
GLS sobre la incompresibilidad (y por consiguiente sobre la presién) viene dada por la matriz
Ly, la cual es la misma matriz discrata de (1.69).
Lia escogencia de 7| y 74 se basa en la obtencién de un esquema numérico estable y con dptima
velocidad de convergencia. La forma bilineal asociada al problema (3.44) es:
Tyl

Ag!n[“mpki ‘-’h-q.\'l.) - 'A('“'hl.ph;”huffh) =+ }:‘j‘; [TISI (UJH‘M) : Sl(“;’nPh)
=l r '

+T25:e(”mf:h) 'SH(UJI:”#&)] df (3.47)
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de donde e abiione:

Agts(wn.priwnepn) = v||Vuyllf

Tl iy
+ 2 il 1w, pr)lG e + D rall8a(rn, pa) |1 e (3.48)
=] =1

donde || - [Jo.0e es la norma L? restringida al elemento e de la particién. Bn (#.48) s¢ toman los
pardmelrog algoritmicos 7 ¥ T2 COMO

fh? ¢ s i
T = il con = min{CzEk,, Cyy} (3.49)
24
. 1“"}, con v = min{ Gy, Eky, Cas ) (3.50)

donde Uy, Chp, Oy y Oy son constantes quo dependon del tipo de elemento usndo, Los
parametros 7 y 73 se evalian para eada elemento, siendo b su didmetro.

Cuando w —+ 0 y # e fija se biene que 71 < Cygh®/de y 73 = 0, Tecuperando la expresion
expuesta en (1.70) y (2.48) ([F591, HFH89]), conocida por producir velocidad de convergencia
dptima para el problema sin fuerza de Coriolis. Como se expuso en los capitulos anteriores,
la constante Ty es lomada como 1/3 para elementos lineales y 1/9 para cuadrilicos [Codd2,
COCH2]. Estos son los valores utilizados para los cjemplos numéricos al final del capitulo.

Por otra parte, cuando » —» 0, de (3.48), (3.49) y (3.50) se encuentra que para Any, = Ay, =

0
< Ciy ! 2 )
Agls(vp, priwn, ) = z T&:.{h llw % wn + pp i ge -+ Crywh?||V - “h-“u,n* (3.51)
a=|

que es el estimador de estabilidad para el método GLS cuando ¢ — 0, Se observa que la
estabilidad estd dada por el valor de las constantes €5 y C'1y. Los valores de estas constantes,
asi eomo de Cl,, se han encontrado en base a experimentacidn numérica ¥ 8¢ presentan en
los gjemplos numéricos al final del capitulo. La efectividad del métada GLS para eliminar las
oscilaciones de Galerkin cuando se tiene un nimero de Ekman bajo puede también observarse
en dichos ejemplos.

Finalmente cabe resaltar que, como se vers en el proximo capitulo, para las ecuaciones
de Navier-Stokes también es necesario tomar 73 > 0 ([FF92, TMRS92)). En el problema de
Stokes sin rotacion se toma 3 = 0 (ver capitulo 1), sin embargo cuando en las ecnaciones de
Navier-Stokes el término convectivo es importante puede generarse una cierta relajacidn de la
restriceidn de incompresibilidad, y debe tomarse 79 = 0 para mejorar ol vesultado numérico y la
convergencia del esquena iterativo.

3.5 Formulacién DRS para el problema de Stokes con rotacién

La idea del método deserito a continuacion es anadiv a los términos originales de Galerkin una
forma de minimos cuadrados de Ia divergeneia del residus de la ecuacion de momento dentro de
cada elemento (3.1). Este método presentado en [CS94h, CS97] se denomina *Divergence of (he
Residual Stabilization” (DRS). El problema débil aplicando el método mencionado se escribe:
Encontrar uy, € Vi, y pr, € Q) tal que,

Al privnan) = Llon,an) + Dlwn,privnan) =0 Yo, € Vi y gy €Qn  (3.52)
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El término de estabilizacion D(wy, pyivy,q4) reemplaza la forma de minimos enadeados del
residuo en la formulacion GLS, es decir, al término Ry, prs v, qn). Laexprosion de Diaen, pui vpyan)
es la siguiente:

fal

D(tny pri Pha ) = ¥ /S.r* [TV : 5“(":..#:;)(‘? 8 (g pp) — (V- .f))] df2 (3.53)

=]
donde el operador 8Y es el operador de la ecuacion de momento (3,1) sin ol término viscoso, es
decir:

5" (wp, pn) = w x uy, ~ Vpy, (3.54)
y el pardmetro 7 > 0 se toma para cada ¢lomento comor
W
T =dr— (3.55)
||

con & una funeién del nimera de Ekman elemental Ek,, Mds adelante se desceribivd la forma
de esta funcién basindose en un simple estimador de estabilidad, aunque en los experimentos
numéricos se ha observado que tomando § = 0 para altos niimeros de Eky, y 8 constante cuando
¢stos son pequenos los resultados son buenos (libres de oscilaciones). Los valores especificos de
estas constantes dependen del tipo de elemento, y se especifican en los ejemplos numéricos.

El problema variacional discreto (3.52) es consistente, en el sentido que la solucion exacta
del problema (3.1)-(3.3) la satisface (para soluciones lo suficientemente suaves). Obsérvese que
se ha utilizado el operador 8% definido en (3.54) en vez del operador 8 definido en (3{[2) Sin
embargo la consistencia del método se conserva ya que la solucién exacta es do divergencia nula,
y por lo tanto:

V-8 (uyp) =V -8 (u,p) (3.56)

El nso de 8% para el problema disereto ovita el edlenls de terceras devivadas de las fanciones de
forma, lo cual serfa costoso y complicaria la programacién,

Es importante remuarcar en este punto que el térimino adicionado '_]]{uh,p,,;ull“m] o #e
imtroduce para estabilizar la interpolacion de velocidad presidn, teniéndose entonces que usar
interpolaciones div-estables (que satisfagan BB (1.41)).

La forma expandida del problema (3.52) se lee como: Encontrar u), € Vi y pn € Qy tal que,

‘!('"h] d ﬂ(“’ht”h) - MP!“?-’};) 4 h(‘?hl iy ) + f‘(ﬂh, up)

+ EI: j;)_ TV (w x vy ~ Vi) [Apy + Vo« (w % up) = V- f] dan
=]

Yo, e Vi y €@y (3.57)

La estrucutra de la matriz del sistema de ecuaciones vesultante del problema (3.57) es la misnin
que para el GLS (1.69). Sin embargo, ahora la matriz Ly es el producto de dos laplacianos de
lag funciones de forma de presion evaluados elemento a elemento. Por consiguicnte esta matriz
ef coro para interpolaciones lineales (ésta os una forma de ver que el DRS ho permile evitar ln
condicion BR),

Si se considera precisamente el caso de elementos lineales, la mejora en la estabilidad debida
a D se explicn como sigue;

Adgea(wnsprivn,gn) = Alswn, pyivp,an)

LM

+3° f,. 1V (wx )] [V (w x wp)] 4 (3.58)
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Usando (3.20)-(3.22) se obtiene el signiente estimador de estabilidad:

Tl
ars (s wnypn) = e Vel + > rller - (V x wn)llf o (3.59)

=]

La ecuncidn (3.59) muestra que la mejora en la estabilidad viene dada al ganar control sobre
w - (V % u). 5ieste término es cero o muy pequeno, se recuperan las propiedades de estabilidad
del problema (3.18). Sin embargo, de (3.19) se observa que el método de Galerkin poses buena
swstabilidad en este caso y por consiguiente no se necesita modificar, excepto si se quieren eliminar
oscilaciones locales cerca a los contornos. En este sentido, la motivacion del método es diferente
a la del “Galerkin-Gradient /least squares” prosentada en [FAC89] para la eenacién esealar de
difusion-reaccién, aunqgue aparentemente la idea es similar.
Tomando en enenta |as consideraciones previas, se supone que:

lw (¥ % up)llfr = ColwPIV * upllf o (3.60)

para una cierta constante Gy > 0 independiente del elomento e, y que la funcién & en (3.55) es
de la forma:

dEk,) = min{F—C;‘-‘;.Cg}
=153 i

h.2
win{ €, l—“'l— s} (3.61)

donde € y € son constantes positivas. Suponiendo que en (3.58) 7 es ignal para todos los
elementos, de (3.53) se sigue que

e . )
Adrn(“lnPh:“h-f’h) = '-“'“V'U"ﬁ I "'—t;—alwlzhaq "V Uy, H& (3(:!3)
cuando Fky, es alto, es decir cuando Ia fuerza viscosa domina, y
'Arfra(“hrphi”ln??h) = ""'”V'u”:i + Cr'iec'rﬂlw“lﬂ”v = Hh“ﬁ (3'63]

cunndo la viscosidad o pequenia y por lo tanto domina la fuerza de Coriolis,

De los estimadores (3.62) y (3.63) se observa que el términe adicionado a la forma de Galerkin
es importante §6lo si la viscosidad es pequeiia, haciendo que (3.60) se cumpla. En particnlar,
de (3.63) se ve que el término sobre el cual se gana control es el rolacional de la valocidad, v
por consiguiente sobre la vorticidad. Por otra parte la velocidad es solenoidal y cero sobre el
contorno, Bajo estas consideraciones una acolacidn sobre 14 vorticidad implica una acolacion
sobre todo el gradiente de velocidad Vuy, (ver [GR86]), lo eual revierte en un estimador sobre
la veloeidad usando la desigualdad de Poincaré-Friedvics, En conclusion, la estabilidad mejora.

3.6 Ejemplos numéricos

Fin este apartado se presentan los resultados obtenidos sobre un ¢jemplo bidimensional. El
dominio es un sector de un ventilador centrifugo comprendido entre dos dlabes. El Angulo entro
los gjes de los dlabes es de 45°, mientras que ellos forman un angulo de 30° con el cilindro de radio
I al eual se encuentran fijos y ocupan un sector de 7.5, [l flujo estd confinado por un ‘cilindro
exterior de radio 2. Este estd separado de los dlabes por un espacio de 0.2, Bl cilindro exterior se
encuentra en reposo, mientras que los dlabes y el cilindra interior giran a una velocidad angular
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de w/2 = 1, teniendo entonces la velocidad relativa del cilindro exterior una norma de |u| = 2
y una direceion Langente a éste.

Las condiciones de conforno para la velocidad expresadas en un sistema de referencin fijo
a los dlabes es de cero sobre éstos v sobre ¢l cilindro interior, tangente al cilindro exterior,
deslizante (normal eero y tangente libre) en la parte superior de los dlabes (parte concéntrica
con los cilindros) y periodica entre la entrada y la salida del dominio. Eato dltimo os:

ulyy, = Huly,, (3.64)

donde [y es la parte del dominio donde ¢l flujo entra, y Iy donde sale. En el problema discreto
esta condicion se prescribe sobre las velocidades en los nodos, por lo que la malla de contorno
sobre 'y debe ger exactamente igual a la malla de contorno sobre sy R es la respectiva matriz
de rolacion,

1

L L]
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/

Figura 3.3, (a): Dominio computncional v malla 1 de elementos bilineales v 461
nodos. (h): Lineas de corriente para of easo w = 0 y usands elementos
(227021, Loa picos de la funcidn de corriente son 0.342 y <0,0479,

Bl dominio computacional, asi como una malla de 416 elementos Q1 y 461 nodos se presentan
on la Figura 3.3a. De aqui en adelante se denominard malla 1. También se presentardin algunos
resuliados sobre ofras dos mallas de elementos finitos, obtenidas dividiendo sucesivamente cadn
elemento de la malla | en coatro. La malla 2 tendrd por consiguiente 1753 nodos, v la malla
3 6833, Para obtener resnltados con elementos bicuadriticos Q2, se obticnen también 3 mallas
agrupando enatro elementos bilineales de las anteriores.

L viscosidad cinemdtica del fluido se toma como 1 = 5 x 107%, valor para el cual se tienen
resultados oscilatorios con el método de Galerkin. La rinicn fuerza de enerpo que se considern
es la fuerza centrifuga dada por f = 1/dw % (w % r), donde v e el vector de .pnﬂic'.idu de las
particulas. 5i el término viscoso es pequeno, ol gradiente de ln presién es aproximadamente igual
af.

La golucion exacta en velocidades de este problema es la misma que parn el problema de
Stokes sin rotacién. Esto se debe a que para el caso 2D v flujo incompresible, tanto la fuerza de
Coriolis como la fuerza centrifuga pueden ser escritas como el gradiente de una funcién escalar.
Es elaro que para la fuerza centrifuga se cumple que:

I 1
jwx(wxr)= V(—E|m x ) (3.65)
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Figura 3.4. Soluclén usando el método de Galerkin con elementos Q1/P0. (a):
Linens de corviente malla 1. (b): Contornes de presidn malla 1. (¢):
Lineas de corriente malla 3. (d): Contornos de presién malla 3,

Para la fuerza de Coriolis se tione que:
Vx(wxu)=|wV u=0 (3.66)

por lo cual la fmerza de Coriolis debe ser el gradiente de una funcién escalar que puede ser
incluido en el término de presién. Claro estd que csto s6lo se cumple gi en todo el contorno las
velocidades normales estin preseritas. En el caso de que en alguna parte del contorne la tengidn
normal esté prescrita, indirectamente estaria preserita la presion real, y por lo tanto ya no se
podria incluir la fuerza de Coriolis ni la centrifuga dentro de este término.

il patrén de lineas de corriente obtenido con |w| = 0 y usando la malla 1 con elementos
Q2/Q1 (velocidades continuas y bieuadriticas, y presiones continuas y bilineales), los cuales
cumplen BB (1.41), se presenta en la Figura 3.3b. Este resuliade se toma como referencia para
los casos con votacion |w| = 2. '

Primero se considerardn los elementos bilineales. Es bien sabido que no existen elementos
con interpolacion bilineal en velocidades que satisfagan la condicion BB (1.41). Sin embargo,
como se menciond en el capitulo 1, el elemento Q1/P0, con presién constanto a trozos, da
buenos resultados en la mayoria de los easos, sungue algunas yeces presenta modos de presidn
espiireos que deben ser filtrados (ver [BFO1] para una mayor discusion acerea de oste elemento
controvertido).  Se ha utilizado para este ejemplo con buenos resultados, como so verd mds
adelante,
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Figurn 3.5, Linenas de corriente utilizando métodos de eatabilizacion y elementos
Q1. (n): Método GLS 3 = 1/3 y v = 0 en (3.49) y (3.50). Ficos de
la funcidn de corriente; 04444 vy -0.0637. (b): Mélodo GLS, ¢y = 4,
Ciy = 0. Picos de la funcién de corriente; 0,361 y <0.0613, (¢): Método
GLS, Cyp = A, €. = 10, Picos do ln Tuncién de corvients; 0,322 ¥
-0.0672. (d): Método DRS {elemento Q@1/P0), § = 0.02. Picos de ln
funelén de corviente: 0,346 y -0,0646

Las lineas de corriente obtenidas utilizando la malla 1 con elementos 1/P0 se presenfan en
la Figura 3.4a. Se observa que la solucion es completamente oscilatoria, asi como los contorios
de presion presentados en la Figura 3.4b), La solucién mejora a medida que la malla se refina,
aunque para este caso el patrén de lincas de corriente es todavia muy malo nsando la malla 3,
como se puede ver en la Figura 3.4c. Lag presiones no son tan malag para esta Gltima tialla,
debido principalmente a que la componente debida a la fuerza centrifuga domina (Figura 3.4d).

Como una primera alternativa para estabilizar la solucién, se considerard el método GLS.
Para este problema el nimero de Ekman local es de Eky, = 2.5 x 107%47%, donde h es el tamaiio
del elemento donda el mimero de Ekman se caleula, Para dicho valor del niimero de Ekman ¥
para los valores de las constantes que aparecen en (3.49)-(3.50) que se usaron (las euales se dan
mas adelante), la expresién para 7 y 7 se reduce a

T

C

Con el fin de determinar el mejar valor de las constantes Cy y Cly, se experimentd nnméricamonte
hasta conseguir el valor que diera los resultados mas parecidos a los presentados en la Figura
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Figura 3,7, Variacién de In presion nlo lurge de Ja seccidn media usande elementos
Q1 (CLb=Cip y CLg= Ciy),
3.3b. La mejor solucidon se obtuva con
Cip=4, Cy =10 (elemento Q1) (3.68)

para el conjunto de las mallas 1, 2 y 3. De aqui en adelante, todos los resultados numéricos
utilizanda los métodos de estabilizacién han sido obtenidos utilizando la malla 1. En la Figura
3.5a se presentan las lineas de corriente obtenidag usando el método GLS con 12 = 0 y calenlando
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Figura 3.8, Solucidn uitilzando el método de Galerkin con elementos 2/Q1. (a):
Lineas de corriente malla 1. (b): Lineas de corrlente malla 2. (¢):
Lineas e corviente malla 3. Picos de In funcidn de corviente 0,203 y
=0.05602, (d): Contornos de presidn malia 3.

71 como en el easo sin fuerza de Coriolis, esto es, usando la expresion dada en (3.49) pero con
A = Cyz = 1/3 constante y no una funcién del mimero de Ekman. Se ve claramente que |a
golueion es mala, aungue no presenta oseilaciones. En particnlar, la incompresibilidad estd mal
aproximada, por lo que el algoritmo para generar las lineas de corriente muestra algunas de
tstas saliendo de los dlabes, En la Figura 3.6b y 3.5¢ se presentan los resullados obtenidos con
Ciy =0y Cip =4,y con Cpy = 10y Oy = 4 respectivamente. Se puede observar que en este
tiltimo cago hay una mejor aproximacion de la imcompresibilidad (aunque la combinacién dada
en (3.68) es la mejor, si se escope Cy = 0 hay valores de €y que dan mejores resultados que 4).
Para completar la definicién de las funciones A y v en (3.49)-(3.50), se toma Clyp = 1/3, como
¢ menciond anteriormente, y Cyy = 5/6, con lo cual y = 5/2. La solucién obtenida usando el
elemento Q1/P0 y el método DRS se presenta en la Figura 3.5d. Se tomé § = 0,02 para esto
caso (ver (3.55)). Se observa gue la solucién es mejor que utilizando el método GLS, con una
mejor aproximacion de la incompresibilidad y con picos de la funcidn de corriente mds corcanos
a los obtenidos para |w| = 0 (Figura 3.3b).

Con el fin de comparar la calidad de los resultados numéricos, se grafic en la Figura 3.6 la
variacidn de la norma de la velocidad a lo largo de la seccidn que une los cent ros de los seciores
de circunferencia de los dos cilindros concéntricos que encierran el dominio computacional. De
agqui en adelante llamaremos a esta seccidn recta la seccion medie. Tomando como referencia la
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¢ d

Figura 3.0 Resultacdos método GLS y elementos 2. (a): Lineas de corriente [ =
179 v v =0 en (3.49) v (3.50). Picos da la funcidn de corrlente: 0,182
y -0.00583, (b): Lineas de corriente g = 0.4, C = 0. Picos de la
funcidn de corvlente: 0.226 v -0.0701, (e): Lineas de corriente €y =
04, €15 = 1. Picos de la funcién de corriente: 0.310 y -0.0699. (d):
Contornos de prisidn,

curva para |w| = 0 obtenida utilizando el método de Galerkin y el elemento Q1/P0, se ohserva
gute log resultados obtenidos utilizando DRS son un poco mejores que usando el GLS. En la
misma figura también se graficd los resultados obtenidos usando el método de Galerkin (con
rotacion) y la malla mds fina (malla 3), para mostrar el tipo de oscilaciones encontradas. La
variacion de la pregion a lo largo de la goceion medin so muestra en la Figura 3.7. Se observa
gue la presién encontrada usando el método de Galerkin y la malla 3 no es méds que la debida a
la fuerza centrifuga, sin reproducir la pequena caida de presion cerca al cilindro exterior que se
observa al utilizar log métodos de estabilizacién GLS o DRS.

Ahora se considerardn los easos para clementos bicuadraticod. Las lineas de eorriente obtenidas
ngando el método de Galerkin y las mallas 1, 2 y 3 se presentan en las Figuras 3,84, b y ¢ re-
spectivamente. Se puede observar claramente que la solueidn mejora a medida que la malla
se refine Con In malln 3 los resultados no presentan oscilaciones en las lineas de corriente,
aunque la posicion del vértice cental atin no es eorrecta, Adicionalmente los picos de la funcién
de corriente presentan un error importante, Los contornos de presidn utilizando la malla 3 se
pregentan en la Figura 3.8d.

La Figura 3.9a prosenta lag lineas de corriente utilizando jgual interpolacion velocidad presion
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Figura 3.10. Lineas de corriente método DRS y elementos 2. (a):  Elementos
Q2/Q1 4 = 0.001, Picon de la funcién de corriente: 0.302 v <0.0735.
(h): Elemonios Q2/ P14 = 0.02. Picos de la funcidn de corrienta: 0,344
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Figura 3.11. Variacién da la velocidad a lo largo de la seccion media usando olaman.
tos Q2 (OLbw Cip v Clg= Ch,). La solucidn de referencin so enleuld
con w =0 y clementos 2/ P1,

y el método GLS con i = 1/0y 5 = 0, los cuales son log pardmetros Gptimos para el caso
|| = 0 (ver capitulo 1). Claramente la solucién es errénea. La incompresibilidad esti Iy
mal aproximada y el fluido fluye bisicamente cerea al cilindro exterior. Utilizando In misnia

estrategia que para el elemento bilineal, se ha encontrado que los mejores resultados se obbienen
ai en (3.67) se utiliza

Cip=04, Cy=1 (elomento (2) (3.69)

La solucién obtenida para Crg = 04 y Cy = 0 se pregenta en la Figura 3.9b, mientras que la
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Figurn 3.12. Variacién de Ia pregmn a lo lorgo de lu seceidn media usando elementos
Q2 {Clb=Cp y Clgs ).

golucidn con Cyy = 1 se presenta en la Figura 3.9¢. Los confornos de presion obtenidos para
este fltimo caso ge presentan en la Figura 3.9d. Para este clemento se usaron los valores de las
constantes de (3.69) y Cop = 1/9 y Cay = 5/18 (y por lo tanto v = 543/2, como para ol elemento
hilineal).

Para el método DRS se han utilizado los elementos Q2/Q1 y Q2/P1 (bicuadritico en veloci-
dades y bilineal continuo en presiones, y bicuadritico en velocidades y lineal a trozos discontinuo
en presiones). Los patrones de |ineas de corriente se presentan en lag Figuras 3,10 y 3.10b re-
spectivamente, mostrando un buen ajuste con la solucidn de referencia (Figura 3.3b). Para el
elemento Q2/Q1 se tomd § = 0.001 en (3.56), y para el Q2/P1 6 = 0.02.

Las Figurag 3.11 y 3.12 presentan respectivamente la variacion de la velocidad y la presion
a lo largo de la seccidn media usando el método de Galerkin v la malla 3, ¢l método DRS
tanto para los elementos Q2/Q1 y Q2/P1 y la malla 1, y el método GLS usando interpolacion
bicuadratica para la velocidad y la presion y la malla 1.

Finalmente, para ver la efectividad de las téenicas presentadas en mallas no estructuradas se
resolvid el problema utilizando la malla de 441 tridngulos cuadriticos (elemento 2) y 968 nodos
presentada en la Figura 3.13a. Las lineas de corriente utilizando el método GLS y una malla
de elementos 71, obtenida dividiendo cada tridngulo cuadratico en cuabro, se presentan en la
Figura 3.18b. En la Figura 3.13¢ se presenta el mismo resultado pero en el easo de utilizar GLS
y elementos P2 (cuadriticos y continuos en velocidad y presidn). Para los elementos lineales
1 se utilizaron los valores de las constantes dados en (3.68) (igual que para elementos 21),
y para los cuadriticos P2 se tomd €y = 0.004 y Ty = 1. Para el método DRS se utilizé el
elemento P2/ P1 (euadrifico continuo en velocidades y enriquecido con una funcién burbuja,
y lineal a trozos discontinuo en presiones), eliminando los grados de libertad correspondientes a
las burbujas interiores usando condensacidn estitica. Las lineas de corriente obtenidas para este
caso se presentan en la Figura 3.18d; 6 se tomd como 0,02 igual que para el elemento 22/ P1.
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Figura 3.13. (a): Malla no estructurada de tridngulos. (b): Lineas de corriente
mitade GLS y olementos 171, g =4, Ty = 10. Picos de la Funcién
ta corriente: 0,354 y -0.00151, (¢): Lineas de corriente método GLS ¥
elementos P2, Ty = 0.001, €15 = 1, Picos de In funcidn de corriente:
0.318 y -0.00634. (d): Lineas de corviente méteds RS ¥ olementos
P2t [P1. § = 0.02. Picos de la funcién de corrlente: 0.372 ¥ -0.000347.

3.7 Coneclusiones

En el capitulo se traté el problema encontrado cuando se considera la presencia de la fuerza de
Coriolis en ln ecuacion de Stokes y ésta es importante respecto al término difusivo, En este caso
6l método de Galerkin para aproximar In solucién por elementos finitos produce oscilaciones
esptireas en todo el dominio. Para solucionar este problema, se estudiaron dos posibilidades
diferentes. La primera de ellag eg ol método GLS, para el cual se propuso una nueva expresion
para caleular los pardmetros numéricos que definen dicho método, La segunda es novedosa,
y se basa en ln adicién de una forma de minimos cuadrados de la divergencin del residuo de
la cenacién de momento a los términos de Galerkin, Se eshozé una base tedrica para explicar
porqué se logra estabilizar la solucidn, y de los ejemplos numéricos se observé gue el método es
efectivo. Este evita las oscilaciones numérieas sin adadir excesiva difusion,

La extensidn de estas técnicas a las ecunciones de Navier-Stokes incompresibles se presentard
en el siguiente capitulo. Hay que tener en cuenta que log valores del mimero de Elman para
los cuales la formulacidn de Galerkin falla correaponden a valores extremadamente altos dol
niimero de Reynolds, Por consiguients, en sitnaciones reales ol problema de tener un término
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importante de Coriolis se ve acompanada por flujos complicados y, probablemente, turbulencia,
Sin embargo, las soluciones propuestas en el presente capitulo y en los anteriores son la base
pars digeiiny esquemas efectivos en el caso de las ecuacionos de Navier-Stokes y las ecuaciones
que modolan los fendmenos purbulentos.



Capitulo 4

Problema de Navier-Stokes

4.1 Introduccién y objetivos

En ¢l presente capitulo se expondrd la solucién numérica de las ecuaciones que rigen el finjo
incompresible, o ecuaciones de Navier-Stokes (1.1)-(1.2). Este sistema de senaciones se combina
todas lag dificultades numéricas expuestas en lns t:up“;nlm: anteriores, y por consigpuiente su

solucién numérica tendrd todos log ingredientes presentados hasta el momento.

La condicion de incompresibilidad obliga a utilizar interpolaciones de velocidad-presion div-
estables (que enmplan la condicién BB (1.41)) o, como se establecid en el primer capitulo,
métodos como &l GLS que modifican la forma variacional del método de Galerkin permitiendo
el uso de espacios iguales para interpolar la velocidad y In presion,

Por otra parte, cuando el término convectivo dé lns ecuaciones de Navier-Stokes es importante
(altos mimeros de Reynolds), se generan lag inestabilidades numéricas debidns a conveceion dom-
inante expuestas en el segundo capitulo de este trabajo. Para eliminar las oscilaciones espiirens
debidas a altos nimeros de Reynolds, es necesario utilizar métodos que afadan viscosidad (o
difusion) artificial al algoritmo numérico tales como los métodos SUPG y GLS, expuestos en el
segundo capitulo, Adicionalmente, la no lincalidad del término convectivo causa, a medida que
suba el nimero de Reynolds, la pérdida de unicidad de solucidn, inestubilidades hidrodinamicas
v turbulencia. En el presente capitulo se tratard Ja solucién numérica de las ecnaciones de
Navier-Stokes en répimen laminar, dejando el tratamiento de la turbulencia para més adelante,

Por tltimeo, si se escriben las ecuaciones de Navier-Stokes sobre gjes no inerciales, lo cual
es conveniente para simular el Aujo en sistemas en rotacion, aparecen dos nuevos férminos
en lns ccuaciones originales tal como ke expuso en ¢l torcer capitulo del presente trabajo. El
primero de ellos es la fuerza de Coriolis, que depende de la velocidad del Aujo y, como se
expusa anteriormente, su discretizacion utilizando el método de Galerkin genera inestabilidades
numéricas cuando se tienen bajos mimeros de Ekman (fuerza de viscosa pequeiia respecto a la
fuerza de Coriolis). Las oscilnciones espiireas en todo el dominio de flujo debidas a la fuerza de
Coriolis estan intimamente ligadas a la condicion de incompresibilidad del flujo, o lo que es igual,
a la presencia de la presién (ver capitulo 3). Bl otro término generado por la rotacion del gistema
de ojos es 1a fuerza centrifuga. [ata o8 una fuerza de cuerpo que no depende de las incdgnitas
del problema y, por lo tanto, no genera complicaciones adicionales a las ya mencionadas, Para
ostabilizar log problemas generados por bajos nimeros de Ekman se extenderdn los métodos
expuestos para el problema de Stokes a las ecuaciones de Navier-Stokes (método GLS y métoda
DRS).

En conclusidn, el presente capitulo expondrd dos lineas bisicas parn la solucién numérica

(9
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por elementos finitos de las ecuaciones de Navier-Stokes, La primera de ellas es el método GLS,
la cual permite utilizar igual interpolacién para los espacios de velocidad y presidn, ademds
de estabilizar los efectos convectivos y de rotacién. La segunda utilizn elementos div-estables,
estabiliza los efectos convectivos por medio del método SUPG vy los de votacién con el método
DRS. Adicionalmente a esto, se presentardn esquemas de lineulizacion para el término eonvectivo,
y esquemas de diseretizacion temporal para el término transitorio.

4.2  Ecuacion de Navier-Stokes estacionaria. Problema continuo
Las ecunciones de Navier-Stokes estacionarias escritas sobre unos ejes que votan con una velooi-

dad angular /2 y condiciones de contorno hamogéneas, se cscriben [Tri77, Bat67): Encontrar
w y p tal que,

p((u-‘?)u+wxu+£wx(uxr})

-V (2uE(u)+Vp =F en Q2 (4.1)
Vi =0 enf) (4.2)
w =0 ‘¢ dn (4.3)

donde p es la densidad del fluido, u el eampo de velocidades relativo al sistema no inercial
(rotante), r el veetor de posicion en el sistema no inercial, p la viscosidad dindmica del fluide,
p el eampo de presiones y f las fuerzas de cuerpo.  es ol dominio de Aujo y &1 su contorno,

La forma débil de Galerkin asociada al problema (4.1)-(4.3) se escribe como: Encontrar
neVypceQ ial que,

el v) 4 d(u, v) + a(u, v) = b(p,v) + blg, u) = l{v) YweVygeQ (4.4)

donde los espacios Mincionales son:

V=H()™, Q= L'a*(ﬂ)fR (4.5)
vy las formas multilinesares so definen como:
clu,v,t) = pfn[iqu)v]-tdﬂ (4.6)
d(u,v) = p/ﬂ(w « ) v dQ) (4.7)
a(u,v) = fnzp.em): £(v) d92 (4.8)
blg,v) = fn a(V -v) 492 (4.9)
() = L[f‘ - f-;(m % (w % 7))] : v d§2 (4.10)

La continuidad de las formas a, b, d y [ es obvia, La continuidad de la forma ¢ se demuestra por
madio del teorema de inmersién de Sobolev y de la designaldad de Hilder [GREG, TemBd]. Los
mismos resultacos de existencia y unicidad para el problema sin términos de rotacion pueden
ser extendidos al problema con rotacién redefiniendo 1a bilineal o coma:

a'(u,v) = a(u,v) + d(u, v) (4.11)
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[g d{a, ) = 0, por lo que o’ conserva la misma conatante de coercividad K, de a. La continuidad

de of también es obvia 8 se liene en cuenta que,
d(u,v) = |w||ufvlvly (4.12)
por lo cual
i 4 " i
a'(w,v) < max{ Ny, [w|Hwllvlvllv = Na o]y (4.13)

Establecida entonees la continuidad y coercividad de o', y la coutinuidad de e y {, se definen sus

NOTrMmas Coro:
v
Ny = sup uﬁﬁfﬂ;ﬁ; (4.14)
1'} 31
Ni= BUP {57 FV U%I\HFIHW (4.15)
Np = sup “éﬂ[{; (4.16)

donde el supremo de toma sobre todos los vy, v, vy V ~ {0},
Finalmente, a partir de la continnidad de las formas multilinearves, de la coeycividad de o,
dé la condicién de BB (1.36), de que

elu,v,v) =0 (4.17)
lo cunl se comprueba ficilmente para w golucién del problema (4.1)-(4.3), y suponiendo que:
N:N,
X = Kg* < (4.18)

se demuestra que el problema (4.4) tiene solucidn y es tnica [GRE6].

Liad anteriores condiciones se satisfacen por log subespacios funcionales V', y ), proveuientes
de la aproximacién por elementos finitos de V' y @, excepto la condicién de BB (1.36) la cual,
al igual que para ol problema de Stokes (ver capitulo 1), ha de ser vequerida por medio de la
eleceidn de la pareja V), y Q). Es decir, los espaciod de interpolacidn pars w y p deben cumplir
la condicién BB discrata (1.41).

La condicion x < | es restrickiva y asegura la unicidad de solncidén del problema débil. Sin
embargo, para nimeros de Reynolds altos no se tiene unicidad de solueién (y = 1) [Temn84].
La extension para condiciones no homogéneas w = g en el contorno es directa [GR86]. Para
tracciones preseritas en el contorno (contornos tipo Newmann) la situacién es inds complicada,
Un andlisis de la aproximacion por elementos finitos bipo Galerkin para este caso so puede
encontrar en [Ver87],

4.3 Linealizacion del término convectivo

El término convectivo en la ecuacidn de momento (4.1) puede ser linealizado utilizando diferentes
esquemas, gque a su vey generan difentes métodos iterativos para el problema débil (4.4). i se
utiliza el método de Galerkin, linealizar primere ¢l problema fuerte y lnego encontrar la forma
débil es exactamente igual a obtener primero la forma débil y luego linealizar. Para simplificar
la, exposicion se optd por la primera alternativa,

Para la linealizacién del término convectivo de la ccuacion de momento (4.1) se eligieron tres
esquemas diferentes: Evaluarlo totalmente en la iteracion anterior (método que se denomina

en este trabajo como RHS), ol método de Picard o de sustituciones sucesivas y el método de
Newton-Raphson,
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4.3.1 Método RHS

Consiste en evaluar ¢l (érmino convectivo en la iteracidn anferior. Esto es, obtenido (o dado)
'~ el Lérmino convectivo en la iteracidn ¢ se aproxima como:

w' -Vl mu ! (4.19)

donde 1 es ¢l indice de la iteracion,
La forma débil resultante al aplicar el método de Galerkin es enfonces,

d(u',v) + a(w ,v) = b{p', q) + blg, u') = l{v) - e(u'" w',v) (4.20)

La principal ventaja del método es que el sistema de ecunciones resultante al aproximar (1.20)
por elementos finitos ¢s simétrico y la matriz del gistema no cambia. Sin embargo, se sabe que
ol anterior esquema converge 86lo para mimeros de Reynolds muy pequenos,

4.3.2 Método de Picard
El término convectivo en (4.1) para la iteracion i se aproxima como:
u' Vo' =u'™ - V! (4.21)
En la anterior aproximacion el mayor término que se desprocia es do orden du', donde
sut =u' —u'! (4.22)
La forma débil resultante al aplicar el método de Galerkin es entonees,
clu'™" u' v) +d(u',v) + au',v) — b(p' v) + blg,u') = I{v) (4.23)
Para el método de Picard se tienen los signientes resultados [GRB6|:

Lema 4.1 Bl problema de Picard fiene solucién vinica y se cumple que:

N
{ M .
[ Hv <X (4.24)
N NGN e
Ip'lle < - Kg' ot 1) (4.25)

Teorema 4.1 Sea u” £ V enalquiera. 81 y < 1 se cumple que:

'_l_'hg [ — ||y =0 (4.26)
lim [lp = p'llg =0 (4.27)
y ademaia
e = wflly < xllee =t~y (4.28)
lp—p'lle = 25t sl ~ u'~" |y (4,29)

Es decir, para ¥ < | ¢l problema de Picard converge y lo hace linealmente.
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Es ficil ver por induccidn en (4.28) y (4.29) que:

log [lw —w'[lv < i logx + log [ — u”||v (4.30)
log [lp = p!llg < ¢ Tog x + log (PR o ~ u0|y) (4.31)

de donde so observa la convergencia lineal tanto en velocidades como en presiones con pendiente
log ¥ (por lo tanto x debe ser menor que 1).

4.3.3 Método de Newton-Raphson

El término convectivo en (4.1) para la iteracién i se aproxima como:
TL v PUESETLag L JPLITIPLINS v P o ST I v/ Pt (4.32)

donde se han despreciado términos de orden mayor o igual a (du')”.
La forma débil del problema de Newton-Raplison queda entonces como:

elu't ut w) 4 e(u', u' v) 4 d(u’, v) + a(u ) = bp',v)
(g, u') = l{v) + c(u'" o' 1) (4.33)

Para ¢l métodoe de Newton-Raphson se tienen los siguientes resultados [GREG):

Teorema 4.2 51 se biene vy < 1 y wg € ¥V es Lal que,

1
|2 = rg|lyv < & (4.34)
donde o < 1 y O se define como:
2N,
':: —.— ‘1.:
=% (4:45)
s cumple lo siguiente:
lim Hu - u.""v ={) (4.36)
b ix
Jino [lp—pllq =0 (4.37)
y ademdas
lw = uw'llyv £ Aa? (4.38)
lp =il < Go® (4.39)
donde ¢ es una constante que no depende de @
De (4.38)-(4.39) se obtiene qne:
i 1 i
log |lu —u'|ly < lu;_:‘,'a—, + 2 log o (4.40)
: i o o
log |lp = p'llg < log o+ ¥ oga (4.41)

eatableciondo asi la convergencia enadratica del método,



7d Capivile 4, Prabloma de Movier-Stokes

De (4.34) se deduce que el método de Newlon-Raphson converge sélo si la aproximacion inicial
cutd 1o suficientemente cerea de la solucion (si estd dentro del denominado radio de atraceion).
También puede verse de (4.34) y (4.36) que la convergencia se da cuando x < 1, y que a medida
que el nimero de Reynolds sea mavor ¢ se hace mayor y por lo tanta el radio de afraceion
(o/C) se hace més pequeno. De lo anterior se puede deducir que para nimeros de Reynolds
altos, es recomendable utilizar el métodao de Pieard, o bien aproximarse lo suficiente a la solucion
con esle método y nego aplicar el método de Newton-Raphson para aprovechar su convergencia
cuadritica,

Cabe por iltimo resaltar que a nivel de implementacion los métodos de Picard y Newton-
Raphson pueden eseribirse de la siguiente formi

elu',uf v) & elu' u' v) + fe(u',u' =" v) - [;?c:(u"i,u‘ 1w) (4.42)

4 e toma [ = 0 se tiene el métado de Picard y con 3 = 1 el de Newton-Raphson,

4.4 Meétodos de estabilizacién para las ecuaciones de Navier-
Stokes

Clomo se ha mencionado anteriormente, al problema de Navier-Stokes presenta serins dificultades
numéricas al tratar de aproximar su solucién utilizando el método eldsico de elementos finitos.
La primera de ellas, expuesta a través del problema de Stokes en el primer capitulo, e la
debida a la incompresibilidad del Aujo, lo enal obliga a escoger interpolaciones difeventes para
ln velocidad y la presién, o a utilizar algin método de estabilizacidn, La segunda de ellas se
presenta cuando log efectos convectivos se vuelven importantes (altos ninmeros de Reynolds)
presentandose oscilaciones espilireas en todo el dominio, tipicas del problema de conveceion-
difusién (ver eapitulo 2), Por ultimo, cuando se escriben las ecuaciones sobre ajes no inerciales
rotando a una velocidad angular dada, es necesario estabilizar las oscilaciones espiireas que se
presentan en caso de que la velocidad de rotacion sea importante (bajos mimeros de Ekman),

[ resnmen, ol problema de Navier-Stokes contiene todos los problemas numéricos expuestos
en log capitulos anteriores. En el prosente apartado se extienden los métodoy presentados hasta,
el momento al problema de Aujo incompresible laminar y estacionario. Como se ha bosquejado
a través de la monografin, se tratardn dos lineas bisicas para la estabilizacién del flujo, La
primera de ellas utiliza elementos div-estables para tratar el problema de la incompresibilidad
del flujo, el método SUPG para estabilizar los efectos convectivos y el método DRS para abacar
el problema de rotacién dominante. La segunda es la extension del método GLS aplicada al
probleina completo de Navier-Stokes. Este método introducido por Hughes y colaboradores
[HF87, HFH89, HFBS6, FFI2], permite ¢l uso de igual interpolacién para ln velocidad y la
presion, y asu vez esfabiliza los efectos convectivos y de rotacion,

El problema de Navier-Stokes incompresible y estacionario a tratar de aqul en adelante es:
ineontrar uwy g tal que,

f ((u VA w %t lm ¥ (e x r)) -V 2ueu)+Vp=f enfd (4.43)

4
Vou=0 onil (4.44)
uo= en I'p (4.45)
n-o=1ty en 'y (4.46)
Wen =1y, BT gy =1, n-a:gy=1ty en 'y (4.47)
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donde el significado de las diferentes varinbles ya fue deserito en las ecuaciones (1.1) a (L.5).
La forma débil de Galerkin asociada a la antevior forma fuerte se eseribe como: Encontrar
we Vyype Q tal que,
e(uyu,v) + d(w, v) + a(u, v) = b(p,v) + blgu)=Ilv) VeeViyqeq (4.48)

donde lag formas multilineales son las definidas en las ecunciones (L.13) a (1.17), ¥ log espacios
funcionales son:

Ve = {ve ' @)™ vl = u, (v ), =y } (4.49)
Vo = {ve (@)™ |olr, =0, (v n)j, = 0} (4.50)
R = L*9)/R (4.51)

El problema digereto s obtiene tomando una particién regular de elementos finitos {§2}* dlel
dominio £, y los espacios funcionales conformes asogiados Vi, 4 © V. Viag€V,yQ,cq
tales que:

Vip = {1} e Ch(g)M | Ve € Ry (§2°)"d 2, =0y (v-n)lr, = D} (4.52)
Vig = {v € GU(“)N.& | w]ge € Ry (27)™ ®lr, = Uy y (ven)lp,, = []} (4.63)
@ = {q | gl € RL-(ﬂ‘)} (4.54)

R (22) definido en ( 1.39). La formulacion de elementos finitos de Galerkin se escribe entonces
como; Encontrar (wy,,p,) € Vg % Qp tal que,

Alwn, oniproqgn) = L(vy) Viwp,qn) € Vg % Q) (4.55)
donde A y L se definen como:

Alwnsonipnoan) = elun, wi,vi) + dun, ) + auy, vy)
—b{pn.vp ) + blgy, 1) (4.56)
Llvn) = i(vp) (4.57)

La forma trilineal ¢ se reemplazard por sy respectiva linealizacion dependiendo del método
utilizado (RHS, Picard o Newton-Raphson, ver apariado anterior).

4.4.1 Elementos div-estables + SUPG + DRS

L forma, débil disereta del problema de Navier-Stokes utilizando elemenios que cumplan BR
(1.41) para tratar la incompresibilidad del flujo, SUPG [HB79, HB82, BHBZ] para estabilizar
los efectos convectivos y DRS (2597, CS0db, SCO96] para evitar las oscilaciones asplirens, ge
escribe como: Encontrar (un,py) € V), % Q) tal que,

-‘q{uhuvhiphl Wl) _“C’(vh) +- ﬂ(uhmﬂhiff’hiqh) =] V(”Jn‘hn] o Vh.l.‘r = Qh [4'53)

Lag formas A y L son los términos de Galerkin definides e (4.56) y (4.57). Los términos
residuales (forma D) contiene las aportaciones de los métodos SUPG v DRS, y vienen dades
por:

Flgj

m(uhivh;?'hnqﬂ) = Z /“_;' TI(“JL - V‘“!l) . {E-:'l fH}uPh) = .f-r) dQ)
=1

Thai

2 /n V8 wngn)(V 8" () =~ V- £,) AR (4.50)
e=]"
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Tados los términos de (4.59) se evaluan en el interior de los elementos. f, es ¢l término de
fuerzas de cuerpo conteniends la fuerza centrifuga, es decir:
J i

fo=g=5wx(wxr) (4.60)
La primera integral en (4.59) contiene los términos provenientes del método SUPG (ver Ia
analogia con (2.38) y (2.39)), mientras la segunda los generados por el método DRS (ohsérvese
que es s6lo anadir el término convectivo en (3.63)). &) es el operador diferencial de la ecuacion
de momento definido comao:

81(1,p) = p((u - V)u+ w x u) + Vp - pdu (4.61)

y 8" el operador de la ecuacién de momento poro sin ¢l término viscoso (la divergencia de este
término es cero en el problema continue), es decir:

& (w,p) = pl(u - V)u+w x u) + Vp (4.62)

71 es ¢l tiempo intrinseco evaluado a nivel clemental para el método SUPG (ver (2.42)). Es
decir, 71 viene dado por:

. Ay
YT 2y

e, o la Tuncién asintética de “upwind™ que depende del tipo de elemento (ver (2.18) y (2.19)).
v del mimero de Péelet (Reynolds) elemental definido como:

~ uplh

=5

gsiendo » la viscosidad cinemdtica del fluido (h es el didmetro del elemento). El segundo
pardmetro 7 s el del método DRS definido en (3.55),

La linealizacién de los (érminos convectivos en 8y (g, pp) se realiza utilizando cualguiera de
los métodos expuestos en el apartado 4.3 (RHS, Picard o Newton-Raphson), mientras que en las
funciones de perturbacion (8y(vp.qn) ¥ 8 (v, qn)) ¥ en la evaluacién del tiempo intrinseco 7,
uy, 56 toma siempre como la solucién de la iteracion anterior (linealizacién tipo Pieard). En el
operador &' la linealizacidn se realiza utilizando siempre un esquema tipo Picard. Esta eleccion
e bastante légica ya que los términos del DRS sélo son importantes para muy bajos mimeros de
FEkman, lo cual en problemas de flujo reales implican altos mimeros de Reynolds. Se conoce que
on egte caso 1o linenlizacion con el método de Newton-Raphson tiene un radio de atraceion muy
pequeno [GR86], siendo el método de Picard ¢l mas conveniente para asegurar la convergencia,
[l problama débil disereto linealizado se eseribe entonees como; Dado (u)), pf) € V¥, x Q)
para i = 1,2, ... éncontrar (u‘h.pfﬁ} € Vg % Q tal que,

(4.63)

(4.64)

gl ] . ]
Afwhyhionan) + 3 [ 7 it o) - Sy(udph) - £0) 09
feEl
My

43 [ 198 (onan)(V 8" (whoof) - V- £.) 42 = Lwn) (4.65)
=1

donde 1a lnealizacién del término convectivo de la forma A (4.56) fue expuesta en el apartado
anterior, El término convectivo on 8, (u),, p}) queda como:

(uh V)uj = (wy ' V)uy, (4.66)
(wh V)uj, = (u)" V)ul, (4.67)

(- V) = (™ V) + (- V)™ = (™ V™ (4.68)
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gegin se linealize con los métodos RIS, Picard o Newton-Raphson, respectivamente. FEn el
términng V - 8"(14‘.111.) queda:

Vo ((u, - V)up) = Vg (4.69)

En la ecuncidn anterior se utilizd la condicién de incompresibilidad (4.2), El produclo contraido
Vu - -Vu se define como:

V- NVu = dpudhuy (4.70)

En la funcién de perturbacién ¥ - 8% (v, q4) el término convectivo queda igual que en (4.69)
reemplazando u}‘ por vy,.

El método presentado es consistente en el sentido que la solucion del problema Merte satisface
(4.68). El andlisis de estabilidad y convergencia del método SUPG sin idrminos de rotacidn
puede ser consultado en [BHE2, HBTY, HB82]. Para el método DRS dicho andlisis se esbozd en
el eapitulo anterior para el problema de Stokes y en la referencia [C597].

En los ¢jemplos numéricos se muestra la efieacia del método para estabilizar tanto los efectos
convectivog como los de rotacidn, Una de las principales ventajas de este esquema consiste
e poder utilizar elementos de presion discontinua, con lo cual pueden eliminarse los grados
de libertad de esta variable a nivel elemental por medio de un esquema de penalizacion (ver
capitulo 1), El esquema mds utilizado en el presente trabajo es el de penalizacion iterativa. Este
se obtiene sumando al lado izquierdo del problema planteado en (4.65) los términos:

e(phan) — e(p" an) (4.71)

donde ¢ = 0, pequeno, s el parametro de penalizacidn, Bl andlisis de convergencia y estabilidad
para el problema débil de Navier-Stokes penalizado puede ser consultado en [Cod92).

4.4.2 Método GLS

L forma débil discreta del método GLS para el problema de Navier-Stokes se obtiene igual e
para el problema de Stokes (ver apartado 3.4), afiadiendo los tdrminos conveetivos linealizados
tanto a la parte de Galerkin como a log términos residuales. Es decir, el problema se eseribe
como: Dagdo (uﬁ,pﬂ) € Vg = Qp parai = 1,2, ... enconbrar (u},p}) € Vi, = @y tal que,

‘A(u}uﬂjﬁ 'WM‘WI} = L(uh-r 'Ht) + I-R(“}pl":ai 'ul'nqh] =0 V('Wn ml.) eV = Qh (4.72)

donde los términos residuales (:R} estdn dados por:

Tia|

R(upiphivman) = 3. /”_ [‘f'l S1(vnsan) - (81(uhp}) — £,

P

182 (vn, 0824, p})] A (4.73)

donde el operador & es el definido en (4.61), la forma linealizada del término convectivo en
81 (), py) viene dada por (4.66) a (1.68) segin el método utilizado (RHS, Picard o Newton-
Raphson), y para evaluar la funcién de perturbacidn 8 (v, 4,) se utiliza ufﬂ. S5 e el operndor
diferencial de la ecuacidn de incompresibilidad definido en (3,42).

Bl pardmetro 7 se define como el minimo entre ¢l obtenido por conveceidn dominante y
rotacién dominante. BEs decir, 71 para el problema sin rotacién se define coma (vor (2.48) y
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el

11792, Cod92)):

h?

T para 7y, =1
7F = : (4.74)
i, .
W para g, =1

donde # depende del tipo de elemento (1/3 para lineales y 1/9 para cuadriticos) v o, son las
aproximaciones asintdéticas a la funcion de “upwind” dadas en (2.18) y (2.19), T €8 ¢l ndmero
de Reynolds elemental (4.64). Para el problema con rotacié T = 7{ definido en (3.49). En el
easo con conveccldn y rotacién importantes, el tiempo intrinseco 71 se define ontonces como:

71 = min{r{, 7] } (4.75)

Esta escogencia se debe a que de (4.74) para conveccién dominante ¢l 7y es menor a medida que
sube el mimero de Reynolds, y de (3.49) para rotacién dominante 7 kambién es menor a medida
que baja el nimero de Elkman.

El segundo pardmetro (), ¢l cual para ol caso sin rotacion y sin conveceion se toma como
cero (ver eapftulo 1), en ¢l caso de altos niimeros de Reynolds debe ser positive con el fin de
mejorar la convergencia y forzar la incompresibilidad del flujo [FF92, BT94]. El diseno dplimo
de este parimetro para el easo de conveccidn dominante (8in términos de rolacién) se presenta
en [FF92], y viene dado por:

Trggi=13
| '{@_L%h_l para y, < 1

Ty = (d"?ﬁ)
Aluj~h para g, > 1

donde A = 0 0s una constante y 3 ge definié para 7y en (4.74). Para el enso de rotacién dominante
72 = 73 y se define en (4.50). Cuando se tienen ambos términos, ol eonvectivo y el de rotacidn,
Ty 80 C8COEC COMO;

7y = max{7§, rj } (4.97)

i es mayor a medida que el nitmero de Reynolds sube, y 7§ también se hace mis rrande a
menor namero de Ekman, De aqui (4.77).

El método GLS presentado es consistente en el sentido que la solucién del problema fuerte
satisface (4.72). El andlisig de convergencia y estabilidad del método para el caso sin rotacin
puede ser consultado en [FF92]. Para el caso de rotacién dominante (sin conveceion) se presentd
en ol capitnlo anterior, y en la referencia [CS97]. La efectividad del método se muestra en los
cjemplos numéricos presentados al final de) pregente capitulo.

4.5 Problema transitorio

En el presente apartado se retoma el problema completo de Navier-Stokes planteado en (1.1)-
(1.2), con lns condiciones de contorno o iniciales exprosadas en (1.3)-(1.6). Por el momento se
toma I'yy = ¥ (contorno donde se preseribe la velocidad normal y las tensiones tangenciales)
para simplificar la exposician. En [Ver87] se estudia este tipo de condiciones de contorno para
¢l problema estacionarie,
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La forma débil del problema completo de Navier-Stokes se escriber Encontrar u € Viy
pE Qg tal que,

pldyu, ) 4 elu,u,v) +dlu,v) + alu,v) = bip, v)=I{v) WVYweV,; (4.78)
bgu)=0 Vq& @y (4.79)
(w(x,0),9) = (uplm),v) VoeEV, (4.80)

donde las formas multilineales son lag definidas en (1.13)=(1.17), y los espacios funcionales los
definidos en (1.18)-(1.21). Los datos f, £y, ty ¥ 1o 56 sUpoONe que satiafacen:

f e LA0,T; LA {)™) (4.81)

u, € L0, 7 H'/3(T)"st) (4.82)
tn € LA(0,T; H=V3(I)") (4.83)
up € {v € LA(Q)™ | V-» =0} (4.84)

Para ol caso de T'y = 0, se domuestra que todos los términos de (4.78) a (4.80) Lienen sentido, y
que la regularidad de la solucion es mis alta de lo que se requiere a priori [Tem84], 5i g =250
prueba la existencia y unicidad de la solucion. Para rigg = 3 se prueba la existencia de solncion
débil, pero la unicidad sélo se puede demostrar en espacios funcionales mis regulares que V, ¥
Q. (ver (1.20) y (1.21)), en ¢cuyo caso sblo puede ser probada existencia local, es decir, para T
suficlentemente pequeno (ver [CFB9, Lad63, LioG8, Tem8d].

Tanto la condicién de coercividad (1.35) como la de BB (1.36) se necesitan para el problema
trangitorio continuo y discreto. Sin embargo la condicion (4.18) no s necesaria.

4.5.1 Discretizacién en el tiempo

Para diserebizas los términog temporales se utilizé la regla trapezoidal, o método #. Sea un
sistema de ecuaciones diferenciales de la forma:

%‘f = F(u,t) (4.58)
Se define,
u“""a = (}‘M"H + (1 _ 0)“"- (JLHH)

donde 1" ;= nAf y u" o8 una aproximacion a w(t"). At es el tamaiio de una particién uniforme
de [0,7]. El método @ aplicado a (4.85) puede escribirse entonces en cualquiera de las dos formas
siguientes:

ko gn
Al

= OF (" 1Y 4 (1 - )P (w17 (4.88)

s F(uﬂ-l f)‘#n-lu#) (‘1.37)

uﬂ-H —
At

Para la ecuacién de Navier-Stokes, ¢l esquema que se ntiliza de forma mds comiin es (4.87)
[GungY, HRO0], aunque (4.88) también es usada [CSv586, Codd2),

Claramente la implementacién del primer esguema implicala programacion de menos terminos,
sin embargo se tendria que almacenar no sélo 4" y w"!, sino que también u Este inconve-
niente se avita si Be observa ques

]
] “?H- gt
gl un - U

! > (4.89)
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de donde (4.87) se recseribe como;

an t al

re — Fcun+ﬂ‘ tn+0) (fl.ﬂﬁ]

Obtenida u"*?, u"*! ge calenla nsando (4.86). Por consiguiente, el esquema presentado en (4.90)
fue ¢l escogido para el presente trabajo. La forma débil de Galerkin del problema transitorio
(1.78)-(4.80) se reescribe entonces como:

g (™ — " v) + (™ )+ d(u v)

Fa(u? v) = bp"t? ) = 1" (v) Vo € V, (4.91)
Blg,w™ ) =0 Vi & 0 (4.92)
(u(m,0),v) = (un(m).v) Yo eV, (4.93)

donde ptt? = gpntl 4 (1 —@)p" v " () se calenla con £ = aF™ ) 4 (1 = 0) 7 (ver (1.17)).
En el caso de haber sido adoptado el esquema (4.88) para la discretizacion temporal, la diferencia
entre las formas débiles de Galerkin seria de orden At* [Cod92]. Dicha diferencia proviene sdlo
del término convectivo debido a sn no linealidad. Como se verd méds adelante, Al? es el mimimo
error que se comete debido a la diseretizacion temporal, por lo tanto la escogencia de uno u otro
esquema e irrelevante desde este punto de vista.

La escogencia del pardimetro @ depende de la estabilidad y exactitud que se requiera en
¢l tiempo. Log tinicos casos interesantes son @ = 0 (Buler hacia adelante), 8 = 1/2 (Crank-
Nicholson) y # = 1 (Euler hacia atras). Los dos dltimos valores conllevan a algoritinos incondi-
cionalmente estables en el tiempo mientras que el primero conlleva a algoritmos condicional-
mente estables [Tem84], Sin embargo, debido al cardeter implicito de la presidn, el caso 6 = 0
es incondicionalmente inestable usando la formulacion u — p [Cod92, C8v586). Debido a la re-
gtriceidn de incompresibilidad, el Af, para ol cual el esquema serin estable tionde a cero. Esto s
ve claramente si se utiliza un método de penalizacion pava satisfacer la condicidn de ineompres
sibilidad, Si se elimina la presién de la eenacion de incompresibilidad penalizada y se sustituye
en ln ecuacidn de momento, la viscosidad efectiva que multiplica o las segundas derivadas de
la velocidad es g2 4 1/e (¢ es el pardmetro de penalizacidn) [Cod92, CSvSB6]. Es bien conocido
gue para el problema de conveccion-difusion At es inversamente proporeional a esta viscosidac
|Cod92| por lo tanto Al ~ ¢ para ¢ — 0,

El esquema de Crank-Nicholson se debe utilizar gi la exactitud en el tiempo es importante.
Este esquema es de segundo orden [HRI0], mientras que # = | os s6lo de O(A1). 8i la evolucién
temporal no es muy importante, # = 1 es una buena escogencia debido a su menor coste com-
putacional (se obtiene directamente 2! y no hay que caleularlo a partir de 2”7 v ™). Sin
embarge, aungue se utilice # = 1/2, para los primeros pasos de tiempo es recomendable nti-
lizar @ = 1 con el fin de amortiguar los armdnicos de alta frecuencia asocindos a la solucidn de
las eeuaciones parabodlicas en los primoros pasos de tiempo. Otro motivo para utilizar en los
primeros pasos de tiempo un esquema disipative (por ejemplo # = 1), es la singnlaridad que
presenta el esquema de Crank-Nicholson cuando ¢ — 0 [Cod92, HRR2, HR86, HRS88, HRI0).
Esta consite en que las constantes de error tanto en velocidades como en presiones tienden a
infinito para t = 0,

Respecto al orden de diseretizacidn, hacerlo primervo en ¢l tiempo y luego en el espacio os
exactamente igual si se utiliza el método de Galerkin, 8in embargo, si se utilizan métodos tipo
Petrov-Galerkin como los presentados para la ecuacidn estacionaria (SUPG, DRS o GLS), lo
anterior no ocurre. 51 se diseretiza primero en el espacio se llega a una situacién confusa, La
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explicacién es la signiente: Los métodos presentados consisten en anadir a la forma variacional
de Galerkin términos que multiplican al residuo elemental de la ecuacion diferencial fuerte. En
el eago transitorio, este residuo contiene también In derivada temporal, por lo tanto se lega a
un csquema del tipo:

(D, v) + Fy(u,d) + Folu, u,t) =0 (4.94)

con F'y(u,t) los términos que provienen del método de Galerkin y Fy(u, dyu, t) los términos
residuales, Ahora si se trata de aplicar el método 0 a (4.94), se encuentra la dificultad de evaluar
Fay(ut?, gum*? 4747 debido a la derivada temporal u"*?, Por consigniente, la extensién
de los métodos de estabilizacidn presentados para la ecuacién de Navier-Stokes estacionaria se
realizard primero discretizando en el tierpo para despuds hacerlo en el espacio. En el caso de
utilizar elementos en el espacio-tiempo, no se tendria el anterior inconveniente, siendo irrelevante
discretizar primero en el espacio o primero en el tiempo.

4.5.2  Elementos div-estables + SUPG 4 DRS. Extensién al problema tran-
sitorio

El problema de Navier-Stokes discretizado en el intervalo de tiempo [0,7] con una particién
uniforme de lamano At que se trata de aqui en adelante se eseribe como: Dado 1, encontrar
u™y p™ pavan =0,1,2,3,..., N — | donde T' = NAL, tal que,

ylte _ uh
(g

nid m+il nip 1
AL + (u V)" 4w x "t 4 Jin(uxr))

- - N ('l,u E(u“'”")) +Vp"t = it an (4.95)
Viu"t =0 en (4.96)

con 1/2 < 0 = 1 y las condiciones de contorno:

W e, e I (4.07)
nio™= ty en I'y (4.98)

u"t =y, nognt? = Ay,
n- o™t Gy = 1z on 'y (4.99)

donde para todas las variables "+ = @11 4 (1 — 0)z,

El problema débil discreio se lee entonces: Dado w0 = 4" & Vg parai = 1,2, ... (hasta
convergencia) enconfrar (w" ', p"v ) € V% Q) tal que (i se refiere o la iteracion dentro
del intervalo de Liempo),

Alup ™ oy pp ™ gn) = £ () + Dl vni gy ) = 0 (4.100)
V(vl”qh) & V}l.ﬂ b Q!’I

donde las formas que aparecen son las presentadas para ol problema estacionarvio pero anadiendo
las contribuciones transitoring. Esto es, para las aportaciones de Galerkin A y L se tiene:

__ﬂ‘j ..ﬁ-‘ - 3 e
Alup oyt = ”—g—t(u“*” —u", v) 4 e(ul P W g
.I-d(u;: "a". v),) + u(u;:""ﬂ'i, v),)
~b{p T ) + blgy, w0 (4.101)

o M(ﬂh) - [1..441(”&) (4.102)
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el i e

y para log términos residuales:

m(‘l'l"+""| Vi P;:+ I‘u t_”i)

“ﬂ !1401 I.
M (w4, Vv -

un--l-ﬂ.i —
(‘” 7Y

[ TV & (v, qn)

(V- 5‘*(:;,,, Ol pht0y = w149 dQ (4.103)

8y (M ) - 1207) a2

donde el operador 8; es ¢l correspondiente a la ecuacidn de momento (4.95):

51' (“n'f'ﬂ.i1 P"w'é) - ﬂ((“n k4 V)un-i-ﬂ.i ot url-{-ﬂ.f-)

~ . (25 E(um ) 4wt (4.104)
y &% el operador
ok (uwl-'ﬂ.flpu-i-ﬂ.i) _ p((‘vuit-l-ﬂ,l’—l J V)u""'ﬂ‘i e ¥ uu+-‘hf) i Vp“"'""'. (4.105)
Debido a la incompresibilidad del flujo
v. (___“'H:a; MYy (4.106)

de manera que V- 8; = V. 8" para la solucion del problema continuo.
La linealizacidn de los términos convectivos es exactamente igual que en el problema esta-
cionarle, Es decie:

( "-H,'E'V]‘t nogd i = (u;l+ﬂ|i_|.V]u:""”'(_l (‘1.!.07)
] 1
‘un-lﬁ'l v)unlﬂt . (u:|+0.i—llv)u;l-+-ﬂ.i (4.108)
1
(an-ai V)unlﬂ.l - (u;:-+-!i.t— V)u;:w'+( n-+,i V)l nefhi—1
P adiatt o G (4.109)

sepiin se utilice RHS, Picard ¢ Newlon-Raphson, respectivamente, De igual forma se procede
para linealizar la forma trilineal e, Es decir:

B AT/l 1% S e(upt o wlt ag) (4.110)

:(‘u""ﬂ'l.u;' i OR) = (u;,“” L.‘l-l-;wa"i“h} (4.111)

f(uﬂ-'-a"n“;:-'-”ll”h) i f(“:-‘h llu;Ha'f'" h) r(u" M"“';:Im I""”'}
_L(u::ﬂ’l t‘uxw.n lth (4.112)

sopin se utilice RHS, Picard o Newton-Raphson respectivamente.

Lo ma‘i.rm,tmq Ti T A rn.]rulan exactamente igual que para ¢l problema estacionario
P ¥

reemplazando uf ' por u.}: =1 qonde sea necesario (linealizacion tipo Picard, ver (4.63) v

(3.55) respectivamente).
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4.5.3 Método GLS. Extensidén al problema transitorio

Fn este apartado se trata la extension del método GLS al problema de Navier-Stokes discretizado
en el tiempo (4.95) a (4.99).

El problema débil disereto se eseribe entonees como: Dado w =u" € Vi, para i =
,2,... (hasta convergencia) encontrar (w1 ptth) € V), o % Q4 tal que,

me 1,0

A(umm'w“p;tmw ) - L“'I'ﬂ(tu,') v ﬂ{(u}:""“, W“p;:m L) =0 (4.113)
Vv, qu) € Vi % Qa

donde los términos de Galerkin son los definidos en (4.99) y (4.101), y los términos residuales
§6 GXPresan como;

Tig) ﬂlﬁ‘.:  aim .
Ry pp M vpn) = / [ﬁS oy tn) - (=g + 1oy )
.f'”’ﬂ) + Tzﬁz{vh-qn]ﬁﬂ(“ﬁ“- ;:"”")] ds2 (4.114)

donde 8 estd definido en (4.104) y 8; es ol operador diferencial de la ecuacidn de incompresi-
bilidad (ver (3.4'2)):

Su(up M) = Vgt (4.115)

Nuevamente la linealizacidn de los términos convectivos on 8 se realiza como en ¢l apartado
anterior (ver (4.107) a (4.109)), al igual que la linealizacion de la forma trilineal ¢ (ver (4.110)
a (4.112)).

Los pardmetros 7 y 7 se calculan exactamente igual que para el problema estacionario,
reemplazando ) =1 por u"”"" donde sen necesario (linealizacion tipo Picard, ver (4.75) y
(4.77) respectivamente).

Otra posibilidad de extender el método GLS al problema transitorio es la de hacer elementos
finitos en el espacio tiempo (método ST-GLS [HFHS9, BT, SHI1]). La idea se basa en ol
método de Galerkin con elementos discontinuos en el tiempo introducida por Lesaint y Raviart
en [LIR74] para discretizaciones espaciales da ecunciones de transporte, 5i se utilizan elementos
finitos discontinuos a trozos en el Liempo, es decir se toma V), C V tal que,

V= {v | vy gosr) = Em )= "), vilw) € Vo) (4.116)
ur

y mo escoge g = ( (constante a trozos), se llega & una formulacién similar a (4.113), pero
escogiendo 0 = | (Euler hacia atrds) y no incluyendo los términos temporales en el residuo K.
Es decir la formulacidn ST-GLS se escribira: Dado wlHl = 0 e Vig pva i = 1,2, (hasta
convergencia) encontrar (w1 p N £ Vo Q) tal que,

Al o op ™ gn) = £ (o) + Ry ™ v it ) =0 (4.117)
Y{vn,an) € Vo % Qn

donde R se redefine como

g

2 f ri8i (v an) - (Sulu ™) = £

FWSJ(W”W;J&.;(“"H" ?’}:ﬂ")] dg (4.118)

Ry ™ o v, n)
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Ambas formulaciones son conceptualmente vilidas, Sin embargo, en log ejemplos nnméricos se
presentan importantes diferencias al introdueir o no el términe temporal en el residuo elemental
del método GLS,

4.6  Algoritmo para el problema de Navier-Stokes

Una vez presentadas Ins diferentes téenieas ele astabilizacion para ol problema de Navier-Stokes,
en ¢l Onadro 4.1 se muestra el algoritmo implementado para la solucion del problema transitorio,

Las variables por definir en el Cuadro 4.1 son las siguientes: 1, nimers de pasos de tiempo
utilizando tntegracién temporal tipo Buler hacia atrds (@ = 1); 3 define el tipo de linealizacién
para los términos convectivos, si es igual a cero se uliliza linealizacion Lipo Picard, si es igual
& una kipo Newton-Raphson (i es el nimero de iteraciones de Picard a realizar antes de nsar
Newton-Raphson); TOL tolerancia. de convergencia en el lazo de iterativo dentro de un paso de
tiempo; y T'OL, tolerancia de convergencia al estado estacionario,

Cuadro 4.1 Algoritmo para la ecuacién de Navier-Stokes transitoria

* Lea condiciones inicialos y de contorno para a, y hiaga P =0
e ]
e WHILE n < N y (no-estacionario) DO
o d-n+ |
o IF 1 < 1,y THEN 6 ¢ 1
e ELSE seleccione  requerido con # = 1/2
84 i)
S Tiinn W pn-l-tl'.i — p"
= WHILE (no convergido) DO
® =]
o IF i < iy THEN [ 4 (
* ELSE seleccione 8 segtin linealizacion
« FOR ¢ = |,ny DO
= Construya matriz A® y lado derecho B clomentalas segin método
de discretizacion espacial, (4.100) o (4.117) o0 (4.113)
¢ [nsamble A® y B*
e END FOR ¢ = 1,ny .
* Resuelva sistema de ocuaciones: Se obtione ufl % y it
o I [l "0 — a0 Y < 7oLl L, THEN (convergido)
= END WHILE (no convergido)
* IF 0 < 1 THEN obtenga uj*! y ppt!
o IF [luf ™ — w0 < TOL, Atful !
*« END WHILE n < N y ( no-estacionario)
s END

THEN (estacionario)

4.7  Ejemplos numeéricos

A continuacién se presentan algunes ejemplos numéricos con el fin de eorroborar el buen com-
portamiento de los métodos expuestos durante el presente eapltulo,
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Los edleulos se realizaron en un servidor Power-Challenger marca Silicon-Graphics con proce
sador R-8000.

-Flujo sobre un escalén inverso

Para este easo se tienen datos experimentales en lag referencias [ADPSES, Gard0, GCLUS4,
HRS84, KimB7, KM86, Soh86). El dominio de flujo es el reciangulo [0,0] = [40,2] quitdandole
el vectangulo [0,0] x [4,1] (escalén de longitud 4 y altura 1 en la esquina inferior izguicrda).
Ge utilizd ¢l método SUPG con elementos tipo 21/ P0 (bilineal en velocidades y constante a
trozos en presiones, ver Figura 4,1). En z = 0 se preseribié un perfil de velocidades pacabdlico
con velocidad maxima de 1. En @ = 40 se dejaron todas las componentes de la velocidad
libres (tensiones prescritas a cero). En el resto del contorno se prescribio la condicion de no
deslizamiento (u = 0).

Figura 4.1. Dotalle de la malla de elementos finitos para el problema del esealbn
inverso (1080 elementos Q1/P0 v 2077 nodos).

En [ADPS83], el nimero de Reynolds se caleula con la velocidad media de entrada y el
ancho de la seccidn transversal total (a la salida)., Para Re < 500 existe s6lo una zona de
recireulacion detras del escalén. Para valores més altos del nimero de Reynolds, aparece otra
zona de rvecircnlacion en la parte superior del canal, Para Re mayores que 1000 aparece uni
tercera zona de recirenlacion en la pared inferior del canal,

B — e

Pigura 4.2. Patrdn general de las lneas dir corriento Re == 1000.

—

Figura 4.3, Contornos de vorticidad Re = 1000

AN Y )

Figura 4.4. Contornos do prosion Re = 1000.

El principal resultado de este ejemplo para la ecuacidn de Navier-Stokes estacionaria es la
prediceion de los vortices y de las posiciones donde éstos empiezan y acaban (puntos de despegne
y reatamiento del fiujo). Para valores bajos de Re, hasta 500 aproximadamente, existe una buena
concordancia entre los valores numéricos y experimentales [ADPS83, Kim87, KM85, Soh86].
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Figura 4.5, Detalles dg la velocidad y do las lineas de corriente en las sonns de
circulacion Re = 1000, (a): Lineas de corviente deteds del escalén, (b1
Lineas do carriente en la zonn de recivenlacién superior. (€): Vectorns
de volocidad detras del asealén, (d): Vectores de velocidad en Ia zona
dir recivenlpeidn superior,

Para Re = 600, se argumenta que los efectos tridimensionales generan las diferencias entre los
resultados numéricos y experimentales [ADPS83].

Los resultados numéricos del presente trabajo concuerdan muy bien con las mediciones ex-
perimentales para Re < 600, Por brevedad se presentan sdlo los resultados para altos nimeros
de Re, especificamente para Re = 1000,

En los cilenlos so utilizé ¢l método SUPG con a, dado por (2.18) y by = 2.0 (ver (2.43)). Se
ibilizé un esquema de penalizacion iterativa con un parametro de penalizacion ¢ = 7.5 = 10-%.
S utilizé el método de Newton-Raphson para la linealizacion del término convectivo, pero se
vealizaron primero 34 iteraciones de Picard para acercarse lo suficiente a la solucidn y se pudiern
converger a \nga norma de 10~5% en volocidades. En el caso de realizar sélo 33 iteraciones de
Picard 1o se consigue converger partiendo de una condicion para la iteracion cero de u’ = 0en
todo el dominio excepto, claro estd, en ¢l contorno de entrada donde se encuentra prescrita la
velocidad siguiendo un perfil parabdlico con velocidad maxima de 1.

In la Figura 4.2 se presenta cl patrdn general de las lineas de corriente. Eu las figuras 4.3 y
4.4 se presentan log contornos de vorticidad y de presion, respectivamente,

Bl detalle de las lineas de corriente y de los vectores de velocidad en lus sonag de recireulacion
g presenta en la Figoea 4.5, Bl vértice detris del escaldn es mucho més fuerte que el superior,
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Pigura 4.6. Historia de convergencin para el flujo sobre un escalon inverso,  Lus
primeras 34 iternciones se realizaron linealizando con el método de 1.
card, v Ins idltimas con ol métoda de Newton-Raphson.

Los valores pico de la [uncién de corriente son —0.042 y 0.676. El vértico del esealén iene s
longitud numérica de aproximadamente 13.0, mientras que los resultados oxperimentales dan un
valor de [4.3. El vértice superior empieza en 2 = 13.8 contra un valor experimental de x = 14.6,
¥y termina en z = 27.7 (el valor experimental donde termina es » = 23.8). Como se menciond
anteriormente se deben esperar discrepancias entre los resultados numéricos y experimentales (a
altos niimeros de Reynolds) debido a los efectos tridimensionales,

Finalmente en la Figura 4.6 se presenta la historia de convergencin. Puede observiarse clara-
mente la convergencia cuadritica del método de Newton-Raphson, partiendo de una salueion
inicial los suficientemente cerca a la solucidn del problema (se realizan, como va se mencions,
34 iteraciones de Picard antes de utilizar el método de Newton-Raphson). El Liempo total de
CPU para la salucién del problema fue de 195 segundos,

-Vértices de cortante detrds de un cilindro

Bate os otro ejemplo muy utilizado para la validacion de chddigod numéricos de ln ecuacion de
Navier-Stokes incompresible, Trata de un cilindro circular embebido dentro de un fluido viscoso,
El niimero de Reynolds se caleula con o didmetro del cilindro y la velocidad uniforme prescrita
¢n la entrada del dominio de flujo. Este dltimo os el rectingulo [0,0] % [16,8] quitdndole un
cirenlo de didmetro 1.0 ¢ centro en [4,4]. El campo de velocidades se preseribe a u = (1,0) en
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Figura 4.7, Malla t'lnlnl'nmmlm finitos para el problema del Aujo pasando un eillndro
(2000 elementos 1 y 2100 nodos).

Figura 4.8. Desarrollo de los vértices de cortante: Lineas de corviente. (a): ¢ =10,
(b): d =11 (e): t =12 (d): =13

lag rectas & = 0 (entrada al dominio), y = 0 (contorno inferior) e ¢ = 8 (contorno superior).
Sobre la cirennferencia del cilindro se toma u = 0 (condicién de no deslizamiento), y se deja
libre el campa de velocidades sobre la recta z = 16 (salida del dominio).

Para mimeros de Reynolds aproximadamente menorves a 40, se desarvollan dos virtices
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Flguen 4.9, Desarrollo de los vdrtices de Laruml.n Datalle de las lineas de corriente.
(o) 6= 10, (b): £ = 11, (€): £= 12, (d): £ =13,

simétricos detrds del cilindro. Estos se vuelven inestables a medida que erece el niimero de
Reynolds, desarrollindose vortices periddicos de cortante, los cuales son conninmente Namados
vértices de von Karman. El caso Re = 100 que se presenta a continuacion es el que se toma
comiimmenta como prueba estandar, Diversos resultados numéricos pueden consultarse en las
referencias [EJ00, GCLUR4, TGLRR, TLO0, TMSO1].

Se calould primero la solucién estacionaria o inestable (los resultados no se muestran). Para
Ilﬂgn:r a ella se utilizé una malla de 500 elementos 22/ 1 y 2100 nodos (en la Figura 4.7 se mues-
tra la malla dividida en elemmnt-cs 21, por consiguiente 4 elementos forman un elemento ()2).
Se ngd el método SUPG y un esquema de penalizacién iterativa con ¢ = 1079, Obtenida dicha
solucién, se perturbé introduciendo una pequena rotacion al campo de velocidades alvedador del
cilindro,

Para obtener un solueidn con los vortices de cortante desarrollados, se realizaron 90 pasos de
tiempo de tamano A = 1y # = 0.5 (Crank-Nicholson), aunqgue se utilizd # = 1.0 para el primer
paso de tiempo, Dentro de cada paso de tiempo se convergid al 1% en norma de velocidades,

La anterior aproximacién poco precisa (At grande) s¢ tomé como condicién injcial para
obtenier una solieidon max exacta: Para ello ge utilizd ol método GLS con elementos bilinealos
de presién continua 21/Q1. La malln es la presentada en la Figura 4.7, El parimetro 4 para el
cileulo de 7 (ver (4.74)) se tomd de 1/3, que es o indicado para elementos lineales en ol caso
de no existir fuerzas de rotacion, y la funcién de *upwind” a, se caleuld como en (2.18) (funcidn
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Figura 4.10. Dessrrolls de los vortices de cortanto: Datalle de los vectores de velocis
dad. (a): 6= 100 (b): ¢ = 11, () £ =12, (d): £ = 13,

optima para elementos lineales). B pardmefro A para ¢l edleulo de 75 (4.76) se escogio igual a
1 (oste valor es ol mds utilizado en la literaturs), Se utilizé un paso de tiempo de At = 0.1 con
f = 0.5 y se linealizaron los términos convectivos utilizando el métoda de Newton-Raphson. En
cada paso de tiempo se convergid a una norma relativa La en velocidades de 0.01%., necesitdndose
maximo tres iteraciones por paso de tiempo y 28 segundos de CPU aproximadamente.

En la Figura 4.8 se presentan Ias lineas de corriente pava ¢ = 10, 11, 12, 13, 1o cual conenerda
aproximadamente con medio periodo. En las Figuras 4.9 y 4.10 se muestra nn detalle de las lineas
de corriente y de los vectores de velocidad después del cilindro, respectivamente. En las figuras
4.11 y 4.12 s muestran los contornos de presién y de vorticidad para £ = 95, respectivamente.

in la figura 4,13 se muestra la evolucién temporal de la fuerza vertical de presién sobre ol
cilindro. En esta grifica se observa claramente el cardctor periddico del flujo. El periodo us de
6.7 nnidades de tiempo, el cual es muy parecido al reportado en [EJ90] con una malla mucho
mis fina (3426 elementos Q2/P1 y 14000 nodos), Bn las referencias [BH82, GCLUSA] se reportd
6.0y 5.6, respectivamente. En general todos los resultados obtenidos concuerdan muy bien con
los reportados en la literatura.

Con el fin de comparar diferentes métodos de integracion temporal, se realizé el misino ejem-
plo pero utilizando ahora los métodos de Buler hacia atris (0 = 1.0), y ST-GLS con elmentos
constantes a trozos en el tiempo, Como se mostrd en el apartado 4.5.3, este altimo o8 exace-
tamente igual a el método GLS integrando en ol tiempo con ¢l ésquema de Buler hacia atris
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F‘Igurn 4.11, Contornod de presidn o fo= 95 unidades de tiempao, Métods Cranl-Nicholson GLS.

Figura 4.12. Contornos de vorticidad a ¢ = 95 unidades de tiempo. Método Orank-Nicholson GLS,
0,
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Figurn 4.13. Fuerza vertical de presion sobre ¢l cilindro a lo lavgo del tlempo,
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Figura 4.15. Contornos de vorticidad a # = 95 anidadus de tiempo. Método ST-GLS,

(¢ = 1.0) pero sin ineluir el residuo temporal en log términos residuales de la formulacion GLS
(ver (4.117)). Los valores de las constantos para el cdleulo de los pardmetros 7 y 7 de log
método Euler GLS y ST-GLS se escogieron exactamente igual que pars el caso Crank-Nicholson
GLS presentado anteriormente, En la Figura 4.13 se muestra la evolucian temporal de la fuerza
vertical de presién sobre el cilindro para los tres métodos, En ésta se observa que tanto el método
de Euler hacia atrds como el ST-GLY son difusivos en el tiempao, por o enal la amplitud de In
fuersn decrece y el periodo crece a medida que t aumenta. Bl método de Buler hacia atrds intro-
duce mucha menos difusion en el tiempo que el método ST-¢ LS, a pesar que s6lo ge diferencian
en introdueir o no la derivada temporal en el residuo de la ecuacion de Navier-Stokes. Por ol
contrario, la integracion temporal utilizando un esquema de segundo orden (Crank-N icholson),
mantiene perfectamente el cardeter periédico del fhujo a lo largo del tiempo,

Finalmente en las Figuras 4.14 v 4.15 se presentan los contornos de presién y vorticidad
para el esquema BT-GLS (y para | = 95 unidades do biempo). Las presiones son totalmente
erréneas (la fuerzn vertical de presion sobre el cilindro oy cern), y la vorticidad s simétriea, lo
cual se debe a que el método os excesivamente difusivo, es decir, afiade viscosidad a medida que
I crece, obteniéndose una solucitn estacionaria correspondiente a un mimero de Reynolds mucho
menor que 100 (la solucién es practicamente simétrica al eje y = 4 tanto en velocidades como
en prosiones),
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-Flujo en un ventilador centrifugo
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Figura 4,16, Ventilador conteffugo. (a): Malla de 1216 elementos 2/ P1 v G025 no-
dos. (b): Malla de 4864 clementos @1/Q1 vy 5025 nodos abtenida de
dividir cada elememto de la malla anterior en countro elementos hilins
eales,

Figira 4.17. Ventilador cendeifigo, (a): Lineas de corriente para el probloma sin
ratacidn, Picos (-0,0266,0.217). (b): Contornos de vorticidad para ol
problema sin rotacidn. Picos (-83,1,108.0), (¢): Lineas do corrionto para
w/2=1método SUPGHDRES y elementos Q2/P1. Picos (-.0403,0.215).
(d)i Lineas de eorriente para w/2 = 1 método QLS v clementos €1/61.
Picos (-0.032,0.223).

El ejemplo numérico que se presenla a continuacidn tiene el mismo dominio de flujo del
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Figura 4,18. Vonillador centrff ngo. (a): Contornos de presidn para w/2 =1 métado
SUPGHDRS v elemontos aﬂfﬁl. Picos (-0.766,0.712), (b): Con-
tornas de vorticidid para w/2 = | método SUPGHDRS v slementan
Q2/P1. Picos (-106.0,123.0). (e): Contornos do presién parn wf2=1
método GLS y elementos Q1/Q1. Picos (0.0,2.14), (d): Contornos
de vorticidad para w/2 = | mdtodoe GLS y elommtos Q1/Q1. Picos
(=120.0,166.0)

ejemplo bidimensional que se mostrd en el capitulo 3 dol presente trabajo (apartado 3.6, Figura
3.3). En dicho capitulo se traté el problema de Stokes, mientras que a continuacion se presenta la
solucién dal problema de Navier-Stokes para un valor de Reynolds Re = 10000 (= 2.0 % 10~ 4.

Las condiciones de contorno son las mismas que en el capitulo 3 (condiciones de no desliz-
miento gobre las paredes y periodicidad enfre la entrada y salida del flujo). La velocidad angular
de rotacién se tomé de w/2 = | (igual que en el eapftulo 3), La malla de elementos finitos uti-
lizada para el prablema do Navier-Stokes es, Iopgicamente, diferente a la utilizada para el problema
de Stokes. Esta se refiné en los contornos solidog como puede observarse en la Figura 4.16a y
b (la malla consta de 1216 elementos Q2/P1 y 5025 nodos, o de 4864 slementos Q1/Q1 y el
mismo nimero de nodos cuando se utiliza el método GLS).

En la Fignra 4.17a y b se presentan las lineas de corriente y los contornos de vorticidad para ol
problema sin rotacidn utilizando ¢l método SUPG. La solucidn en velocidades para el problema
sin rotacion debe ser la misma que para el problema con rotacién en ¢l caso de que no exista
ningin contorno tipo Newmann (este es el caso del ejemplo, ver apartado 3.6). En las Figuras
Ad7c y 4.17d se presentan las lineas de eorriente para el problema con rotacion utilizando los
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métodos SUPG+DRS y GLS, respectivamente.

PPara ol método GLS se utilizd una malla de 4864 elemientos Q17621 y 5025 nodos, obtenida
de dividir eada elemento bicuadvdticos 2 en cuatro bilineales Q1 (ver Figura 4.16b). Los
pardmetros munéricos utilizados para el cileulo de 7 v 7 del método GLS fueron los que se
encontraron como Gptimos para el problema de Stokes con rotacidn (€5 = 1.0y ¢y = 10,0
para estabilizar ln rotacion con elementos lineales, ver ecuaciones (4.75) y (4.77)).

Para el método SUPG4DRS se utilizaron elementos Q2/P1 y se utilizé penalizacién iterativa
con un parametro de e = 5.0 % 1078, El pardmetro 7 del DRS (ver (3.55)) para estabilizar Ia
rotacion se caleuld con un valor de § = 0,02 (valor dptimo encontrado para el problema de
Stokes con rotacion). La conveccidn se estabiliza con el métoda SUPG v tomando ay, dado en
(2.19) (forma dptima para elementos cuadriticos), Como puede observarse en la Figura 4.17, [as
lineas de corriente para el problema sin rotacion vy con rotacidn son practicamente iguales, con
lo eual se corrobora la efectividad de los métodos de estabilizacidn de la rotacién presentados
en el trabajo.

Finalmente en las Figuras 4.18a, b, ¢ y d se presentan log resultados de presion y vorticidad
ntilizando ambos métodos (SUPGHDRS y GLS). Como puede observarse los resultados son
parecidos, La presion os basicamente la dada por la fuersa centrifuga, ya que la presién del
problema sin rotacién es mucho menor que la contribucion debida a la fuerza centrifuga (el salto
en la presion para ¢l problema sin rotacion es dp = 0.442 y la contribucién de la fuerza centrifoga
es de dp = 1/8jw x r|* = 2.0 ). La vorticidad para el método SUPG+DRS se aproxima mejor
a la obtenida para el problema sin rotacidn que la vorticidad obtenida con el métodn GLS (ver
Figuras 4.17a, 4.18b y 4.18d). Ademds, el salto en presién parn el métode GLS es dp = 2.14,
mientras que el método SUPGH+DRS da un valor de §p = 1.478, el cual se aproxima mejor al
valor oblenido de restar el salto de presion para el problema sin rotacion del sallo producido
por la fuerza centrifuga (esto es, dp = —0.442 + 2.0 = 1.5568).

4.8 Conclusiones

En el prosente capitulo se extendieron las téenicas de estabilizacidn mostradas en los capitulos
anteriores a las ecuaciones de Navier-Stokes incompresibles. Basicamente se plantearon dos
esqliemas para resolver por ¢l método de los elementos finitos las ecunciones que rigen ol flujo
laminar ¢ incompresible.

El primero de ellos utiliza elementos div-estables para estabilizar la presion, o, lo que es igual,
para solucionar el problema de la incompresibilidad del Aujo. Estabiliza lag oscilaciones debidas
a conveccion dominante por medio del método SUPG, y las oscilaciones debidas a rotacién
dominante con el método DRS. Este método se le denoming SUPG+DRS y es original del
trabajo.

Il sagundo esquema #8 la extension del método GLS al problema de Navier-Stokes con fuerzas
de rotacidén, En el presente capitulo se disenaron de forma heurfstica los dilerentes pardimetros
del método (tiempos intrinsecos 7y v 72), basdndose en el estudio hecho en el capitulo 3 para el
problema de Stokes con rotacién. La originalidad del presente trabajo radiea precisamente en
la extension del método GLS al problema con rotacidn y en la forma eomo fueron disefados los
tiempos intrinsecos de dicho esquema.

También se comentd sobre la discretizacion temporal de las ecuaciones de Navier-Stokes
incompresibles y se probaron varios esquemas (regla trapesoidal y ST-GLS), En los ejemplos
numericos sa observd que para problemas en los cuales In solucion transitorin es importante,
s¢ debe elegir una integracién temporal de alto orden (en este trabajo se probé la integracion
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temporal de segundo orden tipo Crank-Nicholson, 0 = 0.5), con ¢l fin de oblener precision a
medida que se avanza en el tiempo. Se observd que esquemas de primer orden (ST-GLS con ele-
mentos constantes a trozos en el tiempo o Buler hacia atrds, 6 = 1.0) son disipativos, legindose
a soluciones errdneas cuando ¢ se hace grande. El método ST-CLS fue o mis disipativo (el
que introduce mayor error de difusién). Con este método se Hega a una solucién estacionaria
correspondiente a un nimero de Reynolds menor que el real, lo cual os totalmento ereéneo. El
método de Euler hacia atrds GLS (8 = L.0) sélo se diferencia del ST-GLS en que ¢l primero in-
troduce en los términos residuales la derivada temporal y el segundo no (ver (4.114) con @ = 1.0
y (4:118)). Sin embargo la solucién con el método de Euler hacia atrds es mucho mejor (menos
disipativa) que utilizando el esquema ST-GLS.

Finalmente, en log ejemplos numéricos se demostraron las eapacidades de ambos métados para
solucionar las ecuaciones de Navier-Stokes incompresibles en régimen laminar, tanto si existen
o no fuerzas de rotacion. En geneval lag soluciones obienidas son similares n log resiltados de
tipo numdrico y experimental existentes en la literatura,



Capitulo 5

Turbulencia

5.1 Introducciéon y objetivos

Hasta @l momento se propusicron dos esquemas para golucionar por o métado do los elamentos
finitos las ecuaciones de Navier-Stokes incompresibles en régimen laminar. Sin embargo, on
la realidad la mayorfa de problemas ingenieriles requioren ln similacion de flujos a muy altos
niimeros de Reynoldg, gue por lo general son de cardcter turbulento,

A pesar de los iltimos avances en la tecnologin de computadores, los flujos turbulentos no
pueden caleularse de una forma exacta. La turbulencia se supone regida por los principios de
la mecdnica de medios continuos, debido a que lag esealas de longitudes mis pequenas de los
fujos turbulentos gon mucho mayores que las escalas moleculares. Las ecuaciones exactas que
deseriben al flujo turbulento (ecuaciones de Navier-Stokes) pueden ser simuladas numéricamente
como se expuso en el eapitulo 4, Sin embargo, la capacidad de almacenamiento y la velocidad
de los ordenadores actuales no permiten la simulacién de ningdn flujo turbulento con alguna
importancia prictica. La razdn para ello es que la turbulencia presenta Huctnaciones mucho
mas pequenas que el dominio de flujo, Los vérlices mids pequenos sélo podeian caplurarse
con tamafios de malla de b = 31 [MP94]. Bl nimero total de nodos en 3 dimensiones seria
entonces del orden de =%, §i v = 107%, lo cual es razonable para aplicaciones industriales,
se necesitarian entonces alrededor de 10" nodos, En estos momentos los superordenadores son
capaces de trabajar con un orden de 10% nodos, y se espera que en el signiente siglo se llegue a
107

En el presente mpl't.uln no e pretende deseribir el fendmeno turbulento desde el punto de vista
ffsico, sino presentar varios modelos basados en la descomposicion de Reynolds [WlIQJ MPO4,
Rod&0, Marg6], y plantear una esirategia numérica para su golucion. Es decir, en ningiin mo-
mento se pretende cuestionar o no la validez fisica de los modelos implementados numéricamente,
gino estudiar la convergencia y robustez del método de elementos finitos planteado para su
solucién. La capacidad para reproducir fendmenos turbulentos reales de los modelos implemen-
tados se demostrard en los ejemplos numéricos al final del capitulo. Para un esindio desde
el punto de vista fisico de la turbulencin, @l lector puede consultar las signientes referencins
[TL83, LMC92, Red93]. Un enfoque mids matematico se presenta en [Cho75). Una breve histo-
ria del desarrollo de los modelos turbulentos puede consultarse en (Wil3, Red93]. Otras formas
de simular la turbulencia no clisicas (no basadas en las ecuaciones de Reynolds), como son los
modelos tipo LES (“Large-eddy simulation”) introducidos por Deardorff [Dea?3] o la simulacién
directa DNS (“Direct Numerical Simulation”) no se tratardn en el presonte trabajo, aungue un
modelo sencillo tipo LES s¢ deseribe en el marco de los modelos clisicos de "Cero Eciaciones”,

a7
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Lag referencias [BIR83, BRSI, Spedd, VOB3) pueden consultarse acerca de los modelos tipo
LES. En [MP94] se puede consultar acerca de la simulacién directa,

Finalmente, se plantean modelos que tienen en cuenta la rotacion del sistema de ajes (mjes
no inerciales). Es conocido que la hipétesis elisica do Boussinesq [G893], sobre la cund se basan
la mayorta de modslos turbulentos que se aplican en la prictica, es incapaz de reproducir flujos
turbulentos con fuerzas de cuerpo importantes como las que se generan debidas a la rotacidn,
teniéndose por consiguiente que recurrir a modelos que eviten de alguna manera dicha hipdiesis,
simulando directamente las componentes del tensor de Reynolds [G593, Spedi),

5.2  Ecuaciones de Reynolds

Liats ecuaciones que gobiernan el flujo incompresible en un cierto dominio 2 so las veuaciones de
congervacion de masa y momento (ecuaciones de Navier-Stokes), Estag se eseriben como sigue:
Jongervacion de momento:

U 1
k(U -VU = W+ (wew)+r eng (5:1)

Conservacion de masa:
VU=0 en( (65.2)

con las condiciones iniciales v de contorno requeridas, las cuales no son importantes para la
signiente exposicion. Eu las scuaciones anteriores, U es el campo de velocidades instantineo,
g la densidad del fluido, P ¢l eampo de presiones instantineo, ¥ la viscosidad cinemdtics del
fluido y F' el campo de fuerzas de enerpo instantdneas, en las cuales pueden incluirse la fuerzas
debidas a la rotacion (fuerza de Corialis y fuerza contrif ign). Como se menciond anteriormente,
lag ecunciones anteriores no pueden ser resueltas numéricamente para flujos turbulentos. Sin
embargo, para la mayoria de problemas ingenieviles no es necesario conocer exackamente las
velocidades y presiones instantaneas del flujo, siendo suficiente obtener una aproximacion de sus
valores medios tanto en al tiempo como en el eapacio. Por consiguiente, se adopta un método
estadistico, el cual se basa en el concepto de valores medios de las variables del flujo, sugerido
por Osborne Reynolds en 1895 (hipdtesis de Reynolds). Las tres formas de tomar la media
estadistica en el Ambito de la investigacién acerca de los fendmenos turhbulantos som: La media
temporal, la media espacial y la media de experimentos (“ensemble averaging™),

L media temporal es apropinda para turbulencia estacionaria, esto es, un flujo turbulento
que, en media, no varfa con el tiempo. Para tal tipo de flujo, 1a media de ina variable instantines
Uz, t) se define como:

1 tyd
w(z) = lim - Ula, 1) dt 5.
( ) _J_!Lm FJ., /h? (:1'-, ) l'lf {L?I I!)
La media espacial es apropiada para la turbulencia homogénea. Esto ocurre en un flujo turbu-
lento que, en media, es uniforme en todag las direcciones. La media espacial se define entonces
como;

H(t) = Jim ,‘17 f‘ Ule,t) 4V (5.4)

Ve

La media de experimentos (o media estadistica) “ensemble averaging” s la mds general. Esta os
la media de N experimentos idealmente idénticos. Si se define U(z, ) = U,(®,t) en ol n—ésimo
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experimento, ln media de experimentos se expresa comao:

N
1
) = lim — U 3 5.5
ul@, 1) NB&:NI?__, w(mit) (5.5)

Para un flujo turbulento que sea homogéneo y estacionario, se supone que las tres mediag son
iguales (hipotesis ergodica). En el presente trabajo se referird siempre a la media eatadistica
(5.5), considerando las variables del flujo como variables estadisticas Ins cuales puede escribirvse
como la suma de su valor medio mds una fluctuacion aleatoria. Bl campo de velocidades y
presiones instantdneas pueden ser expresados entonces como;

U = utu (5.6)
P = ptyp (5.7)

donde las variables u y p son las medias de las respectivas variables U y P,y »' y p' las fuctua-
ciones aleatoriag. Introduciendo la descomposicién de Reynolds (5.6)-(5.7) en las ecuaciones de
momento y continuidad (5.1)-(5.2) y tomande la media de estas iltimas se llega a lng sipuientes
EXPTERIONes:

Vou'=0 (5.8)
Vw0 (5.9)
% £ (u V= -})V]} + V. (20 E(u) - wWRW) + f (5.10)

donde f = F « ' o8 In media de las fuerzas de cuerpo, y el término
r=—pu Bu (5.11)

es el tensor de Reynolds o tensor de tensiones turbulentas, De aqui en adelante nna linea sobre
la variable indica el valor medio estadistico de la misma, Por gjemplos

[
WEW = Jm Plu @) (5.12)
El tensor de Reynolds debe ser modelado de alguna manera para cerrar el sistema de ecunciones
(5.9)-(5.10) (la ecuacién (5.8) ya fue usada para obtener (5,10)). La propuesta mis antigua para
modelar las tensiones de Reynolds se debe a Boussinesq (1877), quien introdujo ¢l concepto de
viscosidad turbulenta (“eddy viscosity™). Dicho eoneepto supone gue las tensiones turhulentas
son proporcionales a el gradiente de las velocidades mediag, Esto os:

T 2

T B - 2k 1 5.13

v ¢ E(u) i (5.13)
donde 1y es la viscosidad turbulenta y & la energia cinética de las fluctuaciones definida comao
(cde aqui en adelante se utiliza la notacién de Einstein, indices repetidos suman):
1
2

Cuando la ccuacion (5.13) se introduce en la ecuacién de Reynolds (5.10), k puede incluirse en el
término de presion y por consigniente no se necesita su determinacion; s6lo es necesario ealeular

k= = (uul,) (5.14)
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la distribueion de . La viscosidad turbulenta no es una propiedad del fluido, sino que dopende
del estado de la turbulencia.  El concepto de viscosidad turbulenta se concibié por analogin
entre el movimiento molecular y ol movimiento turbulento. Los virtices turbulentos (“turbulent,
eddies”) se ponsaron como particulas de fluido las cuales, como las moléeulas, colisionan ¢
intercambian momento.  La viscosidad molecular es proporcional o la velocidad media y al
camino medio libre entre moléeulas, y la viscosidad turbulenta se considerd proporcional a una
velocidad caracteristicn del movimiento fluctuante y a una eseala de longitud tipica de éste, la
cnal Prandt] llamé longitud de mezcla. Dicho argumento tiene algunas objeciones, por ejemplo,
que los vortices turbulentos no son cuerpos rigidos, mas el concepto de viscosidad turbulenta
funciona bien en la prédctica. Por consiguiente la viscosidad turbulenta puede ser expresada
como:

w oo VI (5.15)

donde V es la mencionada velocidad caracteristica del movimiento fAluctuante y L la eacala de
longitud tipica de éste. La forma en que V' y L se determinan es Ia principal dilerencia entre
los modelos turbulentos, teniéndoge entonces los Nlamados modelos de *Cero Benaciones” en los
cunlos ambos parimetros se calculan en base a ecnaciones empirieas o explicitas, los modelos
de “Una Eevacién™ los cuales caleulan V resolviendo una ecnacion diferencial, v los modelos
de “Dos Ecuaciones” en log cuales tanto V como L se obtienen & partir de la resolucion de
sendas ecuaciones diferenciales. Todos los anteviores modelos estin basados en la hipdtesis de
Boussinesq (5.13), la cual es incapaz de reproducir los ofectos generados por fuerzay de cuerpo
debidas a la rotacion [GS!}H]. Por lo tanto, se debe recurriv a modelos que de algung manera
obtengan las componentes del tensor de Reynolds obviando dicha hipétesis. Un resumen mis
detallado de los diferentes modelos de turbulencia puede consultarse en [Rod80, Mar6, Spedl].

A continuacién se exponen los modelos de “Cero”, “Una” y “Dos” ecuaciones implementados
en ¢l presente trabajo. Todos ellos se basan en la hipotesis de Boussinesq (5.13). También
se exponen dos modelos que simulan directamente las tensiones de Reynolds los cuales fueron
implementados con el fin de tener en cuenta las fuergas de cuerpo generadas por la rotacién del
sistema de ejes (fuerza de Coriolis y fuerza Centrifuga). Estos son del tipo ASM (“Algebraic
Stress Models” ), y caleulan cada una de lag componentes del tengor do Reynolds mediante una
eenacidn algebraica que depende bisicamente de los gradientes de la velocidad media u y de la
energla y disipacidn turbulentas.

5.3 Modelos de Cero Ecuaciones

Estos modelos suponen que la turbulencia se disipa en el mismo lugar donde se genera. No ufi-
lizan ecuaciones para transportar lag cantidades turbulentas, y se basan en el concepto de viscosi-
dad turbulenta. Especifican dicha viscosidad por medio de experimentos o férmulas empiricas.
En el presente trabajo se implementaron los signientes;

5.3.1 Maodelo de longitud de mezcla

Este fue el primer modelo que deseribio Ia distribucién de 1a viscosidad turbulenta [Rod80], y por
comsiguiente el primer modelo de turbulencia propiamente dicho. Fue introducido por Prandt]
[Pra25] on 1925 y se conoce como la hipétesis de longitud de mezeln de Prandt]l, Este poatiild quie
la velocidad caracterfstica V (6.15) era proporcional al gradiente de la velocidad media por una
longitud de mezcla l,. El modelo se basé en la observacion de las capas de cortante donde sélo
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ge tiene una tension turbulenta importante y una sola componente del gradiente de velocidad.
Una explicacidn detallada se puede consultar en [Rod80, Sch69]. La hipétesis de Prandt] en dos
dimensiones es entonces:

Vo L |ty (5,16)

donde wuy es la componente de la velocidad en diveceidn al flujo y 1a 2 es la direccion perpendicular.
La extension directa a un caso general es por lo tanto:

Vo=l /2 E(0): E(u) (5.17)

Con esta relacidn y a partir de (5.15) la viscosidad turbulenta puede expresarse entonces como:

v =Cl\J2E(u): E(u) (5.18)

donda €7 s la constante de proporcionalidad en (5.15).

La longitud de mezcla 1, se especifica mediante férmulas empiricns en algunas aplicaciones,
dependiendo del tipo de flujo. Algunas de ellas pueden cousultarse en [Rod80, Mar86]. En el
pesente trabujo [, se considera constante, o puede ser calenlado segin la rmula de Nikuradse
[5ch69], Ta eual funciona bien para flujo desarrollado en ductos (canales, tubos, ete.). Esta es:

tm ™ : [TRE Wy = i
=014 - 0.018(1 ﬁ) 0.06(1 = ) (5.19)
donde R es una distancia caracteristica del dominio de Aujo (el radio del tubo, la altura media
del flujo en canales a presidn, o la altura total del flujo en canales abiertos), e y es la distancia
a la superficie sélidad (pared).

5.3.2 Modelo de Smagorinsky

Bl modelo de Smagoringky es un easo sencillo de los modelos tipo LES (“Large-eddy simulation”).
Dichos modelos infentan resolver el movimiento de las esealas mayores de la turbulencia (vortices
grandes) por medio de una malla que pueda ger resuelta con la capacidad computacional nelinl,
y modelar las escalas pequefias que no pueden ser eapturadas con dicha malla,

Smagorinaky propuso que la viscosidad turbulenta depende del tamano del la malla mediante

la signiente expresion [SmaG3):
v = Ch*\/2 g(u): £(u) (5.20)

donde € s una constante que debe ser del orden de € = 0.01, v h ¢l tamagio del elemento en
cuastion.

Aungue conceptualmente el modelo de Smagoriusky y el de lon gitud de mezela son diferentes,
81 56 comparan (5.20) y (56.18), se observa que este modelo es similar al de longitudd de mezela
propuesto por Prandtl, tomanda {,, como el tamano del elemento.

5.4 Modelos de una ecuacién

Los modelos de cero ecusciones no tienen en cuenta los procesos de transporte convectivo v difu-
sivo de la turbulencia, los cuales son muy importantes en flujos que se desarrollan ripidamente,
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y ¢n flujos recivenlantes. Adicionalmente, especificar la longitud de meszcla Ly, ¢s muy dificil en
flujos complojos.

En el modelo de una ecuacion presentado a continuacion, se éscope como la velocidad cur-
acteristica de las fluctuaciones la raiz cuadrada de la enorgia cinética turbulenta (5.14), y se
desarrolla una ecuacién diferencial para la misma, con el fin de tener en cuenta el fransporte
convective v difusivo de dicha variable,

5.4.1 Modelo k&

La escala con mas sentido fisico para caracterizar la velocidad de las fluctuaciones es vk, debido
a que la energfa se concentra principalmente en los vortices grandes. vk es entonces una escala
de velocidad apropiada para el movimiento turbulento de las escalas grandes, v por lo lanto
del flujo medio, La expresion pars la viscosidad turbulenta on funcidén de b e infroducida
independientemente por Kolmogorov [Kol68] y Prandt] [Prad5]; ésta es:

= CovVkL (h.21)

donde € es una constante empirica (en general se toma como 1.0). Si se resta la ecuacién
exacta de momento (5.1) de la ecuacidn de Roynolds (5.10) se obtiene la siguiente ecuacion de
momento para las fuctnaciones:

o ' . , I ,
L(u') 5 H (- Vu ok (u' Viu' + (- V)u
+%Vp' ~ V- (2v E(u') - %v‘f—f’=ﬂ (5.22)

Tomando el producto escalar w' - L{u'), teniendo en cuenta que w'« f' = 0 (esto es cierto en el
caso de que F' = [+ ' s6lo incluya las fuerzas de rotacion y las gravitacionales, ya que entonces
F'=wxu yes obvio que w' - (w % w') = 0), introduciendo la definicién de la energin cinética
furbulenta (5.14) y tomando la media de la ecuacion resultante se obtiene la ecuacion diferencial
para ki

ajﬂ A K “f 5 duf pf ; —_—
a (w:V)k = =V. (uf gt -;J)) - 2uu! - (V- E(u’))
~(Weu) Vu-wel): g (5.23)

El primer término del lado izquierdo es la variacién temporal de k, el segundo es el término
de transporte convectivo, los dos primeros términos del lado derecho son el transporie difusivo,
el tercero es el término de produceién de turbulencia Py, y ¢l viltimo término es la disipacién
de Ia energia turbulenta debida a la viscosidad, En (5.23) se introdujeron nuevas correlaciones,
las cuales deben modelarse con el fin de tener un sistema de ecuaciones cerrado; El término de
produceidn

P.=1/pr :Vu (5.24)

ge modela con la hipdtesis de Boussinesq (5.13), y teniendo en cuenta la incompresibilidad del
flujo, quedando entonces como:

Py = 2uy E(u) @ £(u) (5.25)
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El Aujo difusivo de & se supone proporcional a su gradiente [Rod80, MarB6]:

AT AN
_MJ'('“ 2“ + ‘F) ~ ;E_:._!v;ﬂ (ﬁ.:!ﬁ)

donde ey 08 una constante empirica, y o8 fheil comprobar gue:
- (V- E(w)) = vAk (5.27)

Fl término de disipacion £ = :2;;_6'@?5'@5, por argumentos de tipo dimensional y teniendo en
cuenta que la velocidad de digipacion de la energin os gobernada por el movimiento de las escalas
grandes (aungue la digipacion se lleva a cabo en los vortices pequenos [Rod80, Mar86, Red93]),
se modela como:
/2
=y = (5.28)

donde ¢y o8 otra constante empirica, La ecnacion diferencial para la energia cinética turbulenta
so eseribe finalmente como:

dk 5 i 7
B +(u V)k= P —Cp——+ v (—'

x . FI! i
T = Vk) + vAk (5.29)

P es el término de produccion (5.24). Finalmente las ecnaciones de Reynolds (5.9)-(5.10) con
la hipétesis de Boussinesq (5.13), la definicién de # en (5.21) y la ecuaciin pari la energin
cinética turbulenta (5.29), forman un conjunto cerrado de ecuaciones para gimular log flujos
turbulentos. Sin embargo, este modelo de una ccnacion atn tiene el inconveniente de que la
longitud caracteristica L debe ser determinada de fGrmulas empiricas o experimentacion, lo cnal
no es feil para problemas ingenieriles reales. De aqui nace la necesidad de enconbrar Eamibién
una ecuacién que deseriba el transporte de L en ¢l flujo, como se verd a continuacién en los
modelos de dos ecuaciones.

Bl modelo de longitud de mezcla puede verse como un ciso particnlar del modelo k. Si on
(5.29) se desprecian todos los términos excepto el de produecion y el de digipacién (la energia
so disipa donde se produce) se obliene:

k.’i;‘ﬁ
2 Elu) : E(w) =Cy T (5.30)

Despejando k de (5.21). reemplazande su expresion en la ecnaei6n anterior y despejando v se

[lega a
H]
. (%{_:)*;},/-z () E(w) (5.31)

L anterior ecuacion es exactamente ignal a la del madelo de longitud de mezcla (5.18), si se
redefine en esta dltima € = (C} QM3 v b o= L,

5.5 Modelos de dos ecuaciones

Clomo se menciond en el apartado anterior, los modelos de una eenacion adn presentan el in-
conveniente de definir & en una forma empirica, lo ¢ual no slempre os posible para flujos com-
plicados como los que se fienen en problemas reales. Los modelos de dos ecuaciones obtienen
la distribucion de escalas para L resolviendo una senacion diferencial para alguna combinacion
2 = OKMLP (C congtante). A continuacién s¢ presentan varios modelos de este tipo,
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5.5.1 Modelo k — ¢

Este modelo es el mds usado én Ia practicn. Consiste en obtener nna ecnacidn diferencial para
la disipaciin turbulenta definida comao:

g=2E(u'): E(u) (5.32)

con lo enal L queda definida por (5.28).

Para obtener la ecuacion de transporte para £ se realiza el producto esealar 2v £(u')
E[L(MJ'}), se toma la media de la ecuacién resultante, y después de algunas suposiciones como
lag hechas para & [RodB0, Mar86, Spefl|, se obtiene la signiente ecuacidn diferencial para la
disipacidn turbulenta:

o +(u:V)e=C £ Py=0 5 + ¥ (H—tVF) + vAe (5.33)
ot R ey o " : D
donde og, Oy y Uy son constantes empliricas y F el Wrmino de produceidn definido en (5.24),
5i se combinan las ecuaciones (5.21) y (5.28) (tomando Cp = 1.0) se obtiene,

L2
Hi = C"p? (6.84)
ademids de (5.28),
p8/2
Li=C = (5.35)

Las ecuaciones de Reynolds (5.9)-(5.10), junto eon la hipdtesis de Boussinesq (5.13), las ecua-
ciones para k (5.29) y £ (5.33), y las expresiones para 1 (5.34) y L (5.35), forman un conjunto
verrado de ecuaciones diferenciales a las cuales se les debe adicionar una serie de condiciones
injeiales y de contorno adecnadas (sobre las condiciones de contorno se tratard mas adelante),

El modelo k — & estédndar fue introducido por Launder y Spalding [L574] en 1974, y ha sido
amplianmente ugado y comparado con resultados experimentales. Las constantes del modelo han
sido calibradas [LS74, Rod80, Mar86, MPP04] mediante experimentacién, y 86 presentan en la
Tabla 5.1.

Cyp Coy Cq op o
000 144 192 1.0 1.3

Tablr 6.1, Valoves do las constantes pava ol modolo b — £

El modelo k=« estd limitado para altos mimeros de Reynolds, debido a que sélo involuera una
veloeidad caracterfstica y una escala de longitudes para el movimiento turbulento. Por lo tanto
el modelo supone que 1 ey igual en todas lag direcciones {turbulencia islropa), lo cual es vilido
solo cuando los virtices méds pequenos (donde acurre la digipacion) son lo suficientemente chicos
para que la anisotropia del flujo media (vortices grandes) desaparezen, Esto es cierto para altos
niimeros de Reynolds. Sin embargo, cerca de las superficies solidas donde los efectos viscosos son
muy importantes la posible isotropia del flujo desaparece. Por consiguiente, este tipo de modelos
deben ser acoplados con alguna metodologin para la regién cercana a lns paredes (superficies
solidas), lo cual serd expuesto mds adelante, Algunos autores introducen modificaciones al
madelo con el fin de hacerlo més adeeuado para bajos nimeros de Reynolds y para modelar la
#ona cercana i las paredes [Spedl, Wil93).
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5.50.2 Modelo k —w

A continuacion se presenta el modelo de dos ecuaciones k — w, donde b es la enerpla cindtica
turbulenta v w se define como la disipacidn por unidad de energia cinética, La ccuacidn de
transporte para w ha tenido varias transformaciones debidas a diferentes antores. Una breve
historia de su desarrollo puede ser consullada en [Wil93], Bl modelo aqui presentado es ol
mds probado, y fue presentado por Wilcox en [WiB8], La ecuacién diferencial que describe Ia
distribueién de w en el dominio de flujo es la siguiente:

'Zi;’ + (- V= C, ‘?1 — Ot + 9 (giw) + vAw (5.36)

donde P, es el términe de produceidn definido en (5.24), y 14 v L vienen dados por las signientes
expresiones [Wil93):

ko
. 5.
14 = (5.37)
L1/
b = e 5.3
5 (5.38)
Ademis, igualando (5.34) y (5.37) se abtiene;
¢ = Cuwk (5.39)

Las ecuaciones de Reynolds (5.9)-(5.10), junto con la hipdtesis de Boussinesq (5.13), las ecuas
ciones para k (5.29) y w (5.36), y las expresiones para iy (5.37) y L (5.38), forman un conjunto
cerradlo de eenaciones diferenciales o las enales se les debe adicionar una serie de condiciones
iniciales y de contorno adecuadas,

Las constantes del modelo han sido ealibradas [Wil03] mediante experimentacion, y s¢ pre-
sentan en la Tabla 5.2,

Cu Cul Cuz ox oy
0.00 5/9 :V-‘lu 20 2.0

Tabla 5.2, Valores de las constantes para ol modelo b = w

Los modelos k — ¢ y b —w no son completamente andlogos en el sentido qua para obtener
la ecuacion para w (5.36) no basta reemplazar la expresion para € en funcidn de w (5.39) en la
ceuncién para £ (5.33). Sin embargo, para la obtencidn de (5.36) se hacen hipdtesia similares
que para (5.33).

Ambas variables, tanto £ como w, se hacen singulares en los contornos sdlides, sin embargo
hay evidencia computacional que sugiere ung mayor robustez del modelo & = w para infegrar
hagtya las paredes del dominio [WilQS, WHBB]. Fate Lema sord retomado mids adelante on ol
tratamiento de las condiciones de contorno, y en los ejemplos numéricos al final del eapitulo.

5.5.3 Modelo k& — kT

Este modelo fue introducido por Zeierman y Wolfshtein (1986) [ZWS6]. 7 es la escala de tiempo
integral, k7 se define comon

If Ri(w, t;t') a’ (5.40)
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donde 1 y t' se vefieren al tlempo, y Iy es ¢l tensor de correlacion entre las fluctuaciones en el
mismo punto pero a diferentes tiempos. Fa deeir,

Ry (e, 4y =l 00 (e, b ¥ (5.41)

La energin cinética turbulenta es entonces:
1
k= v-‘zrﬂ,'i(m, ki 0) (5.42)

La principal motivacién para implementar este modelo es que la variable k7 no se hace singular
en lag superficies sélidas como ocurre con € y w, no teniéndose por congiguiente que implementar
condiciones de contorno especiales (mas adelante se tratari el tema de las condiciones de contorne
para £ y w).

La ecuacion diferencial para kr se presenta a conbinuacion [Wild3]:

. k
H(g;) 4 (- V)(kt) = Cry (—g-lm ~ Crak + V- (;:ffr-v(k'r)) +uA (k) (0.43)

Las constantes del modelo se presentan en la Tabla 5.3.

G,ta Cri Cya dh Ty
0.09 0173 0225 146 108

Tabla §.3. Valores de las constantes pura el modelo k = br

La viscosidad turbulenta viene dada por:
= C’;:kT (ﬁ-dd}

cle ﬂl;'ullrlﬁ‘

Yy L=akr (5.45)

k
£ == =
T Tt

5.6 Modelos de tensiones algebraicas

Todos los modelos presentados hasta el momento ge basan en la hipdtesis de Boussinesq (5.13)
para caleular el tensor de Reynolds (5.11), siendo por lo tanto incapaces de reproducir fujos
Lurbulentos con fuerzas de cuerpo importantes como las debidas a la rotacion [GS93, Spedi].
Para cada una de las tensiones turbulentas puede obtenerse una ecuacién de transporte tomanedo
el segundo momento de la ecuacion de momento para las fluctuaciones (5.22), esto os:

(w'e L(u’])ﬁ + (e Lcu.f)) (5.46)

Ji

donde (-);; se refiere a la componente 4j del respectivo tensor, La ecuacion de transporte para
la componente 7y; del tensor de Reynalds es enfonces [(3893, Spedl]:

ar; o, i du AClik
il O i 0 o EOh L T g e el e A
3 T oy TG o Pt 9 e +van (5.47)
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[ - —

donde 1y se refiere a las componentes del enmpo de velocidades medias, v os la viscosidad
cinematica del fluido y:

b o' ﬂﬂi "
My = ;f(;h_ﬁ-‘_,m) (5.48)
N LTI 5 e
gy WA Oy Oy, (5.49)
Cige = w i ju' +p’ﬂ.i‘;:‘i‘.ﬁ_. b p' b (5.50)

son lag correlaciones de presién-velocidad de deformacion, de disipacién de energia, y la cor-
relacion difusiva de tercer orden respectivamente. 8 es la delta de Kronecher, Resolver las
scuaciones de transporte para cada una e las componentes del tensor de Reynolds, acopladas
can las ccuaciones de Reynolds (5.9) y (5.10), es lo que comiinmente se llama modelos de cierre
de segundo orden, Ademds del alto eoste computacional que esto conlleva (lag vounciones son
fodas no lineales, acopladas y en 3D so tienen seis componentes del tensor de Reynolds), ain se
deben modelar los términos de tercer orden.

Sin embargo, si s¢ toman una sevie de suposiciones sobra el tensor de Reynoldy y cl lujo
turbulento, se puede legar a los lamados modelos algebraicos, los euales involucran mis fisica
gue las modelos de basados en la hipdtesis do Boussinesq [G593, Spedl].

5.6.1 Modelo de tensiones algebraicas regularizado

Eate model desarrollado por Gatski y Spesiale se tomé de (G893}, En dicha referencia se
demuestra su efieacia para tratar con fuerzas de enerpo debidas a sistemas en rotacion.  El
maodelo es ¢l siguiente:

iy 604tk
po B4t 6077 4 607

Ll L] L] L] 1 T kg
[“‘Jij + (SR W+ SHWE) — 2053k, — 5-5&5“5«':‘]] (5.01)

donde o = (Op — ':}[]ﬂC-':l - 2)

St = 3a7(2 = Ca)Sy (5.52)
Wi = s97(2 = Cy) [Wij e (%‘I:'%)t‘.mf‘um] (5.58)
n=(855), ¢=(W5Wj) (5.54)
¥
1 B =1 k
g = (EGH + ?k- - l.) y HEE (5.55)

donde P, es el término de produceién definido en (5.24), & la energia cinética turbulenta y e
ln disipacién turbulenta, las cuales se determinan de sus respectivas ecuaciones de transporte
(5.20) y (5.33). W 68 la componente m del vector de velocidad angular de rotacion w, y em;i
lag componentes del tensor de permutacién. Sjy y Wiy estin dados por:

10w Oug
e 1 = wa | —— .,,_,.J. ¥
% 2 (B;f::, + dy ) (5.66)
1 iy Ou
= el aanl
W;J 2 (Eiu;j 5:}:, ) (5-57)
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Las constantes del modelo para turbulencia bidimensional se ealibran mediante un modelo de
segundo orden (ver [GS93]) y son:

O, =680, Cy =036, Cy=125 Cj=040, yg=0.233 (5.58)

Aungue este modelo de tensiones algebraicas explicito es un modelo de dos ecuaciones, incorpora
mig figica que el modelo k—£, ya que es consistente con los modelos de cierre de segundo orden an
el limite de finjos turbulentos homogéneos en equilibrio [G593]. Al final del capitulo se presentan
algunos resultados numéricos utilizando este modelo.

5.6.2 Maodelo implicito de tensiones algebraicas

Este se basa en la suposicion de Rodi [Rod80] de qua el transporte de 7y es proporcional al
transporte de k, siendo el factor de proporcionalidad —7;; /k (el cual no es constante). Fsta es una
buena aproximacion cuando la variacin espacial y temporal de —7y;/k es pequeiia comparada

con la variacién de —7i;. Bl modelo de tensiones algebraicas que se obliene os [BAY4]:

T2 (1 -r:;;)!:-*- (L-ez) k o 2, Eip
P —3’\"'1[1 L:L—(;l_,:]).\li- %—(l—g:])ftP : fIll'” (ﬂ-ﬁﬂ)
donde
1
P = {7 Vut(r Vo) 5.60

I ¢s el tensor identidad, y nuevamente k y £ se obtienen de sus respectivag ecuaciones de
transporte (5.29) y (5.33): Es claro que para obtenor = de (5.59) se debe implomentar algin
esquema de Lipo iterativo, En el presente frabajo se realizan sustituciones sucesivas hasta
cumplir (5.59) (el valor inicial de T se obtiene utilizando la hipotesis de Boussinesq),

5.7 Condiciones de contorno

Las variables de digipacion turbulenta £ y w s¢ hacen singularves en losg contornos sélidos (la
digipacién tiende a infinito cerea a las paredes). Aunque existen metodologins para integrar
estos modelos hasta los contornos sdlidos, en general éatas son complicadas o requieren mucho
coste computacional (mallas muy finas cerca a las paredes). Debldo a ello, para la mayoria de
problemas priacticos se integran las ecuaciones hasta una distancia § a la superficie sélida, y se
prescribe la muy conocida ley de pared en los nodos cercanos a dicha superficie.

5.7.1 Ley de pared

La ley de pared se deduce a partic del modelo de longitud de mezela, suponiendo que cerea a
una superficie sélida Ly, (5.18) estd dada por [Rod80, Spedl, MarR6, Wil93);

lm =y (5.6'1 )

donde y es la distancia a la pared y g = 0.4] la constante de von Karman, La ecoacidn anterior
junto al modelo de longitud de mezela para @l cago de flujo de cortante puro:

g du
=1 ||

d (5.62)
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(1 8 la componente de la velocidad paralela a la pared e y la diveccién perpendicular a la paved)
y la suposicién de que la tensién de corte es constante en la region cevcana a la superficie sélida,
resultan en la celebrada ley de pared:

u' = lln yt+ € (5.63)
K
donde O = 5.5 &5 una constante,
ut =2 (5.64)
Us
¥
o Wi

i (5.65)

L
w, o8 la lamada velocidad de friceidn, 1y es la norma de 1a velocidad tangente a la pared w. y
la distancia normal a la pared y # la viscosidad cinemitica del fluido. La tensidn de corfe en la
rogidn cercana a la pared viene dada por:

oy = —pul (5.66)
L]

Entonces dado w;, y y v, se obtiene u. de (5.63) utilizando wn esquema iterativo (Newton-
Raphson en ¢l caso del presente trabajo), para luego calenlar oy de (5.66) y aplicar dicha
tension al fluido (luego se recalenla el eampo de velocidades, y por lo tanto uy, y se repite hasta
convergencia),

La aunterior ley de pared compara muy bien con resultados experimentales de flujo en tubos
y canales para 30 < ¢t < 100 (ver [Sch69] para mds detalles). Para el caso y™ < 30 s¢ supone
up = uy" [SohB6].

En la region cergana a las superficies sdlidas, prevalece el equilibrio local. Ello implica gque
P = ¢, lo cual, junto al perfil logaritmico de velocidades (5.63), lleva a [Rod80, Marg86, Wildi,
Spedl]:

u?

K g (5.67)
\/ it

donde €, es la misma constante que en el modelo k- ¢ (Tabla 5.1), Igualmente se obtiene para
la disipacidn turbulenta £

]
it
£=—
KU
donde muevamonte y es la distancia perpendicular a la superficie adlida.

A partiv de las anteriores expresiones, y de la relacidn entre £ y w (5.39), se tiene que en la
region cercana a las paredes:

(5.68)

tha
= 5.69)
VCury (
Igualmente para kr se tiene de (5.45):

kr = ﬂ!i (5.70)
Cr‘",

Obsérvese que para este iltimo modelo se puede utilizar y = 0 (3¢ tendrin entonces by = & =0
ant las paredes),
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5.7.2 Integracién hasta la pared

En [Wil93] se demuestra que el el maodelo & — w tiene solucidn para w arbitrarvio sobre la pared
(I6gicamente k = 0 en las superficies solidas). Esta ventaja se utiliza para tener en cuenta
condiciones de rigosidad en las superficies solidas. La condicién de contorno sobre w presentada
en [Wil93] se escribe como:

2
W= l:-}Sm para 3 =0 (5,71)
dlonde
[ s0/kp)E kf <25 :
domde,
- o '”i'dlkn F o
A'H. W (LL?!”

siendo kg la altura de Ia rugosidad de la pared. La relacidn (5.72) compara muy bien con log
dutos de Nikuradse hasta valores de kj, = 400. Ademds se tiene evidencia de que (5.72) funciona
bien para Qujos separados, los cuales violan las hipdtesis de la ley de pared.

Para el modelo k — k7, las condiciones de contorno sobre la pared son trivialod, & = 0, por
lo tanto kr = 0. En el caso del modelo k = £ la situacién s mds complicada, y se fiene que
racurrir a modelos k — £ para bajo mimero de Reynolds [Wild3], los cuales introducen funciones
de amortiguamiento para los coeficientes del modelo. En este frabajo no se implement6 ninguno
det estos modelos,

5.7.3 Contornos con velocidad media impuesta y contornos libres

i los contornos con velocidad media impuesta se imponen condiciones tipo Dirichlet tanto en
k como en la segunda variable turbulenta (g, w o k7). Lo anterior se hace bajo la suposicion
de que estos contornos son ol limite entre el flujo con turbulencia homagénea {o turbulencia
ambiental) y ¢l flujo turbulento que se desea caleular,

En este trabajo se impone un valor para k en los contornos de velocidad tipo Divichlet I'p,
y s6 da un valor a L con el fin de imponer la segunda variable turbulenta al valor dade por
au respectiva relacién con k y L. En los confornos libres (tipo Newmann 'y ) se preseriben los
gradientes en la direceién normal al contorno de las variables burbulentas o cero, esto eq:

Vk:mn=10 (5.74)
Vern=0 o Vwn=0 o Vkr) n=0 (6.75)

5.8 Elementos finitos aplicados al flujo turbulento

En los apartados anteriores de este capitulo se presentd en forma breve algunos modelos fisicos
que deseriben de alguna manera los fendmenos turbulentos. A continuacién se plantea un es-
quema numérico basado en el método de los elementos finitos, para solucionar las cevaciones
que rigen el flujo turbulento.

Primero se planteard el problema por elementos finitos de eada una de las ecuaciones que
rigen el fAujo turbulento, para luego mediante los algoritmos iterativos adoptados, presentar la
solucion acoplada de las ecunciones que conforman el maodelo ntilizado,
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5.8.1 Solucién por elementos finitos de las ecuaciones de Reynolds

Resumiendo lo expuesio hasta el momento, el flujo turbulento se supons gobernado por las
eenaciones de Reynolds (5.9)-(5.10) con las siguientes condiciones iniciales y de contorno;

u= u,; en I'px(07) (0.76)
nelo+7t)= ty en I'y=(0T) (6.77)
w-n=tuy n-(d+r)g= b,
n-(etT)ge= 1z o0 'y x(0,7T) (5.78)
u(m,0) = wuplz) en Q= {0} (5.79)

donde §2 es el dominio de Aujo, (0,7) ¢l intervalo de tiempo, I' := 30 es el contorno de 12,
I'p es la parte de T donde se encuentra preserito el campo de velocidades 4w, (contorno tipo
Dirichlet), I'y donde se preseriben las tensiones a £y (contorno tipo Newmann), [y la parte del
contorno donde se encuentra prescrita la velocidad normal a uy, y las componentes tangenciales
de la fuerza a ¢y v bz (g, ¥ go son los vectores unitarios que definen una base local tangente a
['a en 3D), y 7 son las tensiones de Reynolds, De aqui en adelante se toma I'yy como la parte
del contorne donde se apliea In ley de pared. Por lo tanto u, =0y

L= 4 (5.80)
lg=or s (5.81)

giendo a; el vector de tensiones tangente a la superficie sélida dado por la ley de paved (5.66).
En ¢l caso que se utilice integracion hasta la pared, I'yy = @, y la superficie sdlida pasa a ser
parte del contorno de Diriehlet con u, = 0.

Las ecuaciones de Reynolds se discretizan exactamente igual que las do Navier-Blokes (ver
eapitulo 4), agregando los términos correspondientes al tensor de Reynolds, Esto es, se utiliza
la regla trapezoidal para la discretizacion temporal, y para la diseretizacion eapacial se utiliza
cualquiera de los dos métodos presentados en el capitulo 4 (elementos div-estables + S5UPG
+ DRS o GLS). El problema de Reynolds eserito en unos ejes no inerciales que rotan con una
velocidad angular w /2, discretizado en el tiempo utilizando la regla trapezoidal, se eseribe como:
Encontrar a"*! y p™*! para n = 0,1,2,3,,... N — 1 tal que,

urH--U = un
o(* 0AL

+ ("t D)t o ™ %w * (w x r])

-V (2@) gtl) 4 +M) 4 Vp" =g 0 (582)
Voutt =0 en §1 (5.83)

con 1/2 < # < 1y las condiciones de contorno:

u't = uw; en I'p (5.84)
n-(e+r)""= ty en I'y (5.80)

utl o =u,, nolo+ )" .g = 100
ae+r" -go= 1 en Ty (5.86)

donde como se menciond anteriormente, #; ¥ fp vienen dadas por la ley de pared en el easo que
esta sea ubilizada.
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=

5¢ puede observar que en el caso de utilizar la hip6lesis de Boussinesq (5.13), la ecuacion
(5.82) queda:

un+ﬁ —qyn

I
n+ : wlf [T T
p("_—l?ft + (u Vu"" +w xu +4mx(m:~<r])

-V (2(,“. + pay) E(u""'ﬂ)) 4 ypitl = gt en {1 (5.87)

con lo cual el problema semidisereto (5.82)-(5.86) es exactamente igual al problema semidiscreto
de Navier-Stokes dado de (4.95) a (4.99), sumando a la viscosidad dindmica del fluido la viscosi-
dad dinfmica turbulenta p, = pry, sumando a las tensiones reales o las tensiones de Reynolds
7, y redefiniendo ¢l término de fuerzas de cuerpo como:

fo= 1+ %pVh""'a (5.88)

Aqui cabe recalear que aunque matemdticamente los problemas son iguales, desde el punto de
vista figico en el problema de Navier-Stokes los valores de todas las variables son los instantdneos,
y en el problema de Reynolds los valores medios.

De lo anterior, el problema disereto de Reynolds (con la hipGtesis de Boussinesq) utilizando
alementos div-estables, SUPG y DRS es igual al presentado en (4.100), resmplazando p por
ji + pig, redefiniendo f, coma:

fo=f- fl-’w % (w % 1) — ?;;;w; (5.89)
¥, por consiguiente, redefiniendo la forma lineal {(») como:
l(v) = ]U - ff(w w (wx )] vd2+ / ity wdl
1§} 4 A
2
+ [ (g +tag) 0 ar+ f 2 k¥ -0 A9 (5.90)
Y a3

que es igual a (1.17) afadiendo el término de la energla einética turbulenta integrado por partes.
En ¢l caso de usar modelos de cero ecuaciones para obtener i, k no se conoce, por lo cual e
supone incluido en la presidn (se redefine p := p+ ‘f;pﬁ:), y lv) queda jgnal gue en (1.17).

De forma andloga, el problema discreto de Reynaolds (con hipétesis de Boussinesq) utilizando
ol método GLS es igual al presentado en (4.72), reemplazando p por a + g, y utilizando las
definiciones de f, y [(v) dadag en (5.89) y (5.90), respectivamente. Nuevamente, en el caso de
no conocerse la distribueion de k, se supone incluida en el término de presion.

Por tiltimo cabe anotar que para el cdleulo de los pardmetros 7 y 7 del método elementos
div-eatables 4 SUPG + DRS, y de los pardimetros v y 7 del método GLS, también debe
anadirse a la viscosidad cinemdtica v la viscosidad turbulenta 14 (es decir en donde aparezca v
se reemplaza por v+ w).

5.8.2 Solucién por elementos finitos de la ecuacién para k

El problema para la energla cinética turbulenta puede escribirse como: Dados u y 1y encontear
i tal que,

ik - k3 v .
i @ V)= P= O 4 ((v+ ﬁ)w«-) en % (0,7) (5.91)
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Fmp L vy

con lag siguientes condiciones iniciales y de contorno:

k=g en g = (0.7") (5.92)
Vk-n=0 onyx(0,7) (5.93)
fe(e,0) = k°  on §2 % {0} (5.94)

donde U = TpUT sy, Sobre 'y, g viene dado por la fineidn de pared (5.67), 0 g = 0 5i se
integra hasta la superficie sélida, Sobre I'p, la condieién de eontorno g es dado como dato de
entrada. [sta puede tomarse como un valor directamente proporcional a la Whlﬂcilt']m.l media
impuesta.

Como se observa en (5.91), la ecuacion para k se eseribe suponiendo la viscosidad turbulenta
dada, Como se vio en los modelos de turbulencia de nna y dos ecuaciones, en realidad dichn
variable depende de la misma energin cinética turbilenta k. Sin embargo, si ¢ no se supone
dado en el proceso iterativo para resolver & (la ecuacion para k es no lineal), se puede Hegar a
jener términos de difusién negativa, los cuales acarrean problemas numéricos fuertes ademis de
no tener ningin sentido fisico.

La ecuncidn para la energia cinética turbulenta (5.91) es del tipo conveccidn-difusion-reaccion
(2.49) con un coeficiente de difusion de v+ 14/op y un término de reaccién no lineal, el eual
piede ser linealizado utilizando el método de Picard como:

C Cuy e
= i o _ A =] " - 45
( 2 ) E(u): &(u)+4 H)k h (5.95)

donde el superindice i se refiere a la iteracion, y el tédrmino de produceidn Py se eseribid como en
(5.25) usando (5.34) para i, En el apartado 2,3 se demosird que para las ecuaciones de este tipo
la forma débil asociada es cosrciva si ¢l coeficiente de difusion y el de reaccién poseen el mismo
gigna, ¥ por lo tanto la aproximacion por elementos finifos es en principio posible (solo quedan
problemas menores de oscilaciones localizadas). Sin embargo la coercividad puede perderse si los
neficientes de difusidn y reaccidn son de signos contrarios (dependiendo de los valores relativos
entre ellos).

Claramente el coeficiente de difusién para la ecuacion de &k ea positivo (tanto » como 1
son positivos). Sin embargo el primer cocficiente del término de reaccidn (5.95) es negativo
(tanto k'~ como £ son positivos por definicion) y el segundo positivo. La idea es entonces dejar
constante el primer término de reaccién durante el proeeso iterativo para ealeular b (pasarlo a la
derecha como un término de fuerzas de cuerpo), v dejar s6lo como término de reaccidn la parte
positiva, Esta es la iden bisica pava los algoritmos numéricos que se presentaran mis adelante
para la goluecidn del Aujo turbulento atilizando modalos de una o dos ecuaciones, o modelos de
tensiones algebraicas (ASM).

Teniendo lo anterior en mente, la eenacién para & puede escribirse en forma linealizada como:

f),{:i A 14y A : Gl“ Pl gt A=1sY _ F
AL ((v+ a)w) | TJ(('\ F KR = A1) = By

en 02 % (0,7) (5.96)

donde 1y, u y Py estdn dados. A toma log valores de 0, [, —1 segin so linealize con los métodos
de Picard, Newton-Raphson o RHS respectivamente. El superindice i se refiere nuevamente a
I ileracion para vesolver (5.96) hasta convergencia en k.

La discretizacion temporal de la ecuacidn (5.96) afilizando el método de Buler haela atris
(8 = 1) se escribe como: dade k™ = k7 encontrar A" para n = 0,1,.., N = 1, para
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= 1,2, ... (hasta convergencia), tal que

kh-{-l.i — " L I kL
P e mpeth = 9 (04 2wt

At
-l-%i ((A+ Uknq»l.i'—lkﬂﬂ,t‘ = H\‘(Rn't'ln’-—l)?) =P, en §) (5.97)
1
con las siguientes condiciones de contorno:
k'u-i-l.t =g en [ (5‘)8)
VE I n =0 en I'y (6.99)

donde g viene dado por la funcién de pared sobre Ty en el caso que se esté utilizando dicho
método, o g = 0 sobre 'y si se estd integrando hasta la superficie sélida.
Para la diseretizacion espacial se definen los espacios funcionales:

o= {p & L0 H' () | v, = 0} (5.100)
Wy = { € L2015 () | ¥y, = 0} (5.101)

y loa subespacios funcionales asociados a una particién regular de elementos finitos {$2}° del
dominio §2, W0 C Yo y ¥y, © W, tales ques

Wi = {1 € COO) | Ploe € BL(0), iy, =0} (5.102)
Wiy = {1 € €O | dloe € RU(OY, I, = 9} (5.103)

R (§1°) estd definido en (1.39).

Al ser una ecuacién de conveecion-difusion-reaccién, la discretizacion espacial se lleva a cabo
mediante ol método SUPG + ASC descrito en el apartado 2.3.3. De esta manera la difusién
afiadida por el método SUPG estabilizard problemas con conveccién dominante, y el método
anisotrépico de captura de discontinuidades ASC evitard las oscilaciones localizadas debidas a
términos de reaceién importantes (ver apartado 2.3). El problema discreto de elementos finitos se
sacribe ontonees como: Dado k:'H'U = ki € Wy, , encontrar k;,'“" EPyypuran=01..,N-1
para i = 1,2,... (hasta convergencia), tal que (ver (2.84) y (2.85)):

I il i Y o
&Tfu}r: h = kit n) + al '}:H' Vm) + BHUIJH(k::I ‘ ) + *"'Mn(ki:l 1":?!!1:) = ()
Yip € Wy (5.104)

La forma bilineal a, y 1a forma lineal I ge deben a los términos de Galerkin:

) = [ [k TR w4 e IR

Ty

(8 T o (RPN 1
+'/’h;T:I((’$‘ " I)k}:“'l ij: bl '\M}:“" I)R)] da (5.105)

) = [ﬂ Py ) (5.106)

los términos residuales del método SUPG (84,,) som:

BupglUEn T ) =3 f‘ Rl V)ipn R (k) a0 (5.107)
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donde 7% es el tiempo intrinseco del método SUPG caleulado mediante (2.42). Esto es:
. oLkt
2l
donde «f ez la funcion de “upwind” asintotica definida en (2.18)=(2.19) (es claro que para el
cileulo de af se usa como difusion v+ /o), h° el didmetro del elemento definido en (2.43) y
|f] la norma euclidiana de la velocidad tpica del elemento, R; es el residuo elemental dado

por:

(5.108)

knrhlv—l Sy 1t g | virkl 4
R, U""H“) = —h_—— T o~ b %)Ak,’:' =1 = t'-r_kv”‘ <V, o
ik Vﬁ"“ i C'n (km l.l—l)z ~ B, (5.109)

En (5.109) cabe notar que todos los t-érmumﬂ (lc‘.] residuo se evaluan en la iteracion anterior (por
simplicidad en la programacién), menos ol término convectivo, ol cual es el que afade la difusidn
artificial del método (ver apartado 2.2.2). .
Finalmente log términos del método anigotrapico de captura de discontinuidades 5. (ver
(2.78)), vienen dados por:
“'nl

i

S (I 101 [ Eino Vi + VI

="
@
+(< o = Laupg = —Eino) Vily - (ui'td:t)

donde < - > o3 la funcién definida en (2.77), &ypp 12 dilusion debida al método SUPG {ver
(2.15)):

ok '] A9 (5.110)

Eaupg = %fxih'lul' (6.111)
¥ Eigo 1a difusién a anadiv en sentido perpendicular a las lineas de corviente (ver (2.75)):

i t.l.RUi."-FH 1)[
Lo = 2':."’ leul =1

donde of viene dado por (ver (2.79)):

[V!.""’“ l| A0y Epn =10 de lo contrario, (6.112)

2(v + u;./crn)) (5.113)

e

€' ex una congtante que depende del tipo de elemento (0.7 para lineales v 0,35 parn cuadriticos),
u)| viene dado por (ver (2.80)):

of = nm.x((L |-

:R(ﬁ‘ﬂilli—ll)
Erare rAl M (5.114)

vy R en el residuo elemental definido como:

+1,i-1 PO < g 1y ]
:R{k;: = } = .J_I._A.?:_h _( )A.ﬂ L=l Cl'_kv”t . V;{f;: -]
+ vkﬂf ] l. - | EL(#;:"I"!‘_]) — [?k (51’]5)

1

Todos los términos del residuo eclemental estin evaluados en la iteracion anterior por faeilidad
en la implementacion, Es ficil verificar la congistencia del método, en el sentido que la solncién
del problema continuo (5.91)-(5.94), satisface el problema discreto (5.104),
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5.8.3 Solucién por elementos finitos de la ecuacién para €

[l problema para la disipacion turbulenta es, al il (llue el do la energla cinética turbulenta,
un problema de conveccion-difusion-reaccion no lineal, Fste puede eseribirse como: Dados w, iy
y k encontrar £ tal que,

% +(u Ve =P - %e’-‘ +9 ((w+ :—:)VE) en Qx(0,7) (5.116)

con las siguientes condiciones iniciales y de contorno:

g=g e I'p = (0,7T) (5.117)
Veemn=0 en Iyx(0,7) (5.118)
ele,0) =" en Q= {0} (5.119)

donde Ty = T UT - Sobre Ty, g viene dado por la funcion do pared (5.68), y £ s¢ hace sin-
gular si g¢ intenta integrar hasta la pared. En este trabajo no se implementd ninguna estralegia
para integrar ¢l modelo & — £ hasta las guperficies sdlidas. Sobre I'p, la condicidn de contorno g
s caleula mediante la ecuacién (5.28), a partir del valor dade como condicién de contorno para
k y el dato de entrada para L.

Nuevimente se linealiza la ecuacién para ¢ tomando la viscosidad cinemdtica burbulenta 1
constante dentro del esquema iterativo para resolver £, por las mismas razones que en la ecuacion
para. k.

El término Py viene dado por:

P, = c.n%m (5.120)

siendo nuevamente un términe de reaccién negativo. De forma andloga a lo expuesto para k,
el término P se pasa al lado derecho como un término de fucrzas de cuerpo, permaneciendo
constante durante el procesa iteralivo para encontrar £,

Siguiendo exactamente los mismos pasos que para la solucion por elementos finitos de la
energia cinética turbulenta k, el problema discreto de clementos finitos para ¢ utilizando el
método SUPG + ASC (ver 2.3.3), y el método de Enler hacia atrds con una particion uniforme
de tamaiio At del intervalo de tiempo [0,7), se eseribe como: Dado E;:H'“ = £} € By 4 encontrar
et e @y, paran = 0.1, N =1, para i = 1,2%,... (hasta convergencia), tal que (ver (2.84)
y (2.85)):

1o
E{(E‘ Wt E;::fﬁh) + “("-":::HJ-'/’J‘L) + 3m1pu(5;:+l“r‘1-‘h) + "‘unn[-‘»'j:l ll‘pﬁ]bh) = I({hy,)
Yy € 'ccbh.n (5.121)

Los espacios Tuncionales se definen de manera andloga que para k (5.102) y (5.108). La forima
hilineal @, v la forma lineal [ debidas a los términos de Galerkin son:

n(Eg.H"-til':h) = [ [(“ + :;i]VE;:IPH Vb + by - VE;:HJ
EA Y &

(}:' netla—1 v+l T = ks T
ﬁ:l‘ ((A+ “Ehil.i lﬂ";H' ‘_’\(E!’Hl,i 1)2)] fl” (5122)

fc b 40 (5.123)

L fm:
Hebn)

|
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donde nuevamente A es igual a 0, 1 0-1 8i s¢ linealiza con Picard, Newton-Raphson o RHS respec-
tiviumente, Los demds términos se especifican a contimacion, siguiendo el mismo procedimiento
que para k

Myl
suplely R) =2 f’ T VR e ) d (5.124)
e=1
§ o S 6.1
™= (5.126)

nepld=l _ on

R (E‘;: "'I") = E—ﬂ—*-&r ho_ (1 -+ :—*)AE’,:'}'I"_l - ;-Vm ' V.‘.‘:.:"\'l'*"l
" F £
4 - Vel E;E ghtti=ie o g (5.126)

Tgual que para k todos los trminos del residuo se evaluan en la iteracion anterior (por simplicidad
en la programacién), menos el término convectivo, el cual es ¢l que aiade la difusion artificial
del método (ver apartado 2.2.2),

Finalmente la forma sy S debe a los términos del método anisotropico de caplura de
discontinuidades (ver (2.78)) y se especifica a continuacion:

Flal

suilelh T ) = X /!; y [Eimvtﬁn i
ﬂ::l

@ n+1,1 ;
+(< Eiso — Eoupy = <o) Vi * (u|_u13u) : VE,,+I' ] df2  (5.127)
L oepon e ,.
!Inu]:g = i .-'..hf 'u| (5.128)

R(En--}-'l.t—l

| R , Nkl f=
G = gosn Skl o (Ve
i

£0 y & =0 delo contrario, (5.129)

2(v + w[as))

Lij "
Al o= mng (U - -t
' 1 |u”|¢hn

(5.130)

ek g l)

Rie i
_ by RRRER .
u)| |V;;:'|'-T+T:T|'5 Ve, (5.131)

ndl=l

L1 £ = €}, 4 tri-1 L i
R = JITH—F—(H-I-J—E).&E::* : -—d—‘\'.?u.--Vsj:“?"

b VP 4 % (-2~ p, (5.132)

Nusvamenie la formulacion para £ es consistente, én el mismo sentido que para £,
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5.8.4 Solucién por elementos finitos de la ecuacién para w

El problema para la disipacion por unidad de engrpla cinétiea turbulenta es, al igual que el de
Ia energin cinética turbulenta y la disipacion purbulenta, un problema de conveccion-difusion-
rencclon no lineal, Baste puede escribirse como: Dados w, 14 y k encontrar w tal que,

i

Y F L} By
- Flu-Vw=F, - Coaw’® 4+ V- ({u+ ﬂ-i]Vm) en 2= (0,7T) (5.133)

con lag siguientes condiciones iniciales y de contorna:

w=g en Dpx (0,79 (5.134)
Vw-n=0 en [yx(0,7) (5.135)
wlz,0) =w’ en Qx{0} (5.136)

donde Ty = TpUT pr. Sobre I'yp, g viene dado por la funcién de pared (5.69), y en el caso de
integrar hasta las superficies sélidas g viene dade por (5.71). Sobre I'p In condicion de contorno
g s¢ caleula mediante la ecuacién (5.38), a partic del valor dado como condicidn de contorno
para k y el data de entrada para L.

El término B, viene dade por:

Py = Gu]%ﬁ.‘c (6.137)

giendo muevamente un término de reaceién negativo, De forma analoga a lo expuesto para k y
£. el término 7, se paga al lado derecho como un término de fuerzas de cuerpo, permaneciendo
constante dutante el proceso iterativo para encontrar w.

Signlendo exactamente los mismos pasos que para k y &, el problema discreto de clementos
finitos para w utilizando el método SUPG + ASC (ver 2.3.3), y el método de Euler hacia atris
gon una particién uniforme de tamario At del intervalo de tiempo (0,77, se escribe como: Dado
W = ot € ), encontrar wh T € By paran = 0,1 N = 1, para i = 1,2,.. (hasta
convergencia), tal que (ver (2.84) y (2.85)):

1 _ L, A
At w;:4 W Wy ) + fﬁ(“"ﬂ-’-l"- dn) + Hnm.\n(“";; 2 fibn) + HnntrLW;:+l"~ dn) = l{bn)

Yy € P (5. 138)

Los espacios funcionales se definen de manera andloga que para k (5.102) y (5.103). Las forma
bilineal a, y la forma lineal / se deben a los términos de Galerkin:

L1 4 4 44§
afwy ™ gn) = fn[(w Lyl Db+ e V! o
e G ((A+ DTt Ay )] an o (5.139)

lh) = f“ $n A0 (5.140)

Los términos residuales del método SUPG y del método ASC siguiendo el mismo procedimiento
que para k vienen dados por:

Fhgl
-ﬁ'm:|sg(u;:+ml ihy) = 2 L‘ Tﬂ(“ d V)lﬁhjil{u;:'!'l‘*] i (5_14]’.)
gl ®
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L 5.142
2ul® (B
Ri (w u4 L, .I} _ "-‘-"E:-'-l'i_] = WI; - (1 = ]& ntli—1 —V.H' V ﬂ!-H 1
A!’d Ty T
we Va4 Gl ~ B, (5.143)

L "1

Hhar (W'H e jm‘TbA E: [ [Eillt!v¢’l vwnd- e

: TR T
+(< Eio — Esupg = —Eino) Vi ( up? ) vwn +h '1 dr  (5.144)
1
&nupg = iﬂ‘-:hﬂulﬂ ‘51*15)
¥ pd =1
€ino = [ "h"iIRv(m o ?l |"Cv'm"+l '_‘| #0 y & =0 de lo contrario, (5.146)
h
20+ v fay)
o = max (u,c = _Hwh_”) (5.147)
.R(h-'n+“ l) L4
u)| = r{;‘ﬁ&l.l-llng;” ' (5.148)
P wptht = RO TE IR | A il
Rlwy ™= = J'T — (v 4 —)-ﬁu,‘ W - EV:@; ¢ Vua T
T an+l|‘_l + (r ( ?H li— l) P;,.;l (5'149)

Nuevamente la formulacidn para w es consistente, en el mismo sentido que para k. Como se
puede observar, el problema para w desde el punto de vista matemditico es muy parecido al de
£, cambiando g6lo un poco el término de reaccion no lineal y, logicamente, Iag relaciones con k,
Ly .

5.8.5 Solucién por elementos finitos de la ecuacién para (k7)

El problema para (k) es, al ipual que el de la energin oinélica turbulenta vy 1o disipaeion
p P ! B fq & : ¥ |

b i &g ] 1] LF W i
turbulenta, un problema de conveceidn-difusidn-reaccidn. lste puade eseribirse como: Dados w,
v ¥ k encontrar (kr) tal que,

fw‘(h'r)

(- V) (k) = Py = Chak + V- (v + -—)V( ) en Qx(0,7) (5.150)
con las Higuumi'.@s condiciones iniciales y de contorno:

(k) =g en Tp = (0,T) (5.1
Vikr):n=0 en 'y x(0,7) (5.152)
(kr)(.0) = (kr)" en §2x {0} (5.1
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donde T'py = TplJTy. Sobre 'y, g viene dado por la funcién de paved (5.70), y en ol easo
de integrar hasta las superficies sélidas g = 0. Sobre Up, la condicidn de contorno g se caleula
mediante la ecuacién (5.45), a partir del valor dado como condicién de contorno para b y el dato
de entrada para L.

El término Py viene dado por:

kt)
p, = 0y S0 p,

(6.154)
siendo mevamente un términe de reaceidn negativo, De forma andloga & lo expucsto para £ v
£, al lérmine Py e pasa al lado derecho como un término de fuerzas de onerpo, permaneciendo
conatante durante el proceso iterativo para encontrar (k7).

Siguiendo exactamente los mismos pasos que para k y &, o] problema disereto de elementos
finitos para (k7) utilizando el método SUPG 4 ASC (ver 2.3.3), y el método de Euler hacia atrds
coT una npmt:udn uniforme de tamano Ar del intervalo de tiempo [(! T, se escribe como: Dado

(kt )"' (k) € Py, encontray (k'r)h "Edp paran=01.,N-1ypaai=12..
tal que (ver (2.84) y (2.85)):

cm JeENE — (e dn) -+ alCer)i ™ dbn)

+-mp.;t(ar)" FUE )+ ane (RT3 T, ebn) = L)
Yy € Do (5.155)

Los espacios funcionales se definen de maners andloga que para k (5.102) y (5.103). Las forma
bilineal o, y la forma lineal [ ge deben a los términos de Galerkin:

((k'r]n H",lﬁ'h f[ 1 + )V j;o )u+l.n Vi, + e - v(m)}:“"'
+y, T?L] clﬂ (5.156)
) f P, 49 (5.157)
Las férminos residuales siguiendo log mismos procedimientos que para & vienen dados por;
1al
sgupg (R by ) = Z f (- V)R (k7)) dB2 (5.158)
f.rh’t
Ao 5.15
2|u] (5.159)
nt1a=1 i
Rty = DBy At - Ly ke
e V) 4 Cpgh - P, (5.160)
s (R, ) = / (6P bn - TEDR 4 (< 6o = o >
uwEu 4 :
“Exmle' (W) ‘W’u’f)}l”"] s (5.161)




5.5, Hm\nutm fitiitor aplicndos al Aujo turbulmio 121

1
Eoupy, = 5"’3}Lr|ulc (5.162)

HERTT S
Einny = = x:h" Rk ]1 s [Vikr )"““ N0 v Eiwo=0 delo contrario, (56.163)

2 |V( )l’l - 1_1— |
L e fey)
al = max ((], C - W‘:&LEL) (5.164)
)| viene dado por (ver (2.80)):
nfli=1
) = ((‘!‘ ) ) Vikr )ﬂHI 1 (5.165)

|9 (k)i

i hi=l o in
“"T)L. = {A‘T)J’J . { J&( )*H-I d=1 _th V(J\.T)"H =1

V) Ok — J—, (5.166)

.Ruk‘f')”“ - l.]

Nuevamente la formulacién para (k7) es consistente, en ¢l mismo sentido que para £,

5.8.6 Modelos de tensiones algebraicas ASM

Como se vers mds adelante, en el caso de utilizar Ja hipétesis de Boussinesq los algoritmos
iterativos para obtener la solueién acoplada de las diferentes conaciones que conformen un modelo
turbulento basicamente calculan iy (ya sea de un modelo de cero, una o dos ecnaciones), para
luego resolver las ecuaciones de Reynolds (5.82)-(5.86). Es decir, la parte desviadora de las
tensiones de Reynolds 74 se introduce a la ecuacion de momento (5.82) como:

o= 2t 2(ut) (5:167)

donde la viscosidad turbulenta se caleula en la iteracién anterior del proceso iterativo, mas los
gradientes de la velocidad se computan en la iteracion actual,

Como s¢ ve en el aparfado 5.6, los modelos de tensiones algebraicas basicamente expresan
lag componentes del tensor de Reynolds como una funcién (explicita o implicita) de la energia
cinética turbulenta k, la disipacion turbulenta £ y log gradientes de la velocidad media V. En
pate sentido son parecidos a (5.167). Sin embargo, las expresiones resultantes son mucho mds
complejas como se ve en (5.51) ¥ (5.59), con lo cual el cileulo de los gradientes de velocidad
debe hacerse con loz resultados de la iteraciéon anterior. Esto es, el tensor de Reynolds usando
al modelo de tensiones algebraicas 7, en la iteracion i se expresa come:

vt = F(k', o', Vu') (5.168)

Este término se introduciria en la ecuacién de momenta (5.10) como un término de fuerzas.

s decir, la ecuacion de momento en la iteracién 1, diseretizada en el fiempo usando la regla
trapezoidal, se escribiria como:

g

o 7

+ (unthi V)ufﬁl‘?d fow o i—w % (w % ‘i"))

_‘v . (2” E(uﬂ-‘.n'f]) P Vpﬂ--+-al'i - !h-llﬂ & V . T::.pﬂ‘i—l (5.1“9}
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Sin importar el tipo de linealizacion del térming convectivo (RHS, Pieard o Newton-Raphson,
ver apartado 4.3), la ecuacion (5.169) lleva a una pobre convergencia del método debido al tipo
de linealizacion utilizado para las tensiones algebraicas 74.

Para mejorar la convergencia, se implenientd la giguiente idea original del presente trabajo:
Precondicionar el problema utilizando la hipétesis de Boussinesq. Fs decir, a cada lado de
(5.169) se le suma (5.167) (en el lado derecho evaluando los gradientes de velocidad en 7 y en el
izquierdo en i — 1), La ecuacion de momento se reescribe entonces como:

Akl _ o
P('ll. — L + (un-f--ﬁn : v)urr+ﬁ.\a + e ¥ uﬂ+ﬂ.1 J %w % (w % .,q)) (5.170)
-V (ﬁ(t.tﬂu )E{u"””}) + Pyttt = grtd

_v,(zﬂrf 1 -.(unlﬂi l))+v 1,::-4-9.: I

Tanto la ecuncién de incompresibilidad como las condiciones de conforno e iniciales son las
mismas (ver (5.83) a (5.86)).

Igu;ﬂ que en el apartado 5.8.1 donde se presentd el planteamiento por alementoy finitos de las
ecuaciones de Reynolda ntilizando la hip6tesis de Bonssinesq, ol problema disereto de Reynolds
utilizando un modelo de tensiones algebraicas con elementos div-estables, SUPG y DRS es igual
al presentado en (4.100), reemplazando g por p + iy, redefiniendo f. como:

fo=Ff- %m % (wxr)—V- ('2;& E(U)) +V.7, (5.171)

donde £(u) y 74 se evaluan en la iteracion anterior, y, por consiguiente, redefiniendo la forma
lineal /(v) como:

l(v) = f"lf - f‘{-(w % (wx 7)) -vd2 4 /FN ty v dl’

+‘£,M(hm + tagy) - v dl'+ L[(zm E(u) = 7a) E(n)] Q2 (5.172)

que es igual a (1.17) anadiendo el término de las tensiones de Reynolds integradas por partes.

De forma andloga, el problema discreto de Reynolds utilizando el método GLS es igual al
presentado en (4.72), reemplazando p por p+ py, y utilizando las definiciones de f_ y [{(v) dadas
en (5.171) y (5.172) respectivamente.

Nuevamente cabe anotar que para el edlculo de los pardimetros 7 y 7 del método elementos
div-pstables 4+ SUPG + DRS, v de los pardmetros v y m del método GLS, también debe
anadirse a la viscosidad cinemdlica v la viscosidad turbulenta # (es decir, en donde aparezea
se reemplaza por ¥4 1),

5.8.7 Esquema iterativo para la solucién del flujo turbulento

1 esquema iterativo que se presenta en el Cuadro 5.1 para la solucion acoplada del flujo tur-
bulento es original del presente trabajo. Una versién reducida del mismo ya fue publicada
por Codina y Soto en [C596], Bl algoritmo esti divigido principalmente al uso de modelos de
turbulencia de dos ecuaciones, o de tensiones algebraicas (ASM).
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Cuadro 5.1 Algoritmo de solucién del Aujo turbulento transitorio

e Lea condiciones iniciales y de contorno para wy, ky, Ly ¥ thy. Haga ﬂﬁ =)
o IF (modelo ASM) THEN 7§ = 0
e Caleule v = \/k:f; L9 (5.21)
s WHILE 1 < N y (no-estacionario)
sné—nd a0 :
» u;ﬂ-l,( “— u;:' p}l{-h: e pls A" o ij;"“' -y L u{-l,n e L
s I (modelo ASM) THEN 'r”+ " -1'"
e WHILE (no convergido o m-ﬁmmn de iteraciones)
8141
 Obleng u) Iy ?J"H"
un modelo A“-;M)
e IF (hipdtesis de Boussinesq) THEN Caleule Py de (5.20) y Py de (5.120),
o de (5.137), o de (5.154) segin el modelo
o IF (modalo ASM) THEN Py = 1/p #2400 9l v de (5.24),
F‘U’" = Pf = C-*,-]f FH\ de (5 12“)
o 1= 0 L e L gy = L0+ TOL,
s Proscriba ky, v oy :mhm las paredes ugando (5.67) a (5.70)
e WHILE err, = TOLL y j < Max,
e jg+1
om0 k’” hbdin o .‘:;:"”"""; erry = 1.0 +TOL;.
o WHILE erry = TOLy, y m < Maxy
emé&—mtl
« Caleule k™ de (5.104) .
" k;:-}n-l.l.j.m {—ﬁk':'l'“‘"'"' o (l )b!Hl"l‘J.m =1

e crrg = “k;:""-i-.'h*ﬂ p‘i..ﬂ-H A= |” f“knl Ligom

END WHILE (de ky)

s LN g T Ml+l.|'.j,m

s . n d’”+l iJ m i Ilj);:-'+'l-|t-.iﬂ: F,.‘r‘f‘.'r, - l-u + ITI”.IJL

e WHILE erry, = TOL, y m < Mams
smi—m-+1
e Caleule ) 1™ do (5,121), o de (5.138), o de (5.155) segin ol modelo

n+]';“j,-m i ek 1,1,3,m mrwv L jom—1

z w r1+ lfi!; s fid1 l-(,J.,'I"l'I. ?) n+l 1m
o erry = ||y =iy llo /1t llo

e END WHILE (de 4)

. wn o 1 1,f JH-H A

& Calenle L"'H'"’ de (5.35),0 de (5.38), o de (5.45) segin el modelo

'LﬂHi,;‘_{”nH:p+( ﬂ}ﬂ"“"j —1

s Caléula py = \/k’:“'”{’:“ 4 (5,21)

o erry = L — LRI o L

« END WHILE (de Iy)
o IF (modelo ASM) THEN 7410 de (5.51), o de (5.59) segin el modelo
s END WHILE (no convergido o méximo de iteraciones)
o IF [up™ — wflllze < TOL, At|ul ™| THEN (estacionario)
s END WHILE n < N y (no-estacionario)
e« [CND

rosolviendo (5.87) (o (5.170) en el caso de ubilizar

lla
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Liag variables del algoritmo del Cuadro 5.1 (no definidas con anterioridad) son:  segunda
variable turbulenta (¢, w o kr), erry norma del error relativo en L, TOLp tolerancia para
convarger en lag varinbles turbulentas (&, o y L), Maz; maximo mimero de iteraciones para
ndt.wergnm:iu en L, Maps miximo mimero de iteraciones para convergencia en k o en 4 y
0 < i < 1 pardmetro de relajacion (en general se toma A = 0.5).

Cabe recalear que, como se menciond en los apavtados 5.8.2 a 5.8.5 del presente trabajo,
los términos de produccion Py y Py se dejan constantes a lo largo del proceso iterativo parn
converger en L con el fin de evitar términos de reaccion negativos que deterioren ln positividad
del sistema de ecuaciones y, por lo tanto, la convergencia del método,

En el caso de utilizar modelog da cero 6 una souncién, ol algoritmo es mas sencillo y se
presenta en ¢ Cuadro 5.2,

Cuadro 5.2 Algoritmo de solucién del flujo turbulento transitorio.

Muodelos de cero y una ecuacién
* Len condiciones iniciales y de contorno para wy,. py = 0. Lea coma caleular L
e [ (una céouacion) THEN Calcule 14 = \/i;_j:l; (6.21)
o 7= =1
e WHILE n < N y (no-estacionario)
snn+ljie0
o ul I gt
e [ (una ecuacion) THEN Av,',"“" +— k!
e WHILE (no convergido o miximo de iteraciones)
&g =14
s [ (cero w,:uac:itmc-:a) THEN Caleule 14 ;1¢ (65.18), o de (5.20) gegin el modelo
e Obtenga u) " y It resolviendo (5.87)
o IF (una ccuacidn) THEN
o) = 0 K o L e = 1.0+ TOLy
e Prescriba ky sobre las paredes usando (5.67)
« WHILE erry =T0OLy y j = Maxs
sjeg+l
e Caleule A7 de (5.104)
& k}:.+l‘l'j e ﬂIk:‘E‘-FIJJ + (1 = ﬁ)k::+l,td_j
o erm = |tV — R
« END WHILE (de k)
- kn-hl.l‘ P kn-hl.!.j
s Calcule 1 = \}k;:"""L (6.21)
e END IF (de una ecuacidn) |
e END WHILE (no convergido o mixime de iteraciones)
o IF upt! — uf||pe < TOL, Atflujt!|| THEN (estacionario)
« END WHILE n = N y (no-estacionario)
= END

Lag variables del algoritmo anterior ain no definidas son erry v TO Ly, las cuales son el error
relativo en & y In tolerancia de convergencia para & respectivamente.

Cabe anotar que se pueden realizar varias iteraciones usando un modelo de una ecuacion, para
luego afinar la solucién con un modelo de dos ecuaciones (esquemas de este fipo se encuentran
on la literatura (GRCO3]). Aunque la implementacion del codigo permite la anterior opeién,
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durante la etapa de experimentacién numérica se observé que dicho pracedimiento no mejoraba
de forma notable la convergencia de los modelos de dos ecnaciones. Por tal motive, en los
ejemplos numéricos se utilizan directamente los modelos de dos ecnaciones,

Una estrategia similar, la cial se usd siempre en el presente !.l‘nl:rﬁ.‘irj. se realiza en el caso de
utilizar algin modelo de tensiones algebraicas (ASM). Para lograr converger con dichos modelos
primero se realizan varias iteraciones con un modelo de dog ecunciones, para lnego afinar
solucidn con el modelo ASM elegidao.

Finalmente cabe mencionar que la implementacién de las funciones de pared para In solueidn
del campo de velocidades (ecnacién de Reynolds) se llevd a cabo de dos formas diferentes. Fn
la primern se parte de ln velocidad tangencial en la pared obtenida en la iteracion antevior, para
luego caleular Ia velocidad de friceidn u. y con ésta la tensién tangencial en la pared oy (ver
peuaciones (5.63), (5.65) y (5.66)). Dicha tensién se pone como nna condicién tipo Newman
sobre la pared. La otra forma de implementar la funcion de pared que se probé fue caleular a
partir del campao de velocidades en la iteracién anterior la tengion en la pared, con ésta obtener
u, y por consiguiente la velocidad tangencial uwy. Dicha velocidad se preseribe entonces como
una condicion tipo Dirichlet. En la etapa de experimentacion numérica se abluvo que la primera
opeién o8 mis robusta desde el punto de vista de convergencia del esquema iterativo.

5.9 Ejemplos numéricos

A continuacién se presentan una serie de ejemplos numéricos de flujo turbulento, con ¢l fin de
mostrar la efectividad de los métodos y algoritmos presentados en el eapitulo, y comparar los
resultados con los presentados en otras reforencias tanto experimentales como munéricas,

-Flujo en una capa de mezcla

1 ejemplo simula la turbulencia generada por corte en una capa de pequenio espesor, en la
cual se presenta un salto importante en el campo de velocidades medias. El dominio de Hujo
es el rectingulo [0, =0.5] % [5,0.5]. La velocidad media se impone a (2,0) en el segimento de
vecta comprendido entra los puntos [0, —0.5] a [0,0] (el primero incluido y el segundo noj, y en el
segmento de recla que va de [0, —0.5] a [5, —0.5] (ambos ineluidos). En los segmentos de recta gue
van de [0,0] & [0,0.5] y de [0,0.5] a [5,0.5] la velocidad media se impone a (1,0) (todos los puntos
incluidos), En la salida (segmento de recta entre [5,—0.5] y [5,0.5]) la velocidad media se deja
libre (ninguno de los dos puntos extremos s¢ incluye). Fn toda la frontera donde la velocidad esta
impuesta, se imponen también las variables turbulentas a un valor pequeno. El valor para k se
tomd como 0,01, Para la segunda varinble turbulenta se impuso en la frontera un valor calenlado
con k= 0.01 y L = 0,009, En la frontera libre s¢ considera gque el gradiente de las vaviables
turbulentas en In direceion a la norimal exterior al contorno es cero (Vi -n = Vi -n =10). La
viscosidad cinemdtica del fluido es de 10771, Se resolvié el problema estacionario divectamente
(no so avanzd con un transitorio hasta el estacionario),

n Ia Figura 5.1a se presenta la malla de 800 elementos Q1/70 y 861 nodos. En la Figura
5.1b se presenta el eampo de vlocidades medias utilizando el método de Galerkin para resolver
lag ecuaciones de Reynolds, suponiendo la hipdtesis de Boussinesq y usando el modelo k—¢ para
caleular la viscosidad cinética turbulenta. Las ecuaciones para £ y £ se resolvieron utilizando
el método SUPG4ASC en primera instancia, aungue debido a la simplicidad del ejemplo ésias
también pudieron resolverse sélo con el método de Galerkin. Los pardmetros del método se
tomaron de la forma estandar para elementos lineales, es decir, (2.18) parn o, v € = 0.7
Para ambos casos se tomd un parimetro de relajacidén para lag variables turbulentas con un
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(@)
— : (h)
(e)
.____=
._/") W)
Figura 5.1, Turbulencia en una capa do mezcla, Modelo k— e, (2): Malla de 800
alementos 21/P0 ¥ 861 nodos, (b): Campo de velocidados, (o) Con-
tornos de velocidad métode SUPGHASC, (d): Contarnos e velocidad
método de Galerkin:
(a)

CCCccT
_— | @

Figurn 6.2, Twrhulencin en unn enpa de mezela,  Madels h — 2 Método
SUPGHASC. () Confornos de  presion  media, Picos
(=0.00277, =0.129). (b): Contornos de vorticidad medin
valor de 4 = 0.5 (ver Cuadro 6.1). Las constantes del modelo & — & que se utilizaron fueron
lns estdndar (ver Tabla 5.1). En la Figura b.1¢ se presentan los contornos de velocidad media
para el usando el método SUPG+ASC en las ecnaciones de las variables turbulentas, y en la
Figura 5.1¢ el mismo resultado pero utilizando Galerkin para las variables turbulentas. Se puede
observar que el resultado es similar, teniéndose un radio de apertura del flujo en ambos casos de
0.104. El radio de apertura se define como la diferencia entre log valores de y/z para los cuales
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()
—— i (b)

Figura 5.3, Turbulencin en una capa de mezcla, Modelo k—e. Método die Glalerkin,

(a): Contornos de presidn medin. Picos (—0.00315, ~0.13). () Con-

tornog de vorticidad madia,
ta)
"“"H—-—:_'_‘—h e e
"___.--......-..-;;--—_!—'-_:_- (b)
o = [

(©)

Figura 6.4, Turbulencia en una capa do mezeln Modolo k — 2 Métodn

SUPGHASC. (a): Contornos de k. Picos (0.0409,0.00199). (b): Con

tornos de £, Picos (0.125,0.00104), (c): Contornos do viscosidad

cinemdtica total. Picos (0.00598, 0.000396).
(|ee| — Juea])?* /(s | = lug|)? s 0.9 y 0.1 (u) es la yelocidad preserita abajo y wg arriba, en este
enso son 2y 1 respectivamente). En [Wil93] se presenta un resultado experimental de 0.115 y
un resultado numérico utilizando el modelo k — & de 0.098, Ambos resultados son comparables
al obtenido en el presente trabajo.

Fn las Figuras 5.2 y 5.3 se presentan los contornos de presion medin y vorticidad media para el
métoda SUPGHASC y para el método de Galerkin, respectivamente. Se puede observar que los
resultados son practicamente iguales, lo cual se debe a la consistencia del esquema SUPGH+ASC.

En la Figura 5.4 se presentan los contornos de las variables turbulentas y de la viscosidad
cinemdticn total (#-+14), cuando se utliza el método SUPG+ASC para resolver las dos ecuaciones
del modelo turbulento. En la Figura 5.5 se muestra el mismo resultado pero aplicando sélo el
método de Galerkin, Como puede observarse, los resultados con el método SUPG+ASC son
mucho mds suaves, siendo log picos de las variables mds bajos, Esta caracteristica del método
permite la convergencia en problemas mas complicados donde el método de Galerkin no funciona.
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(a)
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Figura 5.5, Turbilencia en uia eapa de mezeln, Modele k—g, Método de Galerkin,

(a): Contornos de k. Picos (0,0662,0,00236), (b)1 Contornos de ¢
Picos (0.324,0.00236), (c): Contornos do viscosidnd cinemition total.
Picos (0.00697, 0.000826).
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Figura 5.6, Turbulencia en una capa de mezela, Modelo k = £, Seecldn transverdal

o =0.125. (a): Varineion do k, método Galerkin. (b): Variacién de
£ método de Galorkin, (e): Variacion de b, métoda SUPCHASC, (d):
Variacion de £, método SUPG+ASC,
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(a)

(h)

{c)

(d)

{e)

Figura 5.7. Turbulencia en unn capsn de mexcln,  Modelo b — w,  Métado
SUPG4ASC, (a): Contornas do velocidad. (b): Contornos de presion,
Picos (-0.00277,-0.156). (¢): Contornos de k. Pieos (0.0737,0.00279).
() Contornos de w. Picos (26.0,3.1). (e): Contornos de viscosidad
cinemdtica total Picos (0.00473,0.000860),

En la Figura 5.6 se presentan los valores de las variables turbulentas en un corte transversal
ax = 0.125. Nuevamente se puede observar que, como era de esperarse, el método SUPGHASC
suaviza la solueién y corta log picos. Esto es muy importante para lograr la convergencia en
flujos mas complicados donde el método de Galerkin solo no funciona, Cabe remarcar que a
pesar del suavizado sobre lng variables turbulentas generado por ol método SUPGHASC, los
resultados sobre el Aujo medio (u y p) son practicamente ignales (ver Figuras 5.1 a 5.3).

Con ¢l fin de comprobar la robustez del algoritmo presentado en el Cuadro 5.1 se resolvid
el mismo problema pero utilizando el modelo k = w (se resuelve el problema estacionario di-
rectamente, al igual gue en ol cago del modelo £ — £), Se empled el método SUPGHASC para
solucionar las ecuaciones de las variables turbulentas, v el método de Galerkin para lag ecua-
ciones de Reynolds. Nuevamente se uiilizd un pardmetro de relajacidn [ = 0.5 para las variables
turbulentas. Se tomaron las constantes estindar del modelo (Tabla 5.2).

En las Figura 5.7 se presentan los resultados de velacidad media, presiom media, k, w y
viscosidad turbulenta total, Estos son similares a los obtenidos con el modelo k — £, El radio de
expansion o8 de aproximadamente 0,106, el cual concuerda bien con los resultados numdricos v
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(a)

(h)

(e)

(d)

{e)

Figura 5.8, Turbulencia en una capa de mezcla,  Madelo k — kr,  Méodo
SUPGHASC. (a): Contornos do velocidad, (b): Contornog de presidn,
Picos (-0.0012-0.0747), (c): Contornos de k, Pioos (0.0424,0.00140).
{d): Contornos de kr, Picos (0.0124,0.00581). (e} Contornos de vis.
cosidid cinemitica total, Pieos ((0L00123,0.000596).

experimentales de [Wild3].

Finalmente se resolvié el mismo problema pero con el modelo k& — kr. Nuevamente se resuelve
el problema estacionario directamente al igual que en el easo del modelo k — £, Se empled el
método SUPG+ASC para solucionar lag ecnaciones de lag variables turbulentas, y ¢l método de
Galerkin para las ecuaciones de Reynolds, Se fitilizé an pardmetro de relajacién [ = 0.5 para
las variables turbulentas. Se tomaron las constantes estindar del modelo (Tabla 5.3),

En las Figura 5.8 se presontan los vesultados de velocidad media, presién media, k, kr y
viscogidad turbulenta total, Estos difieren de los obtenidos con log modelos k=2 y k= w. Il
radio de expansion da de 0.047, valor que esta lejos de los regultados presentados en [Wil93].
Bésicamente ol madelo &= k7 anade menos viscosidad turbulenia al Aojo, por lo que los resultados
de las velocidades medias y presiones medias no son cercanos a los obtenidos con los dos modelos
anteriores, ni n los resultados experimentales,

Cabe remarear que los tiempos de CPU necesarios para lograr la convergencia del ejemplo
som pequenos (cercanos a los 60 segundos), y que se soluciona alrededor de 20 veces 1a ecuacion
de Reynolds (20 iteraciones del segundo bucle en el Cuadro 5.1).



b.8. Fjemplon anmdricos 141

-Flujo entre placas paralelas

Kl sepundo ejemplo analizado es el flujo desarrollandose entre dos placas paralelas separadas
una digtancia i = 6. Se supone un canal infinitamente ancho (flujo bidimensional) y un estado

ertacionario,

g
O

a. & nifue

afu ==t

- L1 - v
IEE= = ry

- o

Figura 5.9. Flujo entro placas paralelns, Malla de 840 elementos @1 J B0 y 915 naodos,

(b

Im] (o)

] (d)

| [

Figura 5.10. Flujo entre placas pavalalos, Modelo & - 2. A = 0.06. (a) Cnmpo
de velocidades. (b); Contornos de presion, Picos (0.0148,-0.00202),
(¢): Contornos do k. Picos (0.01,0.000258). (d): Contornos de 2. Picos
(0.01,0,00000895). (¢): Contornos de viscosidad cinomdtica total, Picos
(0.00207,0,000757).

I dominio de flujo es el vectdngulo [0,30] x [30, 3] (se discretiza sdlo la mitad por simebria),
Ein la Figura 5.9 se presenta la malla de 840 elementos Q1/P0y 915 nodos. A la entrada (recta
o = 0) se prescribe la velocidad a u = (1,0). A la salida (2 = 30) se deja la velocidad horizontal
u, libre y se prescribe la velocidad vertical uy a cero, En la recta horizontal y = 3 se prescriben
condiciones de simetria (n: Vu = 0 y u, = 0). En la base ( = 0) se prescribe la velocidad
vertical iy, a cero y s¢ impone en la diraccion harizontal la ley de pared explicada en el apartado
5.7.1. Dicha ley depende de la distancia perpedicular a la pared y = A a la cnal se encuentre
el primer nodo de ln malla (ver (5.65)). El principal objetivo de este cjemplo as mostrar la
influencia en los resultados que tione este pardmetro (A).

Se escogid el modelo de turbulencia k — e, Tanto para resolver las ecuaciones de Reynolds
como para las de lag variables turbulentas sélo fue necesario utilizar ¢l método de Galerkin,
pero relajando las variables turbulentas con # = 0.5 (ver Cuadro 5.1). Tanto k como & se
preseribieron a 0.01 en la entrada, a la salida y en la recta superior ¥ = 3 se dejaron libres
(Vk-n = Ve-n=0). En la base se prescribié la ley de pared.

En ln Figura 5,10 se presentan algunos resultados utilizando A = 0,05, con lo cual se obtiene
y" = 20, En la Figura 5,11 se muestran los mismos resultados para A = 0.20 (y = 100). Los
resultados son parecidos. Como era de esperarse, para A menor la fuerza viscosa que ejerce la
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Figura 5.11. Flujo enire placas paralelas. Modelo k—e. & = 0,20, (a): Campo de
velocldades, (b): Contornos de presion, Pieos (0,0247 -0,00459), (c):
Contornos de ko Pieos (0.0101,0.0002), {cl); Contornas de 2, Picoa
(0.01,0.0000605). (2): Contornos de viscosidad cinemdticn total, Picos
(0.0040,0.00065),

a

(b)

Figura 5.12. Flujo autre placas paralelas, Modelo k — 2. Perfil de velocidades s 1

slida © = 30, (n): & =006, (b): A = 0.20.

pared sobre el Auido es mayor. Para el gaso A = .05 ésta fue de 04166111 = 102, y para
A = 0.20 de 0.1670573 = 10?2 Lo anterior se reflajn en los perfiles de volocidades a la salida, los
enales pueden ser observados en la Figura 5,12, El primer nodo tiene una velocidad horiontal
de 0,733 para el primer caso y de 0,784 parn A = 0.20,

-Flujo turbulento sobre un escalén

Este gjomplo es uno de las pruebas estiandar para modelos de turbuleneia, Bl dominio de

fujo es el rectdngulo [0,0] x [22, 1.5] quitdndole el rectingulo [0,0] = [3,0.5] (escalén de longitud
3 y altura 0.5 en la esqnina inferior imquierda. La relacion escalén-ancho de la entrada es de
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1:2), Para resolver las ecuaciones de Reynolds Se utilizd el método SUPG eon elementos tipo
Q1/P0 (bilineal en velocidades y constante a trozos en presiones, ver Figura 5.13). En z = 0
se prescribio nn perfil de velocidades constante con valor u = (1,0). A la salida & = 22 se dejd
libre In velocidad horizontal (r- (o +7) -1 = 0) y se preseribié la velocidad vertical a cero. En
¢l resto del contorno se prescribic la velocidad normal a cero y en la direccidn tangente se aplict
la ley e pared (ver apartado 5.7.1). El ndmero de Reynoldy del ejemplo es de 70000, calenlado
con la velocidad de enteada y la altura del escaldn,

Figura 5,13, Flujo turbulonto sobve un escalén, Malla de 1632 alementos Q1/80 y 1721 nodos.

11110 S

——— {c)

| (d)
: T—

Figura 5.14. Flujo turbulento sobmo un esenlén, Modelo & — 2. (a): Lineas de
eorviente.  Picos (1,01,-.0662),  (b): Contornos de presidn,  Pieos
(0.000402,—0.282), (¢): Contornos de k. Pieos (0.0422,0.5 = 107%).
{d): Contornos de =, Picos (0,0461,0,805 x 1077). (e): Contornos de
viscosidad cinemitica total, Picos (0.00730,0.322 < 107").

El problema se resolvid utilizando los modelos &k — e y h— w. A la entrada @ = 0.0 se
preseribia la energla cinética furbulenta a 0,008 y L = 0.03 (datos tomados de [Soh86]). Con
dichos valores do L y k se calenld la preseripeidn a la entrada para la segunda variable turbulenta
(¢ =493 % 107" y w = 1.83). A la salida se tomdé VA n = Ve - n =Vw - n=10,y en el resto
del contorno ge utilizé la funcién de pared. Los nodos de la malla mds cercanos a la pared se
gupusieron a una distancia A = 0.05 (tomado de [Soh86]), Para la solucion de las ecuaciones
diferenciales de las variables turbulentas fue necesario utilizar 6l método SUPG+ARC con wy,
dado por (2.18) y €' = 0.7 (pardmetros para elementos lineales), Ademds, se utilizd un pardmetro
de relajacion para las variables turbulentas de 4 = 0.5 (ver Cuadro 5.1).

En la Figura 5,13 se presenta la malla de 1632 elementos @1/P0 y 1721 nodos. En la Figura
5.14 se presentan algunos resultados para el modelo k—¢ y en la Figura 5.15 para el modelo k—w.
En la Figura 5.16 se presenta el detalle de las lineas de cortiente y del campo de velocidades en
el virtice delante del escalén. Se puede observar de los resultados que el modelo k - w anade
mas viscosidad al flujo qua ol modelo k= 2, por lo eual 1a longitud del virtice principal es mads
pequeria,
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Figurn 5.16. Flujo turbulento sobre un esealén, Modelo k — w. (a): Lincas de
corriente,  Picos (1.01,-0.0631). (b): Contornos de presion,  Picos
(0.00245,~0.29). (c): Contornos de k. Picos (0.050,0.651 = 107%).
(d): Contornos da w. Picos (23.0,0.227). {0): Contornos de viscosidad
cinemiitica total, Picos (0.0114,0.358 « 1071),
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Figura 6.16. Flujo turbulento sobre un oxcaldn. (a): Datalle de lng liness de cor-
viento, modelo k = 2. (b): Detalle dol eampo do velocldades, modela
k=g, (C): Dm.lnllu i Ing lineas de c;nn‘iﬂnh:, muodelo b =g, (d); Datalla
del campo de velocidades, modelo b = w.
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Para este problema se tienen dlatos experimentales y numéricos en las veferencias [sta82,
KICJ80, Soh86). Kl principal resultado a comparar con los experimentos es la longitud del vértice
que se forma en frente del escalén. Los resultados experimentales dan un valor de 7.0 & L0 h
[KKJ80]. Los resultados numdricos reportados en [sta82] van de 5.2 h a 5.8 h. Eu este trabajo
se abtuvo un valor de 6.57 h con ol modelo k=& y de 4.8 h para el modelo k —w. En general los
resultados obtenidos para el modelo k — ¢ (el cual es el mis nsado en la practica) son similares
a los obtenidos por otros autores [Soh86, sta82], aunque la longitud del vértice obtenida en este
trabajo se acerca mejor a los resultados experimentales, So observé que dicha longitud varia en
+0.2 h dependiendo de las condiciones de contorno que se tomen para k y ¢ en la entrada (por
ejemplo, para k = 0,008 y L = 0.015 se obtiene una longitud de 6.8 h).

Clabe remarcar que para mallas mucho mis finas que la presentada en el ejemplo, se ob-
tuvieron soluciones similares del flujo medio. Ademds se observd durante la etapa de experi-
mentacién nmumdérica que el algoritmo es muy robusto a cambios en las condiciones de contorno
tipo Dirichlet de las variables turbulentas. s deeir, &1 se varian dichas condiciones el algoritinoe
converge v lo hace a soluciones parecidas del flujo medio (se entiende como condiciones fipo
Dirichlet lag que se Hjan en los contornos de velocidad impuesta, no incluyendo los contornos
con funeién de pared),

-Perfil de ala entre dos superficies planas

Kste ejemplo trata del Hujo turbulento en la inferseccidn enbre un perfil de ala eilindrica y
una superficie plana. En [FSCD93] se presentan resultados oxperimentales, los cuales sirvieron
de validacién para los diferentes resultados numéricos presentados en [BBR96). El flujo estd
dominado por un vértice en ¢l pegue entre ¢l ala y la superficie plana, En la Figura 517 se
presenta ¢l dominio computacional (1/4 de geometria por la simetria del lujo). En la Figura
5.18 se presenta el pairdn de flujo experimental en el plano de simetria z = 0.

El ala cilindrica tiene un ancho miximo de 7' = 71.7 mm y una longitud de cuerda de 305
mm. Fetd situado a una distancia de 18,24 = 7' corriente abajo de la entrada y la cuerda esta
alineada con el eje & Su seccién transversal se compone de una nariz eliptica de relacion eje
mayor-cje menor 3 ¢ 2 (eje mayor alineado con la cuerda) y un perfil N ACA 0020 pegado al
punto de mixima anchura,

Debido al gradiente de presiones inverso én el plano de simetria, la capa limite se separa en un
punto cercano al ala, Corriente arriba de la separacién y en la vecindad del punto de separacion,
la velocidad media y el tensor de Reynolds son similares a los que se fienen en la separacion
(debido a un gradiente adverso de presion) de una capa limite bidimensional. Fl vortice presenta
una zona de recirculacidn intensa de forma eliptica en el plano de simetria (z = 0). Eata zona
e una region de alta produccién de turbulencia debido n la oseilacion de las escalas grandes
del Aujo. Estas oscilaciones se caracterizan por una funcién de probabilidad para la velocidad
de tipo bimodal, Dicha caracteristica hace que los modelos de turbulencia que supongan una
funcién de densidad de probabilidad Gaussiana para velocidad se comporten pobremente en esta
region.

El Aujo s¢ simuld utilizando el modelo k — &, A la entrada se prescribié la componente @
de la velocidad a los valores experimentales dados en [FSCD93| (v, = v; = 0). En el plano
de simetria se prescribié la velocidad normal a cevo, n-(e+7)- gy =n-(e+7)-g, =0y
Uk:n=Ye.n=0 A lasalida se dejaron libres todas lag componentes de In velocidad y las
variables turbulentas. En las paredes sdlidas se preseribid la componente normal de la velocidad
a cero y ge ntilizd la ley de pared en la direccion tangencial, La viscosidad cinemitica del fluido
(aire) es de 16.60802 mm? /s, la velocidad de referencia a la entrada de 26990 mm/s, lo cual da
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Figurn B.18. Perfil de ala entre dos superficies planas, Patrdn de finjo experimental

an al plano de simetefa 2 = 0. (bomada de [ERCIG])
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Pigurn 6.19. Perfil de als entre dos auperfictos planas, (a): Malla de 37206 elomentos
' Q1/P0 y 41250 nodos, (b): Detalla del refinamiento de la malln corea
n lng superficies sélidas,

un niimero de Reynolds (calenlado con T'= 71.7 mm) de 116521

En la Figura 5.19 se presenta la malla de 37206 elementos (21 [P0y 41250 nodos, Para
resolver las ecuaciones de Reynolds se utilizé el método SUPG y un esquema de penalizacion
iterativa con parmetro de penalizacién de 6,021 x 107", Las ecuaciones del modelo k — £ se
aproximaron utilizando el método BUPG+ASC y un pardmetro de relajacion A = 0.5, Todos
log pardmetros de los métodos SUPG y ASC fueron los estdndar para elementos lineales.

En la Figura 520 se presentan algunos resultados utilizando un espesor de la capa limite
para la ley de pared de A = 2 mm. Estos tienen un aspocto bastante realista. En ln Figura 521
ga presonta un detalle del campo de velocidades en el Tugar donde se forma el vértice enfrente
del ala para un A = 2 mm (4" entre 30 y 100 aproximadamente), y A = 7 mm (y" mayor que
100). B¢ observa que el vortice para el primer valor es mds grande y el despegue de la capa
limite se produce en @ = —27.965 (x/T = 0.39), valor que so aproxima bastante bien al dato
experimental (ver Figura 5.18). Por el contrario para un valor A = 7 mm el vortice es muy
pequeiio y ol despegne se produce a z = —0.321 mm (x/7" = 0.13), el cual se aleja bastante
del experimento. También se obluvieron resultados numéricos utilizando un A = 0.1 mm (y"
menor que 30). B este caso el despegue se produce a @ = <21.772 mm (a/T" = 0.30), v lox
vesultados son en general buenos. Sin embargo, se produce otro virtice mis pequetio en el gje
de ralida del ala, ol cual no se observa en los resultados experimentales.
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Figurn 5.20. Perfil de ala entes dos superficies planns, Resultados sobre el ala, s
superficie de simetefa (= = 0), Ia pared inforior (y = 0) v la salida
(w=10T). (a): Contornos de presién. Picos (3.55 x 10%, ~4.85 = 10%),
(b): Contornos de k. Picos (1.3 % 107,0.01). (¢): Contornos de £. Picos
(9.38 = 10%,0,009),

En conelusion, los resultados numéricos concuerdan bastante bien con los obtenidos expaori-
mentalmente s se toma un valor para A tal que y* esté entre 30 y 100 (valores para los cuales
se sabe que la ley de pared es vilida). Si A es muy grande la fuerza de rozamiento que actia
sobre el flujo es muy pequeiia, por lo cual ol vortice enfrente del ala tiende a desaparecer, Si A
o8 muy pequeno la fuerza de rozamiento es muy grande, por lo que tiende a aparecer un vortice
en el eje de salida del ala el eual no se tiene en la experimentacion.

Finalmente eabe resaltar que, para aproximar bien la ley de pared, fue necesario colocar nna
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Flgurn 5.21. Perfil de aln mmbre dos suporficies planas. Detalle del vértice enfronge
e 1n interieccion atee ol aln y la superficie inforior, (a): Distancia del
primer nodo a la pared & = 2 mnm, {h): Distancin del primer nodo i
la pared A =5 mm,

capa de elementos muy fina en la superficie donde se apoya el ala, 5i eato no se hace no 8¢ logra
converger a la solucién del problema (el espesor de dicha capa fue mil veces mis pecueno que el
gapegor de lo capa inmediatamente superior).

-Flujo de corte homogéneo en ejes rotatorios
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Figurn 5.22, Flujo de corte homogénea en ejes rotatarios. (n) Modelo ASM. (b): Modelo k- ¢,

Este cs ¢l primer ejemplo usando el modelo de tensiones algebraicas regularizado (ASM)
presentado en [(1893] (ver ecuacién (5.51)). El ejemplo es muy sencillo: El dominio de flujo s
[&? 1a veloeidad media del flujo se prescribe de tal forma que djuy = 1 para j = 2ei =1,y
Bju;i = 0 para log demds casos (ya que la velocidad es prescrita en todo el dominio, se utilizd
nna malla de un g6lo elemento Q1). Se da como condicién inicial (a | = 0) para las variables
turbulentas de &0 = 1 y €0 = 0.296. Se da una velocidad de rotacion al sistema de ejes de
w/2 = (0,0,w). El valor de w se varia con el fin de ver la influencia de la rotacion en la
ayolucién temporal de k. También se observa lo que sucede si ge resnelve el problema utilizando
¢l modelo estandar k = £, ¢l cual no tiene en cuenta los efectos de la rotacidn del sistema en
la turbulencia, El problema se aproximé utilizando el método de Galerkin para las variables
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furbulentas (debido a la sencillez del ejemplo). Las constantes del modelo k— ¢ utilizadas fueron
lng presentadas en la Tabla 5.1,

En la Figura 5.22a se muestra la evolucién de la energia cinética turbulenta utilizando ¢l
modelo ASM explicito de Gatski y Speziale para los casos w = 05w = 0.0y w = —0.5. En
la Figura 5,.22b se muestra el mismo resultado pero utilizando el modelo k — ¢ estandar. Los
vesultados son muy parecidos a los resultados experimentales presentados en [GE93], y a los
resultados numéricos de la misma referencia utilizando el mismo modelo, utilizando modelos
LES (“Large Eddy Simulation”), y modelog 858G (“Second order closure™).

Es importante remarcar que el modelo ASM es muy superior al modelo k — £, respondiendo
a los cambios de velocidad de rotacidn del sistema de ajes. Se puede observar que el modelo
ASM captura los efectos de la rotacién en un flujo de corte homogéneo como el del ¢jemplo. Fn
contraste a estos resultados, el modelo k — ¢ estandar da los mismos resultados para todas las
velocidades de rotacion. Esta deficiencin estd ligada a la hipétesis de Boussinesq (5.13).

~-Flujo en una cavidad polar

(1)

Figura 5.28. Flujo on una cavidad polar. (a) Malla de 1944 elementos Q1 y 2035
nodos, (b): Campo de velocidades utilizando el modelo ASM regular-
izadlo.

El dominio es ¢l sector eivenlar comprendido enfre las circunferencias de radio uno y de
radio dos con centro en el origen, y entre las rectas y = 0 ¢ y = =. La malla consta de 1944
elementos bilineales (2035 nodos) y es mis fina en lag cercaniag de lag parvedes del dominio (ver
Figura 5.23a, La velocidad se ha preserito on la cireunferencia exterior au-n =0y u-t =2
(n y ¢t son los vectores normal y tangente a la circunferencia exterior respectivamente). En el
misino contorno se proseribieron las variables turbulentas k y £ 2 0.003 y 0.0004295 (L = 0.03),
respectivamente. En el resto del contorno se aplicd la ley de pared (ver (5.66) a (5.68)). La
distancia del primer nodo a la pared se tomd como A = 0.06. La visgosidad cinematica del
flnido fue de r = 5 % 107%, siendo entonces el mimero de Reynolds aproximadamente igual a
Re =4 x 10%, La velocidad angular de rotacidn fue de w = (0,0,1).

En primera instancia se obtuvieron resultados utilizando el modelo k — ¢ el oual no tiene en
cuenta los efectos de la rotacién. Las ecnaciones de Reynolds se resolvieron usando el método
GLS utilizando los pardmetros dptimos, Estos son los calibrados en el capitulo 3 para el prob-
lema de Stokes y elementos bilineales, y log tiempos intrinsecos disenados en el capitulo 4 para
¢l problema de Navier-Stokes con rotacién (ver de (4.74) a (4.77)). Las ecuaciones de las vari-
ables turbulentas se resolvieron utilizando el método SUPGHASC y tomando un pardmetro de
relajacion de A = (0.5, También se obtuvieron resultados utilizando ol modelo de tensiones al-
gebraicas regularizado mostrado en el apartado 5.6,1 y tomado de [GS93] (ver ecuacion (5.51)),
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Figura 5,24, Flujo en unn cavidad polar. Modelo k — &, (a): Contornos de presion,
Picos (3.42, —0.985). (b): Lineas de corvienta, Picos (0,00551, ~1.288).
(¢): Contornos de k. Picos (0.21,0.557 x 1077). (d): Contornos de
viscosidad total ¥ 4 1, Picos (0.0131,0.11 % 107%),

con lag constantes dadas en (5.58),

En la Figura 5.23b se pueden observar el campo de velocidades obtenido con el modelo ASM
vegularizado (obsérvese los vértices en las esquinas superior e inferior izquierda). En la Figura
5.24 ge presentan los contornos de presion, lineas de corriente, contornos de k y contornos de
viscosidad total (v + 14) obtenidos utilizando el modelo & — 2. En la Figura 5.25 se muestran los
mismos resultados pero utilizando el modelo regularizado de tensiones algebraicas. Cabe anotar
que para obtener convergencia con este nltimo fue necesario precondicionar Ias ecuaciones de
Reynolds con la hip6tesis de Boussinesq (ver ecuacién (5.170)).

Los resultados tanto en presiones como en lineas de corriente, y por consiguiente en veloci-
dades, para ¢l modelo k — ¢ son muy diferentes que para el modelo ASM regularizado, Lo
anterior se debe a que el primero no tiene en cuenta ¢l efecto de la rotacién sobre la turbulencia
como se mostrd en ol gjemplo inmediatamente anterior.

Los resultados con el modelo ASM muestran la formacion de dos pequenos vortices en las
esquinas superior e inferior izquierda, los cuales no se presentan en el easo de utilizar el modelo
k—e. Adicionalmente la distribucién de energia cinética turbulenta y de viscosidad total (124 14)
son diferentes (l6gicamente esto genera diferentes patrones de flujo medio).

Finalmente se simuld el ejemplo con ¢l modelo k — &, pero sin fuerzas de rotacion (w = 0),
El patron de flnjo resultante fue practicamante igual al encontrado en el caso de incluir dichas
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Figura 5,25, Flujo en unn eavidad pnlnr. Maodela ASM ragulurixndu. (a): Cons
tornos de presion. Picos (196, —0.218), (b): Lineas de corriente, Pleos
(0.00824, —0.152). {¢): Contornos de k. Pleos (0.00736, 0.3 x 107 7).(d):
Contornoa de viseosidad total v < 1. Ficos (0.00178, 0,668 = 10°7),

fuerzas. Lo anterior confirma una vez mds, la incapacidad del modelo & — £ para reproducir los
efectos sobre el Aujo, generados por la ratacidn del sistema,

5.10 Comentarios y conclusiones

Fn la primera parie del capftulo se expusieron las cenaciones de Reynolds incompresibles, las
cunles ge supone que rigon el flujo medio turbulento, y ge mostraron varios modelos de turbulencia
para obtener un sistema cerrado de ecuaciones. Estos se dividieron en dos grupos principales
sepnin supusieran o no la hipdtesia de Boussinesq. Entre los primeros se presentaron modelos
de cero, una o dos ecuaciones segiin el niimero de ecuaciones diferenciales que deben regolverse
para obtener la distribucién de las variables turbulentas, De los dltimos se presentaron dos
modelos de tengiones algebraicas (ASM) los cuales caleulan el tensor de Reynolds sin utilizar
la suposicidn de Boussinesq. Estos (iltimos bdsicamente escriben el tensor de Reynolds como
funcién del gradiente de velocidades y de la distribucion de la energia cinética turbulenta y de
In disipagion turbulenta (k y £). Finalmente se mostraron las condiciones de contorno gue s
implementaron para completar las ecuaciones diferenciales que describen la distribucién de las
variables turbulentas y el flujo medio.

Una ves planteadas las diferentes eonaciones y condiciones de contorno que se trataron en
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el presente trabajo para la silacién del flujo turbulento, se procedid al planteamiento de la
solucitn mimérica por elementos finitos de éste. Las ecuaciones de Reynolds son matematicamente
iguales a las de Navier-Stokes, por lo cual log esquemas adoptados para su solucién por elemen-
tos finitos son los mismos que se expusieron en el capitulo 4 para al flujo laminar. Para la
distribucion de las escalas turbulentas, léase energia cinética y longitud turbulenta, los casos
interesantes desde el punto de vista numérico se presentan cuando hay que rerolver algina
cenacion diferencial para obtener una o ambas escalas, [Sate no es ol caso de los modelos de
cero ceuaciones, en los que basta afiadir a la viscosidad real del fluido la vigcosidad turbulenta
obtenida de alguna ecuacién empirica y proceder a la golucion de las ecuaciones de Reynolds.

Las seuaciones diferenciales que transportan las escalas turbulentas son del tipo conveccion-
difusién-renceién, por lo que se utilizG el métado SUPG+ASC, planteado en el eapitulo 2 del
presente trabajo, para su solucion por slementos finitos. Dichas ecuaciones presentan términos
no lineales que pueden generar (érminos de renceion negativos en el proceso iterativo de solucidn,
Jos cuales pueden impedir la convergencia del esquema. Este fenémeno ge presenta al tratar de
utilizar principalmente modelos de dos senneiones (y por consigniente modelos de tensiones al-
gebraicas). Uno de los principales aportes del presente trabajo es precisamente el algorifimo
presentado para la solucién del flujo turbulento utilizando modelos de dos ecnaciones. Los prin:
cipales ingredientes de dicho algoritmo, y por lo tanto los principales aportes de este capitulo, son
(ver Cuadro 5.1): Método SUPG4ASC para Ia solucién por elementos finitos de las ecnaciones
para la enevgia cinética turbulenta y de la gegunda variable turbulenta (£, w o k7); congelacion
de los términos de produccion (Px y Py) de la turhulencia dentro del bucle iterativo para obtener
convergencia ¢n las variables turbulentas (estos trminos permanecen constantes dentro del bu-
ele para converger en L); relajacion de las variables turbulentas y de la escala de longitud L;
y linealizacién de las ecuaciones de las egcalas turbulentas k y 4 tomando y constante (i se
actualiza luego de converger en k y o). El algoritmo presentado demostrd ser muy robusto. Fste
converge a soluciones similaves independientemente de ln malla y de las condiciones de contorno
tipo Dirichlet sobre las variables turbulentas,

En euanto a los modelos de tensiones algebraicas (ASM) el principal aporte (aparte del
algoritmo de solucion del modelo de dos ceuaciones necesario para la obtencién del tensor de
Reynolds) radica en el precondicionamiento que se realiza utilizando la hipGtesis de Boussinesq
(ver (5.170)). Es decir, la divergencia del tensor de Reynolds caleulado con el modelo ASM
se aiade como un término de fuerzas conocido al lado izquierdo de la ecuncidn de momenbo,
y adicionalmente se suma u ambos lados de Ia ecuacién la divergencia del tensor de Reynolds
ntilizando la hipdtesis de Boussinesg (al lado izquierdo se evalua en la iteraciom actual y al lado
derecho en Ia iteracién anterior). Bn el caso de no utilizar este tipo de precondicionamiento con
14 hipétesis de Boussinesq el esquema iterative presentado en el Cuadro 5.1 no logrd converger
para el caso del fhijo en una cavidad polar,
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Capitulo 6

Superficie Libre y Temperatura

6.1 Introduccién y objetivos

Hasta ¢l momento s¢ propiso un esquema numérico para resolver las ecunciones de Navier-Stokes
{anto en régimen laminar como turbulento. En el presente capitulo se expone una metodologin
para el caleulo de problemas con superficie libre. Fl eileulo de la posicién de la superficie del
fluida es una tarea muy importante para la aplicacién de las técnicas numéricas expuestas hasta
¢l momento n problemas industriales, tales como el llenado de moldes para la fabricacion de
piezag metdlicas, para la simulacién de procesos de inyeccién de plasticos, para ¢l caleulo de la
superficie libre en reactorea quimicos, ete. Adicionalmente, en dichos procesos ¢s lmportante
¢l cdlenlo del campo de temperaturas tanto en el fluido como en el recipiente (molde, reactor,
ete.) que lo contiene, Por tal motivo también se expone en el presente capitulo una metodologin
para la solucién por elementos finitos de la ecuacién de la energin expresada en términos de la
ﬂ‘.’?ﬂlpm'-"h"rlll'ih

E] modelo que se expondrd para el Lransporte de ln superficie del fluido estd basado on
ol método de la psendo-concentracion, el cual emplea una malla fija. El Ruido va lenando los
elomentos de la malla a medida que s¢ va moviendo, Un elemento puede estar vacio, parcialmente
lleno o totalmente leno de Auido. La téenica qiie se emplea en ] presente trabajo fue introducida
por Thompson [Tho#iGh, ThoBGa, TS8E|, aunque también se ha empleada con otros nombres
como VOF (volume of fluid method) [HNHI} o métado de saturaciin [HWHHI. La idea basica del
método es introdueir una funeion escalar que so transporta por el campo de velocidades obtenido
a partir de la solucién de las ecuaciones de Navier-Stokes ( o de Reynolds en el caso furhbulento),
Dicha funcién se define sobre todo el dominio computacional y un cierto iso-contorno define Ia
posicidn del frente del Hoido real. La parte del dominio ain yacia e supone ocupada por un
fluido ficticio con propiedades tales que no afecten la dindmica del flnida real (se supone por lo
general que dicho fluide ficticio es el aire).

Una descripeién del método que se expondrd a conbinuacion para casos bidimensionales pucde
consultarse en [Cod92, C8094, C50792]. Como se verd a lo largo del eapitulo, la principal
diferencia de la técnica que se presenta on este trabajo radica en aspectos computacionales,
tales como el suavizado del frente del material tanto en dos como en tres dimensiones [C894al,
y ¢l tratamiento de los “agujeros” que se dejan en los moldes con el fin de dejar galir el fluido
ficticio (alre) a medida que éste va llendndose.

La téenica de la pseudo-concentracion ha sido utilizada por diversos autores parn seguir la
guperficie libre de flujos viscopldsticos, en el contexto de procesos de conformado de metales
tales como la extrusién, forja y laminado [SOCO3b, SOCH3a, Al04, AIDO4, DGCY0, TS8E|. La
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aplicacién del método al llenado de moldes puede consultarse en [DGCO0, WS88, LUCAL, Cod92].

Otros métodos populares para el seguimiento de Ia superficie libre tales como el lagrangiano
actualizado [Zie8d, LDDI0, ZIOTH, ZOH81], y el ALE (Arbitrary Lagrangian-Eulerian method)
|Hue84, SFDOOL], tienen desventajas como ln excesiva distorsién de la malla en el easo que la su-
perficie varfe demasiado (por ejemplo en el llenado de moldes), o que se requiera un conocimiento
a priori del movimiento del fluido. Un método mixto en el cual se utiliza una malla Rja para
la solucion del flujo, y una malla mévil para el caleulo de la posicion del fluide real puede con-
gultarse en [SOCY3L]. Este método se presentd en el conbexto del laminado de metales, y o
conveniente sélo para flujos no recirculantes o mily viscosos.

Finalmente, la ecuacién de temperaturn (energfa) es del tipo conveccion-difusidn, por lo
enal su solucidn numériea ge realiza mediante el método SUPG expuesto en el eapitulo 2 de
este teabajo. Debido a la diferencia de propiedades térmicas que pueden presentarse entre al
fluido real, el fluido fickicio y ¢l molde donde se vealiza el llenado, pueden ocurrir capas con
altos gradientes de temperatura, con lo cual s necesario al empleo de f(éenicas de captura
de diseontinuidades para evitar la presencia de oscilaciones localizadas (ver eapitulo 2). Otro
aspecto Jmportante que se muestra en el presente capitulo s el cileulo de la temperatura en el
molde a medida que se va produciendo el llenado del mismo. Para resolver dicho problema, se
presentard una téenica en la eual se utilizan dos mallas diferentes, La primera abarea la cavidad
que s¢ cstd llenando, y resuelve el problema, de flujo y de superficie libre dentro de la misma,
La segunda malla abarca tanto la cavidad que se esta llenando como todo el material que la
roden (cavidad mAs material del molde), y sobre éata se ealeula el campo de temperaturas. Para
vealizar este proceso, se debe pasar la informacion tanto de 1a posicién del finido real como del
campo de velocidades dentro de la cavidad (malla 1) a la malla de la cavidad mds el molde
(malla 2). Las dos mallas por lo general son de diferente tipo de elementos y ademids, aungue
¢l dominio computacional de la primera malla esté contenido en la sepunda, log nodos no tienan
porqué ser coincidentes, Debido a ello se debe interpolar tanto lag velocidades como la posicion
del frente del fluido de los nodos de la malla 1 a la malla 2, con ¢l fin de resolver sobre la
sogunda el problema térmico integrado (calcular el campo de temperatura dentro de la cavidad
y del material del molde), Esta técnica puede ser consullada en [CCpT o).

6.2 Método de la pseudo-concentracion

Como s¢ menciond anteriormente, la idea bisica del método de la paendo-concentracion es definir
ina funcién escalar ¥(x) sobre el deminio computacional §2 de tal forma que su valor on cierto
punto z € Q indique la presencia o no de fluido. Fata funcidn puede congiderarse como una
propiedad ficticia del fluido. Por ejemplo, se puede asignar el vilor de 1 a la regién donde el
fluide ya ha entrado y de 0 donde se tiene aire (Auido ficticio). La posicion del frente del fluido
s define por el iso-contorno (@) = b, donde 9 € [0, 1] es un valor eritico definido a priori.
Usualmente se toma ., = 0.5, Dicho valor no tiene importancia én el caso de que i sea una
funcién escaldn, sin embargo es necesario para la diseretizacion por clementos finitos y para el
suavizado que se deseribird mas adelante,

La conservacion de la pseudo-concentracion (suponiendo que (@) sea lo guficientemente
suave) en cualquier volumen de eontrol ¥, C £, el cual s¢ mueve con un campo de velocidades
solenoidal 2, se eseribe como:

%‘Lf =0 en@x(0,T) (6.1)

donde (0,7 es ol intervalo de tiempo. Debido al cardcter hiperbélico de la ecuacidn anterior,
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se deben especificar condiciones de contorno para ¥ en la parte de la frontera de §2 donde la
velocidad esté entrando al dominio. Esto es, en

Uing 1= {JI € 0 1 un< u} (“‘2J

donde 1 es la normal exterior a Q. Las propiedades del fluido se especificardn dependiendo
de la posicién del frente. Sea 7 alguna propiedad del fluido (densidad p, viscosidad pi, calor
especifico ¢ o coeficiente de conduccion térmica k), se tendri qiie

p={ st 5 220G &
donde
i={z €| Pat) = i} (6.4)
y la funcion de psendo-concentracion es la solucion del signiente problema:
% $ (e V=0 enf2x(0,7T) (6.5)
o=y en Dy x (0,7) (6.6)
(e, 0) = pgle)  en 2 x {0} (6.7)

L condicidn inicial ¥y se escoge de tal forma que defina la posicion inicial del fluido real. La
condician de eontorno 4, define si el fluido entra o no a través de un cierto punto de 982 Si el
fuido real estd entrando ¥, = i, sino 1, < .. Mds adelante se retornard este punto.

Obsérvese que debido a que las propiedades fisicas seran discontinuas en la direccion perpen-
dicular al frente del fluido, las ecuaciones de Navier-Stokes (1.1)-(1.2) no describen exactamente
la conservacién del momento y de la masa, ya que el salto de las propiedades del fluido es ig-
norado, También puade observarse que ol fluido én consideracion y ¢l aire gon resueltos a la
vez, por lo cual no se necesitan condiciones de contorno en la interface. Por ¢jemplo, capas
limites térmicas, usualmente tratadas imponiendo un flujo de calor proporcional al salto de Lem-
peraturas, se aproximarin dependiendo del tamaio de la malla y de la capacidad del método
mimérico utilizado para capturar altos gradientes, Condiciones de radiacion no lineal y otros
sfectos fsicos como la tensién superficial en el frente del fluido, se desprecian al utilizar Ja técnica
de la pseudo-concantracion.

6.2.1 Aproximacién por elementos finitos

La ecuacion de psendo-concentracion (6.5) es del tipo conveccion pura, por lo eual el nimero de
Péelet o infinito (v = 00). Debido a éllo se utiliza el métado SUPG expuesto en el capitulo 2 del
presente trabajo para su discretizacion espacial. La discretizacion temporal se realiza ulilizando
pnevamente la regla trapezoidal, Bl problema discreto queda entonces como: Dada una particién
de elementos finitos {2}, ¢ = 1,..,n, del dominio ©, dado el campo de velocidades upt
aproximacion a w(a, "' 1, dada una particién uniforme del intervalo de tiempo [0, 7] de tamano
Aty dado 9 () = o (e), encontear ' () aproximacion de (2, Y paran=0,1,..,N-1
tal que,

Tha|
[ i a0t [ - 9IR d+ 387 i )

=1

= [n gl 42— (1 —0)At fﬂ (- W)y d2 (6.8)
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donde tanta lag funciones de prueba ¢y, como lag funciones de interpolacion ¢y, perténecen a
' (§2), las primeras deben hacerse cero sobre Uy y las segundas satisfacer la condicion de
contorno tipo Dirichlet dada en (6.6). El término residual del SUPG en (6.8) viene dado por:

IS:;II Lrluhawhi ff’hj = /;- TF(‘H;: T, V]rfm [T{J;: oo U,J');:

FOAHup Tt (1 - 0)Ar(u VIgR] 42 (69)

El tiempo intringico 1':,"‘ ge calcula como se expuso en el capitulo 2, utibzando un nimero de
Péelet v = oo (ver (2.42)) para ealeular la funcién de “upwind”.

Comao observaciones finales ¢abe remarcar que el pardmetro # de la regla trapezoidal pueda
escogerse diferente al empleado en la cenacion de Navier-Stokes 6 de temperatuea (Ia cual serd
expuesta mis adelante). Si 4 es una funcién escalén o con muy alto gradiente en ol fronte del
fluido, el esquema de Euler hacia atreds (6 = 1) no es apropiado debido a su alta digipacion,
aungie éste puede ser usado para las ecuaciones de tempevatura y de Navier-Stokes. En este
eago, el esquema de Crank-Nieolson (€ = 1/2) debe emplearse. Sin embargo, este problema no
surgoe si 4 os una funcidn suave, ya que la posicién del frente 1), serd transportada correctamente,
ya que el error del método de Euler hacia airds es de amplitud y no de fase. Finalmente, en el
presente trabajo se escoge para la paeudo-concentracidn 4 la misma interpolacion de elementos
finitos que para las componentes del eampo de velocidades y 1a temperatura,

6.2.2 Suavizado de la pseudo-concentraciéon

El mélodo de la pseudo-concentracion provee una técnica bdsica para el transporte de las so-
perficies libres de fAujos viscosos e incompresibles, aungue aparecen varios problemas al ser
implementado en un cddigo de ordenador. Uno de ellos es Ia escogencia de la funcién . Si se
toma una funcion esculdn, se pneden encontrar pequeiias oscilaciones en las vecindades de los
altos gradientes que no son eliminadas utilizando el método SUPG (ver capitulo 2). Estas os-
cilaciones puedon propagarse y distorsionar las formas del frente, especialmente en lag esquinas.
Debido o que la iden basies del método no depende de la escopencia de 1a funcidn ¢, es preferible
utilizar una funcién suave en vez de una con cambios abruptos. La téenica de snavizado imple-
mentada se diseutird més adelante. Este permite eliminar los picos que se presentan al utilizar
una funeién escalén en cada paso de tiempo, obteniéndose una método preciso para transportar
el frente del material usando el método SUPG.

La téenica de suavizado empleada consiste en redefiniv la paendo-concentracidn para cada
nodo de la malla de elementos finitos de acierdo a la siguiente expresion:

= the + sgn(tho — Ye)or d (6.10)

donde g es el valor ealenlado de ¥, o unn constante dada, o la distancia del nodo en con-
sideracién hasta el frente del fluido y sgn(-) es el signo del valor entre paréntesis. La ecuacién
(6.10) indica que la pseudo-concentracion suavizada se obtiene anadiendo o substrayendao al valor
eritico una eantidad propoporcional a la distancia al fronte, de acuerdo al material que ocupe el
punto (el fluido analizado o &l aire),

El punto erucial ¢4 como caleular la distancia d desde el punto en consideracién al frente.
El algoritmo implementado tiene como primer paso subdividir el tipo de elementos utilizade en
triangulos lineales (en 2D) o tetraodros (en 3D). El niimero de subelementos que se obticne con
eate procedimiento por cada elemento de la malla es:
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kb e

Elemento Casg 2D Caso 3D
P (lineal) 1 1
P" (lineal + burbuja) 3 4
(21 (multilineal) 2 ]
Py (gquadritico) 4 8
By (quadritico+burbuja) 6 20
02 (multicuadritico) 8 40

Con ol fin de ealeular la distancia d, la funcién de pseudo-concentracién se considera in-
terpolada utilizando log subelementos lineales. Esto introduce una nueva aproximacidn en la
representacion de dicha funcidn.

Una vez conocidos los valores de la pseudo-concentracién en todos los nodos, es posible
calenlar lag posiciones de los puntos del frente que intersecian los lados de los elementos. Esto
se realiza revisando si el signo de 1 — 9 cambia de un nodo al nodo adyacente del elemento. La
interseccién del frente con el lade del subelemento se ealeula usando una interpolacién lineal entre
los valores de i de los dos nodos identificados, Ya que los subelementos son lineales, al frente
puede cruzar un lado sélo una vez. Por consiguiente, sélo dos puntos del frente en 2D y fres en
3D pueden cruzar los lndos del subelemento. Los tres puntos que intersectan el subelemento en
3D forman un plano (el cago 2D es andlogo, por lo cual se explicard silo el caso tridimensional ).
Luego 6 calenla la interseccién de este plano con la linea normal a él que pase por cada uno de
los nodos de la malla. Si dicha interseccién queda dentro del tridgngulo comprendido por los tres
puntos de los lados del subelemento, la distancia buscada serd la distancia entre la interseccion
y el nodo de Ia malla. Sino, se toma la minima distancia entre el nodo y los tres puntos del
tridngulo.

Con ¢l procedimiento descrito anteriormente, se tiene ln distancia desde un nodo de I malla
a todos los iridngulos que aproximan el frente. La distancia final de cada nodo al frente del
fluide es la minima de todas estas distancias,

El algoritmo que implementa esta idea se presenta a continuacidn:

s Bucle sobre los elomentos
& Reviso si el slemento es eruzado. Sine vaya al siguiente elemento
s Bucle sobre los subelementos
e Caleule la interseccion del subelemento con la superficie libra
s Caleule las coordenadas de los puntos de interseceion
s Calenle el vector normal al segmento (2D) o al plano (3D) definido por los puntos
de interseccién
& Si se encuentra una inferseceidn (un segmento o un plano), buecle sobre los nodos de
la malla
s Caleule la distancia del nodo al plano (o segmento) dy
& Revise s la interseccidn estd contenida en ¢l plano (0 segmento). 5i lo astd o) + dy,
8i no tome dy como el minimo de las distancias al los vértices que forman el plano
(triangulo o segmento de recta).
s Para cada punto d < min{d, d)
La precision de este método depende de la suavidad del frente (no de la pseudo-concentracion).

Se ha encontrado que éste funciona bien en la prictica, como se observard en los ejemplos
numéricos presentados al final del eapitulo,
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6.2.3 Bvacuacién del aire - Introduccién de agujeros

En problomas précticos de lenado de moldes, a medida que el fluido va entrando al molde
el aire puede escaparse a travis de las paredes porosas del mismo, Los modelos numéricos
deben incorporar facilidades para evacuar el aive con el fin de prevenir la formacion de burbujas,
ospecialmente cerca a las CROINAL.

La idea basica del método que se deseribe a continuacion es colocar algunos agujeros en las
paredes del molde y bloguearlos cuando el fluida real aleance dichos agujeros. e eata manera
se le permite al aire salir del molde, mas no al fluido analizado.

Para explicar el inconveniente bisica de este método, se presenta como se implementd en el
cadigo de ordenador las condiciones de contorno. 8i un nodo de contorno tiene una prescripeion
tipo Neumann, su velocidad es una de las incdgnitas del problema, Pero si la presoripeion s
tipo Dirichlet, el vector de velocidad es conocido. Las filag y columnas corvespondientes al nodo
bajo consideracion de la matriz ensamblada final no se necesitan. Bl producto de las colummasg
por lns componentes de la velocidad se pasa al lado derecho. La matriz del sistema resultante,
A, serd mis pequeiia que si ostas columnas y filag no gon eliminadas, Debido a que el codigo de
ordenador trabaja con memoria dindmica, la dimensién de la matriz A debe ser caleulada antes
de empezar ol andlisis, Por consiguiente, el cambio de la condicién de contorno de un nodo tipo
Neumann & tipo Dirichlet no es tan simple como a primera vista puede parecer.

Con el fin de evitar el cambio del tamano del problema, se dejan los nodos con agujeros
sicmpre libres. Cuando el fluido legne a ellos, 1a velocidad (o sélo la componente normal a la
pared) se preseribe a cero mediante ol signiente procedimiento: Considérese el sistema lineal de
ecuaciones genérico de la forma

Az =b (6.11)

donde @ es el vector de 1 incognitas. Suponga que la componente ¢ de @ so preseribe al valor ¥,
esto es @y = ¥ De la ecuacidn (6.11) se tendrd que

H
dgxi =i — z Ly (6.12)
ey PY

Suponga que la componente aj; de A no es cero y reemplace

a1
aqy =0 j =1 ,yn .?. r‘t i [ﬂ.lﬂ)
by «F

Fsto puede realizarse a nivel elemental, ya que ol operador ensamblaje es lineal. La incégnita
quedard prescrita exactmente al valor requerido.

La manera de bloquear los agujeros entonces es clara, Para un cierto paso de Liempo, se
calenla el valor de la pseudo-concentracion en el nodo de interés. 5i el valor de 1) es menor
que 1, no se hace nada sobre el sistema andlogo a (6.11) proveniente de la discretizacién por
elementos finifos de las ecuaciones de Navier-Stokes, es decir, la vedefinicidn (6.13) no se ejecuta,
En caso contrario, la estrategia presentada para prescribir valores se realiza, tomando 7 =0 en
(6.13).

Considérese ahora la ecuncion de transporte de la pseudo-concentracion. 8i para un cierto
paso de tiempo la velocidad de un nodo con agijero esta libre, ésta puede quedar entrando al
molde debido a efectos de succion. En esta situacién, el agujero debe ser considerado como parte
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del contorno de entrada i y por consiguiente la funcidn i debe ser prescrita en dicho nodo.
8i esto no se hace, puede ocurrir que valores de i mayores a i, sean tranportados dentro del
molde. introduciéndose fluido espiireo. La situacion ex gimilar a lo que ocurre para un problema
hiperbdlico unidimengional:

dip O
—r e i = <5< -
i e 0, O<x< (6.14)

Si 1 > 0y el valor de i en @ = 0 no se prescribe, la solucidn es simplemente (i, £) = o la —ut),
donde ifg(x) es la condicidn inicial extendida periddicamente a toda la recta real .

Hay otra forma de ver que si ¥ no se prescribe en los nodos donde la velocidad entra al molde
entonees se introduce material espireo. Sea Vi algin volumen de control rodeando el nodo.
Multiplicando la ecuacién (6.5) por ¢, integrando sobre Vp y usando el hecho de que u es de
divergencia nula se llega a

d i | 2T

& Hw il = _“'-.;1 mﬁ(n cag)ah” dl (6.15)
Si 4 no se preseribe donde 7w < 0, la integral de ¢* sobre Vi se incrementa a medida que
pasa el tiempo, y esto ocurre para cualquier volumen de control Vi, haciendo que fluido espiiveo
pueda aparccer alrededor del nodo,

Teniendo lo anterior en mente es clara que 1 debe preseribirse en los nodos temporalmente
libres (agujeros) donde n-w < 0. Para un cierto paso de fiempo, ¢l valor de la preseripeion debe
ger igual al obtenido en el paso de tiempo inmediatamente anterior. La forma de implementar
esto es ignal a la utilizada para las velocidades en las acuaciones de Navier-Stokes, Sea iy el
valor de la psendo-concentracién para el paso de tiempo n. Considere que el sistema a resolver
para encontrar o ! es (6.11), se realiza entonces la redefinicién (6.13) con T = .

La forma de vevisar los nodos temporalmente libres (agujeros) se resume el la Cuadro 6.1. Se
entiende que todas las variables (pseudo-concentracion y velocidad) se refieren a un cierto nodo
v que la condicién de eontorne se prescribe exactamente como se explicd anteriormente.

Cuadro 6.1 Revisién de los nodos temporalmente libres (agujeros)
o IF 4} <t THEN
o I mn-u<0THEN
s Pregeriba o) a o
s BELSE
e Deje "
s END IF
e Deje u libee (condicién tipo Neumann)
s ELSE
s Preseribaw = 0
e Deaje iy, libre
s END IF
s END

! libre

6.3 [IEcuacion de la temperatura
La ecuacion de la energin puede escribivse en términos de la temperatura t como sigue:

pf:,,[% F(u VW=V (Vi) =0Q enQx(0,T) (6.16)
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donde p es la donsidad del finido, ¢, el ealor especifico a presién constante, k el tensor de difusidn
térmica, el término de fuente de calor {(donde puede o no ser incluido el efecto Joule, o efecto
de generacion de calor por trabajo interno 26 £(u) ¢ £(w)), u el campo de velocidades dado
( o caleulado al resolver las ecuaciones de Navier-Stokes) y (0,7) el intervalo de solucion. Las
condiciones de contorno e iniciales para la temperatura que se considerardn son las siguientes:

d=1, enLyx(0,T) (6.17)
~k-Vi:n=gp, enlyx(0,T) (6.18)
9z, 0) = do(x)  en 2 x {0} (6.19)

donde I' = T Ui ¥y Tae T = 0 (I := a02).

La ecuacién de temperatura es la tipica ecnacién de conveceidn-difusion, por lo cual su aprox-
imacién por elementos finitos se realiza utilizando el método SUPG para estabilizar los efectos
convectivos, y el método de captura de digeontinuidades anisotrépico para evitar oscilaciones
localizadas en las capas con altos gradientes (ver apariado 2.3.3). La discretizacion temporal se
realiza mediante la regla trapezoidal (método @),

El problema discreto queda entonces como: Dada una particion de elementos finitos {2},
¢ = 1., 1. del dominio ©, dado el campo de velocidades u‘}:"" aproximacion a u(z, "),
dada una particion uniforme del intervala de tiempo [0, 7] de tamaiio At, y dado 0 (@) = dy(),
encontrar 19;:-!-‘(5:) aproximacion de 9(w, ") para n = 0,1,.., N = 1 tal que,

(/Q pn.+'lc}‘;+l¢,mg;:-l-l A0+ OAL '/ﬂ pu+1¢;:+l¢'h(u;:-+l .v),”;:-bl llﬂ)

Tha Mg}
+6Aﬂ./ﬂ Vrf}n : kﬂ-H ! V'?D;:-l_l €Y o }: SLH-"H('.H;. "9M #‘Jt) ¥ z Sﬁ.rlllf(uhl 'ﬂ‘h; ‘Jﬁh)
=] [

= / ;;""J""c;':""@,??‘ﬁ d2— (1 - @)At /; p"“l'lc*.;:“qb;,(u;: V)] A0
i J11

kbt
(1= 0A [ vy ke VO 40+ A [ 0n@"4 an o [ gy ar (620
452 P ﬂﬂ Sl o Uit

donde tanto las funciones de prueba ¢y, como las funciones de interpolacion ), pertenccen a
H l((a), las primeras deben hacerse cero sobre Ty y las segundas satisfacer la condicién de
contorno tipo Dirichlet dada en (6.17). Q"4 se define como:

pt 1ottt

QM--I--H — GQH'-I-l +(1 -9 _F_“ QN (6.21)

preg

[ superindica en las propiedades fisicas y en ol término de fuenta (p, ¢, k ¥y @) indican su valor

en un determinado paso de tempo. Debido al movimiento del frente del Auido, las propiedades

fisicas de un determinado punto @ € 2 pueden variar de un paso de tiempo a otro. El valor

de la propiedad en un determinado paso de tiempo se caleula como se explicd anteriormente en
(6.3)-(6.4).

Log términos residuales 8, b 8, corresponden al método SUPG y al método anisotropico de
captura de discontinuidades respectivamente (ver apartado 2.3.3). Suponiendo gue ¢l tensor de
difugion térmica sea isdlropo, es decir, que pueda expresarse como k = kI con k escalar e I ol
tensor identidad, ¢ término debido a la contribucidn del SUPG viene dado por:

3:*'1'"“&;,.(9;.:%) t= ‘L. 7y (wy " V) [ﬂ"“”ﬁ'“(‘ﬂ;:'” - J)
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VAL VYO + (1 - 0)At(ui - V)))
{,ﬂ+lﬂﬁ-|*1
—OALE" T IAD ~ (1 — O) At ——t— k" Ad
/]

ﬂrl ﬂ';l
-mcg"-*-‘?] s (6.22)

El tiempo inbrinsico 7§ se caleula como se expuso en el capftulo 2, definiendo el niimero de Péclet
elemental para caleular la funeidn de “upwind” como (ver (2.42)):

wllth? ot
§ = [ "2:‘:“{ Cp (6.23)

] superindice e se refiere a los valores dentro de eadn elemento,
El término debido a la contribucion del método anisotrdpico de captura de discontinuidades
se define como:

S::I+L!E(ufl1 i.gh'sd”l) 1= [ [ﬁﬂnvq‘)h ‘ v,ﬂ;:""‘
411
e

A(< Eigo = {num; > —Eiwo) Vibp - (_F;FE) -V H] A (6.24)

donde < « = es la funcién definida en (2.77), £y o difusion debida al método SUPG (ver
(2.15)):

1
Esupy = E“ﬁm el (6.25)

y & ln difusion a afadir en sentido perpendicular a las lineas de corriente (ver (2.75)):

S 1 | -
Eigo = §chgh' |V?')"r si (VO] £0 y &ie=0 delo contrario, (6.26)
[

donde ¢ viene dado por (ver (2.79)):

2kn
oy = max(& G e 6.

: ﬂ"ﬂ}ll“ul“““) (940
(7 es una constante que depende del tipo de elementa (0.7 para lineales y 0,35 para cuadraticos).

w)| viene dado por (ver (2.80)):

R
| = ﬁﬁ?ﬁfw}: (6,28)
y M es el residuo elemental definido coma:
- ‘Hﬂ |
R(IY) = puﬂ;:(f_f) Ath ¥ (un-l-l -V)‘ﬁ”) ~ K"ADY — Q" (6,29)

Todos los términos del residua elemental estdn evaluados en el paso de tiempo anterior por
facilidad en la implementacion, Es ficil verificar la consistencia del método, en el sentido que la
solucién del problema continuo (6.16)-(6.19), satisface ol problema discreto (6.20).



1054 i.':npitﬂlu 6, Superficlo Libre y Temperatura

6.4 Flujo incompresible con una superficie libre

in 6l eapitulo 1 se plante6 el problema que gobierna el flujo incompresible en régimen laminar
(1.1) a (1.6). En el apartado 4.5 se expusieron varios esquemas de solucién aplicande el mélodo
de los elementos finitos a dicho problema, y se presentd un algoritmo numérico general para su
fratamiento (ver Cuadro 4.1). El easo de flujo turbulento se expuso en el capitulo 5 del presente
trabajo, y en el Cuadro 5.1 se prosentd uni egtrategia numdérica para aproximar su solucion
nsando el método de los elementos finitos,

La simulacion del flujo incompresible en el casa de que exista una superficie libre se realiza
de igual manera que para un solo fluido. Esto es, resolviendo lns ecuaciones de Navier-Stokes
(o de Reynolds para el caso de flujo turbulento) teniendo en cuenta la posicion de la guperficie
libre para determinar las propiedades del fluido en los puntos de Gauss elementales (ver (6.3)-
(6.4)). Un algoritmo general para la solucién del flujo incompresible en al caso de que existan
dos fluidos, y por lo tanto una superficie libre que los separe, se presenta en el Cuadro 6.2, En
éate se considera que las propiedades de ambos fluidos son independientes de la lemperatura.

Cuadro 6.2 Algoritmo para la solucidn del flujo incompresible con super-
ficie libre

& [oea condiciones iniciales v de contorno para ), Vny by y haga ?’?1 = (),
e = —1
e WHILE n < N y (no-estacionario) DO
e —ntl
o IF 1 < n, THEN 8 + 1
e ELSE seleccione @ requerido con @ = 1/2
o ()
- .un-H?.i - u; pn+ﬂ,i — p"
« WHILE (no convergido)
o Q411
o IF 1 < iy THEN 3 ¢ 0
s ELSE seleccione 3 segiin linealizacion
o Resuelva las ecuaciones de Navier-Stokes (o de Reynolds en el caso de flujo
turbulento) .
o IF [|lu) e, 'u;.'"'ﬂ"_‘ e < T"(D'L||u::'m'f||1,-: THEN (econvergido)
s END WHILE (no convergido)
e IF 0 = 1/2 THEN obtenga uj ' y pi "
e Revise ¢l gigno de nu para los nodos temporalmente libres y ajuste la condieion
de contorno para Yy
e Resuelva la ecuacién de la pseudo-coneentracion (6.8)
s Suavize la pseudo-concentracién (6.10)
s Recaleule lag propiedades fisicas segin (6.3)
s Revise sy = 1, 0 1y, < the para los nodos temporalmente libres y ajuste lag
condiciones de contorno para wy, (ver Cuadra 6.1)
e Rovise &i se ha alcanzado el estado estacionario
e END WHILE n < N y (no-estacionario)
s END
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6.5 Modelo numérico para la transmisién de calor durante el
llenado de moldes

Uno de los intereses primordiales del lenado de moldes es la posibilidad de obtener el campo de
velocidades y la posicién del frente del material durante el lenado. Fstas variables pueden ser
utilizadas para resolver la ecuacién del calor tanto en el molde como en el fluido, permitiendo
predecir el eampo de temperaturas en cada paso de fiempo.

Fl objetivo ahora es desarrollar una estrategia numérica para caleular ¢l eampo de temperat-
irag en ol molde v en el fAluido, a partir de las velocidades y de la posicion del frente del material
obtenidos utilizando el algoritmo presentado en el Cuadro 6.2, A continuacidn se presentard la
definicién del problema y se diseutirin las posibles condiciones de contorno entre el fluido real
y el aire, el fluido real y lag paredes sdlidas del molde, y ¢l aire y ¢l molde. En este trabajo
G m'lnr;'l;r‘) la condicién de contorno mas simple, esto es, contaclo térmico perfeclto entre todas
las inferfaces. Aunque esta aproximacitn no es realista y lleva a errores en la vecindad de las
interfaces, una escogencin mds complicada requeriria un estudio experimental profundo para de-
terminar los pardmetros fisicos o emplear. Sin embargo, se observard que la estrategia numérica
utilizada es capaz de capturar altos gradientes de temperatura,

6.5.1 Descripcién del problema

Para describir el problema, se considera el dominio computacional £ ocupado por ¢l molde y la
cavidad a ser llenada, dividido en dos componentes como signe

0=, Uﬂﬁ (6.30)

donde §2, es ln parte del dominio ocupada por ¢l malde adlido y 2y por el fluido. A su vez esta
nltima parte se divide comao

0y = D |, (6.31)

siendo 2, la region llena por el lguido y 2, la region vacia (llena de aire). Estos subdominios
variardn a medida que ol proceso de llonado se Heve a cabo.
El contorno I' = 88 | ) 982, se descompone como

e o [, O I o (6.32)

donde log subfndices s, m y a se refieren al molde sélido, al liquido y al aire respectivamente.
La sitnacién de presenta esquemdaticamente en la Figura 6.1.

Bl problema. de condiciones iniciales y de contorno para la temperafura que se tiene que
resolver se planted en el apartado 6.3 (6.16), tomando @ = 0y un conjunto de condiciones de
contorno sobre 952, Cuay Tam ¥ Da

Antes de proseguir, se deja elaro que la imposicién de condiciones do contorno en la interface
[, 1o 68 posible usando el método de la psendo-concentracion. [a principal suposicion de este
método es precisamente que los flujos de las variables debido al cambio de prapiedades en la
interface son despreciables, En particular se supone un flujo de calor de cero y una temperatura
continua en dicha interface.

La escogencia de las condiciones de contorno para Uy, v Ty, se deseribivd més adelante,

La velocidad utilizada en la ecuacién (6.16) es

) wy Caleulada en 2y T
'u._{ ol o Q, (6.33)
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Figura 6.1, Definicién del problema

Uno de los prinecipales problemas es como leer las velocidades calculadas en 2y utilizando
las herramientas numéricas desarrolladas para el lenado de moldes. Esto se describird mis
adelante.

Aceren de las propiedades fisicas, si de denota por o a cualquiera do ellas, deben tomarse
Leniendo en cuenta la regidn donde se este resolviendo la ecuacion (6.16), esto os,

T Hi il = Ezng
T=4 Ty 8 x;Efl (6.34)
m, 8 ®mEfl,

siendo @ ol punto espacial.

6.5.2 Condiciones de contorno

En lo que sigue se seguirin utilizando los subindices m, a y & para identificar el liquido, el aire
y ¢l molde sdlido respectivamente. También se denatard por n la normal unitaria exterior a el
conlorno,

En la interface entre el liquido y el aire (1I'nq), se considera contacto térmico perfecto debido
a la utilizacion del método de la pseudo-concentracion para el seguimiento de la superficie libre,
Las condiciones de contorno en dicha interface son entonces:

U=t ¥ hnon = Ot (6.35)

Por consigniente, esto implica que no se necesita interface alguna. La ecuacion del calor puede
resolverse en fodo el dominio 27 teniendo s6lo en cuenta las propiedades lsicas & usarse en un
cierto punto cuando se evaluen las integrales resultantes de la discretizacion de elementos finitos
(6.20). Las propiedades de un determinado punto espacial @ € §2; vienen dadas por (6.34).
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Pars lns condiciones de contorno a imponer entre el fluida (Hquido o aire) y el molde solido
(arena por ¢jemplo), existen varias posibilidades, El caso mds sencillo, el cual se adoptd en el
presente trabujo, es nuevamente ol contacto térmico perfecto. En este caso se tene;

o0 _ 00

. an (:36)

dp=iy vy ky
Nuevimenté no se necesita ninguna condicién de contorno en la interface, no Leniéndose por
consigniente que realizar ningin esfuerzo adicional en la implementacion. Sin embargo, se pre-
sentan algunos efectos fisicos, tales como capas limites térmicas o conveeeién superficial, que
hacen este procedimiento poco realista, Este serd valido entonces sélo en el caso de mallas muy
finag en la interface,
La condicion de contorno mids genoral que puede imponerse es del tipo Robin, considerando
un flujo no lineal de calor en la intexface. Este tipo de condicidn de contorno se escribivia como:

? o !

ky —Lﬁ;ﬂ_ = (@} =) + (6.37)
iy -

ks 'I;,.,: = a(®y = 97) + 4 (6.38)

donde el exponente r tiene en cuenta formas no lineales de la transmision de calor en la interface,
v ¢ ¥ qs son flujos de calor dados.

En resumen, obtenidos ¢l campo de velocidades y la posicion del frente del fluido en un
determinado paso de tiempo, la deuacién del calor se resuelve para todo ¢l dominio @ = ;U ;.
In lag aplicaciones practicas hay una diferencia importante entre las propiedades del liquido,
el aire y el material del molde. Ademis, ¢ calor se trasporta principalmente por conveccién,
presenténdose capas con gradientes de temperatura muy altas. Lo anterior hace necesario el uso
del método SUPG y del método de captura de discontinuidades para la discretizacion espacial
de la ecuacion del calor. La intogracion temporal se realiza utilizando la regla trapezoidal.
Por consiguiente, al problema discreto para obtener la temperatura es el que se presentd en la
ceuacion (6.20), tomando como {2 todo el dominio (liquido, aire y molde sdlido).

Finalmente, s se usa ol método de la psendo-concentracion para transportar la superficie
libre del liguido, el valor de las propiedades fisicas tiene que ser guardado para cada punto de
integracion de cada elemento. Como se hizo anferiormente, 56 denota por 7 eualquier propiedad
fisica, y por 7 su valor en el punto de integracion & del elemento e Pars determinar eomo
¢aleular %, se debe primero caleular el valor de Ja pseudo-concentracion en dicho punto, $*(£).
el cual e ealeula a partir de los valores nodales de 4 para ¢l elemento en cuestion. Estos valores
e conocen de la simulacién del flujo, la cual se supone hocha previamente. A los nodos del
molde (la simulacién del Aujo con superficie libre se realiza solo sobre §1y) se le asigna un valor
1h, menor a los valores de 9 posibles para el liquido y ¢l aire. Entonces,

miido(€r) 81 9 (Ek) = e
Tl';; = Maire s = ﬂ"ﬂ (EL) < (639)
Minnlda 8 ".[’P{Ek) < ity

Los valores de las propiedades para el liguido, el aire y el molde se presentan én los ejemplos
numéricos al final del eapitulo.

Finalmente cabe hacer una iltima observacién para cuando se resuelve la ecuacion del ealor
y e utiliza el método de la psendo-concentracién para transportar la superficie libre, Bsta se
relaciona con la condicién de contacto térmico perfecto entre el liquide y ¢l aire. Considérese un
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clemento atravesado por ¢l frente, Para algunos de los puntos de integracion se utilizaran lag
[Jl’ﬂl)iﬂflﬂdﬂﬁ dal ﬁllld(" y para los alros s p]‘npind.‘[{h:a dal aire. Clarmmente l}.\- Exlﬂ,‘.h'ﬂlll{.’ l:lﬂ lﬁ
vepla de integracion serd pobre en dichos elementos, aungque ello no afecte do forma significativa
la exactitud global, También se presentard nn salto en los flujos de temperatura que se debe
considerar, FEsto eg, si ge denota por T*} la parte del frente del material que eruza un alemento
e, y se considera la ecuacion de la temperatura, este salto (debido a la aplicacidn del teorema
de la divergencia) serd

/1-_‘“ d’[k[lultlnﬂ ; {V"!’)llllldn = kt\il"“"‘ : (Vw)nh'u‘l dl’ (ﬁ.“l{])
u T :

donde ¢ es la funcién de prueha para la temperatura. Debido a la digeretizacion de elementos
finitos, 1as derivadas de 9 dentro de cada elemento serin continnas, esto s, (V9)iude = (V9)aivo,
y por consiguiente esta integral no es cero si los cooficientes de difusion son diferentes. La
continuidad de los flnjos de ealor parn ¢l problema continuo implica que los términos entre
corchetes deben sor cero.

6.5.3 Estrategia de solucién

Para el caso de contacto térmico perfecto, I estrategia de solucion ex simple. Una vez conocido el
eampo de velocidad y de pseudo-concentracién en la malla de elementos Anitos sobre ¢l dominio
de fiujo §1f, estos son interpolados a la malla de elementos finitos que cubre el dominio fotal
0 = 027 J2, y se resuclve la ecnacion diseretizada de temperatura (6.20) sobre todo  (liquido,
aive v molde sélido). Este procedimiento se repite para cadn paso de tiempo.

Los datos que se necesitan para resolver la ecuacién de temperabura (velocidades y. pseudo-
concentraciones nodales) se leen desde el eédigo de flujo por un programa de interface, el cual
interpola los valores de ln malla de flujo (malla sobre §17) & In malla donde se resuelve ¢l prob lema
térmico (mallasobre Q71 J€2,). El programa que resuelve la ecuacién de temperatura lee los datos
interpolados por el programa de interface y resuelve ln temperatura sobre todo el dominio 2.
Obsérvese que los pasos de tiempo en ambos cileulos deben ser iguales para que log resultados
tengan sentido.

Il tipo de elemento usado para resolver el problema de flujo y superficie libre sobre £y,
puede ser diferente al utilizado para resolver ¢l problema térmico, Adicionalmente, los nados do
la malla sobre §27 no tienen porqué coincidir con nodos de la malla sobre §2 (aunque logicamente
Q; © Q). El procedimiento para interpolar cualquier variable de la malla sobre el dominio de
flujo §27 a la malla sobre el dominio donde se resuelve el prablema térmico es estdndar y se
describe en el Cuadro 6.3,

Mediante procedimiento del Cuadro 6.3 se encuentra para cada nodo 7 del problema térmico
qie est4 dentro de §2;, el clemento e de la malla del problema de flujo que lo contiene, y
sug respectivas funciones de forma NP evaluadas en las eoordenadag naturales &; (&; son las
eoordenadas naturales correspondientes a la posicion espacial @; del nodo térmico j).

Obtenido lo anterior cualquier variable nodal del problema de flujo g, se interpola al nodo j
dé 1a malla del problema térmico contenido en el elemento e de §1 como:

0; = Z Ni(€))o: (6.41)
i=1
rara los nodos de la malla del P“"l’l"“?"”" térmico no conbenidos en {2, se asigna un valor de cero
en ¢l cago de que ln variable interpolada sea una de las componentes de la velocidad, o de ¢,
(ver (6.30)) en el caso de la psendo-concentracion.



6.6, Elomplos numéricos 169

Cuadro 6.3 Algoritmo de interpolacidn de la malla de flujo (2 a la malla
de temperatura {2

« FOR j = 1,ny (7 € £2 es un nodo de la malla térmicn y nig su niimers de nodos)
= Escoja un elemento e € §y (lmdlu problema de fnjo) cercano a @y (2; son las
coordenada espaciales del noda j € £2)
s WHILE no encuentre el elemento e € {2y donde estd 7, y ¢ < na (ng: Numero
de elementos cercanos n @)

s Para el elemento ¢ € £2; (malla problema de flujo) encuentre las coordenadas

¢n el dominio natural €; de @y resolviendo mediante el método de Newton-
Raphson la siguiente ecuacidn:

M

i=

donde e se refiere al elemento en cnestion, ny, e ¢l ndinero de nodog de cada
elemento del problema de flujo, Nf sus respectivas funciones de forma y @}
las posiciones espaciales de los nodos del elemento e
# 8i £; se encuentra dentro del dominio natural del elemento guarde e y NE(€;).
El elemento e se enconird (salga del bucle WHILE)
= 8i £, 1o se enenentra dentro del dominio natural del elemento y no se han
escogido todos los clementos cercanos a x; escoju un nuevo clemento e
= END WHILE
« END FOR
s KND

6.6 FEjemplos numéricos

A continuacidn se presentan una serie de ejemplos numéricos de flujo con superficie libre, con el
fin de mostrar la efectividad de los métodos y algoritmos presentados en el capifulo, y comparar
alpunos resnltados con los presentados en otras referenciag tanto experimentales como numéricas.

-Llenado bidimensional

A continnacion se deseribe un problema bidimensional que ineluye la simulacién del llenado
de una eavidad encerrada por un molde de arena, y la tranferencia de calor entre el fluido, ¢l
aire de la cavidad y la mencionada arena del molde,

La geometria y la malla de elementos finitos para el problema de llenado se muestran en la
Figura 6.2a. Fsta consta de 532 elementos triangulares P21/ Pl y 1683 nodos. La malla para
el problema de transmision de ealor se muestra en la Figura 6.2h. Esta consta de 948 elementos
Pl y 507 nodos. Puede observarse que esta segunda malla contiene la cavidad a ser llenada,

Las propiedades {isicas que se emplearon (en sistema 81) son para el fluido: p = 6700, p =9,
k=30 y ¢, = 840; para ol aire: p = 1.2, p = 0.018, k = 0.0256 y ¢, = 1005; y para la arena;
p=15650, k = 0.7y ¢, = 1214,

El fuido entra al molde a través de un agujero en la base de 10 min de longitud con una
velocidad de 141.7 mm/s. Con el fin de que al aire pueda salir, se dejaron algunos agujoros en
las paredes de la cavidad encerrada por el molde,

La temperatura del fluido que entra al molde es de 7' = 1350 grados Celsius y la arena osti
inicialmente a 20 grados. La componente normal de la velocidad se prescribid a cero en las
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s

dlementos P24 /P1y 1638 nodos, (Cada elemento se encuentra dividido
en 4 quadrilateros para visualizar todos los nodag). (b): Malla para ol
problema de ealor. 948 elementos P1y B07 nodos.

Figura 6,3, Llenado hidimensional, ¢ = 0.6 & (a): Campo de velocidades sobre
la malla del llenado, (b): Campo de velocidades interpolade sobre L
malli del probloma térmico. (¢): Superficie del Huido sobre la malla del
llenado. (d): Superficie del fiuido sobre la malla del problema Férmico,

paredes de la cavidad, y la tangente se dejo libre (condicién deslizante). La temperatura se
prescribio en la entrada del canal. Lag pavedes exteriores del molde de arena se consideraron
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Figurn 6.4, Llenade bidimensional, ¢ = 0.5 5. (a): Superficie del Muido.  (b):
Contornos de temperaturn, (¢): Lineas de corriente. (d); Presiones.
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Figura 6.5. Llenado bidimenslonal, ¢ = 1.5 5 () Superficie del fluido, (h];
Contornos de temperatura, (&) Lineas de corviente, (d) Presiones.
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al b

C d
Figurn 6.6, Llmado bidimensional, ¢ = 3.5 s (a): Superficie del Huida, (b}
Coniornos de temperatura, (c): Liucas de corriente, (i) Contornos

ile prqui(’m.

wdiabdticas, mientras que se considerd contacto {érmico perfecto en la interface entre el fluido y
¢l moldes, y el aire y el molde.

La ecuacién de Navier-Stokes se discretizd utilizando el método SUPG, y la presion se eliming
elementalmente por medio de un esquema de penalizacién iterativa. La ecuacion de la paendo-
concentracion también se discretizé con el método SUPG. La ecuncién de la temperatura se
diserotizé utilizando el método SUPG4ASC. Los pardmetros tanto para las contribuciones del
SUPG como del ASC fueron los estdndar (ecuaciones (2.19) y (2.18) para definiv la funcién
de ‘upwind”, y € = 0.7 en (2.79) para el ASC), Todas las ecuaciones so discretizaron en ol
tiempo utilizando el método Buler hacia atids (8 = 1) con un paso de tempo de Al =0.14. La
pgmuiq.mnmnt,mcmn fue alisada en cada paso de tiempo utilizando una pendiente de o = 0.02.

En las Figuras 6.3 puede observarse que la interpolacién de las velocidades y de la psendo-
concentracion de 1a malla de flujo (malla de la cavidad) a la malla donde se lleva a cabo el
cdlenlo de la temperatura (malla del molde mds cavidad) se renliza de forma adecuada, En
las Figuras 6.4, 6.5 y 6.6 se muestra la evolucién del lenado en la cavidad; la evolucién del
enmpo de temperaturas en el fAuido, en el aire y en el molde de arena; las lineas de corriente
y la distribucién de presiones para virios pasos de tiempo. Los resultados son bastante logicos
en peneral, En el caso de no utilizar ¢l método anisotrdpico de caplura de discontinuidades, se
producen oscilaciones localizadas de temperatura en lag interfaces (entre la cavidad y el molde
de arena, y el fluido y el aire) dobido a log altos gradientes de dicha variable en ¢sas zonas,

En cuanto a las presiones se puede observar que predoming el afecto gravitatorio. Parat = 3.5
s (Figura 6.6) el molde astd pricticamente lleno y, a pesar que se deja de inyectar fluido, éste
sigie circulando dentro del molde debido a efectos inerciales.
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~Llenado tridimensional

Figurs 6.7. Llonado tridimensional. Malla de 2400 clementos 1/20 v 3087 nados.

El ejemplo consiste en el llenado de una eaja hexahédrica de 2.5 % 2.5 % 0,75 m a través de
una entrada rectangular. El dominio computacional es el hexahédro [0,2.5] = [0, 2.5] = [0,0.75].
El agujero de entrada se encuentra contenido en el plano y =z y es el rectingulo {0} x [0, 0.625] x
[0,0.5]. La velocidad se preseribié a la entrada con una variacion lineal de w = (20,0,0) parn
z=0au=0para z = 0.5, El resto de los contornes se tomaron de tipo deslizante, dejando
algunos agujeros para evacuar el aire. La malla consta de 2400 elementos Q1/P0 y 3087 nodos
(ver Figura 6.7). El valor de lag propiedades fisicas para el liquido son; p = 9.0 x 1071,
p=6.7%10"% ¢y =84x10% y k= 3.0x10%; y para el aire son: p= 1.8 1079, p = 1.2% 1079,
cp = 100G x 107 y k = 25.6.

L ecuacion de Navier-Stokes se discretizoé ntilizando el método SUPG, y la presion se eliming
elementalmente por medio de un esquema de penalizacion iterativa,

Las ecuaciones de la psendo-concentracién y de la temperatura también se diseretizaron con
el mismo método. Los pardmetros para la contribucién del SUPG faeron los estandar (ecnacién
(2.19) para definir la funcién de “upwind”). Todas las ecuaciones se discretizavon en el Liempo
utilizando el método Euler hacia atrds (# = 1)con un paso de tiempo de At = 0.1, La pseudo-
concentracidn se suavizo en eada paso de tiempo utilizando una pendiente de 0.66.

En las Figuras 6.8 y 6.9 puede observarse la evolucion de la superficie del material a través
del tiempo. Obsérvese que la superficie del material es suave (esto es gracias al suavizado del
frente). En la Figura 6.9¢ se presenta un corte por el plano z = 0,375 del campo de velocidades
remanente una vez que se ha dejado de inyectar liquido al molde (el molde no ge lend del todo
al quedar una burbuja de aire que no se evacud debido a la posicidn de los agujeros). La 6.9d
presenti el esquema de presiones final sobre ol corte z = 0.375 (practicamente hidrostdtica),
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Figura 6.8. Llenado tridimensional. Evolucién de la superficle libve, (a): 4 = 0.0,

(b): £ = 1.0 () t= 1.5 (d): t =20,
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Figurn 8.9,

Lienado tridimensional, Evelucién de la superlicie Libre, (a) ¢ = 2.5.
(b t = 3.0. (¢): Velocidades enlminada la inyeecion. Plano 2 = 0,375,
t = 30 (d): Prosiones culminada In lnyeecidn, Plano = = 0.375,

t=3.0.
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Figurn 6.10. Llenndo tridimensional. Pmmla-cailcam.rm:ldp suavizada corte plano
= =375 (u): =105 (h): F: 1.40. (‘t):g f, = 'l.ﬁ (d); = 210.

— |
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Figurn 6.11. Llenado tridimensionnl, Evolucion del campo de presidn plane = =
0.375. (a): £=0.5. (b): #= L0, (e): # = 1.5, (d): b =2.0.
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Figurna 6.12. Lienado tridimensional, Evelucidn del campo de temporatura plano
2 =0.875 (a): £ =06 (b): t =10 () t =15 (d): t =20

Fn las Figuras 6,10, 6.11 y 6.12 se presenta la evolucion del campo de psendo-concentracion,
de presiones y de temperaturas sobre ¢l corte mencionado, respectivamente.  Sobre la Figuva
6.10 se corrobora el buen funcionamiento del método para suavizar ¢l frente del material.

-Perfil NACA sumergido

Il signiente ejemplo tiene como principal objetivo mostrar la capacidad del método de la
pseudo-concentracién para reproducir endas superficiales (olas), Existen resultados experimen-
tales y numdricos para ¢l ejemplo en las referencias [HM.J96, LYOI96].

Bl ejemplo consiste en caleular el flujo y la superficie libre que produce un perfil NACA0012
sumergido en agua viajando a una velocidad de 1.776 m/s y con un dngulo de ataque de cinco
grados. Las propledades del agua en sistema internacional (81) a 20 grados centigrados son:
Viseosidad dindmica pz = 0,001, y densidad p = 1000; las del aire son: g = 0.000018, y p = 1.2,
Bl niimero de Reynolds del ejemplo caleulado con las propiedades del agua os de Re = 1.776x 10¢,
y el niimero de Froude de Fr = 0.5673 (Fr = U /gL donde U es una velocidad catacleriatica
del flujo, g la gravedad y L una longitud tipica del flujo).

El dominio computacional es ¢l réctingulo (—6.0,11.0] % [—4.4, 3.0] menos el pérfil NACA0012
(ver Figura 6.13). La malla de 16650 elementos P1/P1 y 8440 nodos pueden observarse en la
Figura 6.13. Esta se refina cerca a la posicién donde originalmente se encuentra la superficie libre
(y = 0.9904). Lay condiciones de contorno para las ecuaciones de Navier Stokes son {(unidades
SI): w = (1.776,0.0) en la recta @ = —6.0 (entrada), n - @ = 0 en las rectas y = 3.0 (contorno
superior) y en el segmento de recta comprendido entre las coordenadas (11.0,0.9904) y (11.0, 3.0)
(contorno de salida donde hay aire inicialmente), en el segmento de recta entre (11.0,—4.4) y
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Figurn 8.13. MACA sumergido, Malla de 16650 elomentos F‘Uf”l. y BddD nodos.

_o—_|_\_'_,_,-'—\-\_|_'_.o—l—\_\_,_o—-\—\__

Figura 6.14, NACA sumergido. Superficie libre para £ = 205,

(11.0,0.9004) (resto del contorno de salida) se praseribié tensidn hidrostatica:

(o) m = —~(pagua — Paire) g{0.9904 — ") (6.42)
(n-o)-t=10 (6.43)

Finalmente en el contorno inferior (y = —4.4) y sobre el perfil so impuson-u =0y n-o -t =0.
En toda la malla, excepto an los nodos sobre el perfil, se da una condicién inicial para la velocidad
de u = (1.776,0.0) (sobre el perfil s¢ da u = 0).

Para la pseudo-concentracion se da una condicidn inicial snavizada Po(®) en toda la malla
dada por:

he si0< <1

i, = —2.4y + 2.87696, donde o(z) = 0 mih. =<0 (6.44)
1 sy, =1
En el contorno de entrada x = —6.0 esta se prescribe al valor dado por (6.44), y sobre el perfil

se deja libre. En ¢l resto de los contornos se preseribe o no al valor del paso de tiempo anterior
sepiin la velocidad esté entrando o no al dominio de flujo.

Al intentar utilizar ¢l método de la pseudo-concentracién, tal como se expuso en el presente
capitulo, para predeciv las ondas de superficie (olag) se llepd u soluciones totalmente erréneas,
Esto se pudo explicar por lo signiente: Sean n y ¢ los veclores unitarios normal y tangente a la
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Figura 6.15. NACA sumergido, Contornos de presidn ¢ = 204, Pieos (62850, —162).

Figurn 8.18. NACA sumergido. Contornos de presién quitdnds la conteibucidn de
la gravedad ¢ = 204 Picos (1100, —2040).

interfase. Sean w, vy uy las componentes normal y tangente de la velocidad en la interfase, Tanto
£ Ny, como 1V, y como la presion son cantinuas en la interfase (esto es inherente al método
de la psendo-concentracion). Por lo tanto maje « raive # —Ragun - Fagua ¥4 GUE flging # Haguas 10
cial o8 flslcamente incorrecto,

El anterior problema se produce en toda la franja de elementos que corta la superficie libre.
La correccion al mismo se realizé no ensamblando las contribuciones del aire a la matriz ni al
lado derecho elemental en dicha franja (si el elemento es cruzado por el frente, las confribuciones
de los puntos de integracion que queden en ol aire ge hacen cero). Hsto convierte la superficie
del material en un contorno tipo Nenmann donde se preseribe

Pagun * Tagun = 0 (ﬁ.-iﬁ)

mas no se exige nada sobre ., - @agen- B el easo que p = 0 so tiene da (6.45) Vuon =0 lo
cual exige que el campo de velocidades sea tangente a la superficie libre (condicién tipica para
la superficie libre), Aunque la condicién p = 0 no se exige en forma explicita, en el ejemplo
numerico se observa que esto se cumple bastante bien,

Para resolver las ecuaciones de Navier-Stokes se utilizé ¢l método GLS con los pardmetros
estandar para elementos lineales, La ecuacidn de la psendo-concentracion se diseretizé utilizando
al método SUPG. Esta se suavizd en eada paso de tiempo utilizando una pendiente de 2.4 (lﬂ
misma que se da inicialmente (6.44)), La integracién temporal se realizé utilizando ¢ método
de Euler hacia atrds con un paso de tiempo de At = 0.04s,
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Figura 6.17. NACA sumergido, Campo de velocidades slredodor del perfil ¢ = 205,

En la Fignra 6.14 pueden observarse las olas sobre L suporficie libre para ¢ = 208, La
amplitud de onda es de aproximadamente 0.lm y la longitud de la misma de 2.0m.  Eatos
resultados concucrdan bastante bien eon los presentados en [HMI96, LYOI96]. En la Fignra
6.15 se presenta el eampo de presiones para el misino pasa de tiempo. [sta es easi hidrostdtica
excepto en los alrededores del perfil y en las olas. En el aire la presion es practicamente cero,
En la Figura 6,16 se observa el mismo resultado pero guitdndo la contribucion de la gravedad
(se tomé como datum la posicion inicial de la superficie libre y = 0,9904). En la Figura 6.17
se presenta el campo de velocidades en las cercanias del perfil. Finalmente en la Figura 6.18
se presenta la distribucion del coeficiente de presion O = p/(0.5p|uc[’) alrededor dol perfil
(|too| = 1776 m/s).

6.7 Comentarios y conclusiones

En ol presente capitulo se expuso la téenica de la psendo-concentracion para el seguimiento del
frente del Ruide en problemas con superficie libre. Esta, como es conocido, no es original del
presente trabajo siendo el aporte fundamental del mismo un aspecto enteramente algoritmico:
I suavizado del frente del material para dos y tres dimensiones,

En el capitulo también se planted la solucién numérica de la ecuacién de la temperatura
utilizando la téenica anisotrdpion de captura de discontinuidades (ASC) con el fin de eliminar
Iag oscilaciones localizadas que pueden presentarse en capas con altos gradientes. Dichas capas
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Figura .18, NACA sumergido. Cooficiente de pravidn alradedor del perfil § = 204,

gon muy comunes en la solucion de problemas industriales, en los cuales se tienen interfaces entre
varios tipos de materiales con diferentes propiedades térmicas. Uno de los problemas tratados
fue ol llenado de moldes, en loa que se tiene interfaces entre el fuido que Hena la cavidad, el
aire y ¢l molde, Adicionalmente, para dicho problema se desarrolld una téenica con el fin de
interpolar el campao de velocidad y de pseudo-concentracidn de la mallas donde se caleula el flujo
1o malla donde se resuelve el problema térmico.

I los ejemplos numdéricos se comprobd ol buen funcionamionto de las téenicas desarrolladas
para el problema de lenado en dos y tres dimensiones, asi como la efectividad del método
anisotrdpico de capbura de discontinnidades (ASC) para eliminar las oscilaciones localizadas en
las capas con altos gradientes de temperatura,

Finalmente ge afindg el método de la pseudo-concentracién con el fin de poder simular ondas
de superficie (olas). Debldo a gue en el método original se tiene continuidad a través de la
superficie libre de los pradientes de velacidad y de lag presiones, ol método impone una condicion
de contorno sobre la superficie libre errénea tanto figica como matematicamente. Un aporte
importante del presente capitulo fue €] tratamiento de los elementos cortados por el frente del
material con el fin de imponer la condicidn real de superficie libre en el caso del problema
de ondas superficiales. Esta metodologia se validé con un ejemplo numérico donde se tienen
regultados experimentales y numéricos de diversos autores. Los resultados presentaron buena
concordancia con los que se encuentran en la bibliografia menecionada.



Capitulo 7

Aplicaciones

7.1 Introduccién y objetivos

A 1o largo de la monografia se propuso una metodologia para resolver problemas de Aujo in-
compresible tanto en régimen laminar como turbulento. También se expuso el método do In
pseudo-concentragién con algunas modificaciones propias del presente trabajo para trafar con
problemas que involucren superficies libres, y se expuso la golucién numérica de la ecuacion de
temperatura involucrando téenicas para estabilizar la conveccién y las zonas con altos gradi-
entes. En cada ecapitulo se aportaron ejemplos numéricos con el fin de validar las diferentes
metodolopias, obiteniéndose resultados satisfactorios.

A continuacién se expondrin algunos problemas précticos en los cuales deben emplearse
log métodos expuestos para su solucién, La mayoria de ellos involucran téenicas presentacdas
en diferentes eapitulos, por ejemplo, esquemas de solucién de la turbulencia con técniens de
tratamiento de la superficie libre, o flujos turbulentos con alta rotacidn, o rotacién y convection
importantes, ete. Las ecuaciones de Navier-Stokes (o de Reynolds dade el caso) se lincalizaton
utilizando ¢l método de Picard (a menos que se especifique lo contrario). ya que los ejemplos a
continuacion presentan altos mimeros de Reynolds.

7.2 Llenado de molde turbulento bi-dimensional

Este ejemplo trata del llenado de un molde bidimensional con metal fundido. La geometria
v la malla de elementos finitos puede observarse en la Figura 7.1. La malla consiste de 2460
clementos 1/P0 y 2688 nodos. Las propiedades fisicas del metal son (unidades S1): p = G700,
=19 x 1073, k=30 y ¢, = BAD; para el aire: p= 1.2, p = 1LE x 107°, k = 0.0256 y ¢, = 1005.

El metal entra al molde por un agujero de 8 mm de ancho en el centro del cono con una
velocidad de 1 m/s. Debido a la pobre discretizacion del cono, dste se supone lleno inicialmente.
31 metal entra al cono con una temperatura de T = 1330 grados centigrados. Respoecto a
las eondiciones de contorno, para la velocidad se consideraron pavedes deshizantes (componento
normal prescrita a cevo y tangente libre). Tanto la velocidad vomo la temperatura se prescriben
a la entrada del cono y las paredes del molde se consideran adiabdticas. La velocidad de entrada
en de 1000 mm/s.

Con ¢l fin de estudiar la influencia de la posicién de los agujeros en el molde, se realizaron dos
simulaciones. En la primera de ellas se consideraron todos los nodos de contorno temporalmente
libres (agujeros), En la otra s6lo ge deja un nodo temporalmente libre situado en todo el contro
de la parte superior del molde (parte que se lena do 1ltimo). Debido al cardctor turbulento

171
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Figura 7.1, Lienado de molde turbulento hi-dimensional. Malla de 2460 slomentos Q1/P0 v 2688 nodos

del flujo se utilizé el modelo de Smagorinsky para la gimulacién del mismo. La constante C del
models se tomd como (1.1

las ecuaciones de Reynolds se discretizaron utilizando el método SUPG con log pardmetros
estandar (ver (2.18)), y utilizando un esquema de penalizacion iterativa con un parimetro de
¢ = 10°, Tanto la ecuacién de la temperatura como la de la superficie libre también fueron
diseretizadas usando el mismo método con los pardmetros estindar, Ademds se utilizé el métado
anisotrépico de captura de discontinuidades (ASC) para la ecuacién del calor. En el caso de no
utilizarse dicho método se presentaban temperaturas negativas en la interface entre al metal y
¢l aire. La integracién temporal se realizd con ¢l esquema de Euler hacia afrds y se utilizd un
paso de tiempo de Al = 0.04s.

En la Figura 7.2 se presenta la evolucion temporal de la suporficie libre para ol caso en
que s6lo se deja un agujero, En la Figura 7.3 se presenta ¢l mismo regultado para el caso do
tomar todos lon nodos de coutorno como agujeros, Como puede observarse los resultados son
totalmente diferentes, siendo mds [Tsicos los del primer caso.

Adicionalmente se puede observar que en el caso de tener solo un agnjero cn ol maolde se
pierde mucho menos matetial, Esto se corrobora en las Figuras 7.da y 7.4b, donde se presenta
la evolucion de la cantidad de material que llena el molde a través del tiempo.

La pérdida de material por los nodos temporalmente libres se debe a que, gi en un determinado
paso de tiempo el metal estd a una distancia corcana al agujero y el eampo de velocidades es tal
que la superficie libre se mueve una distancia mayor, saldrd una cierta cantidad de metal por
dicho nodo en ese paso de tiempo (para los pasos siguiente la velocidad normal en el nodo ya
estari prescrita a coro).

En la Figura 7.5 se presenta el campo de temperaturas en algunos pasos de tiempo para el



7.2, Llenado do molde turbulenio bi-dimenaionnl

178

—

L

W

O
(
NS

Lo

()

(¢)

| (&)

O

(8

(v

(d)

O

ih

Figura 7.2. Llenado de molde turbulento bi-dimensional. Evalucién del llenado

con un solo agujero. (o) £ =028 (b): { = 068 (o) t = LOs (d):

b= L, (e): £ = 185, (f): £ =2.25. (g): 4 =265 (h): ¢ =305

caso de un solo agujero, en la Figura 7,6 se da el mismo resultado para la presion y en la Fignra
7.7 para las lineas de corriente. Una vez lleno el molde se dejd de inyectar metal anque éste
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Figura 7.3. Llenado do molde turbulento bi-dimensional. Evolucién del lenado con
agujeros en todo el contorne, (a): ¢ =025 (b): ¢ = 0.6s, <rﬂ): t=1.0s
()i ¢ = Lds (o) ¢t = L8a () ¢ =225 (g): ¢ = 265 (h): ¢ =304
signe en movimiento debido a las fuerzas de inevcia. Bl campo de presiones para esta situacion
es casi hidrostdtico (debido a la pravedad) como era de esperarse (vor Figura 7.6d).
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Figura 7.5. Llenado de molde turbulento bi-dimonsional, Evalucidn de la temper-
atira, (a): t= 0.25 (b): 0 =125, (c): = 2.5 (d): ¢ =308,
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Figura 7.6. Llenado de molde turbulento bi-dimensional. Evolucién de ln presidn.
(a): £ = 0,25 (b): ¢ = 125, () f =24, (d): 1 =308
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Piguva 7.7, Llenado de molde turbulonto bi-dimensional. Evolugién lineas de cor-
piante, (a): =028 (b} 4 =124 (¢} ¢ = 24x (d): L = 3.0,
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7.3 Llenado de molde tri-dimensional
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Figura 7.8, Llenado de molde tri-dimensional, Malls de 13865 elementos P1/P1 y 3408 nodos.

En el presente ejemplo se presenta el llenado de un recipiente tridimensional. Por razones de
simetria, se simuld sélo ln mitad del molde. La geometria v la malla de elemenios finitos se
muesiran en la Figura 7.8, La altura total del molde es de aproximadamente 113 mm y fiene
un didgmetro medio de 86 mm.

Bl fluido entra al molde por un conducto de seccidn rectangular de 5 x 10 mm? situade
en la parte inferior (ver Figura 7.8). La velocidad de entrada es de 1470 mm/s. Todas las
paredes se conaideran deslizantes (velocidad normal prescrita a cero y velocidad tangente libre).
Se han dejado todos los nodos superiores (a partir de los 20 min de altura) temporalmente
libres (agujeros). Las propiedades fisicas para el metal entrante son (en unidades SI): = 90.0,
p = 6700; y para ¢l fluido ficticio (aire): p =018, p= 1.2

Lag ecnaciones de Navier-Stokes so resolvieron atilizando el método GLS con los pardimetros
estdndar () segin (4.74) con f = 1/3, y 7 segim (4.76) con A = 1.0). El transporte de la
superficie libre ae realizd utilizando ¢ método de la pseudo-concentracion. Esta ecuacidn se
diseretizd utilizando el método SUPG (con los parametros estandar). En cada paso de Liempo
el [rente del material se suavizd con una pendiente de 1/30. Se utilizé el método de Euler hacia
atrds para la discretizacién temporal tanto de las ecuaciones de Navier-Stokes como la de la

pseudo-concentracion. El paso de tiempo se tomd como At = 0.03 &,
En las Figuras 7.9 y 7.10 se presenta la evolucidn de la superficie libre. En la Figura 7.11 se

muestra la cantidad de material que lena el molde en cada paso de tiempao.
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Figurn 7.9, Llonado do melde trl-dimensional. Evolueidn del Henado, (o) &= 035,
(h); b= 088, (6 0= 005 (d) 4 =125 (e) # = Lba (fh: § = 1.Bx.
(g): t=2.15. (h): { = 2.4ds.
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Figura 7.10, Llenade de molde irl-dimensional, Evolucion del lenndeo, (a): 1 = 3.08,
(b)Y ¢ o= 4.ha, (o) ¢= 608 (d): = T.5s
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Figura 7.11, Llenada de molde tri-dimensional, Evolucidn del volumen de molde [leno,
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7.4 Tanques concéntricos rotando a velocidad angular constante

Figura T.12. Tanques concéniricos rotando a vologidad angular constante. Malla de
4000 elementos Q1/P0 v 4851 nodos.

n el signiente ejemplo se simula la superficie libre entre dos tangues concéntricos que rotan &
una velocidad angular de w = (0,0, 1.5) rad/s. El radio del tangue interior es de 1.0 m, el del
tanque exterior de 2.0 m y la altura de ambos es de 0L6 m. El fluido on reposo Hena ol aspacio
entre los dos tangues hiasta una altura de 0.35 m. '

En la Figura 7.12 se muestra la malla de 4000 elementos Q1/P0 y 4851 nodos. Se gimuld
s6lo un sector del tanque (de 45 grados) debido a la simetria del flujo, En la parte inferior del
tanqgue se preseribid la velocidad a u = w = v (r e el vector de posicién espacial del nodo), En
las paredes verticales se prescribieron las componentes horizontales al mismo valor, pero se dejé
libre la veloeidad vertical con el lin de que la superficie libre pudiera avanzar. En los planos de
simetria se impusieron condiciones de simetria, valga la redundancia, tanto para la velocidad
goma pars la pseudo-coneentracion. En la parte auperior del tanque se impusieron las tensiones
a cero (condicidn de Neumann).

Para. resolver las cenaciones de Navier-Stokes se utilizé ¢l método SUPG con los pardmaetros
estdndar para elementos lineales, y se eliming la presion a nivel elemental mediante un esquema
de penalizacion iterativa. La ecuacidn de la psoudo-concentracion fue resuelta con ol mismo
método (SUPG), y se suavizd a cada paso de tiempo con una pendiente dao 1/3. La integracién
temporal se realizé mediante el método de Euler hacia atrds, con un pasa de tiempo de Al =
500 s.

En la Figura 7.13 puede observarse la evolucidn de la superfieie libre a través del tempo,
En la Figura 7.14 se presenta ¢l mismo resultade en un plano vertical por la mitad del sector
circular. Puede observarse que la superficie libre es suave, y que practicamente no se pierdn
material. El cambio en la curvatura de la misma al acercarse a la pared exterior se eree debido
a la condicién nooor = 0 (n 4 la normal exterior a la superficie libre y o ¢l tensor de tensiones),
La condicién real para que la superficie libre no presente dicho cambio es presion cero (p = 0)
sobre dicha superficie.

En la Figura 7.15 se presenta la evolucion del campo de presiones a través del tiempo. Este
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(h)

Figura 7.13. Tangues concéntricos rotande a velocidad angular constante, Evolucidn
de la superficie bra, (a): £ = (0005, (b): £ = 100008, (c): £ = 150005
(e} ¢ = 200005 (o) £ = 250005, (F): ¢ = 30000s. (g): { = 36000s (h):
= 400005,
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Figura 7.14. Tanquoes concéntricos rotando a velocidad angular constante. Evolucidn

do ln superficie libta en of plano vertical medio. (a): ¢ = 50008 (b):
¢ = 100008, (c): ¢ = 160005, (d): ¢ = 200008,
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Figura T.15. Tanques coneéntricos rotando n velocidad angular constante, Evolucidn

de In presién en al plano vertical madio, {n} t = 60008, (b): £= 100004,
(e): ¢ = 150008. (d): ¢ = 20000s.

e, como ern de esperarse, una combinacién entre la presién debida a la gravedad y la generada
por la fuerza centrifuga, El eampo de velocidades ex priclicamente u = w % r (hm velocidades
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verticales son enatro ordenes de magnitud menores).

7.5 Velero Rioja de Espana
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Figura 7.17. Velera Rioja de Expaia, Malln de 124234 clementos P1/P1 v 10220 nodos,

A continuacion ge presenta la simulacidn numérica del velero Rioja de Espaiin a escala 1 : 3.5, Las
dimensiones principales del casco son 5,22 m de eslora (longitud) y 1.05 m de manga (ancho). El
velero se simuld para un Angnlo de escora (dngulo de giro respecto al gje longitudinal del barco)
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Figurs 7.18. Veloro Rinjn de Espaiin. Contornos de prosion sobro ol easeo v apéndices.
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Figura T.19. Velero Rioja de Espana, Contornos de velocidad sobre ol ensvo y apéndices.

de 26 grados, una deriva (:iliguln de ataque del flujo) de 2 grados, y un trimado (distancia que
se levanta la proa respecto a la posicién en reposo) de 0.186 m. La velocidad del barco fue
de 2.7496 m/s (10 nudos). Las propiedades del agua (en sistema S1) son: po= 1.0 x 107 y
p= 1.0 % 10°,

~ En la Figura 7.16 se puede observar la geometria del casco, asi como la de los apéndices
(quilla, bulbo y timén). En la Figura 7.17 puede observarse la malla de contorno sobre el dominio
computacional. Este es una eaja de 50 x 24 % 12 m® menos ol volumen ocupado por el casco y
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Figura 7.21. Velero Riojn de Espaia, Convergencia de la fucrza de presidn en la direccidn .

sus apéndices. La malla consta de 124234 elementos P1/P1 y 10229 nodos. El flujo se supuso
furbulento, por lo que s¢ utilizé ol modelo de Smagorinsky para la simulacién, con una constante
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(= 0.1. En todas las superficies sélidas se preseribié Ia ley de pared, suponiendo una distancia
perpendicular del primer nodo a la pared de 2.0 = 10 B m (ver (5.65)). En las demds caras de
la caja so preseribidé la velocidad normal a eero y se dejaron libres las tangentes, excepto en la
cara de salida, donde se tomd la velocidad normal libre y las tangentes prescritas a cero.

Se utilizd ¢l método GLS para la simulacidn de las ecnaciones de Reynolds estacionarias,
ntilizando los pardmetros estdndar para elementos lineales. Como eriterio de convergencia se
tomé la fuerza ejercida por el flujo sobre el velero, ya que es éste ¢l resultado mas importante
para fines de disefio. Cabe anotar que se simuld el flujo para varias velocidades, correlacionando
bien lag fuerzag encontradas numéricamente con los resultados éxperimentales. Fstos datos son
confidenciales, por lo cual no se presentan en la monografia,

In la Figura 7.18 se puede observar los contornos de presion sobre las superficies solidas. En
la Figura 7.19 los de velocidad, y en la Figura 7.20 un deballe de la recirculacion en la popa del
velero, En general los resultados son cualitativamente correctos y presentan un comportamiento
suave, Finalimente, la curva de convergencia de la fuerza de presion en direceidn @ sobre el velero
se presenta en la Figura 7.21,

7.6 Flujo a través de un ventilador axial
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Figura 7.22. Flujo n través de un ventilador axial, Malla de 171630 elomentos P1/P1
v 34842 nodos, (a): Malla de contorno sobie ol dominio computacional,
(b): Malla de contorno sobre ol dlabe, el eilindvo intevior, y las corny
peridedicas,

in este ejemplo se simula el lujo a través de un ventilador axial con el fin de determinar su curva
caracterfstica numéricaments, y compararla con log resultados experimentales suministrados por
la division de aerotéenica de Soler y Palan 5.A. El ventilador tiene un radio exterior de 300 mm
y un radio interior de 90 mm. Tanto la geometria como las condiciones del ensayo fueron
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Figura T7.28, Flujo o través de un ventilador axinl. Contornos de presién sobro el
dlabe, (a): Cara de presion, (b): Cara da succidn,
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Figurn 7.26. Flujo a través de un ventilador axial, Contornos de velocidnd.  (a):
Cilindro interior y caras poriodiens, (b): Cilindro exterior.

suminigtrados por § & P (Soler y Palan 5.A.).

Bl ventilador se simnld dentro de dos cilindros concéntricos. El cilindro exterior se supuso
unido a la parte superior de los dlabes, y el interior unido a su parte infevior. Por condiciones
des simetria, ¢l dominio computacional abarea sélo un dlabe (el ventilador consta de 7 dlabes).
En la Figura 7.22 se presenia la malla de 1715630 elementos P1/P1 y 34842 nodos. Al aire se
le dio densidad 1.0, tomandose entonces para la viscosidad su valor cinemdtico (18.0 mm?/s).
L simulacién se realizd en ejes no inerciales, los cuales rotan a una velocidad angular de w =
(0,0,1400) r.p.m. Sebre todas las superficies solidas (dlabe y cilindros) se prescribia la velocidad
normal a cero y la tangente se dejd libre, En el plano de entrada se preseribié la velocidad a
o= —w % (.D, 0,1 J:), varidndose el valor de u, segin el caudal a simular. En el plano de salida
se dejaron libres todas las componentes de la velocidad, En las caras laterales se impusieron
condiciones de periodicidad.

Las ecuaciones de Navier-Stokes estacionarias se discretizaron mediante el método GLS con
los pm‘é.mnh’nﬂ estdandar para elomentos lineales y problemas con robacion, Es decir, 7y se caleuld

sepiin (4,75) con 7] = Uj5/(4w) con €y = 43 y 5 segiin (4.77) con 7§ = pCwh? con €, = 10.
Admmrmlmuntu so empled un esquema de penalizacion iterativa (pardmetro ¢ = 5.5 x 107%) sdlo
con el fin de lograr la convergencia del método iterativo para solucionar el sistema de cenacionos
lineales resultante (se empled el método GMRES). 5i no se utiliza este esgquema no se logra
convergencia de método GMRES.

En la Figura 7.23 se presentan los contornos de presién sobre ambas caras del dlabe para
un ecaudal de 14000 m® /hr. El eampo de presiones sobre el dlabe es uno de los resultados mids
importantes de la simulacién desde el punto de vista teenoldgico, ya que a partir de él se obtiene
Ia fuerza sobre log dlabes y el incremento de presién producido por el ventilador. En la Figura
7. 24 s¢ presenta el campo de presiones sobre el cilindro interior y 1ag carvas periddicas. En dsta
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ge puede comprobar ¢l buen cumplimiento de la periodicidad en presiones la cual se exige sélo de
forma débil. En la Figura 7.24b se presenta el campo de presiones sobre el cilindro exterior. Fn
las Figuras 7.25a y 7.25b se presentan los mismos resultados pero para el campo de velocidades,
Nuevamente puede comprobarse la periodicidad del mismo. En la Figura 7.26 se presenta la
curva caracteristica del ventilador obtenida de forma experimental, superponiendo los puntos

numéricos que se obtuvieron en el presente trabajo. Como puede observarse, los resultados
numéricos se aproximan bastante bien a los experimentales,
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7.7 Flujo en un reactor guimico
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Figura 7.27. Flujo en un reactor quimico, Malla de 19468 nodos y 97320 slomentos
P1/P1, {a): Malla de contorne sobre ¢l dominio computacional, (b):
Mulla de contorna sobre la paleta y la carcasa exterior

En este ejemplo se simulé el flujo en un reactor quimico lleno de agua, Bl reactor es do 6
paletas planas de 22 mm * 22 mm y de 2 mm de espesor (ver Figura 7.27). La carcasa exterior
tiene 200 mim de alto total, y es esférien en su parte inferior con un radio de 50 mm (ver Figura
7.27). Bl didmetro del eje de la turbina es de 7 mm. Debido a la periodicidad del flujo, s
simuléd sélo 1 /6 del reactor, estando los planog periddicos en la mitad de dos paletas seguidas,
L viscosidad cinematica del agua s¢ tomd como | mmz/s v 1o velocidad angular de rotacidon de
10.5 rad /5.

El problema se simuld en ejes no inerciales, toméandose la condicidn de no deslizamiento sobre
las superficies solidas, Por lo tanto, sobre el conjunto de eje y paleta del reactor Ia velocidad
se prescribid a u = 0 y sobre la carcasa exterior a u = —w % r. En las caras verticales se
impuso In condicién de periodicidad y en la tapa superior se dejé la velocidad tangenie libre y
se preseribid la velocidad normal a cero. En la Figura 7.27 se presenta la malla de 19468 nodos
y 97320 elementos P1/P1.

Lag ecuaciones de Navier-5tokes estacionariag se discretizaron medinnte ol método GLS con
los parimetros ealibrados para elementos lineales y problemas con rotacion, Es decir, 1 se
caleuld segiin (4.75) con 71 = C5/(dw) con Ty = 45 y 75 segin (4.77) con 74§ = p(;'p,mh.* con
1y = 10. El sistema de ecuaciones resultante fue resuelio iterativamente utilizando ¢l méiodo
GMRES. En este caso no fue necesario utilizar un esquema de penalizacién iterativa para lograr
la convergencia de éste,
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En la Figura 7.28 se presentan log resultados en velocidad y presion sobre la carcasa exterior
y la tapa. En la Figura 7.29 se presentan los mismos resultados sobre las caras periddicas (puede
corroborarse la periodicidad en presiones y velocidades),

Finalmente en la Figura 7.30 se prosentan los contornos de presion sobre el conjunto de la
paleta y gje de la turbina, En general los resultados son fsicamente logicos, v la convergencia
del ejemplo fue muy buena (la norma Ly en velocidades final fue de 0.05% y la de presion de
(L.0B% en 44 iteraciones y 20000 segundos de CPU).

7.8 Comentarios y conclusiones

El principal objetivo del eapitulo era ¢l do demostrar 1a factibilidad de los algoritmos expuestos a
lo largo de la monografin para la solucidn de problemas de reales. En general e ha demostrado
la capacidad de los esquemas numéricos desarrollados y/o adoptados para ser utilizados en
dichos problemas, Se hicleron comparaciones con datos experimentales con resultados bastante
buenos y se observo ln eapacidad de utilizar esquemas iterativos para solucionar los sistemas de
seuncionos lineales resultantes,

Este iltimo punto es nuiy importante debido al lamatio de las mallas necesavias para soli-
cionar problomag ingeneriles, lo cual hace mviable la utilizacion de solucionadores directos. Cabe
finalmente anotar que se ulilizé el método de penalizacién iterativia va no con el fin de eliminar
la presidn a nivel elemental, sino con el fin de precondiclonar el sistema de ecunciones resul-

tante de la discretizacion para mejorar la convergencia del solucionador iterativo de ecunciones
(GMRES).









CONCLUSIONES Y FUTURAS LINEAS DE INVESTIGACION

En la monografia se plantearon varias estrategias numéricas para solucionar por ¢l método
de clementos finitos las ecuaciones gue rigen el flujo incompresible tanto en régimen laminar
como turbulento, Algunos de dichos esquemas, Lales como el DRS (Divergence of the Residual
Stabilization), son originales del presente trabajo, y su principal motivacion radicd en pormitic
ol uso de elementos div-estables para estabilizar problemag con fuerzas de rotacion importantes,
Otros esquemas como ¢l GLS (Galerkin Least Square), se extendieron y calibraron para ¢l caso
de flujos con fuerzas de rotacion dominantes, siendo dste el aporte principal en dicho caso ya
que ¢l método es original de otros autores.

Iin cuanto al tratamiento de la turbulencia, se infrodujo un esquema de solucion para el
cago doe utilizar modelos de dos ecuaciones original del presente frabajo, Dicho esquema com-
bina métodos estudiados para la scuncidn de conveceidn-difusion-reaceidn (tales como ¢l SUPG v
ABC), con aspectos algoritmicos (tales como la congelacion de los términos de produceion dentro
del esquema iterativo para converger en las variables turbulentas, la relajacion de [ag variables
v la linealizacion de Ing ecunciones diferenciales suponiendo [a viscosidad turbulenta constante),
dando como resultado nna estrategia numérica bastante robusta para atacar problemas (i
bulentos con modelos de dos ecuaciones. Adicionalmente se introdujeron modelos turbulentos
que no involueran la hipotesis de Boussinesq (Algebraie Stress Maodels ASM), log cunles anaden
mevos problemas numéricos debido al tratamiento oxplicito que se le debe dar al tensor de
Reynolds. Para eate tipo de modelos se diseno una estrategia numérica que tuvo como base
un precondicionamiento del problema con la hipétests de Boussinesq, siendo esto original del
presente trabajo. Sin dicho tipo de precondicionamienteo resultaba muy dificil converger a ln
solucién del problema incluso en casos sencillos,

Un altimo aspecto a resaliar en cuanto a la solucion del f'lu\jn para problemas de gran tamano
(mallag con muchos elementos), es la utilizacion de solucionadores ilerativos para resolver los
sistemns finales de ecunciones que resultan de la discretizacion de las ecuaciones por elementos
finitos. La parte novedosa del trabajo radica en la utilizacion de la penalizacidn iterativa para
precondicionar el sistema de ecuaciones y obtener la convergencia del esquema de solucidn it-
erativa (GMRES). Esto puede verse como In inclusién de una derivada temporal de la, presion
en la ecuacion de continuidad, la cual mejora el condicionamiento de la matriz del sistona.
Es sabido que dicha condicidn (la condicién de incompresibilidad del flujo) genera fuertes mal
condicionamientos en la matriz Ainal del sistema de ecuaciones,

En cuanto o la solucion numérica de la ecuacidn de la temperatura, el esquema numdrico
presentado tiene como principal novedad el uso de la estrategia de captura anisétropa de discon-
tinuidades para evitar las oseilaciones espiiveas en los lugares donde se presentan altos gradientes.
se demostrd mediante log ejemplos numdricos que la no utilizacion de dicho esquemas prodiicen
“ovesrshoots” y “undershoots” importantes, deformando la solucion desde el punto de vista
fisico,

Para el transporte de la superficie libre se utilizd ol método de la psendo-concentracion, Los
principales aportes del trabajo fueron las estrategia para suavizar el frente del material y el
tratamiento de ondas de superficie. En cuanto a este dltimo punto, cabe anotar que el método
de [a pgeudo-concentracién no se ha atilizado por olros antores para simular ondas superficialos.
En esta monografia se intentd dar una explicacién razonable al porque del fallo de este método
en ogba clase de problemas, y se planted un esquema para solucionarlo. Aunque adn faltan mds
ejemplos de validacidn para corroborar el buen funeionamiento del algoritmo adoptado, se cree
¢ue puede dar buenos resultados.
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Adicionalmente se introdujeron en el trabajo una serie de aspectos computacionales, Enire
estos se encuentran la forma de extrapolar variables del elemento & la frontera con ¢l fin de
evaluar las integrales de contorno, y la forma de caleular log diferintes pardmetros de los métodos
numéricos presentados (GLS, SUPG, DRS y ASC).

IMinalmente cabe anotar que los métodos presentados en el capitulo primero de la monografin
en ¢l mareo de la ecuacion de Stokes para corregir el error en el contorno inducido por la
formulacion GLS, y el método para cortar el dominio computacional sin que esto influencia
Ia solucién del problema no han presentado buenos resultados para ol caso de las ecnaciones
completas de Navier-Stokes hasta ¢l momento de la eseritura del pregente trabajo, Fate serd
una de las lineas futuras de investigacion que se han generado a partir del presente trabajo.

Entre otros aspectos que se vislumbran como desarrollos futuros se presenta el tratamiento
de los agujoros para problemas de llenado de moldes. Como pudo observarse en algunos do
los ¢jemplos presentados, la posicion donde se tomen log nodos temporalmente libres influencia
de forma dristica la solucidn final del problema. Se cree que introduciendo algin tipo de
flujo poroso en el contorno del molde (basado en la ley de Darcy), se obtendran simulaciones
mis acordes con la realidad,  Adicionalmente s estudiard la posibilidad de v solidificando
el material a medida que el molde va llendndose, La solidificacion es un fendmeno claramente
dependiente de la temperatura del material por lo que los esquemas desarrollados para la captura
de discontinuidades en el problema térmico serdn de gran imporiancia,

Finalmente uno de los aspectos menos desarrollados en el presente trabajo es la optimizacion
de los tiempos de cdlenlo que ain se necesitan para solucionar problemas reales. En general
para. este tipo de problemas el mayor tiempo de edleulo (alvededor del 95 %) se debe a la
solueidn del sistema lineal de ceuaciones, En cuanto a este punto se estudiardn dos posibilidades
de cilenlo paralelo: La primera de ellas, la cual ya se encuentra en desarrollo, es atacar el
problema mediante métodos de descomposicidn de dominios. Se eree que esta alternativa es muy
prometedora ya que el problema dividido puede resolverse ntilizando solucionadores directos, lo
cual obvia los problemas de mal condicionamiento propios del Hujo incompresible y que no
permiten el nso extendido de métodos iteralivos, La segunda de ellas s¢ concentra sélo en ¢l
método iterativo de regolver el sistema final de ecuaciones, Por un lado se tratard de paralelizar
los esquemas iterativos de solucion ya existentes, y por otro de buscar precondicionadores que
permitan converger de forma mejor los métodos iterativos utilizados para solucionar el sistema
final de ecuaciones.
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