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1. RESUMEN

Dado un polinomioP(z) de grado par, queremos resolver el problema de minimizar
globalmenteP (z) en el conjunto de los reales (problema P-1). Para resolver el pro-
blema hemos disefiado un algoritmo o método nuevo denominadoardEbohaximo
comun divisor (MCD).

El algoritmo del maximo comdn divisor se basa en:

a) Conocer el nimero de raices reales diferentes del polinomio sin tener quertascu
(método de Sturm).

b) En el calculo del maximo com(n divisor de dos polinomios que @mnos por
MCD.

La idea del método es trasladar verticalmente el polinofhiwasta conseguir que el
eje OX sea tangente al grafo detrasladado (denotamos pBr esteP trasladado).
Una vez ya tenemoB* calculamos el maximo comn divisor @ y su derivadaP*’

(@ = MCD (P*, P*')) gue en la mayoria de los casos sera un polinomio de grado
uno. Finalmente, cualquier raiz del polinongjces un minimo global del polinomiB.

Para poner en practica el anterior esquema usaremos conocidos método#ma@dgor

a) Via método de Sturm podemos conocer el nUmero de raices realesadiggit y
un uso iterativo de esta informacion nos conduciféa

b) Via el algoritmo de Euclides calcularem@s

c) La division sintética de dos polinomios sera requerida paraapdl algoritmo de
Euclides.

d) Finalmente usaremos el método de Birge-Vieta para obtener una @iz de

2. PRECEDENTES

En el articulo Goldstein (1971) resuelven el problema P-1 de forneatdin.e. se
obtiene un minimo global extrayendo de P cada minimo local encontfadiwsion

de polinomios. Esta estrategia puede llevar a tener que resolveaomgmero de
minimizaciones locales, ademas de que si no se hace minimizacion local exacta, lo
errores acumulados pueden degradar muy seriamente la solucion.

Otros autores, resuelven el problema P-1 localmente i.e. minimizan glele(x)
en un intervalo pero no en todd (denominamos este problema P-2). Repasemos tres
trabajos:
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1) En el articulo Wingo (1985) se propone un algoritmo sencillo papgoblema P-2
gue no requiere la evaluacion de derivadas.

2) En el articulo Floudas (1992) se resuelve el problema P-2 viagmagion lineal
con restricciones no lineales. La idea del método es cambiar en el polinomio cada
potencia de: en una nueva variable. Asi pasan de la minimizacion unidimensional
de P(z) en un intervalda, b), a la minimizacion de una funcion linedk: en un
dominio deR"*!.

3) Enelarticulo Bromberg (1992) se propone un algoritmo parariam#acion global
de unafunciorf (z) en unintervalda, b). La idea de su método consiste en reducir
el intervalo inicial(a, b) aplicando técnicas de minimizacion local.

Por lo tanto, a excepcion del trabajo de Goldstein (1971), ninguihusdeabajos cita-
dos resuelve el problema de minimiza(z) en toda la recta real (problema P-1). El
método que ahora se propone resuelve el problema P-1 completamente.

3. NOTACION

e Consideramos polinomioB(z) = a; - 2™ +as - " ' + -+ + a, - © + a,41 de
coeficientes reales y variable real.

e ConP(z, ¢) denotemos el polinomio que tieng,; = ci.e.
Pz, c)=ar 2" +ay-2" "+az-2" >+ - +a, v+c
e Conjunto de las raices reales del polinoriio
RaicegP) = {z deR/P(x) = 0}
e Cardinal deraice${) #RaicesP)
e Grafo de un polinomio grafdf) = {(z, P(z)) en R*/z en R}

e Semiespacio positive™ = {(z, y) de R?/y posititivo}
e Semiespacio negati® = {(z, y) en R?/y negativg

4. MODELO PROPIO - RESULTADOS TE ORICOS

En todo el trabajo se esta presuponiendo:

— La minimizacion de un polinomid(x) de grado par, dado que un polinomio de
grado impar no esta acotado inferiormenteRerPor la misma razon, supondremos
que el coeficiente; es positivo.
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— La minimizacion deP(z) se hace en todg.
— Todas las raices d@(x) que se consideran son reales.

— Un polinomio puede alcanzar el minimo global en mas de un punto. Eldméto
desarrollado da como resultado solamente uno de estos puntos, auncgtedd m
facilmente se puede adaptar para dar todos los puntos donde el pol@canza el
minimo absoluto.

A continuacion veremos unas definiciones, unos procedimientos y undtades.gue
estan demostrados en el reporte de investigacion Beltran (1997) y areenes en el
algoritmo del MCD.

La idea del algoritmo es en sintesis: dado un polinoM{e) de grado par, siempre
podemos trasladarlo verticalmente de forma que Gijfséa tangente al e{@ X ob-
teniendo asi el polinomi@*(x). Este Gltimo polinomio tiene la caracteristica de que
cualquiera de sus raices reales es un punto de minimo glol#l(d¢ y de P(z) en
todoR. La forma de buscar una raiz cualquieraffez) se hace teniendo en cuenta
que en cada punto donde se anityx) también se anula su derivad (x). Da-

do que los ceros comunes @& (z) y P* (x) coinciden con los ceros del polinomio
MCD(P*, P*'), cualquier cero de este Gltimo polinomio sera un minimo global de
P*(x) y por tanto deP(z).

4.1. Polinomios pobres, ricos y buenos

Definiciobn DES-1 (polinomio pobre, rico y bueno):
Consideremos un polinomio de gragary cona; > 0:

Px)=a - 2" +as- 2" ' +az- 2" 24+ - +a, T+ an

e P(x) es pobre siel ej X no corta el grafoP) (escribiremos® ).
e P(x) esrico siel ejg@) X corta el grafo L) (escribiremos”™).
e P(x) esbuenosiel ej@X estangente al graf®) (escribiremosP*).

Corolario DES- 1. Dado un polinomiaP(z) de gradon:

a) Siempre existe una traslé@ci vertical deP(z) que lo convierte en polinomio bueno
P*(x). Adends P(z) difiere deP* () solamente en el coeficientg, ;.

b) z* es unbptimo global deP*(x) siy solo siz* es undptimo global deP(z). Por
tanto podemos limitar la tsqueda déptimos globales en el caso de polinomios
buenos.
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EJEMPLOREP-1.

P(x, ¢) = 2" +42° — 112> — 36z + ¢

P(z, 68) polinomio bueno (1 raizreal)
P(z, 18) polinomio rico (4 raices reales)
P(z, 118) polinomio pobre (O raices reales)

400,0
350,0 +
300,0 +
250,0 1
200,0 +
150,0 +
100,0 +

50,0 +

0,0

-50,0 +

-100,0

4.2. Obtencbn de undptimo global de un polinomio bueno P*(z)

Teorema DES-1.(caracterizacbn dedptimo global ¥a MCD) Sean:

P*(x) polinomio buenoy P*(*) su derivada,
M(z) polinomio definido como el MC@*, P*),

z* puntode R.

Entonces:

M(z*)=0 sii z* minimo globalde P*(z).
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EJEMPLOREP-2. Continuamos con el polinomio del ejemplo REP-1.

P*(x) = 2'+42% — 1122 — 362 + 68
’ 423 + 1222 — 222 — 36

P () :
M(z) MCD (P*, P*) = (z - 2)

En el siguiente grafico se ve como:

e 1 = 2 es el minimo global d®(z, 68).

e z = 2 es el Gnico real donde se anula simultaneam®itg P*'.

e por lo tanto(xz — 2) es un factor dé/ (en realidad el Gnico) y asi/(2) = 0.
e Podemos concluir que* = 2 6ptimo global deP*(x) y por lo tanto deP(z).

NoOTA: En lugar de representar= M (z) hemos representago= 30 - M (x), pues la
representacion d&/ (x) queda casi pegada al &eX .

400,0

300,0

200,0 +

100,0 +

P(x, 68)
P'(x,68)
M(x)

0,0

-100,0 +

-200,0 +

-300,0

-400,0

4.3. Obtencbn del polinomio bueno P* asociado a un polinomio P
Tenemos dos tipos de informacion que usaremos en el algoritmo OGP.
4.3.1. Primera informadn - #Races(P)

El siguiente resultado puede encontrarse en Henrici (1974) pag. 448.
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Teorema de Sturm DES-2(Numero de ceros reales y distintos &#€zx) en (a, b)).
DefinimosPy(z) := P(z) y Pi(z) := P'(z). Sea{Py, P, P>, ..., Py} lase-
cuencia de polinomios obtenidos mediante el algoritmo de Euclidesqadcular el
MCD(F,, P1) (ver apendice). Entonces:

El nmero de ceros reales y distintos Been el intervalg(a, b) esigual a la diferencia
entre el imero de cambios de signo é#;(a), Pi(a), Pa(a), ..., Pn(a)} y el
nimero de cambios de signo €m,(b), Py (b), P2(b), ..., P, (b)} suponiendo que
Py(a) - Py(b) sea diferente de cero.

Definicibn DES-2. (Secuencia de Sturm asociada a un polinomio). El conjunto de
polinomios{ Py, P, P, ..., P,} que aparece en el enunciado del teorema anterior,
se denomina secuencia de Sturm asociadd aEscribiremos Sturnit) para hacer
referencia a la secuencia de Sturm asociada al polinoR\(io).

EJEMPLOREP-3. Continta del ejemplo REP-2.

P*(z) = z* + 42® — 112 — 362 + 68

Veamos Sturmi*):
Py(z) := P*(z) =2*+42% — 1122 — 36z + 68
Pi(z):=P*(z)=  42%+ 122> — 22z — 36
Py(z) = 8522 — 21.52 — 77
Ps(z) = — 942 +18.8=-94-(z —2)
Py(z) = 0
N(—o00) : = Cambios de signo efi Po(—oc) , Pi(—o0), Po(—00) , P3(—00) , Ps(—o0) } =
=Cambios de signoef + , — , + , + , 0 }=
=2
N(o0) : = Cambios de signo efi Py(c0) , Pi(00) , P2(00) , P3(00) , Pa(c0) } =
=Cambios de signoef + , + , + , — , 0 }=
=1

Entonces por el teorema de Sturm tenemos que #R&tes{ N(—c) — N(0) =1

y podemos asegurar qué&* es polinomio bueno. Podemos ver la representacion de
P*(x) = P(z, 68) en Ejemplo REP-1 donde efectivamente se ve Btidiene una
sola raiz real.

Notese que al sd?, () = 0 entonces’s () = —9.4-(z—2) nos dael MCDP*, P*') =
(x —2).
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4.3.2. Segunda informaimi - la funcbn residuo

Definicibn DES-4. (funcidn residuo asociada a un polinomiopada la familia de
polinomiosF = {P(z, ¢) : ¢ de R} definimos la funén residuoR p(c) asociada
a F', como el resto de la diviéh P,,,_1(z, ¢) : Py(z, ¢) dondeP,,_; Yy P, son los
dosultimos polinomios no constantes de Stufdi«, c)).

Corolario DES-4. (Caracter de un polinomioia funcibn residuo) Seac* la mayor
raiz real deRp(c). Entonces:

a) P(z, ¢) pobre siic > c*.
b) P(z, ¢) bueno siic = ¢*.
c) P(z, c¢)ricosiic < c*.

EJEMPLOREP-4. Continta del ejemplo REP-3.

P(x, ¢) = 2" +42° — 112> — 36z + ¢

Con la ayuda del paquetéMathematica (Wolfram (1992)) hemos calculadBp(¢)
obteniendo la fraccion algebraica siguiente:

Rp(c) = A(e)/B(o)

donde A(c) = 289-(16¢> — 1256¢> — 483¢ + 809676)
(68c — 3255)2

&
=
o
&
|

En la siguiente representacion Be (¢) se ve como su mayor raiz real€s= 68, que
confirma el hecho de que(x, 68) sea un polinomio bueno (como vimos en el ejemplo
REP-1).

-400 +

-600 + R(c)

-800 +
-1000
-1200 +

-1400 1

-1600
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5. METODO DEL MCD PARA LA MINIMIZACI  ON GLOBAL DE UN
POLINOMIO

Dado un polinomio de grado p&t(z), buscamos ur* minimo global deP(z) enRR.
Las etapas del método del MCD se explicanen 5.1, 5.2y 5.3.

Entonces, en virtud del teorema DES#1,es un 6ptimo global d&(z) enRR.

5.1. Obtencbn del polinomio bueno P*(z) asociado a un polinomio P(x)

Aplicando el corolario DES-4 es suficiente encontfaraiz maxima de la funcién resi-
duoRp(c)y entonces’(z, ¢*) polinomio bueno asociado/&*. Estamos interesados,
pues, en un intervaltu, by) que contenga*. DadoP(x) hacemos:

5.1.1. Célculo del intervalo inicidhg, by).
5.1.2. Calculo de*.

5.1.1. @Glculo del intervalo inicial tal que conteng#

Via el teorema de Sturm, podemos conocer #Raltes(cx)) k = 0,1,2,3,... y asi
determinar el caracter rico, pobre o bueno de cBda ;). Podemos incrementar
¢i, hasta que lleguemos a Uiz, ¢,) polinomio pobre y asi tendremos garantizado
¢t < cp.

Tomaremos$, = ¢, como extremo superior del intervalo inicial.
En resumen, hemos empobrecido el polinomio ini€iak, ¢q) para buscab.

Por otra parte, dado que(z, 0) siempre tiene una raiz real en= 0, podemos tomar
como extremo inferior del intervalo inicial, cualquier vad@rpositivo, lo mas cerca de
by posible y de forma qué&(z, ag) sea un polinomio rico.

EJeEmMPLOREP-5. Continta del ejemplo REP-4.

Dado queP(z, 18) es un polinomio rico, después de 2 iteraciones de la rutina EMPO-
BRINT, obtenemos”(z, 72) que es un polinomio pobre. De esta forma tenemos que
18 < ¢* < 72con lo cual podemos tomé&t8, 72) como intervalo inicial.
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A continuacion tenemos Stur(i®(z, 72)).

kkkkkkkkkkkkkkkkkhkhkkkkkkhkkkhkkhkkkkkkhkhkkkkkkhkkkkkkk E M P O B R I N T 0

Polinomio a optimizaP (z, 18)
1.00 4.00 -11.00 -36.00 18.00

OGP/out sturm
1.00 4.00 -11.00 -36.00 72.00 Py
.00 4.00 12.00 —-22.00 -36.00 P,
.00 .00 8.50 1.50 —81.00 P,
.00 .00 .00 11.36 18.06 Py
.00 .00 .00 .00 25.30 P,
ek kokk Rk dkkokokok kkkdkkkkkik B MPOBRINT 2

5.1.2. Gaculo dec*

5.1.2.1. Primera informadin, #Races(). Via teorema de Sturm podemos conocer
el nimero de raices de cada polinom(z, ,c¢;). Al mismo tiempo por el corolario
DES-4 sabemos que& es un valor limite en el sentido de quecsi< ¢* entonces
P(z, ¢) es un polinomio rico, y en cambio, 8i > ¢* entoncesP(z, c¢) es un
polinomio pobre. Un primer algoritmo basico para calcutaiseria seguir un esquema
tipo bisecciobn con la informacion #Raic&%e, c,)) £ = 0,1,2,..., de manera que Si
P(z, ¢)es pobre, disminuiriamesg, y en cambio, sP(z, ¢) esrico, aumentariamos
¢ 1.e. vamos trasladando verticalmente el grafd’deasta que sea tangente al @j& .
Siguiendo este proceso de forma iterativa, acabariamos obterdiénde,,) polinomio
bueno.

5.1.2.2. Segunda informabai, la funcén residuo Recordemos la definicion de fun-
cion residuo asociada a un polinomio (definicibn DES-4):

Dada la familia de polinomiog’ = {P(z, ¢) : ¢ de R} definimos la funcion
residuoRp(c) asociada &', como el residuo de la divisioR,, 1 (x, ¢): Py (z, c)
dondeP,, 1y P,, son los dos Ultimos polinomios no constantes de Stut(r( ¢)).

La forma de utilizar la informacion de la funcion residBe (c) nos la da el siguiente
teorema:
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Teorema DES-3.(Caracterizacbn de polinomio buenda la funcibn de residud? p(¢)).
SeaF' = {P(z, ¢) : ¢ de R} ydefinimosP*(z) = P(z, ¢*), entonces:

P* polinomio bueno sii ¢* eslamayorraizreal deRp(c).

Se trata pues de calcular la mayor raizityg(c).

Llegados hasta este punto, de las alternativas para calcular esta raizesenmgdo el
método de la secante por:

— No disponer dekp(c) de forma explicita ni de su derivada. El valor Be(cy) se
obtiene como un subproducto al calcular Stuffa, co)).

— ElI método se ha mostrado robusto y rapido en la practica.

El método de la secante esta descrito en el apéndice y programado eralSETANT.

5.1.2.3. Combinaéin de las dos informaciones

ALGORITMO - 3. (Rutina BISSECCIO). Combinaremos las dos informaciones ante-
riores para obtener un algoritmo rapido y robusto.

0. Partimos del intervalo inicighq, bo) tal queay < ¢* < by. Hacemos: = 0.
1. Aplicamos el método de la secante y podemos tener los tres casos siguientes

1.1. Siencontramos la mayor raidle Rp(c) STOP.

1.2. Si encontramos una ratg de Rp(c) pero no es maxima. Entonces, hacemos
k = k + 1, tomando como nuevo intervalay,, bx) = (co + €, bg) y volvemos al
puntoal.

1.3. Si el algoritmo no converge o lo hace a un punto externo al intefu@loby),
entonces vamos a 2.

2. Ha fracasado el método de la secante, y aplicamos una etapa del método-de la bi
seccion al interval@ay, by).

3. Wlvemosa l.

EJEMPLOREP-5. Elintervalo inicial es (36, 72). La rutina BISSECCIO encwentr
¢* = 68 con 8 iteraciones del método de la secante. Al final tenemos $fatm 68).
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R ko ) ISSECCD

c Rp(c)
36.0000 —39.4913
72.0000 25.3022
57.9418 —198.6757
70.4119 16.4875
69.4563 10.4699
67.7938 —1.6308
68.0178 1392
68.0002 .0017
68.0000 .0000

BIS/SEC iter 8

OGP/out  sturm
1.00 4.00 -11.00 —-36.00 68.00 P,
.00 4.00 12.00 —22.00 —-36.00 P,
.00 .00 8.50 2150 —-77.00 P

.00 .00 .00 —-9.47 18.95 P4
.00 .00 .00 .00 _.00 P4
kkkkkkkkkkkkkkkkkhkhkkkkkkhkkhkkhkkkkkkhkhkkkkkhkkkkkkk B I SS E C Cb

5.2. Calcular M(z) := MCD(P*, P*')

Una vez conseguid®* = P(z, c¢*) polinomio bueno, necesitamdg(z) := MCD
(P*, P*).

Usaremos el método de Euclides. Construimos StitmnE= {Fy, Py, ..., Pi}

y tal como se describe en el apéndi#, coincide con el MCDP*, P*') salvo una
constante y entonces podemos tod&r) = P (z) ya que la constante no afecta a las
raices deV/ (x). Notese que para calculdf (z) no necesitamos hacer ningln céalculo
adicional una vez hemos construido Studdt).

En el ejemplo anterior veiamos como al £(z) el polinomio nulo, entonceB; (z) =
—9.4x +18.95 = -9.4- (x — 2) nos dael MCP*, P*) = (z — 2).
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5.3. Calcular z* unaraizde M(z) (Rutina BIRGE)

El teorema DES-1 nos asegura que cualquier raiz redl @e) es un optimo global.
Tenemos que resolver pues la ecuacl@iz) = 0. Lo haremos con el método de
Birge-Vieta descrito en el apéndice. En muchos cdd@ds) = 0 sera una ecuacion de
primer grado y la rutina BIRGE no hara mas que un calculo directo.
EJEMPLOREP-6. ContinGa del ejemplo REP-5.

La rutina BIRGE calcula la Gnica raiz dé(z) = —9.47x + 18.95 que esz = 2.

En consecuencia ya tenemos el 6ptimo globaPde) i.e. z* = 2.

e e o) IRGE O
OGP/in mcd —9.47 18.95
OGP/out OPTIM 2.0000
e =) IRGE 1
6. EJEMPLOS

6.1. Ejemplo completo

Ahora reunimos el ejemplo que hemos visto de forma fragmentada paraalaision
global del método.

6.1.1. Ideas, daficos y @lculos
Queremos calculanin, P(z)dondeP(z) = x* + 42% — 1122 — 36z + 18.

Segln el valor del término independiemtetendremos un polinomio bueno, rico o
pobre.

P(z, ¢) := z* +42° — 1122 — 362 + c.

P(z, 68) polinomio bueno (1 raiz real).
P(z, 18) polinomio rico (4 Raices reales).
P(z, 118) polinomio pobre (O Raices reales).

97



400,0

350,0
300,0

250,0 A

200,0 1

P(x, 68)
P(x,18)
P(x, 118)

150,0 +

100,0 +
50,0 +

0,0

-50,0 +

-100,0

Para obteneP*(x) aparte de calcular #Raicéy(usamos la funcion residuBp(c)
que en este caso, dado géx, c) = z* + 42° — 1122 — 362 + c tiene la siguiente
expresion:

Rp(c) = A(c)/B(c)

donde A(c) = 289-(16¢> — 1256¢% — 483¢ + 809676)
B(c) = (68c— 3255)

En la siguiente representacion & (c) se ve como su mayor raiz real €s = 68
confirmando el hecho de qu&z, 68) sea un polinomio bueno.

400

200 +

100
8
68
5
3
2

-200

-400 4

-600 1 R(c)

-800
-1000 +
-1200 +

-1400 1

-1600
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El método del MCD nos conducer¥ (z) = z* + 42° — 112 — 362 + 68.

A modo de ejemplo veamos ahora SturRT) y el calculo de #Raices(*):

(x
P (z)= 423 + 1222 — 22z — 36
Py(z) = 8.5x% — 21.52 — 77
Ps(z) = — 942 +18.8=-94-(z —2)
P4(£U) = 0
N(—o0) : = Cambios de signo efi Py (—oc) , Pi(—o0) , P2(—00) , P3(—00) , P4(—o0) } =
=Cambios de signoef + , — , + , + , 0 }=
=2
N(o0) : = Cambios de signo efiPy(oo) , Pi(c0) , Pa(00) , P3(c0) , Ps(o0) } =
= Cambios de signoef + , + , + , — , 0 }=
=1

Entonces por el teorema de Sturm tenemos que #R&tes{ N(—c) — N(0) =1

y podemos asegurar que& (z) es un polinomio bueno. Al principio de este ejemplo
podemos ver la representacion B&(z) que coincide corP(z, 68) y confirmar que
P*(x) tiene una Unica raiz real. Notese que al Befrz) = 0, entoncesPs () =
—9.4 - (z — 2) coincide, excepto por una constante, con MED, P*') = (z — 2).

Una vez tenemoB* (z:), calculamos los polinomiag* () y M (z) que representamos
a continuacion:

P*(z) = 2% +42° — 112> — 362 + 68
P (x) = 4a®+122% — 22z — 36
M(z) = MCD(P*, P¥)=(z—2)

En el siguiente grafico se ve como:

400,0

300,0 -

200,0 +

100,0 +

P(x, 68)
P'(x,68)
M(x)

0,0

-100,0 +

-200,0 +

-300,0

-400,0
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e x = 2 es elminimo global d&®(x, 68).

e = = 2 es el Gnico punto donde se anulan simultaneaménte) y P* (z).

e Porlo tanto(z — 2) es un factor dé/ (en realidad el Gnico) y agi/ (2) = 0.

e Podemos concluir que* = 2 es el dptimo global d&* () y por lo tanto deP(z).

NoOTA. Enlugar de representar= M (z), hemos representago= 30- M (z) pues la
representacion d&/ (x) no se distinguiria del ej@ X .

6.1.2. Resultados con el programa OGP.EXE

Para correr el programa OCP.EXE necesitamos el fichero de datos OGP.DAThgtee co
de tres partes:

e Grado del polinomio (entero positivo).

e Precision exigida (por ejemplo 0.0001).

e El polinomio que queremos minimizar escrito en forma de columna.

EJEMPLOREP-6. Para introducir el polinomiB(z) = z* + 423 — 36x + 18 cre-
ariamos un fichero OGP.DAT con el siguiente contenido.

4 (Grado del polinomio)
0.0001 (Precision exigida)
1.1 ((L])

4.0 ((LQ)

0.0 (@s3)

—36.0 @4)

18.0 @s)

Dado queP(z, 18) es un polinomio rico, después de 2 iteraciones de la ragngpo-
brint» obtenemos’(z, 72) que es un polinomio pobre. A continuacion tenemos Sturm
(P(z, 72))

kkkkkkkkkkkkkkkkkhkhkkkkkkkkkhkkhkkkkkkhhkkkkkhkkkkkkk E M P O B R I N T 0

Polinomio a optimizaP (z, 18)
1.00 4.00 -11.00 -36.00 18.00

OGP/out sturm
1.00 4.00 -11.00 -36.00 72.00 P,
.00 4.00 12.00 —-22.00 —-36.00 P,
.00 .00 8.50 1.50 -81.00 P,

.00 .00 .00 11.36 18.06 P35
.00 .00 .00 .00 25.30 P
kkkkkkkkkkkkkkkkkhhkkkkkkhkkkhkkhkkkkkkhkhkkkkkhkkkkkkk E M P O B R I N T 2
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El intervalo inicial donde se encuentraes (36, 72). La rutina BISSECOlencuentra
c* con 8 iteraciones del método de la secante. Al final tenemos St(m 68)):

A KRR KRR KRR, ISSECCD
Ck Rp(cx)
36.0000 —39.4913
72.0000 25.3022
57.9418 —198.6757
70.4119 16.4875
69.4563 10.4699
67.7938 —1.6308
68.0178 1392
68.0002 .0017
68.0000 -0000

BIS/SEC iter 8

OGP/out  sturm
1.00 4.00 -11.00 —-36.00 68.00 P,
.00 4.00 12.00 —22.00 —-36.00 P,
.00 .00 8.50 2150 —-77.00 P

.00 .00 .00 —-9.47 18.95 P4
.00 .00 .00 .00 _.00 P4
kkkkkkkkkkkkkkkkkhkhkkhkkhkkhkkhkkkkkkhkhkkkkkhkkkkkkk B I SS E C Cb

La rutina BIRGE calcula la Gnica raiz dé (z) = —9.47x + 18.95 que esz = 2.

En consecuencia ya tenemos el 6ptimo global de P(x}f.e- 2.

FRRSSRRSR sk B IRGE O
OGP/in  mcd —-9.47 18.95

OGP/out OPTIM 2.0000

KRR AR KRR ARk, IRGE 1
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6.2. Pruebas con otros polinomios

A continuacién definimos unos polinomios que nos serviran pararpamprueba el
método del MCD descrito anteriormente. Dado un polinomio

Pz)=ar-z"+ay-2" '"4+az-2" 2+ - +ay T+ a1
le haremos corresponder el vector formado por sus coeficientes
P(r) = (a1, a2, ..., ani1).

La etiqueta del polinomio nos dira el grado y el nUmero de identificeaéb polinomio.
Por ejemplo con 4POL1, designamos un polinomio de grado 4 y quefidantos con
el nimero 1.

4POL1=( 1 0. 0. 0. -1. )

4POL2=( 1. 4.  —11. -36. 18. )

4POL3=( 1. -3, -15 10. 0. )

4POL4=( 1 —4. 4. 0. 0 )

6POL 1= 1. -6. 15.  -20. 15. -6. 1. )

6POL2=( 1. 0. -14. 0. 49. 0. -36. )

6POL3=( 0.16666 —2.08 0.4875 7.1 -3.95 -1. 01 )

8POL1=( 0.001 0. —0.102 0.096 3.009 —5.520-23.068 65.904
~40.320)

8POL2=( 1. 0. 0. ~20.320. 126 1. 0.
~13. )

10 POL 2 =(0.001 0.019-0.012 —1.842-4.347 60.291 142.862-869.188
—864.264 5165.283628.8)

En las siguientes tablas se muestra la informacion mas relevantedzbé¢niinimizar
los polinomios anteriores con una tolerancia = 0.0001. Hemos de naar q

e La rutina Birge hace normalmente una sola iteracion al tener que resolaecua-
cion de primer grado (caso de un Gnico 6ptimo global).

e La precision obtenida es buena con unas pocas iteraciones.
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4POL1 | 1POL2 | 4POL3 | 4POL4 | 6POL1
Optimos globales exactos | 0,0000 | 2,0000 | -1,0000| 0,0000 | 1,0000

2,0000
Optimo calcultado 0,0000 | 2,0000 | -0,9999| 0,0000 | 1,0351
Iteraciones<kEMPOBRINT» | 1 2 1 1 1
IteracionesBISSECCD»
e Primer intento secante | 2 8 5 2 2
e Segundo intento secante
Iteracione<BIRGE» 1 1 1 1 1290
Comentarios Q) 2

6POL2 | 6POL3 | 8POL1 | 8POL2 | 10POL2
()ptimos globales exactos | -2,6457 | 10,0000| -7,3400| 2,2744 | 6,4347

0,0000

2,6457
Optimo calcultado 0,0000 | 10,0004| -7,3416| 2,2400 | 6,4347
IteracionescEMPOBRINT» | 1 14 4 6 4
Iteraciones«BISSECCD»
e Primer intento secante 2 7 14 4 27
e Segundo intento secante 11
Iteraciones«<BIRGE» 1 1 1 1 1
Comentarios Q) ?3)

Comentarios:

(1) Hay polinomios con mas de un 6ptimo global.

(2) Aqui, excepcionalmente, la rutina BIRGE necesita 1290 iteracionasap@anzar
una aproximacion al 6ptimo. Esto es debido a que 6POI(Z esl )% polinomio de
curvatura practicamente nula en un entorno amplio del 6ptime 1. EI método
Birge no es pues adecuado para este tipo de casos.

(3) Aqui el método del MCD con 14 iteraciones ha calculado una primezadeai
Rp(c) que no es la mayor; seguidamente, con 11 iteraciones mas ya ha calcula-
do la raiz maxima d&p(c).
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7. CONCLUSIONES

Hemos presentado un nuevo algoritmo para minimizar globalmente en ehtmdg
los reales un polinomio de grado par. La caracteristica mas importaraégdetmo
es el uso de informacion global de la funcidon a minimizar (nUmercattees reales
y funcion residuo) a diferencia de los métodos clasicos basados ematién local
(derivada en un punto). El enfoque aqui presentado parece mas adecuaddapasm’
anteriores aunque falta hacer una prueba comparativa. Numéricamente einalgerit
ha mostrado eficiente y robusto.

8. APENDICE

8.1. Algoritmo Euclides para calcular el maximo comun divisor de dos
polinomios MCD( Py, P)

Dividimos P, entre P; y denotamos el reste P,. Seguidamente dividimoB; entre

P, y denotamos el residue P;. Continuamos este procedimiento hasta que obtenga-
mos un resto igual a cero. Al final del algoritmo podremos establecer lagsigsi
relaciones:

PR = Qi -PA-P

P = @Q-Ph-PF
Pm72 = mel'mel _Pm
P, = Qmpm

Entonces’,, = MCD(PF,, P)

8.2. (Division sintética) Generalizacon de la «Regla de Ruffini» para dividir Py
entre P,

Escribimos horizontalmente los coeficientes del dividendo en orden decre@ente
mo en el método de Ruffini). Seguidamente colocamos verticalmente los eo&fti
del divisor cambiados de signo (como en el método de Ruffini) con el coeéidilent
maximo grado normalizado (igual a uno). Una referencia mas detallada poedle-
trarse en Acton (1990) pag. 181.

EJEMPLOAPEN-1. Supongamos que queremos dividirentre P, con:
P(z) = 22 — 42 + 2 + 3

)
Py(z) = ¥ - 22 — z+1
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Escribimos en forma de tabla:

p, P 2 -4 1 0 3
+2 * 40 * ook
+1 *ooox2 0 *
-1 * * x -2 0
Cocientef) 2 0 3 -2 3 Restof)
Cocienté¢r) = 2z 32° — 2x + 3 = Restdxr)

La regla de formacion es:

1. Sumamos la columna.

2. Multiplicamos el resultado del paso 1 por cada coeficient®dempezando por
arriba, colocando el producto en sucesivas columnas hacia la derecha y en la misma
fila que el coeficiente d&, correspondiente.

3. Volvemos al paso 1, pero omitiendo el paso 2 después de haber calculado gécocien

Al final, tendremos dos triangulos en blanco que en el ejemplo hemos marcado.con

8.3. Meétodo de la secante para eladculo de raices reales

Queremos resolver(z) = 0.

Este método es una variante del método de Newton, donde en lugaardg (ug ),
usamos una aproximacid®n(zy) — g(xk—1))/(xk — T—1).
0. Partimos del intervalo inicigh, b) que contiene la raiz buscada.
1. Inicializamosry = a x7 = b.
2. Mientras(/zy — zr_1/ > €) hacer:
paso =g(zx) - {(zk — zr-1)/(9(zk) — g(zK-1))}
Try1 = T — Paso.
Final mientras.

8.4. Método de Birge-Vieta para calcular una raiz de un polinomio

Queremos resolveP () = 0 siendoP(z) un polinomio.
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Este método es una especializacion del método de Newton, donde calciéamos
y P'(z;) de forma muy eficiente, aprovechando las propiedades algebraicas de los
polinomios.

Teorema del residuo Consideramo®’ () y suponemos que expresanits:) = (x —
%) - Q(z) + Ry. Entonces:

a) P(zq) coincide con el residud; del cocienteP(z) : (z — z0)

b) P'(xz¢) coincide con el residu®, del cocient&) (z) : (x — )

ALGORITMO. (Método Birge-Vieta)

0. Partimos del intervalo inicigh, b).
1. Inicializamosty = a =z, = b.
2. Mientras(/x — xz_1/ > €) hacer
paso =R /R,
Try1 = T — Paso.
Final mientras.
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The objective of this work is to minimize an even degree polynomutally i.e. we
want to solve the problem:

min{P(z) :z € R}

Traditionally this problem has been solved using local information asckhe first
derivative. Our approach will use global information (the total nundbelifferent real
zeros ofP(x) in R). This approach avoids an exhaustive search into an intgrydi)
carried out by local information based algorithms.

The algorithm is based on the idea of translating the polynomial gragttally until
theO X axis is tangent to the graph of the translated polynomial. At thistpaity root
of the translated polynomial is a global minimizer of the originalpolmial.

First of all we define aich polynomial as a polynomial that crosses th& axis, a
goodpolynomial as a polynomial that is tangent to th&” axis and goor polynomial
as a polynomial that does not intersect (h& axis.

The main results we have proved are:

a) If P*(z) is a good polinomialP* (z) its derivative and GCD¢*, P*') their gre-
atest common divisor, then, the set of global minimizer®bdfz) is the set of real
zeros of the GCDP*, P*).

b) Given the polynomiaP(z, ¢) = a; - 2" +as - 2" ' 4+ --- + a, -z + c we define
an associated funcidRp(c) called the residual function. The?(z, ¢*) is a good
polynomial if and only if¢* is the greatest real zero of the residual functity(c).

The GCD method for finding a global minimizer &fx) is:

1) P(z) = P(z, any1) IS translated vertically until it becomes a good polynomial.
We use two sources of information: first, Sturm theorem tells usadtst humber
of different real zeros oP(z, ¢) in R and second, solving the equati&m (c¢) = 0
we find ¢* the exact translation that conver®§z, a,.1) into a good polynomial
P*(z) = P(z, ¢*).

2) Solving the equatiod/ (z) = 0 whereM (z) is the GCDE, P*), we will have a
global minimizer ofP(x).

Computational experience has shown that the GCD method is an efficient etdierel
method for globally minimizing a polynomial.
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