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Prologo

Esta version en espafiol de la tercera edicion en inglés de Bioestadis-
tica: base para el andlisis de las ciencias de la salud, debe ser de inte-
rés para el mismo piblico para el cual fueron escritas las dos primeras
ediciones: el estudiante universitario avanzado, el estudiante gradua-
do principiante y el profesional en el 4rea de salud, que requieren un
libro de referencia sobre metodologia estadistica.

Esta edicion supera a las anteriores en tres areas importantes: 1)
se han incluido temas adicionales; 2) se han ampliado, revisado y
aclarado mas algunos de los temas que aparecen en las dos primeras
ediciones; y 3)se han incluido ejercicios adicionales para el estudiante,

Al igual que las ediciones anteriores, esta edicidon necesita pocos
requisitos matemdticos. Sbélo se requiere una destreza razonable en
ilgebra para comprender los conceptos y métodos que sirven de base
para los cilculos. El énfasis continia haciéndose en el entendimiento
intuitivo de los principios, mas que en el entendimiento basado en la
sofisticacion matematica.

Desde la publicacion de la primera edicidn, la rapida aparicidon de
calculadoras manuales econdémicas ha tenido un tremendo impacto
sobre la ensefianza de la estadistica, por lo que es raro el estudiante
que no tenga una. Ahora, mis que nunca, el profesor de estadistica
puede centrar su ensefianza en los conceptos y principios y dedicar
menos tiempo de su clase a averiguar la causa de los errores de compu-
to hechos por los estudiantes. Aminorando el tedio y el trabajo asocia-
dos al tiempo que se dedica a hacer cdlculos manuales, los estudiantes
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8 Prologo

de hoy en dia, tienen razén en ver su curso de estadistica como una
experiencia mucho mds agradable que sus predecesores.

Esta edicion hace un mayor énfasis en las aplicaciones de compu-
to. Considero que las computadoras, al igual que las calculadoras
manuales, son s6lo una herramienta que se utiliza para facilitar el tra-
bajo del estudiante y de quien se dedica a la estadistiza. Creo que un
libro de texto como éste no deberia limitarse exclusivamente a un len-
guaje particular o a un conjunto de programas. Por lo tanto, mis ob-
servaciones respecto a las computadoras se han expresa.to en términos
generales, lo cual permite que cada uno de los instructores de la ma-
teria tenga mayor flexibilidad para integrar el texto con las ventajas
que ofrecen las computadoras. Muchos de los ejercicios abarcan da-
tos “en bruto”, los cuales proporcionardr: datos realistas para las apli-
caciones de computadora.

El instructor que utilice la computadora puede abarcar un mayor
numero de temas durante un periodo académico que en los periodos
anteriores. Sin embargo, los temas de esta edicidn deben ser suficien-
tes para cubrir un curso de uno o dos periodos académicos.

Las siguientes mejoras especificas se han incorporado en esta
tercera edicion:

1. Se han afiadido varios ejercicios nuevos. Al igual que los ejercicios
y ejemplos originales, los que aqui se han incorporado se toma-
ron de una amplia gama de disciplinas de la salud y, aun cuando
todos ellos sean hipotéticos, se han hecho tan interesantes y rea-
listas como fue posible.

2. La mayoria de los ejercicios nuevos aparecen al final de los capi-
tulos para servir de material de repaso cuando han concluido los
capitulos. Como en las dos primeras ediciones, aparecen también
ejercicios al término de las secciones dentro de los capitulos para
servir de refuerzo inmediato a las técnicas y conceptos que se han

enseflado.
3. Se han incorporado en el texto varios esquemas nuevos para fa-

cilitar la comprensién de algunos de los conceptos mas proble-
maticos.

4. El capitulo sobre anédlisis de variancia con un solo criterio de cla-
sificaciébn por rangos se ha ampliado para incluir el caso de las
muestras de distinto tamafio. El tema del método de Tukey para
comparar pares de medias individuales se ha ampliado también
para incluir el caso de muestras de distinto tamafio.
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Prologo 9

5. Se ha incorporado un estudio de la prueba de Mann-Whitney en
el capitulo sobre estadistica no paramétrica.

6. Las tablas del apéndice se han revisado a fin de que las distribu-
ciones binomial, de Poisson, ¢, F, ji-cuadrada y normal den ahora
la probabilidad de obtener un valor de la estadistica de prueba
tan pequefio o incluso mds pequefio que el calculado. Esta carac-
teristica debe facilitar el uso de las tablas por el estudiante.

Quisiera aprovechar esta oportunidad para expresar mi gratitud a
los muchos lectores y usuarios de mi obra como libro de texto por
sus valiosas sugerencias para esta tercera ediciéon. En particular, qui-
siera dar las gracias a las siguientes personas, quienes hicieron suge-
rencias detalladas para esta revision:

Bruce E. Trumbo
Universidad Estatal de California ecn Hayward
Hayward, California

Donald A. Pierce
Universidad Estatal de Oregon
Corvallis, Oregdn

A. Larry Wright
Universidad de Arizona
Tucson, Arizona

Shirley Dowdy
Universidad de Virginia Occidental
Morgantown, Virginia Occidental

John McCloskey
Universidad de Dayton
Dayton, Ohio

Alan J. Gross
Universidad de Medicina de Carolina del Sur
Charleston, Carolina del Sur

Patrick L. Brocketr

Universidad de Texas en Austin
Austin, Texas
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10 Prélogo

David W. Hosmer
Universidad de Massachusetts
Amherst, Massachusetts

Quisiera agradecer también a mis siguientes colegas de la Uni-
versidad Estatal de Georgia su ayuda para la preparacion de esta edi-
cién. Los profesores Geoffrey Churchill y Brian Schott escribieron
los programas de coémputo para obtener algunas de las tablas del apén-
dice; el profesor Pickett Riggs hizo muchas sugerencias valiosas para
mejorar la presente edicidén, y el profesor James Terrell verifico las
soluciones a los ejercicios y ejemplos nuevos y revisados. En lo que
respecta a cualquier deficiencia del libro, sin embargo, debo aceptar
la total responsabilidad.

Finalmente, agradezco la ayuda de mi esposa Mary, sin cuyas ha-
bilidades como mecandgrafa, correctora de pruebas y critica, este
libro no se hubiera publicado ... \M e Mewmes

Wayne W. Daniel
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Organizacion y resumen de los datos

1.1 INTRODUCCION

Los objetivos de este libro son dos: 1) ensefiar al estudiante a organi-
zar y resumir los datos y 2) ensefiarle la manera de tomar decisiones
cuando tiene una gran cantidad de datos, examinando sélo una peque-
fia parte de ellos. Los conceptos y métodos necesarios para lograr el
primer objetivo se presentan bajo el encabezado de estadistica descrip-
tiva y el segundo objetivo se alcanza a través del estudio de lo que se
conoce como inferencia estadistica. En este capitulo, se estudia la es-
tadistica descriptiva. Del capitulo, 2 al 5 se estudian los temas que
constituyen el fundamento de la inferencia estadistica y la mayor parte
del resto del libro trata de esta altima.

Dado que esta obra se ha escrito para personas que estdn prepa-
randose en una carrera del campo de la salud pablica o que ya estdn
ejerciéndola, el material ilustrativo v los ejercicios reflejan los proble-
mas y actividades que estas personas probablemente encontrardn en
el gjercicio de sus profesiones.

1.2 ALGUNOS CONCEPTOS BASICOS

Se definirdn primero algunos términos basicos que se encontrardn
aqui.

17
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18 Organizacion y resumen de los datos

Estadistica. El significado de estadistica esta implicito en la sec-
cibn anterior. Sin embargo, mas concretamente, puede decirse que la
estadistica es un campo del estudio relacionado con 1) larecopilacion,
organizacion y resumen de los datos v 2) la obtencion de inferencias
acerca de un conjunto de datos cuando sélo se observa una parte de
ellos. .

Bioestadistica. Las herramientas de la estadistica se emplean en
muchos campos: negocios, educacidn, psicologia, agricultura y eco-
nomia para mencionar s6lo unos cuantos. Cuando los datos que se
estdn analizando se obtienen de las ciencias bioldgicas y de la medici-
na, se utiliza el término bioestadistica para diferenciar a esta aplica-
cién particular de herramientas y conceptos estadisticos. Esta drca de

J

aplicacidn es el proposito de este libro.

Variable.~5;§i, conforme se observa una caracter{stica, se encuentra
que toma valores distintos en diferentes personas, lugares o cosas, se
dice que esta caracteristica es una VariableSSe hace esto por la senci-
Ha raz6n de que la caracteristica no es la misma cuando se observa en
diferentes personas, lugares o cosas que la poseen. Algunos ejemplos
de variables son laestatura de los adultos del sexo masculino, el peso de
los nifios en edad preescolar y la edad de los pacientes que se ven en
una clinica dental

Variables cuantitativas.‘(Una variable cuantitativa es aquella que
puede medirse en la forma habitual. Wor ejemplo, se pueden hacer las
mediciones de la estatura de adultos del sexo masculino, el peso de
nifios en edad preescolar y la edad de los pacientes que se ven en una
clinica dental. Estos son ejemplos de variables cuantitativas.

Variables cualitativas. Algunas caracteristicas pueden no ser me-
didas en el sentido en que se miden la estatura, el peso y la edad. Mu-
chas caracteristicas sblo pueden catalogarse, por ejemplo, cuando a
una persona enferma se le hace un diagnostico médico, cuando a una
persona se clasifica dentro de un grupo socioecondmico o cuando se
dice que una persona, lugar u objeto, posee o no alguna caracteristica
de interés. A las variables de este tipo se les conoce como variables
cualitativas.

Aunque, en el caso de las variables cualitativas, no puede lograrse
su medicion en el sentido habitual del término, puede contarse el no-

.. www.Freelibros.me.




Algunos conceptos bdsicos 19

mero de personas, lugares o cosas que pertenecen a varias categorias.
El administrador de un hospital, por ejemplo, puede contar el nimero
de pacientes admitidos durante un dia para cada uno de los diferen-
tes diagnoésticos de admision,

Variable aleatoria. Cada vez que se determina la estatura, peso o
edad de un individuo, se dice con frecuencia que el resultado es un
valor de la variable correspondiente.{Cuando los valores obtenides
son el resultado de factores fortuitos, se dice que la variable es una
variable aleatoria;Los valores que resultan de procedimientos de me-
dicibn suelen conocerse como observaciones o simplemente como
medidas.

Variable aleatoria discreta. Las variables pueden caracterizarse atin
mds como discretas o continuas. Dado que las definiciones matemati-
camente rigurosas de variables discretas y continuas estidn fuera del
alcance de este libro, en su lugar se dan definiciones no rigurosas y un
egjemplo de cada una de ellas.

@'za variable aleatoria discreta se caracteriza por saltos o interrup-
ciones en los valores que ésta puede renei) Estos saltos o interrupciones
indican la ausencia de valores entre los valores particulares que puede
tener la variable. Algunos ejemplos ilustraran el punto. El nimero
de admisiones diarias a un hospital general es una variable aleatoria
discreta ya que, cada dia, el nimero de admisiones debe represen-
tarse por un namero entero, como 0, 1, 2, 3 y asi sucesivamente. El
numero de admisiones por dia no puede ser un nimero como 1.5,
2.997 6 3.3333. El nimero de dientes con caries, faltantes u obturados
por nific en una escuela primaria es otro ejemplo de variable discreta.

s

{\Variable aleatoria continua. Una variable aleatoria continua no
posee los saltos o interrupciones que caracterizan a una variable alea-
toria discreta) Una variable aleatoria continua puede tener cualquier
valor dentro-de un intervalo especificado de valores asumidos por la va-
riable. Ejemplos de variables continuas son las diversas mediciones que
pueden hacerse en individuos, como estatura, peso y circunferencia
del crdneo. No importa qué tan iguales sean las estaturas observadas
en dosindividuos, ya que por ejemplo, puede encontrarse teéricamente
otra persona que tenga una estatura intermedia entre ambas.

Sin embargo, debido a las limitaciones de los instrumentos de me-
dicidén con que se cuenta, las variables que son esencialmente continuas
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20 Organizacién y resumen de los datos

suelen tratarse como si fueran discretas. La estatura, por ejemplo, se
registra a menudo hacia el centimetro mas proximo, mientras que,
con un aparato de medicidn exacto esa medicidon podria hacerse tan
precisa como se deseara.

Poblacion. La persona promedio piensa en una poblacién como
un grupo de elementos, por lo comin personas. Sin embargo, una po-
blacion o conjunto deelementos puede consistir de animales, maquinas,
plantas o células. Para los fines de este libro, se define a unapoblacion
de elementos como el mayor grupo de elementos por los cuales se
tiene un cierto interés en un momento dado; Si se lleva a cabo una me-
dicion de alguna variable sobre cada uno de los elementos de una po-
blacion, se obtiene una poblacién de valores de esa variable. Por lo
tanto, puede definirse a una-pobdlacién de valores como el mayor
grupo de valores de una variable aleatoria por los cuales se tiene un
cierto interés en un momento dado. Por ejemplo, si se tiene interés
en el peso de todos los nifios inscritos en un determinado sistema es-
colar municipal, a poblacidon consta de todos estos pesos. Sielinterés
se centra solo en el peso de los alumnos de primer afio del sistema, se
tiene una poblacién distinta: los pesos de los alumnos de primer afio
inscritos en el sistema escclar. En consecuencia, las poblaciones se de-
terminan o definen de acuerdo con la esfera de interés que se tenga
en ellas! Las poblaciones pueden ser finitas o infinitas. Siuna pobla-
cion de valores consta de un nimero fijo de estos valores, se dice que
la poblacion es finita. Por otra parte, si una poblacién consta de una
sucesion sin fin de valores, dicha poblacion es infinita. )

Muestra. Una muestra puede definirse simplemente como(una
parte de una poblacién.) Supdngase que una poblacién consta del peso
de todos los nifios de nivel primaria inscritos en un determinado siste-
ma escolar municipal. Si se retinen para el andlisis el peso de sé6lo una
fraccidon de estos nifios, se tiene s6lo una parte de la poblacion de pe-
sos, es decir, se tiene una muestra. Hay muchos tipos de muestras que
pueden seleccionarse de una poblacidon. En los capftulos siguientes se
estudian estos tipos.

1.3 EL ARREGLO ORDENADO -

Cuando se hacen mediciones de una variable aleatoria sobre los ele-
mentos de una poblacion, los valores resultantes llegan por lo general
al investigador o estadistico, como un conjunto de datos desordenados.

e WWW.Ereelibros.me.




El arreglo ordenado 21

Tabla 1.3.1 Edades (en afios) de los pacientes admitidos a un hospital de enfer-
medades crOnicas durante cierto mes.

Nimero Edad Numero Edad Numero Edad  Numero Edad

I 10 26 48 51 63 76 53
2 22 27 39 52 53 77 33
3 24 28 6 53 88 78 3
4 42 29 72 54 48 79 85
5 37 30 14 55 52 80 8
6 77 31 36 56 87 81 51
7 89 32 69 57 71 82 60
8 85 33 40 58 51 83 58
9 28 34 61 59 52 84 9
10 63 35 12 60 33 85 14
11 9 36 21 61 46 86 74
12 10 37 54 62 33 87 24
13 7 38 53 63 85 88 87
14 51 39 58 64 22 89 7
15 2 40 32 65 5 90 81
16 1 41 27 66 87 91 30
17 52 42 33 67 28 92 76
18 7 43 1 68 2 93 7
19 48 44 25 69 85 94 6
20 54 45 22 70 61 95 27
21 32 46 6 71 16 96 18
22 29 47 81 72 42 97 17
23 2 48 11 73 69 98 53
24 15 49 56 74 7 99 70
25 46 50 5 75 10 100 49

A menos que el nimero de observaciones sea extremadamente peque-
flo, es poco probable que estos datos proporcionen mucha informacioén
hasta que se hayan ordenado de alguna forma. Si el nimero de obser-
vaciones no es demasiado grande, un primer paso para la organizacién
de estos datos es lapreparacion deunarreglo ordenado. @ Inarreglo orde-
nado es una lista de los valores de una coleccion (ya sea poblacion o
muestra), en orden de magnitud, desde el valor mas pequeiio hasta
el valor mas grandgj)

Ejemplo 1.3.1

La tabla 1.3.1 consta de una lista de las edades de los pacientes
admitidos a un hospital de enfermedades cronicas durante cierto mes.
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La tablarefleja el orden en el que fueron admitidos los pacientes. Como
puede verse, se requiere un examen minucioso para averiguar una in-
formacion tan elemental como la edad del paciente mds joven y del
mds vieio que se admitid. La tabla 1.3.2 presenta los mismos datos en
la forma de un arregle ordenado. Si tienen que efectuarse a mano al-
gunos calculos y la organizaciéon de datos adicionales, el trabajo puede
facilitarse si se lleva a cabo a partir del arreglo ordenado. Si los datos
tienen que analizarse por medio de una computadora, es posible que
10 sea necesaric preparar un arreglo ordenado.

Tabla 1.3.2 Arreglo ordenado de las edades de los pacientes admitidos a un hos-
pital de enfermedades cronicas durante cierto mes.

Numero Fdad Numero Edad Numero Edad Numero Edad

i
i
3
|
}
1
|

26 14 51 37 76 58

i 1
2 i 27 15 52 39 77 60
3 2 28 16 33 40 78 61
4 2 29 17 54 42 79 61
5 2 30 I8 35 42 80 63
6 3 31 21 56 46 81 63
7 5 32 22 7 46 82 69
8 5 23 22 5% 48 83 69
9 6 34 22 59 48 84 70
10 6 35 24 60 48 85 71
11 6 36 24 61 49 &6 72
12 7 3 23 62 51 87 74
13 7 3 27 63 51 88 76
14 7 35 27 64 51 89 77
5 7 40 28 65 52 90 81
16 7 41 28 66 52 91 81
17 8 42 29 67 52 92 85
18 9 43 30 68 53 93 85
19 5 44 32 69 53 94 85
20 10 45 32 70 53 95 85
21 10 46 33 71 53 96 87
22 10 47 33 72 54 97 87
23 11 48 33 73 54 98 - 87
24 12 49 33 74 56 99 . 88
25

14 50 36 75 58 100 89
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1.4 DATOS AGRUPADOS: LA DISTRIBUCION
DE FRECUENCIAS

Aunque un conjunto de observaciones puede hacerse mas comprensi-
ble y adquirir mayor significado por medio de un arreglo ordenado,
puede lograrse una mayor sintesis agrupando los datos. Para agrupar
a un conjunto de observaciones, se selecciona un conjunto de inter-
valos contiguos que no se traslapen de modo que cada valor en el
conjunto de observaciones pueda colocarse en uno, y s6lo uno, de los
intervalos. Estos intervalos se conocen en general como intervalos de
clase.

Uno de los primeros puntos a considerar, cuando se van a agrupar
ciertos datos, es cudntos intervalos van a incluirse. No es conveniente
incluir muy pocos intervalos debido a que hay pérdida de informacion.
Por otra parte, si se utilizan demasiados intervalos, no se logra el ob-
jetivo de la sintesis. La mejor guia en relacion con lo anterior, asf
como para otras decisiones que deben tomarse al agrupar los datos, es
el conocimiento que se tenga de ellos. Puede ser que se hayan deter-
minado con anterioridad los intervalos de clase, como en el caso de .
las tabulaciones anuales, cuando se conservan los intervalos de clase
de afios anteriores con fines comparativos. Quienes deseen una reco-
mendacion sobre este aspecto, pueden consultar una foérmula dada
por Sturges.? Esta formula es k= 1 + 3.322 (log,,n), donde & repre-
senta el nimero de intervalos de clase y » el nimero de valoresenel
conjunto de datos bajo consideracion. La respuesta obtenida aplican-
do la regla de Sturges no debe considerarse como definitiva, sino sélo
como una gufa. El nimero de intervalos de clase, especificado por
este regla, debe aumentarse o disminuirse, seglin convenga en benefi-
¢io de una presentacion clara.

Por ejemplo, supdngase que se tiene una muestra de 275 observa-
ciones que se desean agrupar. En la tabla B del apéndice, se encuentra
que el logaritmo de base 10 de 275 es 2.4393. Aplicando la férmula
de Sturges se obtiene un valor de k¥ = 1 + 3.22(2.4393) = 9. Enla
préctica, otras consideraciones llevarian a utilizar 8 (o menos) o qui-
z4 10 (o mas) intervalos de clase.

Otra cuestion que debe decidirse se refiere a la amplitud de los in-
tervalos de clase. Aunque a veces es imposible, los intervalos de clase
deberfan, en general, tener la misma amplitud. Esta amplitud puede de-
terminarse dividiendo el recorrido entre k, el nimero de intervalos de
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clase. Simboélicamente, la amplitud del intervalo de clase estd dada
por

w=-

R i
p (1.4.1)

donde R (el recorrido) es la diferencia entre la observaciébn mds pe-
quefia y mds grande en el conjunto de datos. Como regla general, este
procedimiento proporciona una amplitud tan grande que no es conve-
niente utilizarla. Una vez mds, debe aplicarse el buen juicio y seleccio-
nar una amplitud (por lo com(n proéxima a la obtenida por la ecuacién
1.4.1) que sea mds conveniente.

Ejemplo 1.4.1

La tabla 1.4.1 muestra los pesos en onzas de tumores malignos extir-
pados del abdomen de 57 personas. Para tener una idea del numero
de intervalos de clase que deben utilizarse, puede aplicarse la regla de
Sturges para obtener

k=1+3.322(log57
=1+ 3.322(1.7559)
~7

Tabla 1.4.1 Pesos, en onzas, de los
tumores malignos extirpados del ab-
domen de 57 personas.

68 65 12 22
63 43 32 43
42 25 49 27
27 74 38 49
30 51 42 28
36 36 27 23
28 42 31 19

24 12 69
25 57 47
44 51 23
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Dividase ahora el recorrido entre 7 para tener una idea acerca de
la amplitud del intervalo de clase. Se tiene que

Resulta evidente que serd mds conveniente utilizar una amplitud
de 10 para el intervalo de clase, lo que, asimismo, tendrd m4s signifi-
cado para el lector. Pueden construirse ahora los intervalos. Dado que
el valor mds pequefio en la tabla 1.4.1 es 12 y el mds grande 79, pue-
den empezarse los intervalos con 10 y terminarse con 79. Esto da los
intervalos siguientes:

10-19
20-29
30-39
40-49
50-59
60-69
70-79

Puede apreciarse que hay siete de estos intervalos, el nimero su-
gerido por la regla de Sturges.

La determinacién del nimero de valores que caen en cada inter-
valo de clase consiste simplemente en observar los valores uno por
uno y colocar una pequefia marca a un lado del intervalo apropiado.
Cuando se hace esto, se tiene la tabla 1.4.2.

Tabla 1.4.2 Distribucion de frecuencias de los pesos (en on-
zas) de los tumores malignos extirpados del abdomen de 57

personas.

Intervalo de clase Frecuencia
10-19 A 5
20-29 M A A 19
30-39 1 10
40-49 HT A 13
50-59 /i 4
6069 11 4
70-79 // _2
Total 57
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Una tabla de este tipo se conoce como distribucion de frecuen-
cias. Esta tabla muestra la forma en la que los valores de la variable se
distribuyen entre los intervalos de clase especificados. Consultindola,
puede determinarse la frecuencia con la que ocurren los valores den-
tro de cualquiera de los intervalos de clase que se muestran.

A veces puede ser Gtil conocer la proporcidén (mds que el nimero)
de valores que caen dentro de un determinado intervalo de clase. Esta
informacién se obtiene dividiendo el nimero de valores del intervalo
de clase entre el nimero total de valores. Por ejemplo, si se desea co-
nocer la proporcién de valores entre 30 y 39, inclusive, se divide 10
entre 57 yse obtiene.18. As{, se dice que 10de 376 10/57 6 .18 de los
valores estdn entre 30 y 39. Multiplicando .18 por 100 da el porcen-
taje de valores entre 30 y 39. Puede decirse entonces que el 18 por
ciento de los 57 valores estan entre 30 y 39. A la proporcidn de valo-
res que caen dentro de un intervalo de clase se le da el nombre de fre-
cuencia relativa de ocurrencia de los valores en ese intervalo.

Para determinar la frecuencia de los valores que caen dentro de
dos 0 mds intervalos de clase, se obtiene la suma de¢l nimero de valo-
res que caen dentro de los intervalos de clase de interés. Asimismo, si
se desea conocer la frecuencia relativa de la ocurrencia de los valores
que caen dentro de dos o mads intervalos de clase, se suman las fre-
cuencias relativas cerrespondientes. Pueden acumularse las frecuencias
y frecuencias relativas para facilitar la obtencién de informacién acer-
ca de la frecuencia o frecuencia relativa de los valores dentro de dos o
mds intervalos de clase contiguos. La tabla 1.4.3 muestra los datos de

Tabla 1.4.3 Frecuencia, frecuencia acumulada, frecuencia relativa y frecuencia
relativa acumulada para el gjemplo 1.4.1.

Frecuencia
Intervalos Frecuencia Irecuencia relativa

de clase Frecuencia acumulada relativa acumulada
10-19 5 5 0877 (0877
20-29 19 24 L3333 4210
30--39 10 34 1754 .5964
40-- 4 13 47 2281 .8245
50--59 4 51 0702 .8947
6064 4 55 .0702 9649
70--79 2 57 0351 1.0000

Total 57 1.0000
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la tabla 1.4.2 junto con las frecuencias acumuladas, las frecuencias
relativas y las frecuencias relativas acumuladas.

Supéngase que se tiene interés en la frecuencia relativa de los va-
lores entre 40 v 69. Se utiliza la columna de la frecuencia relativa acu-
mulada de la tabla 1.4.3 y seresta.5964 de .9649, obteniéndose .3685.

El histegrama. Puede representarse graficamente una distribucidn
de frecuencias (o una distribucién de frecuencias relativas) en la for-
ma de un histograma, como se muestra en la figura 1.4.1. Alconstruir
un histograma, los valores de la variable en consideracidén constituyen
el eje horizontal, mientras que el eje vertical tiene como escala a la
frecuencia (o frecuencia relativa, si se desea) de ocurrencia. Por en-
cima de cada intervalo de clase sobre el eje horizontal se levanta una
barra rectangular, o celda, como a veces se conoce, de modo que su

Frecuencia . _,-.J >

20

18— -
16— L ]

14— —

10—

{ -
0 - 5 ala, r3
9.5¢ 29.5 495 69.5

19.5 385 F 59.5 79.5

X

Figura 1.4.1 Histograma de los pesos (en onzas) de los tumores ma-
lignos extirpados del abdomen de 57 personas.
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aitura corresponda con la frecuencia correspondiente. Las celdas de
un histograma deben quedar unidas y, para lograrlo, deben tomarse en
cuenta los limites verdaderos de los intervalos de clase para evitar que
queden espacios entre las celdas de la grafica.

El nivel de precision que se observa en datos reportades que se
miden sobre una escala continua indica cierto orden de redondeo. Ef
orden del redondeo refleja las preferencias personales de quien hace
el reporte o las limitaciones del instrumento de medicion utilizado.
Cuando se construye una distribucion de frecusncias a partir de los
datos, los Ifmites del intervalo de clase reflejan por lo general el gra-
do de precision de los datos en bruto. Esto se ha hecho en el ejemplo
que se ha utilizado. Sin embargo, se sabe que algunos de los valores que
caen dentro del segundo intervalo de clase por ejemplo, si se midieran
con precisidn, quizd serian poco menores que 20 y que algunos se-
rian un poco mayores que 29. Considerando la continuidad tunda-
mental de la variable y suponiendo que los datos se redondearon
hasta el numero entero més préximo, es conveniente pensar que
19.5 y 29.5 son los limites verdaderos de este segundo intervalo.
Entonces, se toman los limites verdaderos para cada uno de los inter-
valos de clase, como se muestra en la tabla 1.4.4.

Si se traza una grdfica utilizando estos limites de clase como la
base de los rectdngulos, no quedaran espacios y se tendré el histogra-
ma que se muestra en la figura 1 .4.1.

Notese que a cada observacion se ie asigna una unidad del drea dei
histograma. Dado que se tienen 57 observaciones, ¢l histograma cons-
ta de un total de 57 unidades. Cada celda posee una cierta proporcién
del drea total, dependiendo de la frecuencia. Por ejemplo, la segunda

Tabla 1.4.4 Datos de la tabla 1.4.2 que
representan tos limites de clase verda-

deros.

Limites de clase

verdaderos Frecuencia
19.5-19.5 5
19.5-29.5 19
29.5-39.5 10
39.5-49.5 13
49.5-59.5 4
59.5-69.5 4
69.5-79.5~ 1, 2

s
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celda contiene diecinueve cincuentisieteavos (19/57) del drea. Esto, co-
mo ya se vio, es la frecuencia relativa de ocurrencia de los valores entre
19.5 v 29.5. A partir de esto, se ve que las subdreas del histograma,
definidas por las celdas, corresponden a las frecuencias de ocurrencia de
los valores entre los limites de las dreas de la escala horizontal. La razén
de una subdrea particular al drea total del histograma equivale a la fre-
cuencia relativa de ocurrencia de los valores entre los puntos corres-
pondientes sobre el eje horizontal.

El poligono de frecuencias. Una distribucion de frecuencias puede
representarse graficamente aun en otra forma, es decir, por medio
de un poligono de frecuencias. Para trazar un poligono de frecuencias,
se hace una marca primero en los puntos medios de la parte superior
de cada una de las barras que representan los intervalos de clase so-

20

18- —

16—

1

T

gl—u .
9.5 295 49.5 69.5
19.5 39.5 59.5 795

Figura 1.4.2 Pcligono de frecuencias. Pesos (en onzas) de los tumores malignos
extirpados del abdomen de 57 personas.
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bre el eje horizontal de la grifica, como la que se muestra en la figura
1.4.1. La altura de las barras de un determinado punto corresponde a
Ia frecuencia del intervalo de clase pertinente. Uniendo los puntospor
lineas rectas se obtiene el poligono de frecuencias. La figura 1.4.2 es
el poligono de frecuencias para los datos del ejemplo 1.4.1.

Notese que el poligono se lleva hasta el eje horizontal en los ex-
tremos hasta los puntos que serian los puntos medios si hubiera una
celda adicional en cada extremo del histograma correspondiente. Esto
permite que el drea total quede incluida. El drea total bajo el poligo-
no de frecuencias equivale al drea bajo el histograma. La figura 1.4.3
muestra el poligono de frecuencias de la figura 1.4.2 sobrepuesto so-
bre el histograma de la figura 1.4.1. Esta figura permite ver, para el
mismo conjunto de datos, la relacidn que existe entre las dos formas
grédficas.

20

9.5 29.5 49.5 6!

195 39.5 69.5 79.5

Figura 1.4.3 Poligono de frecuencias e histograma para el ejemplo 1.4.1.
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1.4.1 Los siguientes valores son los niveles de glucosa en sangre ex-

traida a 100 nifios en ayunas:

56 61 57 77 62 75 63 55 64 60
60 57 61 57 67 62 69 67 68 59
65 72 65 61 68 73 65 62 75 80
66 61 69 76 72 57 75 68 81 64
69 64 66 65 65 76 65 58 65 64
68 71 72 58 73 55 73 79 &1 56
65 60 65 80 66 80 68 S5 66 71
72 73 73 75 75 74 66 68 73 65
73 74 68 59 69 55 67 65 67 63
67 56 67 62 65 75 62 63 63 59
Trace:

a) Una distribucién de frecuencias.

b)Un histograma.

¢) Una distribucion de frecuencias relativas.
d) Un poligono de frecuencias

1.4.2 Utilizando los datos de la tabla 1.3.1, trace:

@) Una distribucioén de frecuencias.
b) Una distribucién de frecuencias relativas

¢J) Un histograma.

d) Un poligono de frecuencias.

1.4.3 Los siguientes valores son las calificaciones obtenidas en una
prueba de inteligencia por un grupo de nifios que participaron
en un experimento:

Numero Numero Numero Numero

del Califi- del Califi- del Califi- del Califi-

nifio cacion ninoe cacion nifio cacion nifie cacion
1 114 16 90 31 137 46 118
2 115 17 89 32 120 47 110
3 113 18 106 33 138 48 108
4 112 19 104 34 111 49 134
5 113 20 126 35 100 50 118
6 132 21 127 36 116 51 114
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Numero Numero ) Numero Numero
del  Califi- gei Calift- ger  Califi-  del Califi-
nifio cacion nifio cacion nifio  cacion nifio cacion
7 130 22 1is 37 101 52 142
8 128 23 116 38 111 53 120
9 122 24 109 39 110 54 119
10 12i 25 108 40 137 55 143
11 126 26 122 41 119 56 133
12 117 27 123 42 115 57 85
13 i13 28 149 43 83 58 117
14 88 29 140 44 109 59 147
15 113 30 121 45 117 60 102
Trace:

a) Una distribucién de frecuencias.

b)Una distribucion de frecuencias relativas.
¢) Un histograma.

d)Un poligono de frecuencias.

1.4.4 A setenta y cinco empleados de un hospital general se les pidid
que realizaran cierta tarea. Se registré el tiempo en minutos que
requirié cada empleado para terminar su tarea. Los resultados
son los que se muestran a continuacién.

Numero Numero Numero
del - del . del .
empleado Tiempo empleado Tiempo empleado Tiempo
i 1.3 20 2.2 51 32
2 1.5 27 23 52 3.0
3 14 28 2.6 53 34
4 1.5 29 2.8 54 34
5 1.7 30 2.1 55 32
6 1.0 21 23 56 4.5
7 £.3 32 24 57 4.6
8 1.7 33 20 58 4.9
9 1.2 34 2 59 4.1
10 1.8 35 2. 60 4.6
11 i1 36 2.5 61 4.2
12 1.0 37 29 62 4.0
13 1.8 38 20 63 4.3
14 1.6 39 29 64 4.8
15 2.1 40 2.5 65 4.5
16 2.1 41 3.6 66 5.1
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Numero Numero Numero
del Tiempo del Tiempo del Tiempo
empleado empleado empleado
17 2.1 42 31 67 57
18 2.1 43 35 68 51
19 24 44 3.7 69 5.4
20 29 45 3.7 70 5.7
21 2.7 46 34 .11 6.7
22 2.3 47 © 31 72 6.3
23 28 43 35 73 6.6
24 2.0 49 3.6 74 6.0

25 2.7 50 3.5 75 6.1

A partir de estos datos, trace:

a) Una distribucign de frecuencias.

b) Una distribucién de frecuencias relativas.
¢) Un histograma.

) Un poligono de frecuencias.

1.4.5 La siguiente tabla muestra el niimerc de horas que durmieron
45 pacientes de un hospital después de la administracion de
un cierto anestésico.

7 10 12 4 8 7 3 8 5
12 11 3 8 1 1 13 10 4
4 5 5 8 7 7 3 2 3
& 13 1 7 17 3 4 5 5
3 1 17 10 4 7 7 11 8

A partir de estos datos, trace:

a) Una distribucién de frecuencias.

b) Una distribucion de frecuencias relativas.
¢y Un histograma.

d) Un poligono de frecuencias

1.4.6 Los siguientes valores son el niimero de bebés nacidos durante
un afio en 60 hospitales de una comunidad.
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30 55 27 45 56 48 45 49 32 57 47 56
37 55 52 34 54 42 32 59 35 46 24 57
32 26 40 28 53 4 29 42 42 54 53 59
39 56 59 58 49 53 30 53 21 34 28 50
52 57 43 46 54 31 22 31 24 24 57 29

A partir de estos datos, trace:
a) Una distribucion de frecuencias.

b) Una distribucidn de frecuencias relativas,
¢) Un poligono de frecuencias.

1.5 MEDIDAS DE TENDENCIA CENTRAL

Aunque la distribucién de frecuencias tiene varias aplicaciones, hay
muchos casos que requieren otros tipos de resumenes de datos. Lo
que se necesita en muchos casos es la habilidad para resumir los datos
por medio de soélo unas cuantas medidas descriptivas. Las medidas des-
criptivas pueden calcularse a partir de los datos de una muestra o de
una poblacidon. Para diferenciarlas, se tienen las siguientes definicio-
nes:

1. Una medida descripiive calculadu a partiv de los datos de una
muestra se conoce como estadistica.

Una medida descriptiva calculada a partir de los datos de una po-
blucion se conoce como pardmerro.

[\

Hay varios tipos de medidas descriptivas que pueden calcularse a
partir de un conjunto de datos. Sin embargo, en este capitulo la aten-
ci6n se ha centrado en las medidas de tendencia central v en las me-
didas de dispersion. Las medidas de tendencia central se estudiardn
en esta seccion v las medidas de dispersion en la siguiente.

En cada una de las medidas de tendencia central, de ias cuales
s¢ estudiardn tres, se tiene un sélo valor que se considera como tipi-
co del conjunto de datos como un todo, Las tres medidas de tenden-
cia central que mas se utilizan son la media, la mediana v la moda,

Media aritmética. La medida de tendencia central mds conocida
es la media aritmética. Es la medida descriptiva que ta mayoria de las
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personas tiene en mente cuando se habla del “promedio”. El adjetivo
aritmética distingue a esta media de otras que pueden calcularse. Da-
do que en este libro no se estudian estas otras medias, no debe haber
motivo algunc de confusion si se menciona simplemente como media
a la media aritmética.ba media se obtiene sumando todos los valores
en una poblacién o muestra y dividiendo el valor obtenido entre el
nimero de valores que se sumaron{?ara obtener la edad media de la
poblacidon de los 100 pacientes repfesentados en la tabla 1.3.1, se ha-
ce lo siguiente:

10 +22+---+70+49 3920

190 00 = 39.20

edad media =

Los tres puntos en el numerador representan los valores que no se
muestran con el fin de ahorrar espacio.

Serd conveniente generalizar si es posible el procedimiento para
obtener la media y representar dicho procedimiento por medio de
una notacidén mdas compacta. Se empezara por designar ala variable alea-
toria de interés por medio de laletra mayidscula X, En el presente ejem-
plo, sea X la variable aleatoria, edad. Los valores especificos de una
variable aleatoria se designardn por medio de la letra mintscula x. Pa-
ra distinguir un valor de otro, se agrega un subindicc a la x y se con-
sidera que dicho subindice se refiere al primer, segundo y tercer va-
lor, vy asi sucesivamente. Por ejemplo, de la tabla 1.3.1 se tiene que

x, = 10, x,=22,..., v Xiop = 49

En gencral, un valor tipico de una variable aleatoria se designard por
x; v el valor final, en una poblacion finiia de valores, por x . Por G-
timo, s utilizard la letra gricga u para representar la media de la po-
blacién. Puede ahora escribirse la formula general pafa la media de
una poblacién finita como sigue:

7

X
(1.5.1}

.
N

{

i

i

;[ ==

N
El stinbolo Z indica que deben sumarse todos los valores de la va-

i=1
riable desde el primero hasta el tittimo. Este simbolo, £, lamado sig-
no de sumnatoria, se utilizard ampliamente en este libro. Cuando, po-
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el contexto, resuita obvio cudles valores deben sumarse, se omitirdn
los simbolos arriba y abajo de X,

Cuando se calcula la media para una muestra de valores, se sigue
el procedimiento que acaba de describirse, con algunas modificacio-
nes en la notacién. Se utiliza X para designar la media de la mucstra
y n para indicar el nimerc de valores de la muestra. La media de la
muestra se expresa entonces como

Yoy
= (1.5.2)

- =

n

SupoOngase gue se tiene una muestra que consta de las siguientes
cinco (n = 5) observaciones de la tabla 1.3.1. Sustituyendo los datos
de la

O bservacion Observacion
de Iz poblacion  de la muestra

Numero Nimero Valor
Xy X, 10
Xag X, 54
X3g X 21
R X4 33
Xog X3 53

muestra en la ecuacién 1.5.2, se tiene que

) Z i 1045421 433+ 53171
= e — =347
n 5 3

La media aritmética posee ciertas propiedades, algunas deseables
y otras no tan deseables. Estas propiedades incluyen las siguientes:

1. Unicidad. Para un determinado conjunto de datos, existe una y
s6lo una media aritmética.

2. Simplicidad. La media aritmética es fdcil de comprendu y facil
de calcular.
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3. Dado que todos y cada uno de los valores de un conjunto de da-
tos infervienen en el cdlculo de la media, ésta es afectada porcada
valor. Por lo tanto, los valores extremos influyen en la media vy,
en algunos casos, pueden alterarla tanto que resulta inconvenien-
te como una medida de tendencia central.

Como ejemplo de qué tanto pueden afectar los valores extremos
a la media, considérese la situacidn siguiente. Supodngase que se inves-
tiga a los cinco médicos que ejercen en cierta area con el fin de deter-
minar sus honorarios para cierto trdmite. Supongase que reportan estos
honorarios: $15, $15, $15.50, $15.50 y $80. Se encuentra que los ho-
norarios medios para los cinco médicos son de $28.20, un valor que
no esmuy representativo del conjunto de datos como un todo. Eltinico
valor atfpico ha tenido el efecto de inflar la media.

Mediana. La mediana de un conjunto finito de valores es aquelva-
lor que divide al conjunto en dos partes iguales tales que el niimero
de valores iguales a la mediana o mayores que ella esigual al ntmero de
valores iguales a ella o menores que ella, Si el nimero de valores es
impar, la mediana serd el valor que estd en medio, cuando todos los
valores se han arreglado en orden de magnitud. Cuando el niimero de
observaciones es par, no se tiene una sola observacion en medio, sino
dos. En este caso, se toma la mediana como la media de estas dos ob-
servaciones de en medio, cuanto todas las observaciones se han dis-
puesto en el orden de su magnitud.

Para ilustrar esto, encuéntrese la mediana de los datos de 1a tabla
1.3.2. Aqui, los valores ya estdn ordenados, de modo que sdlo se ne-
cesita encontrar los dos valores de en medio. Estos son los niimeros
de observacion S0 y 51. Los valores son 36 y 37 y, por lo tanto, la
mediana es (36 + 37)/2 = 36.5.

Obténgase ahora la mediana de la muestra que consta de los valo-
res 10, 54, 21, 33 y 53. Arreglando estos valores de acuerdo a su or-
den de magnitud, se tiene la secuencia 10, 21, 33, 53 y 54. Dado que
éste es un nimero impar de valores, la mediana es el valor de en me-
dio, o sea, 33.

Las propiedades de la mediana incluyen las siguientes:

1. Unicidad. Como ocurre con la media, sélo existe una mediana pa-

ra un determinado conjunto de datos.
2. Simplicidad. La mediana es fdcil de calcular.
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3. No es afectada tan drdsticamente por los valores extremos como
lo es 1a media.

La mode. La moda de un conjunto de valores ¢s aquel valor que
ocurre con mas frecuencia. Si todos los valores son distintos, no hay
moda; por otra parte, un conjunto de valores puede tener mas de
una moda. Una vez mds, observando los datos de la tabla 1.3.2, se
encuentra que 7, el cual se presenta cinco veces, es ¢l valor que ocu-
rre con mds frecuencia, y es por lo tanto la moda.

Como ejemplo de un conjunto de valores que tiene mas de una
moda, considérese un laboratorio con 10 empleados cuyas edades son
20, 21, 20, 20, 34, 22,24,27,27 y 27 afios. Puede decirse que estos
datos tienen dosmodas, 20 y 27. Lamuestraque tengalosvalores 10,21,
33, 53 y 54 no tiene moda, ya que todos estos valores son distintos.

Lamoda puede utilizarsepara describir datos cualitativos. Por ejem-
plo, supdngase que los pacientes que se atendieron en una clinica de
salud mental durante un determinado ano recibicron uno de los si-
guientes diagnésticos: retraso mental, sindrome cerebral orginico,
psicosis, neurosis y alteracion de la personalidad. El diagndstico que
ocurriera con mis frecuencia en el grupo de pacientes se llamarfa diag-
néstico modal.

Ejercicios

1.5.1 Los siguientes valores son los niveles de glucosa en sangre ex-
traida a 10 nifios en ayunas.

Numero Valor Niumero Valor
1 56 6 65
2 62 7 65
3 63 8 68
4 65 9 70
5 65 10 72

Calcule:
a) La media.

b) La mediana.
¢) Lamoda.
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1.5.2 Los siguientes valores son los pesos de una muestra de 10 ani-
males experimentales sometidos a una operacion quiriirgica.

Nimero Peso(kg) Numero Peso(kg)
1 13.2 6 144
2 154 7 13.6
3 130 8 15.0
4 16.6 9 14.6
5 16.9 10 13.1
Encuentre: «) La media.

b) La mediana.

1.5.3 Quince pacientes que realizaron visitas iniciales a un departa-
mento sanitario municipal recorrieron las siguientes distancias:

Paciente Distancia (millas) Paciente Distancia {millas)

1 5 8 6
2 9 9 13
3 11 10 7
4 3 11 3
5 12 12 15
6 13 13 12
7 12 14 15

15 5

Encuentre: g) La media de la distancia recorrida por estos pacientes.
b)La mediana de la distancia recorrida.

1.5.4 Una muestra de once pacientes admitidos para diagndstico y
evaluacion en una sala psiquidtrica recientemente abierta en un
hospital general, tuvieron las duraciones siguientes de su inter-

nacioéon:
Numero Duracion del Niumero Duracion del
internado (dias) internado (dias)

1 29 6 14
2 14 7 28
3 11 8 14
4 24 9 18
5 14 10 22

11 14
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Encuentre:

a) La duracidn media de la internacién para estos pacientes.
6) La mediana.
c) La moda.

1.5.5 A veinte pacientes en el ala de convalescencia d¢ un hospital
general se les permitid que eligieran entre cuatro tipos de carne
para la comida. Sus elecciones fueron las siguientes: pollo, pes-
cado, pescado, higado, pollo, polio, torta de carne, pollo, pesca-
do, torta de carne, higado, pescado, torta de carne, pollo, pollo,
pollo, higado, pescado, torta de carne, pollo.

(Cudl fue la eleccion modal?

1.6 MEDIDAS DE DISPERSION

La dispersion de un conjunto de observaciones se refiere a la variedad
que exhiben los valores de las observaciones. Si todos los valores son
iguales, no hay dispersiéon; si no todos son iguales, hay dispersion en
los datos. La magnitud de la dispersion puede ser pequefia, cuando los
valores, aunque distintos, estdn proximos entre si. Si los valores estin
ampliamente desparramados, la dispersidon e¢s mayor. Otros términos
que se utilizan como sindnimoes de dispersion son los de variacion y
diseminacion.

El recorrido. Una forma de medir la variacién en un conjunto de
valores es calcular el recorrido. El recorrido es la diferencia que exis-
te entre el valor menor vy el mayor de un conjunto de observaciones.
Si se denota el recorrido por R, ¢l valor mayor por x; y ei menor
por xg, el recorrido se calcula como sigue:

R =X, — xg (1.6.1)
Utilizando los datos de la tabla 1.3.2, se tiene que

R=89—1=288

La utilidad del recorrido es limitada. Fi hecho de que sélo tome en
cuenta dos valores, hace que sea una medida pobre de ia dispersion.
Laventaja principal de utilizar el recorrido es la sencillez ¢ su cdleulo.
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La variancia. Cuando los valores de un conjunto de ohservacicones
estdn muy proximos a su media, la dispersion es menor que cuando es-
tin distribuidos sobre un amplio recorrido. Dado que esto es cierto,
intuitivamente serfa interesante el hecho de que se pudicra medir la
dispersion con respecto a la diseminacion de los valores en torno a su
media. Dicha medida se realiza en lo gquc se conoce como variancia.
Para calcular 1a variancia, se resta la media de cada uno de los valores,
se elevan al cuadrado las diferencias y, a continuacibén, se suman. Esta
suma de las desviaciones de los valores de su media (elevadas al cua-
drado) se divide entre el tamafio de la muestra, menos 1, para obtener
la variancia. Suponiendo que s* es la variancia de la muestra, el pro-
cedimiento puede escribirse simbélicamente como sigue:

=t (1.6.2)

Considérese lo anterior calculando la variancia de la ya conocida mues-
tra de la tabla 1.3.1.

o (10342 1 (54 — 342 + (21 — 342)% + (33 — 34.2)% + (53 = 34.2)2
s : — ,

= P08 37
== 4 - = 370,

La razoén de dividir entre n — 1, en lugar de n, como podria haberse
esperado, es por la consideracion tedrica conocida como grados de
libertad. Al calcular la variancia, se dice que tiene n — 1 grados de li-
bertad. Se razona como sigue. La suma de las desviaciones de los
valores respecto a su media es igual a cero, como puede demostrarse.
Entonces, si se conocen los valores de n— 1 de las desviaciones respecto
a la media, se conoce el n-¢simo, ya que éste queda automaticamente
determinado debido a la necesidad de que los n valores tengan como
suma cero. El concepto de los grados de libertad se estudiard de nue-
vo posteriormente. Los estudiantes que estén interesados en aprender
mads sobre el tema en este momento, deben consultar el articulo escri-
to por Walker.!

Cuando el nimero de observaciones es grande, pucde resultar te-
dioso el uso dela ecuacién 1.6.2. La fonmula siguiente pucde ser menos

116401
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incomoda, especialmente cuando se utiliza una calculadora de escri-
torio o una portatil.

n /n N2

L, "
ny xP— Y x
e N =1

n(n — 1)

(1.6.3)

Cuando se calcula la variancia de una poblacion de valores, se siguen
los procedimientos esbozados en los pdrrafos anteriores. excepio que
se divide entre NV, en tugar de entre N — 1. Si se denota por ¢* ala va-
riancia de una poblacién finita, las formulas que la definen y que faci-
litan su cdlculo, respectivamente, son las siguientes:

N R (1.6.4)

]

g- ==

(1.6.5)

La variancia representa unidades cuadradas y, por lo tanto, no es
una medida de dispersion apropiada cuando se desca expresar este
concepto en términos de las unidades originales. Para obtener uname-
dida de dispersion en las unidades originales, simplemente se toma la
raiz cuadrada de la variancia. El resultado se conoce como desviacion
estindar. En general, la desviacion estindar de una muestra estd dada
por la expresion:

§ = st = /""’1 , - 1.6.6
N v -1 ( !

La desviacion estdndar de una poblacibn finita se obtiene calculando la
raiz cuadrada de la cantidad resultante de la ecuaciéon 1.6.4.

El coeficiente de variacion. La desviacion estdndar es util como
una medida de variacién dentro de un determinado conjunto de datos.
Sin embargo, cuando se desea comparar la dispersion en dos conjun-
tos de datos, el comparar las dos desviaciones estdndar puede conducir
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a resultados ilogicos. Puede ser que las dos variables que intervienen
se midan en unidades distintas. Por ejemplo, es posible que se desee
saber, para una cierta poblacién, si los niveles de colesterol en el sue-
ro, medidos en mg por 100 ml, son m4s variables que el peso delcuer-
po, medido en kilogramos.

Ademas, aun cuando se utilice la misma unidad de medicion, las
dos medias pueden ser bastante distintas. Si se compara la desviacién
estandar de los pesos de nifios de primer afio de primaria con la des-
viacion estindar de los pesos de jovenes de primer afio de secunda-
ria, puede encontrarse que la desviacion estindar de estos Gltimos es
numéricamente mayor que la de los primeros debido a que los pro-
pios pesos son mayores y no porque la dispersion sea mayor.

Lo que se necesita en situaciones como ésta es una medida de va-
riacion relativa, mas que una de variacidn absoluta. Dicha medida se
encuentra en el coeficiente de variucién, que expresa la desviacion es-
tindar como un porcentaje de la media. La formula estd dada porla
expresion:

C.V. = 2 (100) (1.6.7)

PR

Puede apreciarse que, como la media y la desviacién estindar se
expresan en la misma unidad de medicién esta unidad se anula al calcu-
lar el coeficiente de variacion. Lo que se tiene entonces es unamedida
que es independiente de la unidad de medicién.

Supoéngase que dos muestras de personas del sexo masculino pro-
porcionan los resultados siguientes.

Muestra 1 Muestra 2
Edad 25 afios 11 afios
Peso medio 72.5 kg 40 kg
Desviacion estandar S kg Skg

La comparacion de las desviaciones estindar podria llevar a con-
cluir que las dos muestras poseen igual variabilidad. Sin embargo, si
se calculan los coeficientes de variacidon para los individuos de 25 afios
de edad se tiene que:

C.V. = -5.(100) = 6.9
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v para losde 11 afios de edad,
CV. =3 (100) = 12.5

Si se comparan estos resultados, se tiene una impresion bastante dis-
tinta.

£l coeficiente de variacion también es Qtil para comparar los re-
sultados obtenidos por diferentes personas que estén efectuando in-
vestigaciones que comprendan la misma variable.

Ejercicios

1.6.1 Conbaseen elejercicio 1.5.1, calcule:

@) El recorrido.
b) La variancia, 5% .
¢) La dcsviacidén estandar, s.

1.6.2 Con base en el ejercicio 1.5.2, calcule:

«) El recorrido.

b) La variancia, s .

¢) La desviacion estdndar, s
d) El coeficiente de variacion.

1.6.3 Con base en el gjercicio 1.5.3, calcule:

ay) El recorrido.

b) La variancia, s*.

¢) La desviacion estdndar, s.
d) El coeficiente de variacion.

1.6.4 Con base en el ejercicio 1.5.4, calcule:
a) El recorrido.
b) La variancia, 52.

¢y La desviacion estandar, s.
d) El coeficiente de variacion.
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1.7 MEDIDAS DE TENDENCIA CENTRAL CALCULADAS
A PARTIR DE DATOS AGRUPADOS

Una vez que se han agrupado los datos, es posible que se desee calcu-
lar alguna de las medidas descriptivas, como la media y la variancia.
Con frecuencia, un investigador no tiene acceso a los datos en bruto
en los que estd interesado, pero tiene una distribucion de frecuencias.
Los datos suelen publicarse an la forma de una distribucién de fre-
cuencias sin que vayan acompafiados de una lista de los valores indi-
viduales o medidas descriptivas. Quienes estén interesados en una
medida de tendencia central o una medida de dispersion para estos
datos, deben calcularia por si mismos.

Cuando se agrupan los datos, las observaciones individuales pierden
su identidad. Observando una distribucion de frecuencias puede deter-
minarse el nitmero de observaciones que caen dentro de los diferentes
intervalos de clase, pero no pueden determinarse los valores reales.
Debido a esto, deben plantearse ciertas hipétesis acerca de los valores
cuando se calcule una medida descriptiva a partir de datos agrupa-
dos. Como consecuencia de estas suposiciones, los resultados obte-
nidos son sélo aproximaciones de los valores verdaderos.

La media calculada a partir de datos agrupados. Al calcular la me-
dia a partir de datos agrupados, se supone que todos los valores que
cacn dentro de un determinado intervalo de clase se localizan en el
punto medio del intervalo. El punto medio de un intervalo de clase s¢
obtiene caiculando 1a media de los limites superior e inferior delinter-
valo. El punto medio del primer intervalo de clase de la distribucion
que se muestra en la tabla 1.4.3 equivale a (10 + 19)/2=29/2 =145,
Los puntos medios de los intervalos de clase sucesivos pueden en-
contrarse sumando la amplitud del intervalo de clase al punto medio
anterior, El punto medio Jdel segundo intervalo de clase de la tabla
1.4.3, por ejemplo, equivale a 14.5 + 10 = 24.5.

Para encontrar la media, se multiplica cada punto medio por la
frecuencia correspondiente, se suman estos productos y se divide en-
tre la suma de las frecuencias. §i los datos representan una musstra
de observaciones, ¢l cdicule de la media puede mostrarse simbdélica-
‘mente como:

=Tt (1.7
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donde k£ = el nimero de intervalos de clase, m; = el punto medio del
i-ésimo intervalo de clase y f; = la frecuencia del i-¢simo intervalo de
clase.

Cuando se calcula la media a partir de datos agrupados, resulta
conveniente preparar una tavla de trabajo como la tabla 1.7.1, que
se ha preparado para los datos de la tabla 1.4.3.

Ahora puede calcularse la media.

k
Sﬂ # lft
LS _a0ses
= - k" R .
‘ 57
>
i=1

El calculo de una media a partir de una poblacién de valores agru-
pados en un numero finito de clases, se lleva a cabo exactamente en
la misma forma.

Figura 1.7.1 Tabla de trabajo para calcular la media a par-
tir de los datos agrupados de la tabla 1.4.3.

Punto medio Freciencu

[nrervaio de la clase de la cluse

de clase m; fi m;f,
1019 14.5 5 72.5
2029 24.5 i9 465.5
-39 345 10 3450
4049 44.5 i3 578.5
S0-59 545 4 218.0
6 -69 645 4 258.0
7079 74.5 2 149.0
Total 37 2086.5

La mediana: datos agrupados. Cuando se calcula la media a partir
de datos agrupados, se supone que los valores deniro de un intervalo de
clase se localizan en el punto medio: sin embargo, al calcular la me-
diana, se supone que dichos valores estan disiribuidos uniformemente
en todo el intervalo.

Floprimer paso para calcular 1a mediana o partir de datos agrupa-
dos gs lacalizar el intervalo dc clase en el que w2 oncuentra. Bste se hace
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encontrando el intervalo de clase que contenga el valor n/2. Conbase
una vez méas en los datos del ejemplo 1.4.1 con fines ilustrativos, re-
cuérdese que se tienen 57 observaciones. El valor de »#/2 es 28.5. Ob-
servando la tabla 1.4.3 se ve que los dos primeros intervalos de clase
comprenden 24 de las observaciones, y que 34 de ellas estin compren-
didas en los tres primeros intervalos de clase. El valor de la mediana,
por lo tanto, estd en el tercer intervalo de clase. Est4 en algin punto
entre 29.5 y 39.5 si se consideran los limites de clase verdaderos. La
pregunta ahora es: ;Qué tanto debe avanzarse en este intervalo antes
de llegar a la mediana? Bajo la premisa de que los valores estdn distri-
buidos uniformemente a lo largo de todo el intervalo, parece razonable
que se debe avanzar una distancia igual a (28.5 — 24)/10 de la distan-
cia total del intervalo de clase debido a que, después de alcanzar el
iimite inferior delintervalo de clase que contiene a la mediana, se ne-
cesitan 4 observaciones mds, y hay un total de 10 observaciones en
el intervalo. El valor de la mediana equivale entonces al valor del 1i-
mite inferior del intervalo que contiene a la mediana, mds 4.5/10 de
la amplitud del intervalo. Para los datos de la tabla 1.4.3, se tiene que
el valor de la mediana es de 29.5 + (4.5/10)(10) = 34.

En general, Ia mediana puede calcularse a partir de datos agrupa-
dos mediante la siguiente formula:

mediana = L; + ;— (U; - L) (1.7.2)

donde L; = ¢l limite inferior verdadero delintervalo que contiene a la
mediana, U; = ¢l limite superior verdadero del intervalo que contiene
a la mediana,/ = el nimero de observaciones que aun faltan por alcan-
zar & la mediana una vez que s¢ ha alcanzado el limite inferior del
intervalo que contiene a la mediana y f; = la frecuencia del intervalo
que contiene a la mediana.

La moda: datos agrupados. Se ha definido la moda de un conjun-
to de valores como el valor que ocurre con mas frecuencia. Cuando se
designa la moda de datos agrupados, se refiere por lo general a ia clo-
se modal, donde la clase modal es ¢l intervalo de clase con la frecuen-
cia més alta. Er el ejemplo 1.4.1 la clase modal serfa la segunda clase,
20-29, 0 bien, 19.5-29.5, utilizando los limites de clase verdaderos. Si
debe especificarse un solo valor para la moda de datos agrupados, se
toma como el punto medio de la clase modal, En el presente ejempio,
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éste es 24.5. La suposicion que se hace es que todos los valores del in-
tervalo caen en el punto medio.

1.8 LA VARIANCIA Y LA DESVIACION ESTANDAR:
DATOS AGRUPADOS

Al calcular la variancia y la desviacion estandar a partir de datos agru-
pados, se supone gue todos los valores que caen dentro de un determi-
nado intervalo de clase se localizan en el puntomedio delintervalo. Se
recordard qu2 ésta es la hipGtesis que se planted al calcular la media
y la moda. Entonces, la variancia de una muecstra estd dada por la ex-
presion:

k
2 (= %,

$2 ::ifL’;,,,,,_,,, (1.8.1)

2 Ji—

i=1

donde los simbolos tienen las definiciones dadas en la ecuacién 1.7.1.
En ocasiones puede preferirse utilizar la siguiente formula de cdlcu-
io de la variancia de 1a muestra;

P

k 7
\ o 2

Ry omf —
=1

(Z ”i’:‘.f(-')~
2 i= 1 ) {1.8.2)

: RN SR A

n(n — 1; )

donde

5

n= 7 },

T

La formula para definir a2 ¢? es la misma que para s?, excepto
k
que p sustituye ax y el denominador es X f;. La féormula para calcu-
. i=1

lar 02 tiene a N * N en ¢l denominador, en lugar de n(n — 1).

Se ejemplificara el cdleulo de la variancia y de la desviacion estén-
dar, utilizando tanto la férmula que las define como la férmula compu-
tacional, empleando los datos de la tabla 1.4.3. Para hacerlo, resultard

atil otra tabla de trabajo como la tabla 1.8.1.
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Dividiendo el total de la columna 6 entre el total de la columna 3,
menos 1, se tiene que:

k
Z (m; — X)*f;
l—lk
Y fi-

1334737

= 238.3459
56 238.345

ST =

La desviacidon estdndar es
s= /2383450 = 1544

Si se utiliza 1a férmula de cdlculo de la ecuacion 1.8.2, se tiene que:

_57(89724.25) — (2086.5)°
- 57(56)

2 = 238.3459

Ejercicios

En los siguientes ejercicios, considere a los conjuntos de datos como
muestras.

1.8.1 Véase el ejercicio 1.4.1 y encuentre:

a) La media.

b) La mediana.

¢) La clase modal.

d) La variancia.

e) La desviacion estandar.

1.8.2 Véase el gjercicio 1.4.2 y encuentre:

a) La media.

b) La mediana.

¢) La clase modal.

d) La variancia.

e) La desviacion estdndar.
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1.8.3

1.84

1.8.5

1.8.6

1.9

Véase el ejercicio 1.4.3 y encuentre:

a) La media.

b)La mediana.

¢) La clase modal.

d) La variancia.

¢) La desviacion estandar.

Véase el ejercicio 1.4.4 y encuentre:

a) La media.

b)La mediana.

¢) La clase modal.

d) La variancia.

e) La desviacion estdndar.

Véase el gjercicio 1.4.5 y encuentre:

a) La media.

b) La mediana.

¢) La variancia.

d) La desviacion estdndar.

Véase el gjercicio 1.4.6 y encuentre:

a) La media.

b) La mediana.

¢) La variancia.

d) La desviacidn estandar.

LAS COMPUTADORAS Y EL ANALISIS

BIOESTADISTICO

51

El uso generalizado relativamente reciente de las computadoras ha te-
nido un tremendo impacto sobre la investigacion de las ciencias de la
salud en general v en el andlisis bioestadistico en particular. La ne-
cesidad de llevar a cabo largos y tediosos cdlculos aritméticos como
parte del anadlisis estadistico de datos perdura sélo en la memoria de
aquellos investigadores y profesionistas cuyas carreras precedieron a
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la llamada “‘revolucién de las computadoras”. Las computadoras lle-
van a cabo un mayor nimero de cdlculos mis rdpidos y mucho mds
precisos que los que pueden efectuar los especialistas humanos. El
uso de las computadoras ha permitido que losinvestigadores dediquen
mas tiempo al mejoramiento de la calidad de los datos en bruto y a
la interpretacién de los resultados.

Existen programas de computadora grabados que permiten llevar
a cabo mids procedimientos estadisticos descriptivos e inferenciales
que los que elinvestigador promedio puede necesitar. Algunos ““paque-
tes’” de procedimientos estadisticos que se utilizan ampliamente son
los siguientes: BMDP: Biomedical Computer Programs,® SPSS Statis-
tical Package for the Social Sciences,* The IMSL Library,® Minitab®
y el SAS.” En un articulo, Dixon v Jennrich® describen 38 paquetes
de programas estadisticos distintos. Dan informacibdn respecto a las
maquinas en las cuales pueden analizarse los programas, requerimien-
tos delntcleo de memoria, terminologfa de los programas, documenta-
cidon disponible y otras fuentes de informacion. Los calculos de muchos
de los ejercicios de este libro pueden efectuarse mediante los progra-
mas de estos y otros paquetes de programas estadisticos.

En particular, la computadora es una herramienta atil para calcu-
lar medidas descriptivas y construir varias distribuciones a partir de
grandes conjuntos de datos. El uso de una computadora evita la nece-
sidad de utilizar las formulas de datos agrupados de lassecciones 1.7 y
1.8 cuando se dispone también de los datos en bruto.

Los programas estadisticos difieren respecto a sus requerimientos
de informacion, sus formatos de salida y los cdlculos especificos que
llevardn a cabo. El lector que desee utilizar una computadora para
obtener las soluciones a los ejercicios de este libro debe conocer los
programas que pueden utilizarse en su centro de computo para de-
terminar, ante todo, si hay un programa que efectde los cdlculos
requeridos. Una vez que se ha encontrado el programa apropiado,
sus requerimientos de informacidn deben estudiarse primero cui-
dadosamente antes de incorporar los datos de los ejercicios a la
computadora. Por Gltimo, debe estudiarse el formato de informacién
de salida del programa a fin de que pueda hacerse la correcta inter-
pretacion de los resultados. Quienes hayan estudiado un lenguaje de
computacidon pueden, en algunos casos, desear escribir sus propios pro-
gramas de computadora para aplicarlos a los ejercicios.

La utilidad de las computadoras en las ciencias de la salud no estd
limitada al andlisis estadistico. Quien esté interesado en saber mas acer-
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ca del uso de las computadoras en biologia, medicina y otras ciencias
de 1a salud, debe consultar los libros escritos por Krasnoff,® Ledley,!°
Lindberg,'? Sterling y Pollack!? y Taylor.!® '

Los avances generales en el uso de las computadoras en biologia,
medicina y otros campos relacionados se reportan en varias revistas
dedicadas al tema. Algunas de estas revistas son las de Computers in
Biology and Meditine, Computers and Biomedical Research, Inter-
national Journal of Bio-Medical Computing, Computer Programs in
Biomedicine y Computers and Medicine.

1.10 RESUMEN

En este capfitulo se ha definido a la estadistica como un 4rea de es-
tudio que trata de la recoleccién y descripcidon de datos y obtencion
de inferencias. Al principio del capitulo se incorpor6 un vocabulario
béasico de estadistica. Se explican varios procedimientos estadisticos
descriptivos. Estos procedimientos incluyen la organizacion de los da-
tos por medio del arreglo ordenado, la distribucion de frecuencias, la
distribucién de frecuencias relativas, el histograma y el poligono de
frecuencias. Se describen los conceptos de tendencia central y varia-
cion, junto con los métodos para calcular sus medidas mis comunes:
media, mediana, moda, recorrido, variancia y desviacion estdndar. Los
conceptos y métodos se presentan de manera que sea posible el ma-
nejo tanto de datos agrupados como de no agrupados.

Preguntas y ejercicios de repaso.

1. Explique qué se entiende por estadistica descriptiva.
2. Explique qué se entiende por inferencia estadistica.
3. Defina:

a) Estadistica

b) Bioestadistica

¢) Variable

d) Variable cuantitativa
e) Variable cualitativa
f) Variable aleatoria

g) Poblacién
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h) Poblacién finita
) Poblacidn infinita
7) Muestra

k) Variable discreta
1) Variable continua

. ;Qué es un arreglo ordenado?
. Defina y compare las caracteristicas de la media, mediana y moda.
. (Cudles son las ventajas y limitaciones del recorrido como una

medida de dispersion?

. ¢Qué es una distribucion de frecuencias?
. ¢ Qué es una distribucion de frecuencias relativas?
. Explique la diferencia que existe entre una estadistica y un para-

metro.,

Explique la razon de utilizar n — 1 para calcular la variancia de la
muestra.

(Para qué se utiliza el coeficiente de variacion?

;Para qué se utiliza la regla de Sturges?

(Qué es un histograma?

¢ Qué es un poligono de frecuencias?

¢ Qué suposiciones deben hacerse al calcular la media a partir de
datos agrupados?; ;cudles respecto a la mediana?; ;jcudles respec-
to a la variancia?

¢ Qué se entiende por el término limites de clase verdaderos?
Describa, a partir de su campo de estudio, una poblacién de datos
donde sea uitil el conocimiento de la tendencia central y la disper-
sidbn. Obtenga los valores sintéticos reales o realisticos de dicha
poblacién y calcule la media, mediana, moda, variancia y desvia-
cidén estdndar utilizando las técnicas para datos no agrupados.
Retina un conjunto de datos reales o realisticos a partir de su cam-
po de estudio y construya una distribucion de frecuencias, una
distribucién de frecuencias relativas, un histograma y un poligo-
no de frecuencias.

Calcule la media, mediana, clase modal, variancia y desviacion
estandar para los datos del ejercicio 10 utilizando las técnicas
para datos agrupados.

Encuentre un articulo de una revista de su campo de estudio en
el cual se haya calculado alguna medida de tendencia central y
de dispersion.

En un estudio disefiado para investigar la efectividad de un anes-
tésico local potencial, varias dosis se administraron a 15 anima-
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les de laboratorio. Se hizo un registro de la duracién (en minutos)
de la respuesta. Los resultados fueron los siguientes:

Numero del Duracion de Numero del Duracion de
animal la respuesta animal la respuesta
1 31 9 22
2 14 10 20
3 19 11 32
4 17 12 19
5 34 13 27
6 25 14 11
7 17 15 23
8 35

Calcule la media, mediana, variancia y desviacion estdndar para es-

tos datos de la muestra.

La siguiente tabla muestra el consumo diario de grasas (en gramos)
de una muestra de 150 hombres adultos en un pafs en vias de de-
sarrollo. Haga una distribucion de frecuencias y un histograma
para los siguientes datos. Calcule la media, mediana, variancia y

desviacidn estdndar.

117
117
114
119
116
114
119
117
117
117
116
128
127
128
117

129
125
124
125
121
127
122
128
120
129
132
136
132
139
130

137
135
135
138
131
133
134

147
148
146
143
140
148
147

141
143
142
142
152
155
151
150
153
164
168
164
167
168
153

www.FreelLibros.me



56 Organizacion y resumen de los datos

23. Los siguientes valores son los niveles de hemoglobina (g/100 ml)
de 10 nifios que reciben tratamiento para anemia hemolitica:

9.1 8.3
10.0 9.9
11.4 9.1
12.4 7.5

9.8 6.7

Calcule la media, mediana, variancia y desviacion estdndar de esta
muestra.

24. Veinte mujeres postmenopdusicas a quienes se les habia practica-
do histerectomia durante su periodo de premenopausia recibieron
una terapia diaria de estrogeno sintético durante cuatro meses.
Después de dicho tratamiento, se registraron los siguientes valores
de estrogeno:

61 58 54 54
81 56 81 75
61 80 92 59
63 83 71 58
82 92 69 94

Calcule Ia media, mediana, variancia y desviacién estindar de esta
muestra.

25. La siguiente tabla muestra la distribucion de edades de casos de
una cierta enfermedad reportada durante un afio en un estado par-
ticular.

Edad Numero de casos
5-14 5

15-24 10

25-34 20

35-44 22

45-54 13

55-64 5

Total 75

Calcule la media, mediana, variancia y desviacion estindar de esta
muestra.
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Algunos conceptos basicos de
probabilidad

2.1 INTRODUCCION

La teoria de la probabilidad proporciona la base para la inferencia
estadistica. Sin embargo, esta teoria, que es una rama de las mate-
madticas, no es el tema principal de este libro y, como consecuencia,
s6lo se estudian aqui sus conceptos fundamentales. Los estudiantes
que deseen dedicarse a este tema deben consultar los libros sobre
probabilidad de Bates,! Dixon,? Mosteller y colaboradores,® Earl
y colaboradores,* Berman,’ Hausner,® y Mullins y Rosen.” También
encontraran Gtiles los libros sobre estadistica matemadtica de Freund,®
Hogg vy Craig® v Mood, Graybill y Boes.!® Para quienes estén intere-
sados en la historia de la probabilidad, se les recomiendan los libros
de Todhunter!! y David.!? Por ejemplo, en este Gltimo se encuentra
que el primer matemadtico que calculod correctamente una probabilidad
tedrica fue el italiano Girolamo Cardano, quien vivié de 1501 a 1576.
Los objetivos de este capitulo son ayudar al estudiante a adquirir
alguna habilidad matemadtica en el drea de la probabilidad y ayudarle
a comprender los conceptos mds importantes. El progreso logrado a
lo largo de estas lineas contribuird en gran medida al éxito que tenga
el estudiante en comprender los procedimientos de inferencia estadf{s-
tica que se presentan posteriormente en este libro.

El concepto de probabilidad no es extrafio para g iienes trabajan
en las ciencias de la salud, y suele encontrarse en la comunicacién co-
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tidiana. Por ejemplo, puede escucharse decir a un médico que un
paciente tiene un 50% de probabilidad de sobrevivir a una cierta
operacidén. Otro médico puede decir que estd un 95% seguro de que
un paciente tiene una determinada enfermedad. Una enfermera de
salud publica puede decir que nueve de diez veces un cierto cliente
cancelard una cita. Asi, se tiene la costumbre de medir la probabi-
lidad de ocurrencia de alglin evento por medio de un niimero entre
cero y uno. Cuanto mds probable sea el evento, mds préximo estard
el nimero a uno; y cuanto menos probable sea el mismo, mas proxi-
mo estard el niimero a cero. Un evento que no puede ocurrir tiene
una probabilidad de cero y otro que con seguridad ocurre tiene una
probabilidad de uno.

2.2 DOS PUNTOS DE VISTA DE LA PROBABILIDAD:
OBJETIVO Y SUBJETIVO

Hasta hace muy poco tiempo, ia probabilidad era concebida por los
estadisticos y matemadticos sélo como un fenémeno objetivo deriva-
do de procesos objetivos.

El concepto de probabilidad objetiva puede caracterizarse ain
mds bajo los titulos de 1) probabilidad cldsica, o a priori y 2) el con-
cepto de probabilidad de frecuencia relativa, o a posteriori.

El estudio clasico de la probabilidad data del siglo XVII y del tra-
bajo de dos matemadticos, Pascal y Fermat.!?> 12 Gran parte de esta
teoria se desarroll6 a través de los intentos por resolver los problemas
relacionados con los juegos de azar, como el lanzamiento de los dados.
Los ejemplos de los juegos de azar ilustran muy bien los principios
que intervienen en la probabilidad clasica. Por ejemplo, si se lanza un
dado no cargado de seis lados, 1a probabilidad de que se observe un 1 es
igual a 1/6 vy es la misma para las otras cinco caras. Si se elige al azar
una carta de una baraja normal bien barajada, la probabilidad de ele-
gir una de corazones es de 13/52. Las probabilidades como éstas se
calculan por el proceso de razonamiento abstracto. No es necesario
lanzar un dado o tomar una carta para calcular las probabilidades an-
teriores. En el lanzamiento del dado se dice que es igualmente proba-
ble observar cada uno de los seis lados si no existe razon en favor de
alguno de ellos. Asimismo, si no existe razén en favor de la elecciéon
de una carta en particular de una baraja, se dice que es igualmente
probabie tomar cada una de las 52 cartas. Puede definirse la probabi-
lidad en el sentido cldsico de la manera siguiente.
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Definicion

Si un evento puede ocurrir en N maneras mutuamente exclusivas
e igualmente probables y si m de éstas posee una caracteristica,
E, la probabilidad de ocurrencia de E es igual a m/N.

Si se lee P(E) como “la probabilidad de E™, la definicidn anterior
puede expresarse como

P(E) = % (2.2.1)

La aproximacién de la frecuencia relativa a la probabilidad de-
pende de la repeticidon de algliin proceso y de la capacidad para contar
el nimero de repeticiones, asi como del niimero de veces que ocurre
alghn evento de interés. En este contexto, la probabilidad de observar
alguna caracteristica, £, de un evento, puede definirse de la manera
siguiente.

Definicién

Si algtin proceso se repite un gran numero de veces, n, y si algiin
evento resultante con la caracteristica E ocurre m veces, la fre-
cuencia relativa de ocurrencia de E, m/n, serd aproximadamente
igual a la probabilidad de E.

Para expresar esta definiciéon en forma concreta, se escribe

P(E) =" (2.2.2)

n

Sin embargo, debe tenerse en cuenta que, estrictamente hablando,
m/n es sdlo una estimacién de P(E).

A principios de la década de 1950, L. J. Savage'? dio un impulso
considerable a lo que se conoce como concepto “personal” de la pro-
babilidad. Este punto de vista sostiene que la probabilidad mide la
confianza que tiene un determinado individuo en la veracidad de una
proposicidén particular. Este concepto no se basa en la repeticion de
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algiin proceso. De hecho, aplicando este concepto de probabilidad,
puede evaluarse la probabilidad de un evento que s6lo puede ocurrir
una vez, por ejemplo, la probabilidad de que se encuentre una cura
para el cdncer en los préximos 10 afios.

Aunque el punto de vista subjetivo de la probabilidad ha recibido
una gran atencion desde hace ya varios afios, no ha sido completa-
mente aceptado por los estadisticos con orientaciones tradicionales.

2.3 PROPIEDADES ELEMENTALES DE LA
PROBABILIDAD

En 1933, el enfoque axiomdtico de la probabilidad fue formalizado
por el matemdtico ruso, A. N. Kolmogorov.!* La base de este enfoque
estd englobada en tres propiedades, a partir de las cuales se construye
un sistema completo de la teorfa de la probabilidad mediante el uso
de la l6gica matemadtica. Las tres propiedades son las siguientes:

1. Dado algin proceso (o experimento) con n resultados mutua-
mente excluyentes (llamados eventos), E,, E,, . . ., E,, ala
probabilidad de cualquier evento, E;, se le asigna un numero no
negativo. Es decir,

P(E) > 0 (23.0)

En otras palabras, todos los eventos deben tener una probabilidad
mayor o igual a cero, lo cual es un requisito razonable en vista de la
dificultad de concebir una probabilidad negativa. En concepto clave
en el enunciado de esta propiedad es el concepto de los resultados
mutuamente excluyentes., Se dice que dos eventos son mutuamente
excluyentes si no pueden ocurrir simultineamente.

2. La suma de las probabilidades de todos los resultados mutuamente

excluyentes es igual a I,

PUE,) + P(Ey) + - + P(E,) = 1 (2.3.2)
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Esta es'la propiedad de exhaustividad y se refiere al hecho de que
el observador de un proceso probabilistico debe tomar en cuenta to-
dos los eventos posibles y, cuando se toman todos juntos, su probabi-
lidad total es de 1. El requisito de que los eventos sean mutuamente
excluyentes se satisface especificando que los eventos £, E,, ...,
E, no sc traslapan.

3. Considérense dos eventos cualesquiera mutuamente excluyventes,

E; v E;. La probabilidad de que ocurra E; o E; es igual a la suma

de sus probabilidades individuales.

P(E; o E;)=P(E)+ P(E) (2.3.3)

Supdngase que los dos eventos no fueran mutuamente excluyen-
tes, es decir, supOngase que pueden ocurrir al mismo tiempo. Al inten-
tar calcular la probabilidad de ocurrencia de E; o E;, se descubriria
el problema del traslape y el procedimiento se volveria bastante com-
plicado.

Antes de aplicar estas ideas para calcular la probabilidad de un
evento, resulia ttil revisar algunas ideas bdsicas de la teoria de con-
juntos y las técnicas de conteo. Estos temas se tratan en las siguientes
dos secciones.

2.4 TEORIA DE CONJUNTOS Y’NOTACI(’)N DE
CONJUNTOS (NOCIiONES BASICAS)

George Cantor (1845-1918) introdujo la teoria de conjuntos a fines
del siglo pasado. Esta teoria es una herramienta matematica de gran
utilidad en muchas ramas de las matemadticas, incluyendo la probabi-
lidad. Debido a esta razdn, la teoria de conjuntos se expone en el
presente capitulo. Sin embargo, s6lo se cubrird un minimo de sus
conceptos basicos. Los libros de Breuer,!® Stoli'® y Maher,!” entre
* otros, pueden consultarse para un estudio mas completo.

Un conjunto es un grupo de objeros definidos y distintos. Los
objetos que constituyen un conjunto se conocen como elementos o
miembros del conjunto. Se utilizardn letras mayuasculas para designar
un conjunto.

Un conjunto puede describirse en cualesquiera de las siguientes
formas.
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Enumerando todos los elementos del conjunto.
Ejemplos:

Conjunto Todos los elementos del conjunto

A = {paciente nimero 1, paciente nimero 2, paciente nimero 3 }

B = {medicamento A, medicamento B, medicamento C, medica-
mento D}

C = {animal 1, animal 2, ..., animaln}

D = {Sra. Pérez, Srita. Vazquez, Sr. Gonzdlez, Srita. Gutiérrez }

Describiendo el tipo de elementos que constituyen el conjunto.
Ejemplos:

Conjunto Tipo de elemento

A = {todos los pacientes en estado critico del cuarto piso}

B = {todoslos medicamentos utilizados en cierto experimento}

C = {todos los animales utilizados en cierto experimento}

D = {todas las enfermedades de salud publica empleadas en cier-
ta clinica}

A continuacién se dan algunos conceptos adicionales relaciona-

dos con los conjuntos.

Un conjunto unitaric es un conjunto formado por un solo ele-
mento.

Un conjunto que carece de elementos se conoce como conjunto
vacio o conjunto nulo, y se designa por el simbolo ¢.

El conjunto de todos los elementos por el que se tiene interés en
una discusidén dada se conoce como conjunto universal. Este con-
junto se designa por medio de la letra mayuscula U,

Si el conjunto 4 contiene uno o mas elementos del conjunto B,
y si todo elemento de A es un elemento de B, entonces se dice
que A esun subconjunto de B.

Por definicién, el conjunto vacio es un subconjunto de cualquier
otro conjunto.

Dos conjuntos son iguales si, y s6lo si, contienen los mismos ele-
mentos.

Las siguientes son algunas operaciones titiles con conjuntos. Don-

de sea conveniente, las diversas relaciones que hay entre los conjuntos
se ilustrardn por medio de un artificio conocido como diagrama de
Venn, el cual representa un conjunto como una porciéon de un plano.
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1. La unién de dos conjuntos, A y B, es otro conjunto y consta de
todos los elementos que pertenecen a A o a B, o tanto a A como
a B. Se utilizarj el simbolo U para designar la unidén de dos con-
juntos.
Ejemplo: supdngase que en una clinica de salud mental, los casos
asignados a una trabajadora social constan de los pacientes A, donde

A = {pacientes 1, 2, 3, 4, 5, 6} = todos los pacientes asignados
que estan recibiendo terapia por medio de medicamentos

y el conjunto de los pacientes B, donde

B = {pacientes 2,4, 7,8, 9,10, 11} = todos los pacientes
asignados que estan recibiendo psicoterapia de grupo

La unidn de estos dos conjuntos puede escribirse como

AUB=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11} =todoslos pacientes
asignados que estdn recibiendo terapia mediante
medicamentos, psicoterapia, o ambas.

Se dice que los dos conjuntos, A y B son no ajenos cuando tienen al
menos un elemento en comun. En este caso, los elementos comunes
son los pacientes 2 y 4.

En la figura 2.4.1 se muestran los tres conjuntos, utilizando dia-
gramas de Venn. Notese que 4 U B es el drea total sombreada en el
rectingulo de la derecha.

Figura 2.4.1 Uni6n de dos conjuntos no ajenos.
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Figura 2.4.2 Unién de dos conjuntos ajenos.

Si dos conjuntos no tienen elementos en comiin se dice que son
ajenos. Por ejemplo, supoéngase que el 10 de marzo de 1983 fue-
ron admitidos a un hospital general 15 pacientes, de los cuales 10
tenfan mas de 30 afios y 5 menos de 30 afios de edad. Definanse los
siguientes conjuntos:

A = {todos los pacientes de mas de 30 afios admitidos el
10 de marzo de 1983}
B = {todos los pacientes de menos de 30 afios admitidos
el 10 de marzo de 1983}
A UB = {todoslospacientes admitidosel 10 de marzo de 1983}

Aqui, los conjuntos 4 y B son ajenos, puesto que un paciente no
puede tener, al mismo tiempo, menos de 30 afios y més de 30 afiosde
edad. La union de dos conjuntos ajenos se muestra en la figura 2.4.2.

2. La interseccibn de dos conjuntos, 4 v B, es otro conjunto, y
consta de todos los elementos que estdn tanto en A como en B.
Se utilizarad el simbolo N para designar a 1a interseccion de dos
conjuntos.

En el ejemplo anterior, que se refiere a los pacientes de una cli-
nica de salud mental, la interseccidon de l1os conjuntos 4 y B consis-
tiria de todos los pacientes que estan recibiendo tanto la terapia
mediante medicamentos como la psicoterapia de grupo, es decir, ios
pacientes 2 yv 4. En la notacibn de conjuntos, esto se escribe como
A4 N B = {todos los pacientes que estin recibiendo tanto la terapia
mediante medicamentos como la psicoterapia de grupo}. En la figura
2.4.1, A N B se muestra como el drea doblemente sombreada, que
representa el traslape de los conjuntos A y B.
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Figura 2.4.3 Diagrama de Venn mostrando los conjuntos 4 y A.

El ejemplo de los pacientes admitidos a un hospital general el
10 de marzo de 1983 ilustra el hecho de que la interseccion de dos
conjuntos ajenos es el conjunto vacio.

3. Si el conjunto 4 es un subconjunto del conjunto universal, U, el
complemento de A es otro subconjunto de Uy consta de los ele-
mentos de U que no estidn en 4. El complemento de A se designa
como A.

Supéngase que de 50 mujeres que estan recibiendo cuidado pre-
natal privado, 4 tienen sangre tipo AB. Si se designa a las 50 mujeres
como el conjunto universal, U, y al subconjunto de 4 con sangre tipo
AB como el conjunto A, entonces el complemento de A es el conjunto
A que consta de las 46 mujeres que tienen algiin otro tipo sanguineo.
El complemento de un conjunto se muestra en la figura 2.4.3.

Ejemplo 2.4.1

Con frecuencia, es Util poder identificar a los conjuntos y subconjun-
tos representados por medio de datos tabulados cruzados, como en la
tabla 2.4.1, que muestra al personal técnico y profesional de un
grupo de hospitales, tabulado por edad y categoria de trabajo. De-
nbtese el ntimero de elementos de un conjunto, por decir el conjunto
A, como n(4) y utilicese la notacién de conjuntos para identificar
algunos de los subconjuntos definidos en la tabla.

En la tabla 2.4.1, los conjuntos A, al A, constan del personal
que pertenece a los grupos especificados de edad y los conjuntos
B, al B, constan del personal que pertenece a las categorias especi-
ficadas de trabajo. Pueden especificarse otros conjuntos utilizando
los conceptos de interseccidbn, unidon y complemento. Por ejemplo,
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Tabla 2.4.1 Empleados profesionales y técnicos de un grupo de hospitales, clasi-
ficados por edad y categoria de trabajo.

A, A, A, A,

Categoria de trabajo <25 26-30 31-35 >35 Total
B, Médicos 0 5 25 75 105
B, Servicios de laboratorio clinico 20 30 35 35 120
B, Servicios de dietas 3 6 6 10 25
B4 Servicios de registros médicos 7 15 8 12 42
Bs Servicios de enfermeria 200 375 442 203 1220
Bs Farmacia 1 12 8 3 24
B, Tecnologia radiologica 4 10 19 12 45
Bg Servicios terapéuticos 5 25 15 i0 55
By Otros servicios profesionales 20 35 50 25 130

y técnicos

Total 260 513 608 385 1766

el conjunto B; N A, consta de los médicos que tienen mas de 35
afios de edad, y n(B, N A,) = 75. El conjunto B, U A, consta del
personal de laboratorio clinico o del personal que estd entre las eda-
des de 26 y 30 afioso ambos, yn(B, UA,) =120+ 513 —30=603. Al
calcular n(B, U A4,), tiene que restarse el namero (30), quienes son
el personal tanto de laboratorio clinico como el que esta entre las
edades de 26 y 30 afios, yva que se ha contado dos veces, o sea, esti
incluido tanto en el nimero 120 como en el 513. El complemento
de A,, A4, consta de todo el personal de 35 afios de edad o menos
yn(d,)=1766 — 385=138]1.

Ejercicios

2.4.1 La siguiente tabla muestra los pacientes admitidos a un hos-
pital psiquidtrico durante un afio. Los datos estén tabulados
por diagnbstico y edad.
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Edad (afios)
A 2 A 3 Aa 4 5 A 6 A bl
A,y 15¢a 25a 35a 45a 55a 65y
Diagnéstico <15 24 34 44 54 64 mayores Total
By Reaccidén 0 0 0 7 27 20 4 58
psicdtica
involucional
B4 Reaccion 0 1 1 4 9 5 4 24
maniatico
depresiva
B3 Esquizo- 5 90 140 160 103 44 7 549
frenia
B4 Reacciones 0 26 44 47 29 13 3 162
psiconeurdticas
Bg Adiccidon 0 7 41 77 68 26 5 224
al alcohol
Bg Adiccidn a 0 2 2 4 2 2 1 13
las drogas
Total 5 126 228 299 238 110 24 1030

Con base en la tabla anterior, explique con palabras los siguientes
conjuntos y dé el namero de pacientes en cada uno de ellos:

a)A, N B,
bYBs; N Ag
c)B; UA,

d)A¢ UBj;
e)A,

f) (A VA5)N By

2.5 TECNICAS DE CONTEO: PERMUTACIONES

Y COMBINACIONES

En esta seccidn se presentan algunas técnicas iitiles para contar el
nimero de eventos que satisfacen algin conjunto de condiciones.
Estas iécnicas son utiles para calcular la probabilidad de un evento,

cuando es grande el namero total de eventos posibles.

Factoriales. Dado el entero positivo #, el producto de todos los
nameros enterosde » a 1 se conoce como factorial de n y se escribe n!
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72 Algunos conceptos bdsicos de probabilidad

Los siguientes son algunos ejemplos de factoriales:

10! =10-9-8-7-6-5-4-3-2-1
5'=5-4-3-2-1
21=2-1
y, en general,
w=nn-DHn-2)n-3-...-1

Por definicidn, 0! = 1. Debe observarse también que

10! = 10- 9!
St=5-4!
n!=n(n-—-1)!

Ejemplo 2.5.1

Por medio de los factoriales, pueden contestarse las preguntas refe-
rentes al niimero de formas en que pueden disponerse unos objetos
en linea. Por ejemplo, supbngase que se tienen cuatro recipientes de
medios de cultivo, cada uno de los cuales estd inoculado con un orga-
nismo distinto. ;En cudntas formas distintas pueden colocarse ¢n
linea sobre un estante? La respuesta es 4! = 4:3:2+1 = 24 formas.
Una gréfica, conocida como diagrama arborescente, resulta Gtil para
imaginar las posibilidades. Designese a las posibilidades como la pri-
mera, segunda, tercera y cuarta posiciones y a los cuatro medios por
A, B, C y D. El diagrama arborescente de la figura 2.5.] representa
los arreglos posibles.

Permutaciones. Una permutacion es un arreglo ordenado de ob-
jetos.

Los 24 arreglos de los medios de cultivo que se muestran en la
figura 2.5.1 son las permutaciones posibles de cuatro objetos toma-
dos los cuatro a la vez. A veces pueden tenerse mas objetos que posi-
ciones por llenar. Supdngase que, en el ejemplo anterior, sélo se tienen
dos posiciones disponibles en el estante. ;De cudntas maneras distin-
tas pueden llenarse estas dos posiciones utilizando los custro medios
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Formas de Formas de Formas de Formas de Cantidad de
llenar la pri- Hlenar la segun- llenar 1a ter- llenar la cuzr- arregios
mera posicion da posicién cera posiciéon ta posicion

—C D 1
B<D c )
[— D 3
A C=— B 4
B -c 5
D
¢ B 6
___——C —- D 7
A— -C
<A - P
8 —¢ ) - A 10
I —— 11
o c A 12
=B ) 13
A\o - B 14
. A ) 15
— B 5 _ A 16
A ———B 17
D
—\B — A 18
b ¢ 19
/A\
c - B 20
/ /A —_— 21
DT B=—"___
c A 22
A - B 23
=5 — A 24

Figura 2.5.1 Diagrama arborescente que muestra los arreglos posibles de cuatro
objetos colocados en linea.

de cultivo? Para contestar esta pregunta, debe determinarse el ni-
mero de permutaciones posibles de cuatro objetos tomados dos a la
vez. Se tienen cuatro objetos, A, B. C o D, con los cuales se puede
llenar la primera posicion. Una vez que se ha llenado la primera
posicidn, se tienen sdlo tres objetos, con los cuales puede llenarse
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Formas de llenar la Formas de llenar la Cantidad de
primera posicion segunda posicién permutaciones
B 1
A C 2
D 3
A 4
B C 5
- D 6
A
C B
T 9
A 10
o 5 11
12

Figura 2.5.2 Diagrama arborescente que muestra las permutaciones de cuatro
cosas tomadas dos a la vez.

la segunda posicion. Una vez mas, utilicese un diagrama arborescente
(figura 2.5.2) para ilustrar la situacion,

En la figura 2.5.2 se puede ver que hay 4-3 permutaciones po-
sibles para cuatro objetos tomados dos a la vez. Designese por »n al
nimero de objetos distintos de los cuales se va a obtener un arreglo
ordenado y por r al nimero de objetos en el arreglo. El nimero de
dichos arreglos ordenados posibles se conoce como el nimero de per-
mutaciones de n objetos tomados r a la vez y puede escribirse como
. P.. En general, se tienc que

Lro=nn—1n-2)-(n—r+1) (2.5.1)

También puede evaluarse , P, por medio de una fracciébn que com-
prende factoriales como sigue:

! ;
P, :(»;{ii;ﬁ (2.5.2)
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Desarrollando la ecuacidon 2.5.2 se tiene que:

_E(n—I)(n—2)---(n—-r+1)(n—r)(n—r—1)'~-1
& (n—rmn—r—1---1

P

n

E! denominador y los términos del numerador méis alld de (n —
r 4+ 1) se anulan, quedando el otro miembro de la ecuaciéon 2.5.1.
Considérese la evaluacidon de las permutaciones mediante otfro

ejemplo.
Ejemplo 2.5.2

En un departamento de sanidad municipal se tienen cinco oficinas
adyacentes que van a ser ocupadas por cinco enfermeras, A, B, C, D
y E. ;De cudntas maneras distintas pueden asignarse las enfermeras
a las oficinas? La respuesta se obtiene evaluando ;P;, de modo que
se tiene:

5!

=—=5-4-3-2-1=120
sPs Y 5 3

Supéngase que hubiera seis enfermeras, de las cuales cuatro se
fueran a asignar a cuatro oficinas adyacentes. En este caso, es nece-
sario determinar el nimero de permutaciones de seis cosas tomadas
cuatro a la vez, de modo que se tiene ahora que

6!  6-5-4-3-2!

6 —4) 2! = 360

6Pa=

Combinaciones. Una combinacién es un arreglo de objetos sin
importar su orden. El nimero de combinaciones de n cosas tomadas

. n
r a la vez se escribe como ( )
r

- www.FreelLibros.me



76 Algunos conceptos bdsicos de probabilidad

En la figura 2.5.2 las permutaciones de cuatro cosas tomadas dos
a la vez consistieron de los 12 arreglos siguientes:

AB
AC
AD
BA
BC
BD
CA
CB
CD
DA
DB
bC

Noétese que, en la lista anierior, hay varias parejas de arregios que
son semejantes, excepto por el orden en el que aparecen las letras.
Pueden ordenarse estas parejas para obtener

AB AC AD BC BD CD

BA CA DA CB DB DC

En clertos casos, es posible que no se desee establecer una distin-
cibn entre el arreglo AB y el arreglo BA, por ejemplo. Es posible que
se desee considerarlos como ¢l mismo subconjunto, en cuyo caso se
dice que el orden no cuenta y a estos arreglos se les da el nombre de
combinaciones. Aunque ¢n ¢l ejemplo de los medios de cultivo se tie-
nen 12 permutaciones, s6lo se tienen seis combinaciones. En otras
palabras, se tienen dos permutaciones por cada combinacion. En
general, se tendrdn r! permutaciones por cada combinacion de n cosas
tomadas r a la vez, o, diciéndolo d¢ otra manera, en general, se ten-
dran r! veces tantas permutaciones como combinaciones. Es decir,
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Volviendo a escribir el numerador de acuerdo con laecuacion 2.5.2, se
tiene la formula para el nlimero de combinaciones de # cosas toma-
dasr alavez:

(n\) ) n! (2.5.4)

Ty
r) o orlin—n)!

Se demostrard ahora que cuando se utiliza la ecuacion 2.5.4 para
obtener ¢l namero de combinaciones de cuatro cosas tomadas dos
a la vez, se tiene un valor de seis:

Ejemplo 2.5.3

Como un ejemplo mds, supbngase que un jefe de terapia de grupos
de una clinica de enfermos mentales tiene 10 pacientes, de los cuales
debe formar un grupo de sezis. ;Cudntas combinaciones de pacien-
tes son posibles? Se encuentra que la respuesta estd dada por el st-
guicnte desarrollo:

10 ! 10-9-8-7-6!
() do t e,
\6,/ 64l 614-3-2-1
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Permutaciones de objetos que no son todos distintos. Al estudiar
las permutaciones, se ha considerado el caso donde todos los objetos
que estdn permutidndose son distintos. En algunos casos, en un con-
junto de objetos que van a permutarse pueden tenerse uno o més
subconjuntos de objetos que no son distinguibles. Surge ahora la pre-
gunta de cudntas permutaciones son posibles bajo estas circunstan-
cias. Parece l6gico que el ntimero sea menor que cuando todos los
objetos son distintos.

Ejemplo 2.5.4

Considérese lo anterior respecto al caso de las cinco enfermeras, A,
B, C, Dy E, a quienes se les van a asignar oficinas adyacentes. Supdn-
gase que dos de las enfermeras desean que sus oficinas se pinten de
blanco, dos de amarillo y la enfermera restante desea que su oficina
se pinte de verde. ;Cudntas secuencias de colores son posibles? Se
supone que, con respecto al color, las dos oficinas blancas no son
distinguibles, asi como también las de color amarillo. Las secuencias
posibles de colores paralas cinco oficinas adyacentes son las siguientes:

BBAAV AABBV ABBAV
BBAVA AABVSB ABBVA
BBVAA AAVEB ABVBA
BVBAA AVABB AVEBA
VBBAA YAALR VABBA
BABAY ABABV BAABV
BABVA ABAVB BAAVB
BAVBA ABVAB BAVAB
BVABA AVBAB BVAAB
VBABA VABAB VBAAB

Como puede verse, hay 30 secuencias posibles. Si cada enfermera
hubiera deseado un color distinto, de modo que, con respecto al
color, todas las oficinas fueran distintas, habrian Ps = 5! = 120
secuencias posibles de colores.

Supdngase que los dos blancos son distinguibles, por decir, que
uno sea blanco mate; y que los amarillos son también distinguibles,
por decir, que uno sea oscuro y el otro claro. S¢ indicardn ahora las
diferencias por medio de subindices, de la mancra siguiente: B;, B;, A;,
A, . Puede tomarse cualquiera de las secuencias dadas anteriormente
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y obtener tres secuencias adicionales, permutando los subindices.
Esto se hace permutando los dos subindices para el blanco, mientras
que los amarillos no se alteran. Se tienen 2! de esas permutaciones.
Pueden obtenerse 2! secuencias adicionales permutando los subindices
de los amarillos, dejando los blancos inalterados. Dado que s6lo hay
un verde, no tiene que considerarse su efecto sobre el nimero de per-
mutaciones, simplemente notando que hay 1! permutaciones del
Unico verde. Sin embargo, si hubiera dos verdes que pudieran distin-
guirse, tendrian que tomarse en cuenta las 2! permutaciones posi-
bles resultantes. Considérese ahora la primera secuencia e ilGstrese
lo anterior. Las cuatro secuencias posibles, cuando puede distinguirse
entre los blancos y amarillos, son las siguientes:

B,B,A A,V
B,B,A, A,V
BiB,A, A,V
B,B,AA,V

Como puede hacerse esto para cualquiera de las 30 secuencias ante-
riores, se ve que hay 30-21-2!-1! = 120 secuencias cuando todos los
objetos son distintos. Por supuesto, esto equivale a s P = 120, resul-
tando lo que se encontrd anteriormente.

Si se hace ,P, ...,n;, igual al niimero de secuencias distingui-
bles que pueden formarse a partir de » objetos tomados n a la vez,
cuando n; son de un tipo, n, son de un segundo tipo, ...y n; son
de un k-ésimo tipo,y n =n, +n, + ...+ n, pueden generalizarse
los resultados anteriores escribiendo

”! = (nPnl.nl,.u,nk)nl !n2! T nk!
Si se resuelve para nPn, nq..., n, S¢ tiene que
n!
nPaims. = " PR (2.5.5)
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Utilizando como ilustracién el ejemplo que se estd tratando, se tie-
ne que

3! 120
Pas =307 = g =0

que es ¢l nimero de secuencias enumeradas anteriormente.
Ejemplo 2.5.5

Considérese ahora otro ejemplo. Supdngase que el departamento de
servicio de alimentos de un hospital est4 sirviendo, en cierto dia, dos
verduras blancas, dos verdes y dos amarillas. ;Cudntos arreglos dis-
tinguibles de estas verduras pueden hacerse en la linea de servicio si
lo Unico que interesa es distinguir a las verduras segiin su color?
Utilizando la ecuacidn 2.5.5, se encuentra que la respuesta es

6! 720
oFa2a =515 =75 =%

Se tiene un importante caso especial de la ecuacion 2.5.5 cuando
s6lo estdn presentes dos tipos de objetos, es decir, cuando r son de
un tipo y # — r son de otro tipo. En este caso, se tiene que

n! ‘n
IrPrAn'*r = :r"/ i ”, = ( .
rim —rj! F

A partir de esto se observa que el nimero de permutaciones dis-
tintas de n cosas, de las cuales r son de un tipo v n — 7 son de otro, ¢s
igual al nimerc de combinaciones de n cosas distintas, fomadas 7 a
la vez.

(2.5.6)

Ejercicios

2.5.1 Evalue lo siguiente:

C") t’»PI b) 7P3 (,‘) !('PS
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2.5.2

253

254

255

2.5.6

()
()

? (3 n(s)
2 (3 2 (5

Una enfermera de salud publica estd preparando un programa
para una reunidén con sefioras embarazadas. Tiene que cubrir
cuatro temas y puede hacerlo en cualquier orden,

a) (Cudntos programas distintos puede preparar?

b) Supdngase que en el vltimo minuto se da cuenta que tiene
tiempo sélo para desarrollar tres temas. ;Cudntos progra-
mas distintos puede presentar si considera que los cuatro
tienen la misma importancia?

Para 1a comida, en un hospital un paciente puede elegir una de
cuatro carnes, dos de cinco vegetales y uno de tres postres.
(Cudntas comidas distintas puede elegir el paciente si seleccio-
na el namero especificado de cada grupo?

Un fisioterapeuta, al planear su horario del dia, encuentra que
tiene que realizar siete actividades ese dia.

a) Si puede realizar esas actividades en el orden que desee,
(cudntos horarios distintos puede preparar?

b) Sidecide tomar la tarde libre, de modo que s6lo tiene tiem-
po para tres de sus actividades, ;cuantos horarios puede
preparar?

Un educador en asuntos de sanidad tiene tres carteles para
exhibirlos uno junto al otro en la pared del vestibulo de un
centro de salud. ;En cudntas formas distintas los puede dis-
poner?

Supdngase que en cierto laboratorio se tienen cuatro trabajos
que deben realizarse en una tarde particular y que hay cinco
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82 Algunos conceptos bdsicos de probabilidad

personas para llevarlos a cabo. ;En cudntas formas pueden
asignarse las cinco personas a los cuatro trabajos?

2.5.7 Un investigador tiene cuatro medicamentos que desea poner a
prueba, pero sblo cuenta con los suficientes animales experi-
mentales para probar tres de esos medicamentos. ;Cudntas
combinaciones de medicamentos puede poner a prueba?

2.5.8 Un educador en asuntos de sanidad ha conseguido la partici-
pacion de cuatro dirigentes de una comunidad (dos hombres y
dos mujeres) en un programa de mesas redondas. jEn cudntas
formas puede distribuir a los dirigentes en una sola linea frente
a la audiencia, si la Gnica distincidén que desea tomar en cuenta
entre ellas es respecto a su sexo?

2.5.9 A ocho animales de laboratorio se les ha administrado cierta
droga; tres con el tipo A, tres con el tipo B y dos con el tipo
C. Cada anima! debe colocarse en una de ocho jaulas adya-
centes para su observacidn. Si los animales s6lo pueden distin-
guirse segin el tipo de fdrmaco que recibieron, jcudntos arreglos
distintos son posibles?

2.6 CALCULO DE LA PROBABILIDAD DE UN EVENTO__

Ahora se aplicardn los conceptos y técnicas de las secciones anterio-
res para calcular las probabilidades de eventos especificos. Conforme
se necesiten, se irdn presentando ideas adicionales.

Ejemplo 2.6.1

Con fines ilustrativos, se utilizard el ejemplo 2.4.1 y los datos dados
en la tabla 2.4.1. Supdngase que se elige un empleado al azar de
todos los empleados que se presentan, ;jcudl es la probabilidad de que
esta persona tenga 25 afios de edad o sea mds joven? Se considerard
que la probabilidad de seleccionar a cualquier empleado es igual a
la probabilidad de seleccionar a cualquier otro, y se define la proba-
bilidad de interés como el nimero de resultados favorables dividido
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entre el nimero total de resultados posibles. Entonces, la respuesta a
la pregunta es

1 1iVa 00
P(A,) = 2\ 1’:_‘___. 5
(4 n(U) 1766

Probabilidad condicional. En ocasiones, el conjunto de ““todos los
resultados posibles” puede constituir un subconjunto del conjunto
universal. En otras palabras, la poblacidon de interés puede disminuir
por algin conjunto de condiciones no aplicables a la poblacién total.
Cuando se calculan las probabilidades con un subconjunto del con-
junto universal como denominador, el resultado es una probabilidad
condicional.

Puede ilustrarse el concepto de la probabilidad condicional utili-
zando nuevamente la tabla 2.4.1. Supdngase que se tiene interés en
calcular la probabilidad de que un empleado seleccionado al azar de
los 1,766 empleados sea médico. Esta es una probabilidad incondi-
cional, ya que no se han establecido condiciones sobre el conjunto
de todos los resultados posibles y se calcula de la manera siguiente.

n(B,) 105

P(B1) = n(U) 1766 =

06

Empero, supongase que se reduce el conjunto de todos los resul-
tados posibles a aquellos empleados que tienen mds de 35 afios de
edad (conjunto A,). Ahora, jcudl es la probabilidad de que un em-
pleado sea médico dado que se elige al azar del conjunto de emplea-
dos que tienen mds de 35 afios? En la tabla 2.4.1 se observa que hay
385 miembros del conjunto A4, empleados con mas de 35 afios
de edad. Se observa también que, de este numero, 75 de ellos son
médicos y que estos 75 son el nimero de miembros del conjunto
B, N A,. Asi, se encuentra que la respuesta a la pregunta es

B A
P(B,|A,) = ﬂ;‘(g ) +

=5 =19
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La linea vertical en P(B,|A,4) se lee “dado”.

Puede obtenerse la probabilidad P(B, ]A4) de otra forma. Supén-
gase que se dividen el numerador y denominador entre n(U), el ni-
mero en el conjunto universal, el nimero total de empleados. Esto da

El numerador de esta Gltima expresion es la probabilidad de que un
empleado elegido al azar de entre todos los empleados sea médico y
tenga mds de 35 afios de edad, y puede escribirse como P(B; M A4).
El denominador es la probabilidad de que un empieado elegido al
azar tenga mds de 35 afios de edad, y puede escribirse como P(A4).
La expresion completa puede escribirse como

P(By 0 Ay _ 1786 _ 0425 _
P(Ay) 285 2180

P(B,| Ay = 19

Este resultado sugiere la siguiente definicidon general de probabili-
dad condicional.

Definicion

La probabilidad condicional de A, dado B, es igual a la probabi-
lidad de A N B, dividida entre la probabilidad de B, siempre que
la probabilidad de B no sea cero. Es decir,

P(AN B
P(‘4!B)=*f'£}5'(g)-), p(B)# 0 (2.6.1)

Cuando se pregunta cudl es la probabilidad de que un empleado
elegido al azar de entre todos los empleados (tabla 2.4.1) tenga mas
de 35 afios de edad, se estd hablando de una probabilidad marginal.
Esta probabilidad marginal proporciona el denominador de la proba-
bilidad condicional antes mencionada, P(B, ]A4'). El interés se centra
en una probabilidad asociada a un total marginal y se descarta cual-
quier otro criterio de ciasificacion. Al calcular
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P(A,) = 7555 = 2180

estd implicita una falta de interés en la clasificacién B. Asimismo, si
se tiene interés en la probabilidad de que un empleado elegido al azar
sea médico, por ejemplo, se calcula esta probabilidad utilizando el
total marginal, 105, y se pasan por alto las clasificaciones de edad.

Entonces, en general, puede decirse que cuando se ignoran uno
o mds criterios de clasificacion al calcular una probabilidad, la proba-
bilidad resultante se conoce como probabilidad marginal,

Obsérvese ahora el numerador de P(B, ,A4). Este numerador es
la probabilidad de que sucedan conjuntamente B, y A,, es decir,
es la condicion de ser simultineamente médico y tener mas de 35
afios de edad. Ya se ha sefialado que si dos eventos, 4 y B, no pueden
ocurrir simultineamente, es decir, si A N B = ¢, entonces A y B son
mutuamente excluyentes. Utilizando la tabla 2.4.1 se observa que
para este conjunto particular de empleados, los eventos de ser médico
y de 25 afios de edad o menos son mutuamente excluyentes, dado
que B; N A, =¢.

La tercera propiedad de la probabilidad dada anteriormente afir-
ma que la probabilidad de ocurrencia de uno u otro de los eventos
mutuamente excluyentes es igual a la suma de sus probabilidades
individuales. Entonces, en el ejemplo en cuestidn, se encuentra que la
probabilidad de ser médico o de 25 afios de edad o menos es

N

PB)) + P(A4) =% + H% =06+ .15= 21

(Qué sucede si dos eventos no son mutuamente excluyentes?
Este caso es cubierto por lo que se conoce como la regla de adicion,
la cual se enuncia a continuacidn.

Definicion

Dados dos eventos A y B, la probabilidad de que el evento A o
el evento B, o ambos ocurran es igual a la probabilidad de que el
evento A ocurra, mds la probabilidad de que el evento B ocurra,
menos la probabilidad de que ambos eventos ocurran simultd-
neamente. La regla de adicidon puede escribirse como

P(A U B) = P(A) + P(B) — P(4 N B) (2.6.2)
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Utilicese una vez mas la tabla 2.4.1 y calcilese la probabilidad de
que un empleado elegido al azar sea médico, tenga mds de 35 afios
de edad o ambas cosas.

P(B, w Ay = P(By) + P(4)) — P(B; n Ay)

105 385 S

= 1766 T 7766 — 1746

=.23

Noétese que los 75 empleados que son médicos y tienen mas de 35
afios de edad estdn incluidos tanto en los 105 que son médicos como
en los 385 que tienen mds de 35 afios de edad. Dado que, al calcular
la probabilidad, estos 75 se han sumado dos veces en el numerador,
tienen que restarse una vez para eliminar el efecto de duplicacién o
traslape.

Otra regla 1til para calcular la probabilidad de un evento es la
regla de multiplicacion. Bsta regla es sugerida por la definicion de
probabilidad condicional y la ecuacién 2.6.1:

Puede volver a escribirse la ecuacion 2.6.1 para obtener

P(A ~ B)= P(B)P(A|B)_ (2.6.3)

La ecuacién 2.6.3 expresa que la probabilidad de ocurrencia
conjunta de los eventos A y B es igual a la probabilidad condicional
de A dado B veces la probabilidad marginal de B.

Para ilustrar esto, utilicese la ecuacidn 2.6.3 para encontrar la
probabilidad de que un empleado €legido al azar de todos los emplea-
dos sea médico v tenga mds de 35 afos de edad.

P(By n Ag) = P(44)P(B, jA4)

385 . 715

= 1766 385
75

Por supuesto, esto concuerda con lo que puede calcularse direc-
tamente a partir de la tabla 2.4.1, al formar la razén del nlunero de
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resultados favorables, 75, respecto del niimero total de resultados
posibles, 1766.
Obsérvese una vez mds la ecuaciéon 2.6.3.

P(A4 n B) = P(B)P(A|B)

Supongase que el hecho de que se dé el evento B no tiene efecto
alguno sobre la probabilidad de A. En otras palabras, supongase que
la probabilidad del evento A es la misma, ocurra o no el evento B.
En tal caso, P(A[B) = P(A) y se dice que A y B son eventos indepen-
dientes. :

Ejemplo 2.6.2

Nlastrese el concepto de independencia por medio del ejemplo si-
guiente. En cierto grupo de estudiantes de secundaria, que consta
de 60 muchachas v 40 muchachos, se observa que 24 muchachas
vy 16 muchachos usan anteojos. Si se elige al azar un estudiante
(muchacho o muchacha) de este grupo, la probabilidad de que use
anteojos, P(A4), es 40/100 6 .4. ;Cudl es la probabilidad de que el
estudiante elegido al azar use anteojos, dado que el estudiante es
un muchacho? Utilizando la férmula para calcular una probabilidad
condicional, se encuentra que ésta es

PLNH) _ 16/100 _
P(H) 40/100

P(AH) =

Asi, la informacion adicional de que el estudiante sea un muchacho
no altera la probabilidad de que use anteojos, y P(A) = P(A|H ). Se
dice que los eventos de ser un muchacho y usar anteojos son inde-
pendientes para este grupo. Puede demostrarse también que el evento
de usar anteojos, A,y no ser un muchacho, H, son también indepen-
dientes, como sigue:

- PANH 24/100 24
paj= ZADH) 24100 24,
' PH) 60/100 60
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;Cudl es la probabilidad de que ocurran conjuntamente los even-
tos de usar anteojos y ser un muchacho? Utilizando la regla dada en
la ecuacidn 2.6.3, se tiene que

P(A N H)=P(A)P(A|H)

pero, dado que se ha demostrado que los eventos 4 y H son indepen-
dientes, puede reemplazarse P(A tH ) por P(A) para obtener

P(A N H)=PA)PH)
— (40, /40
= (Too? (oo
= .16
Entonces, en general, cuando dos eventos, A y B, son indepen-
dientes, y ni P(A) ni P(B) son iguaies a cero, la probabilidad de que

ocurran conjuntamente es igual al producto de sus probabilidades
individuales. Es decir,

: P(A ~ B) = P(A)P(B) (2.6.4)
S1
P(4)#0, P(B)#0

Antes de concluir esta seccién, resulta apropiado tener en cuenta
lo siguiente. La probabilidad de un evento A es igual a 1 menos la
probabilidad de su complemento, A, por lo que

P(A)y=1— P(A) (2.6.5)

Esto se deduce de la tercera propiedad de la probabilidad, ya que
el evento A y su complemento, A, son mutuamente excluyentes,

Ejemplo 2.6.3

Supéngase que de 1,200 admisiones a un hospital general durante
cierto perfodo, 750 son admisiones privadas. Si se designa a éstas

__www,Freelibros.me

A LS P55 L




Cdlculo de la probabilidad de un evento 89

como el conjunto A, entonces A es igual a 1,200 menos 750, o sea,
450. Puede hacerse el cdlculo

P(A) = 750/1200 = .625

y
P(A) = 450/1200 = 375
y ver que
P(A)=1— P(A)
375=1-.625
375 =375
Ejercicios

2.6.1 Con base en el ejercicio 2.4.1, calcule:

a) P(4, n B,) ¢) P(By U A4y e) P(4))
b) P(Bs n Ag) d) P(As v Bs) ) Pl(A; v As) N Bs)

2.6.2 La siguiente tabla muestra los primeros 1,000 pacientes admi-
tidos a una clinica de nifios con retraso mental segiin su cla-
sificacién por diagnostico y su nivel de inteligencia. Para este
grupo, encuentre:

a) P(4; NB,).

b) La probabilidad de que un paciente escogido al azar tenga
retraso severo.

¢) La probabilidad de que un paciente escogido al azar sea no
retrasado o dudoso.

d) La probabilidad de que un paciente escogido al azar tenga
retraso profundo y sindrome de Down.

e) La probabilidad de que un paciente tenga retraso profundo,
dado que tiene el sindrome de Down.
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Nivel de retraso mental

Clasificacién Ay
por No A 2 A 3 A 4 A 5 A 6
diagnostico retrasado Profundo Severo Moderado Benigno  Dudoso Total
B Encefalo- 33 38 57 114 103 55 400
patias
B4 Sindrome 2 4 34 88 27 5 160
de Down
B3 Defecto 10 2 6 6 6 0 30
cerebral
congénito
B4 Retraso 0 0 9 36 62 35 142
mental de
causa
desconocida
Bs Otros 161 0 8 16 8 75 268
Total 206 44 114 260 206 170 1600

2.6.3 En un grupo de 502 personas se determind que la distribucién
de los grupos sanguineos era la siguiente:

Grupo sanguineo Numero
O 226
A 206
B 50
AB 20
Total 502

Si se elige al azar una persona de este grupo, ;cudl es la proba-
bilidad de que tenga el grupo sanguineo:

ay O? by A? c)B? dy AB?

2.6.4 Supodngase que cuando los datos del ejercicio 2.6.3 se clasifi-
can por sexo quedan en la forma siguiente:
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Sexo
Grupo sanguineo Masculino Femenino Total
O 113 113 226
A 103 103 206
B 25 25 50
AB 10 10 20

Total 251 251 502

Para este grupo de personas, ;podria decirse que el sexo y el
grupo sanguineo son independientes? Demuestre lo anterior
calculando las probabilidades apropiadas.

2.6.5 Si la probabilidad de ser zurdo en cierto grupo de personas

es de .05, ;cudl es la probabilidad de ser derecho (suponiendo
que no hay ambidiestros)?

2.7 RESUMEN

En este capitulo se presentaron algunas de las ideas y conceptos
bdsicos de la probabilidad. El objetivo ha sido lograr una “percep-
cién” suficiente de la materia, de modo que puedan comprenderse

y apreciarse con mds facilidad los aspectos probabilisticos de la infe-
rencia estadistica.

Preguntas y ejercicios de repaso

1. Defina lo siguiente:

a) Probabilidad /) Eventos mutuamente excluyentes
b)Probabilidad objetiva  g) Independencia

¢) Probabilidad subjetiva /) Probabilidad marginal

d) Probabilidad cldsica i) Probabilidad conjunta

¢) El concepto de j) Probabilidad condicional
probabilidad como

frecuencia relativa
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. Nombre y explique las tres propiedades de la probabilidad.
. ¢Qué es un conjunto? D¢ tres ejemplos de conjuntos.
. Defina lo siguiente:

EXGROL I NS

a) Conjunto unitario d) Subconjunto
b) Conjunto vacio ¢) Conjunto ajeno
¢) Conjunto universal f) Complemento

. ¢Bajo qué condicion se considera que dos conjuntos son iguales?
. Defina y dé un ejemplo de la unién de dos conjuntos.

. Defina y dé un ejemplo de la interseccidn de dos conjuntos.

. ¢Qué es un diagrama de Venn?

. Defina e ilustre lo siguiente:

~3I O\ WL

\o oo

a) Factorial d) La regla de adiciéon
b) Permutacion e) La regla de multiplicacion
¢) Combinacién

10. El conjunto C consta de los ciudadanos de una cierta ciudad que

11.

votaron a favor de la fluoracion del agua. El conjunto D consta
de los ciudadanos de la misma ciudad que tienen nifios en edad
preescolar. Defina:

a)CUD c)C
YAND d)D

A 100 mujeres casadas se les preguntd que especificaran qué tipo
de método de control de la natalidad preferian. La siguiente tabla
muestra las 100 respuestas obtenidas clasificadas con base en el
nivel educativo de la entrevistada.

Nivel educativo

Método de Escuela de
control de segunda
la natalidad ensefianza (A) Universidad (R} Postgrado (C} Total

S 15 8 7 30
T 3 7 20 30
A% 5 5 15 25
w 10 3 2 15
Total 33 23 44 100
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Especifique el niumero de miembros de cada uno de los siguientes
conjuntos:

a) S c) A e) U g TnB

pyvoc dw fyB hy (T n C)

12. Una trabajadora social en asuntos psiquidtricos tiene 10 pacientes
a quienes va a visitar en una semana. Los pacientes constan de
tres alcoholicos, cuatro adictos a las drogas, dos pacientes esqui-
zofrénicos y un maniaco depresivo. ;Cudntos arreglos de visitas
distintos puede preparar la trabajadora social si desea distinguir
entre los pacientes sdlo con base en su diagndstico?

13. Cierto departamento de sanidad municipal ha recibido 25 sclici-
tudes de empleo para una plaza que existe para una enfermera
de salud publica. De las aspirantes, diez tienen mds de 30 afios de
edad y quince tienen una edad inferior a este valor. Sélo 17 de las
aspirantes tienen el grado de bachillerato y 8 el grado de maestr{a.
De las que tienen una edad inferior a los 30 afios, seis tienen el
grado de maestria. Si se hace al azar una seleccidon de entre esas
25 aspirantes, ;cudl es la probabilidad de que sea seleccionada una
aspirante de mds de 30 aiios o que tenga el grado de maestria?

14. La siguiente tabla muestra 1,000 estudiantes de enfermeria clasi-
ficadas segin las calificaciones que obtuvieron después de un
examen de admisién y el prestigio de la escuela de segunda
ensefianza en la cual se graduaron, como lo constaté un grupo
de profesores.

Prestigio de la escuela de segunda ensefianza

Deficiente Promedio Superior
Calificacion (D) (P) (S) Total
Baja (B) 105 60 55 220
Media (M) 70 175 145 390
Alta (4) 25 65 300 390
Total 200 300 500 1,000
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16.

Algunos conceptos bdsicos de probabilidad

a) Calcule la probabilidad de que una aspirante seleccionada al
azar de este grupo:

1. Haya obtenido una baja calificacion en el examen.

2. Se haya graduado en una escuela superior de segunda en-
seflanza.

3. Haya obtenido una baja calificacién en el examen y se haya
graduado en una escuela superior de segunda ensefianza.

4. Haya obtenido una baja calificacion en el examen dado
gque se gradud en una escuela superior de segunda ensefianza.

5. Haya obtenido una alta calificacidn en el examen o se haya
graduado en una escuela superior de segunda ensefianza.

b) Calcule las siguientes probabilidades:

L. P(P) 3. PUM) 5. P(M.N D)
2. P(4) 4. P(P|H) 6. P(A|S)

. 51 la probabilidad de que una enfermera de salud publica encuen-

tre a un paciente en su casa es de .7, ;cudl es la probabilidad (su-
poniendo que existe independencia) de que después de hacer la
visita en dos casas encuentre en ellas a ambos pacientes?

La siguiente tabla muestra el resuitado de 500 entrevistas con-
cluidas durante una encuesta para estudiar las opiniones que tienen
respecto al aborto legalizado los residentes de cierta ciudad. Los
datos estdn clasificados también por el drea de la ciudad en la que
se hizo la encuesta.

Resultado

Area de
la ciudad A favor (F) En contra (Q) Indecisas (R)  Total
A 100 20 5 125
B 115 5 5 125
D 50 60 15 125
E 35 50 40 125
Total 300 135 65 500
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a) Si se elige al azar una de las entrevistas de las 500 efectuadas,
jcudl es la probabilidad de que:

. El entrevistado estuviera a favor del aborto legalizado?

. El entrevistado estuviera en contra del aborto legalizado?

. El entrevistado estuviera indeciso?

. El entrevistado viviera en el drea A? B? D? E?

. El entrevistado estuviera a favor del aborto legalizado dado
que vive en el drea B?

6. El entrevistado estuviera indeciso o que vivieraen el drea D?

[ I O I

b) Calcule las siguientes probabilidades:

1. P(A N R) 3. P(D) 5. P(BIR)
2. P(Q U D) 4. P(QID) 6. P(F)
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3

Distribuciones de probabilidad

3.1 INTRODUCCION

En el capitulo anterior se introdujeron los conceptos bisicos de pro-
babilidad, as{ como los métodos para calcular la probabilidad de un
evento. En este capitulo se desarrollardn estos conceptos y se investi-
garan las formas para calcular la probabilidad de un evento en condi-
ciones un tanto mds complejas.

3.2 DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD DE
VARIABLES DISCRETAS —

Para ¢mpezar ¢l estudio de las distribuciones de probabilidad, s¢ con-
siderard la distribucidn de probabilidad de una variable discreta, que
pucde definirse como sigue:

Definicion
La distribucion de probabilidad de una variable aleatoria discreta es
wna tably, grafica, formula o cualguier otro medio que se utilice

rara espectficar todos los valores posibles de una variable aleatoria
discreta jurio con sus probabilidades respectivas.
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98 Distribuciones de probabilidad

Tabla 3.2.1 Distribucidon de probabilidad del namero de
nifios por familia en una poblacidén de 50 familias.

X Frecuencia de ocurrencia de x P(X = x)

1/50
4/50
6/50
4/50
9/50
10/50
7/’5()
4/50
250
2/50
1/50

OOV~ RPN — O
Bl O N (O RS Ben N o RN SR e I S

wn
<
h
<
193
<

Ejemplo 3.2.1

Una enfermera de salud puablica tiene a su cargo 50 familias. Cons-
trityase la distribucion de probabilidad de X, el ndmero de nifios por
familia para esta poblacion. Esto puede hacerse con una tabla en la
que, en una columna, x, s¢ cnumeren los valores posibles que tome
X, y, en otra columna, P(X = x), la probabilidad con la que X toma
un valor particular, x. Esto se ha hecho en la tabla 3.2.1.

Alternativamente, puede presentarse esta distribucion de probabi-
lidad en la forma de una grafica, como en la figura 3.2.1.

En la figura 3.2.1, la longitud de cada barra vertical indica la pro-
babilidad para el valor de x correspondiente,

En el presente ejemplo se observard que todos los valores de P(X =
Xx) son positivos, que todos son menores que 1 y su suma es iguala 1.
Estos no son fendémenos peculiares de este ejemplo particular, sino
son caracteristicas de todas las distribuciones de probabilidad de va-
riables discretas. Pueden darse entonces las dos propiedades esenciales
siguientes de una distribuciéon de probabilidad de una variable dis-
cretfa:
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Distribuciones de probabilidad de variables discretas 99

Probabilidad

10/50 |-
9/50 -
8/50 -
7/50 |-
6/50 —
5/50 +—

4/50 —

3/50
2/50
1/50 -
o] 3
7

4] 1 2 3 4 5 6

OO0 pes———

Figura 3.2.1 Representacion grafica de la distribucion de probabilidad del nme-
ro de nifios por familia para una poblacién de S0 familias.

Fl ector observard también que cada una de las probabilidades
de la tabla 3.2.1 es la frecuencia relativa de ocurrencia del valor co-
rrespondiente de X.

Disponiendo de su distribucidon de probabilidad, pueden hacerse
proposiciones de probabilidad referentes a la variable aleatoria X. Su-
péngase que la enfermera, con las 50 familias a su cargo, elige aleatoria-
mente una de las familias con el fin de visitarla. ;Cudl es la probabilidad
de que la familia tenga tres nifios? En la tabla 3.2.1 se observa que la
respuesta es 4/50 =.08, es decir, P(X =3) =.08. ;Cudl es la probabili-
dad de que la familia elegida al azar tenga tres o cuatro nifios? Para
contestar esta pregunta se aplica la regla de adicion. Dado que la pro-
babilidad de tres nifios es .08 y li probabilidad de cuatroes .18, Ia
probabilidad de elegir una familia que tenga tres o cuatro nifios ¢s de
.08 + .18 = .26. Esto puede expresarse de manera mis concreta como

PIX =36 X=4)=P(X =23+PX =4 =.26
Distribuciones acumuladas. A veces resulta mas conveniente traba-

jar con la distribucion de probabilidad acumulada de una variable
aleatoria. La distribucidon de probabilidad acumulada para la varia-
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Distribuciones de probabilidad

Tabla 3.2.2 Distribucidn de probabilidad acumulada del
nimero de nifios por familia en una poblacién de 50 fa-

milias.
Frecuencia de

X ocurrencia de x P(X = x} P(X < x)

1/50 1/50
4750 550
6/50 11,50
4,50 1530
9/50 24:50

10/50 34/50
7/50 41/50
4/50 45750
2/50 47/50
2/50 45/50

<2
[o—

—
e SO 2N £ RSN B on BN o I SN o A s

discreta cuya distnbucidn de probabilidad estd dada en la tabla
1, puede obtenerse sumande sucesivamenie las probabilidades,
“x ), que se dan en x dltbne columna. La distribucién de proba-
id acumuiada resuitiante se muestra en la tabla 3.2.2.
-onsultando la distribucion de probabilidad acumulada, puede
se respuesta a preguntas como las siguientes.

Cudl es In probabilidad de que una familia elegida al azar do las
G ienea menos do 5 nifos? Lo que se necesita para contestar esta
regurita es PLX <C5), vy 4sta se obtione determinando ¢f valor de
probabilidad acwnuiada puare 103 valores de X = 0 hasta X =4
n la tabla se observe que ésta es de 24/50 = 45,
“udl es la probabilidad de que una familia elegida al avar tenga
o mids nifos? Puede responderse 4 esta pregunis por medio def
neepto del complemenio, B conjunto de famihizs con 5 o g

ampie

el

RO 1.Y.V.Y Y V) = o' <Y< M1 oY (0 Y- 30 o a [ N
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Distribucion binomial 10

3. ;Cual es la probabilidad de que una familia elegida al azar te:
entre 3 y 6 nifios, inclusive? Lo que se necesita es P3 < X <o
que es igual a P(X < 6) — P(X < 3). La probabilidad de que X «
menor o igual a 6 es la probabilidad acumulada hasta X =6 641/50 =
.82: vy la probabilidad de que X sea menor que 3 es la probabilidad
acumulada hasta X =2 6 11/50 =.22. As{, se observa que P3 <X
<6)=.82—.22=.60.

La distribucion de probabilidad dada en la tabla 3.2.1 se desarrolld
con base en la experiencia actual, y encontrar otra variable siguiendo
esta distribucién serfa una coincidencia. Sin embargo, las distribucio-
nes de probabilidad de muchas variables de interés pueden determinar-
se o suponerse con base en consideraciones tedricas. En las siguientes
secciones se estudian en detalle tres de estas distribuciones tedricas
de probabilidad, a saber, la binomial, la de Poisson v la normal.

3.3 LA DISTRIBUCION BINOMIAL

La distribucion binomial es una de las distribuciones de probabilidad
que se encuentra con mds frecuencia en la estadfistica aplicada. La
distribucién se obtiene a partir de un proceso conocido como ensayo
de Bernoulfi, en honor del matematico suizo James Bernoulli (1654-
1705), quien hizo contribuciones importantes en ¢l campo de la pro-
babilidad incluyendec, en particular, la distribucidon binomial. Cuando
un solo ensayo de alglin proceso o experimento puede conducir s6lo
a uno de dos resultados mutuamente excluyentes, tales comoc muer-
to o vivo, enfermo o sano, masculino o femenino, el ensayo se cono-
ce como ensayo de Bernoulli.

Una secuencia de ensayos de Bernoulli forma un proceso de Ber-
noulli en las sigiientes condiciones.

1. Cada ensayo conduce a uno de dos resultados posibles, mutuamen-
te excluyentes. Uno de los resultados posibles se denota (arbitra-
riamente) como €xito y el otro como fracaso.

2. La probabilidad de éxito, denotada por p, permanece constante
de ensayo a ensayo. La probabilidad de fracaso, 1 — p, se deno-
ta por g. T

3. Los ensayos son independientes, es decir, el resultado de cualquier
ensayo particular no es afectado por el resultado de cualquier otro
ensayo.
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102 Distribuciones de probabilidad
Ejemplo 3.3.1

Se tiene interés en poder calcular la probabilidad de x éxitosenn
ensayos de Bernoulli. Por ejemplo, supdngase que en cierta poblacion,
2l 52 por ciento de todos los nacimientos registrados son varones. Es-
to se interpreta en el sentido de que la probabilidad de un nacimiento
registrado de vardon es de .52. Si, de esta poblacion, se seleccionan al
azar cinco registros de nacimientos, ;cudl es la probabilidad de que
exactamente tres de los registros sean de nacimientos de varones? De-
signese la ocurrencia de un registro de nacimiento de un varén como
“éxito” y agréguese que ésta es una designacién arbitraria para fines
de claridad y conveniencia, y que no refleja una opinién referente a
los méritos relativos de los nacimientos de varones contra los de nifias.
Se designard como éxito a la ocurrencia de un registro de nacimiento
de un vardn, dado que estin observdndose los registros de nacimien-
tos de varones. Si se estuvieran observando los registros de nacimientos
de nifias, éstos se designarian como éxitos v los registros de naci-
mientos de varones como fracasos.

Resulta también conveniente asignar un valor de 1 a un éxito (re-
gistro de nacimiento de un varén) y un valor de 0 a un fracaso (regis-
tro de nacimiento de una nifia).

El proceso que finalmente resulta en un registro de nacimiento se
considera como un proceso de Bernoulli.

Supongase que los cinco registros de nacimientos seleccionados
dieron la siguiente secuencia de sexos:

MFMMF
En forma codificada, esto se escribiria como
10110

Dado que la probabilidad de un éxito se denota por p vy la proba-
bilidad de un fracaso por g, la probabilidad de la secuencia anterior
de resultados se encuentra por medio de la regla de multiplicacién
como

P(1,0,1, 1,0) = pgppq = ¢°p*

La regla de multiplicacién es apropiada para calcular esta probabili-
dad, ya que se desea encontrar la probabilidad de un varén, una nifia,
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Distribucion binomial 103

un vardn, un vardén y una nifia, en este orden o, en otras palabras, la
probabilidad conjunta de los cinco eventos. Para que se entienda me-
jor, se han utilizado comas, en lugar de la notacién de interseccion
para separar los resultados de los eventos en el enunciado de la
probabilidad anterior.

La probabilidad resultante es la de obtener la secuencia especifica
de resultados en el orden mostrado. Sin embargo, no se tiene interés
en el orden en que se presenten los registros de los nacimientos de va-
ron y nifia sino, por el contrario, como ya se ha sefialado, en la proba-
bilidad de que se presenten exactamente tres registros de nacimientos
de vardén de los cinco registros elegidos al azar. En lugar de ocurrir en
la secuencia antes mostrada (ldmese secuencia nimero 1), tres éxitos
y dos fracasos podrian ocurrir también en cualquiera de las siguientes
secuencias adicionales:

Numero Secuencia

11100
10011
11010
11001
10101
01110
00111
01011
01101

SO I b W

[y

Cada una de estas secuencias tiene la misma probabilidad de ocu-
rrir, y esta probabilidad es igual a g2 p®, la probabilidad calculada pa-
ra la primera secuencia ya mencionada.

Cuando se extrae una sola muestra de tamafio cinco de la pobla-
cidén especificada, sdlo se obtiene una secuencia de éxitos y fracasos.
La pregunta se convierte ahora en la de ;cudl es la probabilidad de
obtener la secuencia namero 1 o la secuencia niimero 2. . . ola secuen-
cia nimero 10? Por la regla de adicién, se sabe que esta probabilidad
es igual a la suma de las probabilidades individuales. En el presente
ejemplo, se deben sumar los diez valores de g?p® o, lo que es equi-
valente multiplicar g?p® por diez. Ahora se puede contestar la pre-
gunta original: ;cudl es la probabilidad, en una muestra aleatoria de
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104 Distribuciones de probabilidad

tamafio 5, extraida de la poblacion especificada, dc obscrvar tres éxi-
tos (registro de nacimiento de un varén) y dos fracasos (registro de
nacimiento de una nifia)?. Dado que en la poblacién, p = .52, ¢ = (1
—p)=(1—.52)= .48, larespuesta a la pregunta es

10(.48)%(.52)* = 10(.2304)(.140608) = .32

Fdcilmente puede anticiparse que, a medida que aumenta el tama-
fio de la muestra, la enumeracion del ntmero de secuviicias se hace
cada vez mas dificil y tediosa. Lo gue se necesita es uin métedo ficil
de contar el ntmero de secuencias. Dicho método ¢s ol proporcio-
nado por la ecuacion 2.5.6, ya que se tienen n cosas. algunas de las
cuales son de un tipo y ¢l resto, de otro tipo. Por medio de la ecua-
¢ibn 2.5.6, se encuentra quc ¢l namero de secucencias on el presente

g
ejernplo es de \: )2 517213V = 120/12 = 10, En general, sia es igual
al namero total de objetos, x el nmero de objetos de un tipoyn — X
el nimero de objetos de otro tipo. el naimero de secucncias es igual a

a
( ) =npl/x! (n — x)!. que ¢s igual ul ntmero de cotnhinaciones de n

A%

cosas tomadas x a la vez.

En el gjemplo, se puede hacer que x = 3, ¢l nimore de éxitos, de
modo que n — x = 2_ el namero de frecasos. Puede oseritirse enton-
ces la probabilidad de obtener exactamcnte x éxitos ¢n /7 €i5ayos
como

. i) .
fix) = ( \lq” pt para x=0.1.2.. ..n
X/

=0, en todos los demas puntos (3.3 1)

Esta expresion se conoce como distribucién binomial. Ea ia ecua-
¢cion 3.2.1, f(x) = P(X = x), donde X es la variable aicatoria, namero
de éxitos en n ensayos. Se utiliza f(x) en lugar de P(X = x) por ser
mds compacta y por su uso casi universal.

Puede presentarse la distribucion binomial en forma tabular como
en la tabla 3.3 1. .

Se establece el hecho de que la ecuacidon 3.3.1 ¢« una distribu-
ciodn de probabilidad al demostrar que:
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Distribucion binomial 105

1.

[\

Tabla 3.3.1 La distribucién binomial.

Numero de éxitos, x Probabilidad, f(x,

‘/ ”\ i~ 0
0 k 0 q P

/

f{x) > 0 para todos los valores reales de x. Esto se deduce del he-

A
cho de que tanto n como p son no negativos v, por lo tamo( )
X

p* vy (1 — p)y—* son todos no negativos y. en consecuencia, su
producto es mayor o igual a cero. ; '
< > qn —_— X

.2 flx)=1. Sc ve gque esto es ciertosise reconoce que 3

p* esigual a [(1 — p)+plt =17 =1, el desarrollo binomial cono-
cido. Si s¢ desarrolla el binomio (g + p)”, se ticne que

n n n—1,1 n(” - 1) -2.,.2 1 -1 H
g+ pl'=q"+ng"" 'p L " TPt g pt T+ p
Si se comparan los términos del desarrello anterior, término por tér-
mino, con la f(x) de la tabla 3.3.1, se observa que, término por
término son equivalentes, va que

N
/

1o =(g)ar =
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106 Distribuciones de probabilidad

ny n- nn—1)
)(1 2pt = s 2,2

Ejemplo 3.3.2

Como otro ejemplo del uso de la distribucién binomial, supdnga-
se que se sabe que el 30 por ciento de los ciudadanos de cierta pobla-
ci6én son inmunes a alguna enfermedad. Si se selecciona una muestra
aleatoria de tamafio 10 de esta poblacion, ;jcudl es la probabilidad de
que contenga exactamente cuatro personas inmunes? Se toma la pro-
babilidad de una persona inmune como .3. Utilizando la ecuacion
3.3.1 se tiene que

=i ey
10! :
= 111t 117649)(0081)

= .2001

El ciiculo de una probabilidad utilizando la ecuacién 3.3.1 puede
ser una tarea un tanto tediosa si el tamano de la muestra es grande.
Afortunadamente, se han tabulado las probabilidades para valores
distintos de n, p y x, de modo que sélo es necesario consultar una ta-
bla apropiada para obtener la probabilidad deseada. La tabla C del
apéndice es una de las muchas tablas de este tipo que existen. Esta
tabla da la probabilidad de que x sea menor o igual a algGn valor es-
pecificado. Es decir, dicha tabla da las probabilidades acumuladas de
x = 0 hasta algin valor especificado.

Se ilustrard el uso de dicha tabla utilizando el ejemplo anterior
donde se deseaba encontrar la probabilidad de que x =4 cuandon =
10 y p = .3. Haciendo acopio del conocimiento de las distribuciones
de probabilidad acumulada de la seccidn anterior, se sabe que P(x = 4)
puede encontrarse restando P(X < 3) de P(X < 4). Si en la tabla se
localiza p = .3 para n = 10, se encuentra que P(X < 4)= 8497y
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P(X <3)=.6496. Restando el altimo del primero se obtiene .8497 —
.6496 = 2001, que concuerda con el calculo realizado a mano.

Obsérvese una vez mas el ejemplo de los registros de nacimientos.
El objetivo era determinar la probabilidad de observar exactamente
tres registros de nacimientos de varones cuandon =5y p =.52. Para
utilizar la tabla, primero se localiza n = 5. Sin embargo, se observa que
la tabla no contiene un valor para p =.52. Reflexionando un poco uno
puede convencerse de que ¢s posible obtener los resultados deseados
si se vuelve a plantear la pregunta como sigue: ;cudl eslaprobabilidad
de observar exactamente dos registros de nacimientos de nifias si la
probabilidad de registro de nacimiento de un nifia es de .48 yn =57

Puede localizarse p = .48 en la tabla paran =35, y se observa que
P(X <2)=.5375y P(X < 1)=.2135. La resta da .5375— .2135 =
.324, que coincide con el valor obtenido anteriormente.

Con frecuencia, se tiene interés en determinar las probabilidades,
no para valores especificos de X, sino para intervalos como la proba-
bilidad de que X esté entre, por decir algo, 5 y 10. Se ilustrara lo
anterior con un ejemplo.

Ejemplo 3.3.3

Supongase que se sabe que en cierta poblacion el 10 por ciento
de sus habitantes padece de daltonismo. Si de esta poblacién se extrae
una muestra al azar de 25 personas, utilicese la tabla C del apéndice
para encontrar la probabilidad de que

1. Cinco o menos sean dalténicas.

Solucién. Esta probabilidad es un valor de la tabla. No se necesita
adicidn o sustraccion alguna, P(X < 5) =.9666.

2. Seis 0 mis sean daltonicas.

Solucion, Este conjunio es el complemento del conjunto especifi-
cadoenl,porloqueP(X >6)=1—PX<5)=1—.9666= 0334.

3. Entre seis y nueve, inclusive, sean daltonicas.

Solucién. Esto se encuentra restando la probabilidad de que X
sea menor o igual a5 de la probabilidad de que X seamenoroigual a
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9. Es decir,

PH< X <Y)=P{X £9)— P(X < 5)= 9999 — 9666 = .03

fad
i
T

4. Dos, tres o cuatro scan daltdnicas.

Solucion. Esta ¢s fa probabilidad de que X esté entre 2 v 4 in-
clusive,

PQLX <d)=P(Y <4) - PX < 1) = 9020 — 2712 == 6308

f.a distribucion binomial tiene dos pardmetros, n y p. Son parame-
tros en el sentido de que son suficientes para especificar una distribu-
cidn binomial. La diswribucion binomial es en realidad una familia de
distribuciones donde cada valor posible de n v p designa un miembro
distinto de la familia. La media y variancia de la distribucion binomial
son, respectivamente, g =np y 62 =pp{l —p).

Estrictamente hablande. 2l uso de la distribucion binomial se apli-
ca a aguellas situaciones donde el muestreo es a partir de una pobla-
104 infinifa o a partir de una poblacién {inita con roe

cmplazo, Dade
que en la practica real frecuentemente se extraen muestras sin reem-
plazo de poblaciones finitas, surge naturalmente (o cuestion de 1o
aproplade de fa distribucion binomial en estas civcunsiancias. Bl que
fa distribucion binomial sea apropiada o no depende de gué tun dris-
tico sea ol efecto de estas condiciones sobre la cons
ensayo a ensave, En gencral, se estd de aeuerdo en guaw cuando m oes
peaueno en relacion con . i apropiade. Algu-

ta de p de

el modelo binomial ¢s
nos autorss soflalen que # es peqguefio respecto a N, si N 2y por lo mie-
nos 10 veces mas grande que #1,

B enicios

Piocuda uno de fos siguientes cjercicios, supdngase que A os suficien-
temente grande con respecto a i, de modo que pueda utilizarse la dis-
tribucién binonnal para encontrar las probabilidades descadas.

2.3.1 Supodngase que el 24 por ciente de {os individuos de una poble-
cion tiene of grupo sanguineo 8. Para una muestrade tamano 20
extra/da de esta poblacion, encuentre la probabilidad de que

¢y Sc encuentien exactamente fres personas <on el grupo san-
guineo Bl
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b) Se encuentren tres o mdas personas con la caracteristica de
interés.

¢) Se encuentren menos de tres.

d) Se encuentren exactamente cinco.

3.3.2 En una poblacién grande, el 16 por ciento de los miembros son
zurdos, En una muestra al azar de tamafio 10 encucnire:

a) La probabilidad de que exactamente dos sean zurdos.
by P(X > 2).

c) PIX<2)

d)y P(1 <X<4).

3.3.3 Supobngase que se sabe que la probabilidad de recuperacion de
cierta enfermedad es de .4. Si 15 perscnas contraen la enferme-
dad (considérese esto como una muestra aleatoria), ;cudl es la
probabilidad de que

a) Tres o mds se recuperen?
By Cuatro o0 mas?

¢) Cinco 0 mas?

dy Menos de tres?

3.3.4 Supdngase que la tasa de mortalidad para cierta enfermedad es
de .10 y que la contraen 10 personas de lu comunidad. ;Cudl
es la probabilidad de que

¢y INinguna sobreviva?
£y Elcincuenta por ciento muera?

¢y Al menos fres mueran?
d) Factamente tres inueran?

3.4 LA DISTRIBUCIGN DE FOISSON

Y

La siguiente distribucion dasreta que sv ostudiasd
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116 Distribuciones de probabilidad

Haight? ha preparado un catdlogo bastante extenso de dichas aplica-
ciones,

Si x es el nimero de ocurrencias de alglin evento al azar en un in-
tervalo de tiempo o espacio (o algiin volumen de materia), la probabi-
lidad de que x ocurra est4 dada por la expresion

() = ,‘j,,;_,!;‘ =012 (3.3.1)
La letra griega X (lambda) se conoce como parametro de la distribu-
cidn y es ¢l nimero promedio de veces que ocurre el evento al azar
en el intervalo (o volumen). El simbolo ¢ es Ia constante {hasta cua-
tro decimales) 2.7183.

Puede demostrarse que f(x) > 0 para cada x y que Z flx)y=1,de
X

modo que la distribucion satisface los requisitos para una distribucion
de probabilidad.

El proceso de Poisson. Se ha visto que la distribucidon binomial re-
sulta de un conjunto de suposiciones acerca de un proceso fundamen-
tal que proporciona un conjunto de observaciones numéricas. Este
también es el caso de la distribucion de Poisson. Las siguientes pro-
posiciones describen lo que se conoce como proceso de Poisson.

1. Las ocurrencias (frecuencias) de los cventos son independientes. La
ocurrencia de un evento en un intervalo* de espacioc o tiempo no
tiene efecto alguno sobre la probabilidad de una segunda ocurren-
cia del evento en ¢l mismo infervalo o en cualquier otro.

. Tedricamente, debe ser posible un namero infinito de ocurrencias
del evento en el intervalo.

3. La probabilidad de que se presente una sola vez el evento en un de-

terminado intervalo es proporcional a la longitud del intervalo.

4. En cualquier porcidn infinitesimalmente pequena del intervalo, se

rechaza la probabilidad de que el evento s¢ presente mas de una vez.

t~2

Una caracteristica interesante de la distribucién de Poisson es el
hecho de que la media y la variancia son iguales.

La distribuciéon de Poisson se utiliza cuando se hacen registros de
everttos o entidades que estdn distribuidos al azar en espacio o tiem-

* Para una mejor comprension, el proceso de Poisson se estudia en términos de intervalos,
aungue quedan implicitas otras unidades como e} volumen de materia.
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po. Puede esperarse que cierto proceso obedezca a la ley de Poisson,
y con esta suposicion pueden calcularse las probabilidades de que se
presenten eventos o entidades dentro de alguna unidad de espacio o
tiempo. Por ejemplo, suponiendo que la distribucién de algtin pardsi-
to entre los miembros hospederos individuales sigue la ley de Poisson,
se puede calcular, conociendo el pardmetro A, la probabilidad de que
un hospedero seleccionado al azar tenga x nimero de pardsitos. En un
capitulo posterior se aprenderd qué decisién tomar si es posible la su-
posicién de que un proceso especificado obedece a la ley de Poisson.

Con el fin de ilustrar el uso de la distribucion de Poisson para cal-
cular probabilidades, considérese el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.4.1

dministrador de un hospital, que ha estado estudiando las ad-
misiomes diarias de emergencia durante un periodo de varios afios, ha
llegado a la conclusi6én de que estdn distribuidas de acuerdo alaley de
Poisson. Los registros del hospital revelan que, durante este periodo,
las admisiones de emergencia han sido, en promedio, de tres por dia.
Si el administrador estd en lo cierto al asumir una distribucion de Poi-
sson, encuentre la probabilidad de que ’

1. En cierto dia ocurran exactamente dos admisiones de urgencias.

Solucion. Considérese que A esigual a 3 y que X es una variable
aleatoria que denota el nimero de admisiones diarias de emergen-
cia. Entonces, si X sigue la distribucion de Poisson, se tiene que

e*’332

PX=2)=f(2)= CThe

_050(9)

2-1
=.225

La tabla D del apéndice da los valores de e*.

2. En un dia particular no haya admisioén de urgencias.

www.FreelLibros.me


http://diarias.de

112 Distribuciones de probabilided

Solucion.

05001
]
= 03

3. En un dia particular scan admitidos ires o cuatro casos de urgen-
cias.

Solucién. Dado que los dos eventos son mutuamente excluyen-
tes, se utiliza la regla de adicidén para obiener

T3+ J1d) =~

050811

i
EER RN T o o

En el ejemplo anierior, las probabilidades se caicularon directa-
mente a partir de 1o ecuacidn. Sin embargo, pucde utilizarse la tabia
I del apéndice que da las probabilidades acumuladus para diverses
valores de A v X,

Ejemplo 3.4.2

En el estudio de clerto organisnio acuilico, s2 tomd un ¢
mero de muestras de un estanque y se conid o numero deore

ITan Nt

sue habin on coda muestra. Se encontro que o ndmers promedio de
orgenismos por muestra era de dos. Suponiendo que ¢f ndmere de or-
2unismos siguce ung distribucion de Potsson, encuenire fa probuabilidad

L2 (LS 3 e W
-y
/ P <
. P,
i1 i 3
L A
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2. La siguiente muestra que se tome contenga exactamente tres orga-
nismos.

Solucion.

3. Lasi

P(X =3|2)=P(X <3)— P(X <2)= 857 - .677 = .180

guiente muestra que se tome contenga mas de cinco organismos.

Soluciéon. Dado que el conjunto de mis de cinco organismos no
incluye a cinco, se estd pidiendo la probabilidad de que se obser-
ven seis 0 mas organismos. Esta se obtiene restando la probabili-
dad de observar cinco o menos organismos de 1. Es decir,

P(X>5]2)=1-PX<5=1-.983=.017

Ejercicios

34.1

3.4.2

3.43

Supodngase que se sabe que en cierta drea de una gran ciudad el
namero promedio de ratas por manzana es de cinco. Suponien-
do que el nimero de ratas sigue una distribucién de Poisson,
encuentre la probabilidad de que en una manzana seleccionada
al azar:

a) Haya exactamente cinco ratas.

b) Haya maés de cinco ratas.

¢) Haya menos de cinco ratas.

d) Haya entre cinco y siete ratas, inclusive.

Supéngase que durante un perfodo de varios afios el nimero
promedio de muertes debidas a cierta enfermedad no contagio-
sa ha sido de diez. Si el nimero de muertes debidas a esta enfer-
medad sigue la distribucion de Poisson, ;cudl es la probabilidad
de que durante el afio que transcurre:

a) Mueran exactamente siete personas debido a la enfermedad?
b) Mueran diez o més personas debido a la enfermedad?

¢) Nadie muera debido a la enfermedad?

Si el nimero promedio de accidentes graves por afio en una fa-
brica grande (donde el nimero de empleados permanece cons-
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tante) es de cinco, encuentre la probabilidad de que en el afio
en curso:

a) Hhaya exactamente siete accidentes.
b) Ocurran diez o més accidentes.

¢) No haya accidentes.

d) Haya menos de cinco accidentes.

{4/ En un estudio de la efectividad de un insecticida sobre cierta

" especie de insecto, una gran extensién de tierra fue rociada.
Posteriormente se examind el drea para buscar insectos vivos
seleccionando al azar cuadrados y contando el nimero de in-
sectos vivos por cuadrado. Las anteriores experiencias habian
demostrado que el nimero promedio de insectos vivos por cua-
drado después de la aspersion era de 0.5. Si el nimero de insec-
tos vivos por cuadrado sigue una distribucion de Poisson, ;cudl
es la probabilidad de que un cuadrado seleccionado contenga:

a) Exactamente un insecto vivo?

b) Ninglin insecto vivo?

¢) Exactamente cuatro insectos vivos?
d) Uno o mas insectos vivos?

3.5 DISTRIBUCIONES CONTINUAS DE PROBABILIDAD

Las distribuciones de probabilidad consideradas hasta ahora, la bino-
mial y la de Poisson, son distribuciones de variables discretas. Ahora,
se estudiardn las distribuciones de variables aleatorias continuas. En
el caprtulo 1 se sefiald que una variable continua es aquella gue pue-
de tomar cualquier valor dentro de un intervalo especificado de valo-
res asumidos por la variable. En consecuencia, entre cualquiera de los
dos valores asumidos por una variable continua, existe un nitmero in-
finito de valores.

Para comprender mejor la naturaleza de la distribucién de una va-
riable aleatoria continua, considérense los datos de la tabla 1.4.1 y la
figura 1.4.1. En la tabla se tienen 57 valores de la variable aleatoria,
que corresponden a los pesos en onzas de tumores malignos. El histo-
grama de la figura 1.4.1 se construy6 localizando los puntos especifi-
cados sobre una Iinea que representa la medida de interés y levantando
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una serie de rectiangulos, cuyos anchos fueron las distancias entre dos
puntos especificados sobre la linea y cuyas alturas representaban el
numero de valores de la variable que caen entre los dos puntos especifi-
cados. Los intervalos definidos por dos puntos especificados (consecu-
tivos) cualesquiera, recibieron el nombre de intervalos de clase. Como
se indicod en el capitulo 1, las subdreas del histograma corresponden a
las frecuencias de ocurrencia de los valores de la variable enfre los 1{-
mites de la escala horizontal de estas subdreas. Esto proporciona una
forma de cémo calcular la frecuencia relativa de ocurrencia de los va-
lores entre dos puntos especificados cualesquiera: simplemente se de-
termina la proporcion del drea total del histograma que cae entre los
puntos especificados. Esto puede hacerse en forma mds conveniente
consultando las columnas de frecuencia relativa o frecuencia relativa
acumulada de la tabla 1.4.3.

Imaginese ahora una situacidn en donde el namero de valores de
ia variable aleatoria es muy grande y ¢l ancho de los intervalos de*cla-
se se hace muy pequefio. El histograma resultante podria verse como
el que se muestra en la figura 3.5.1.

Si se unieran los puntos medios de las celdas del histograma de la
figura 3.5.1 para formar ufl poligono de frecuencias, evidentemente
se tendria una figura mucho mas uniforme que el poligono de frecuen-
cias de la figura 1.4.2. No debe ser dificil creer que, en general, a

ftx)

x
Figura 3.5.1 Histograma obtenido de un gran ntimero de valores e intervalos de
clase pequeiios.

www.FreeLibros.me



116 Distribuciones de probabilidad

ftx)

S~

X

Figura 3.5.2 Representacion grafica de una distribucién continua.

medida que el nimero de observaciones, #n, tiende hacia el infinito y
el ancho de los intervalos de clase tiende hacia cero, el poligono de
frecuencias se aproxima a una curva uniforme como la que se mues-
tra en la figura 3.5.2. Curvas uniformes como ésta son las que se utili-
zan para representar grificamente las distribuciones de las variables
aleatorias continuas. Esto tiene algunas consecuencias importantes
cuando se trabaja con distribuciones de probabilidad. Primero, el
drea total bajo la curva es igual a uno, como lo fue con el histograma,
y la frecuencia relativa de ocurrencia de los valores entre dos puntos
cualesquiera sobre el eje de las x es igual al drea total limitada por la
curva, el eje de las x vy las lineas perpendiculares levantadas en los dos
puntos sobre el eje de las x. Véase la figura 3.5.3. La probabilidad de

flx)

a b x
Figura 3.5.3 Gréfica de una distribucidén continua que muestra el dreaentrea y b.
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cualquier valor especifico de la variable aleatoria es cero. Esto parece
16gico, dado que un valor especifico estd representado por un punto
sobre el eje de las x y el drea por arriba de un punto es cero.

Con un histograma, como ya se ha visto, las subdreas de interés
pueden encontrarse sumando las dreas representadas por las celdas.
En el caso de una curva uniforme, no se tienen celdas, de modo que
debe buscarse un método alternativo para encontrar las subdreas. Di-
cho método lo proporciona el cilculo integral. Para encontrar el drea
bajo una curva uniforme entre dos puntos cualesquiera, a y b, se in-
tegra la funcion densidad de a a b. Una funcion de densidad es una
formula que se utiliza para representar la distribucion de una variable
aleateria continua. La integracion es el casc limite de la sumatoria,
pero no se llevardn a cabo integraciones de ninguna especie, dado que
las matematicas que intervienen estian méas alld del alcance de este li-
bro. Como se verd mas adelante, para todas las distribuciones conti-
nuas que se consideren aqui, existe una manera mais facil de encontrar
las 4reas baio las curvas.

Aunque en esta seccidon ya se dio por entendida la definicién de
una distribuciéon de probabilidad para una variable aleatoria continua,
a manera de resumen se presentard en una forma mais compacta como
sigue.

Definicion

Una funcién no negativa f(x) recibe el nombre de distribucion

de_probabilidad (llamada a veces funcién-de-densidad de probabi-

lidad) de_la variable aleatoria continua X si ¢l grea fotal limitada

curva, limitada por la curva, el eje de las x y Iasfberpe'ndicuiares
trazadas en dos puntos cualesquiera, a y b, da la probabilidad de
que X esté entre los puntos ay b.

3.6 LA DISTRIBUCION NORMAL

Se ha llegado ahora a la distribucién mas importante de toda la esta-
distica, l1a distribucién normal. La férmula para esta distribucion fue
publicada por primera vez por Abraham De Moivre (1667-1754) el
12 de noviembre de 1733.3 Muchos otros matemdticos figuran de

manera prominente en la historia de la distribuciéon normal, incluyen-

www.Freelibros.me
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do a Carl Friedrich Gauss (1777-1855). Con frecuencia a esta distri-
bucién se le nombra como distribucion gaussiana en reconocimiento
a sus contribuciones.

La densidad normal estd dada por la expresion

\ 1 o
S(x) = g T2 — <X < o (3.6.1)
N 2no

En la ecuacidén 3.6.1 7 y e son, respectivamente, las conocidas
constantes 3.14159 y 2.71828, que se encuentran con frecuencia en
las matematicas. Los dos pardmetros de la distribucidén son u, la me-
dia, v o,la desviacidn estindar. Para los fines que aqui se siguen, puede
imaginarse a 4 y ¢ de una distribucidén normal, respectivamente, co-
mo las medidas de tendencia central y de dispersiéon, como se vio en
el capitulo 1. Sin embargo, dado que una variable aleatoria con dis-
tribucién normal es continua y toma valores entre — ooy + oo, su me-
dia y distribucidn estindar pueden definirse mas rigurosamente; pero
no pueden darse tales definiciones sin recurrir al andlisis matemadtico.
La grdfica de la distribucién normal produce la conocida curva en
forma de campana que se muestra en la figura 3.6.1.

Los siguientes puntos son las caracteristicas mas importantes de
la distribucidén normal.

1. Es simétrica en torno a su media, ¢. Como se muestra en la figura
3.6.1, 1a curva hacia cualquiera de los lados de u es una imagen de
espejo de la del otro lado.

. La media, mediana y moda son iguales.

3. El 4rea total bajo la curva arriba del eje de las x es una unidad de

irea. Esta caracteristica se deduce del hecho de que la distribucién
normal es una distribucion de ‘probabilidad. Debido a la simetrfa

3]

u
Figura 3.6.1 Grafica de una distribucion normal.
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ya mencionada, el 50 por ciento del drea estd hacia la derecha de
una perpendicular trazada en la media, y el 50 por ciento restante
estd hacia la izquierda.

4. Si se trazan perpendiculares a una distancia de una desviacion es-
tdndar a partir de la media, en ambas direcciones, ¢l drea encerrada
por estas perpendiculares, el eje de las x y la curva serd aproxima-
damente el 68 por ciento del drea total. Si se extienden estos 1imi-
tes laterales hasta una distancia de dos desviaciones estdndar, hacia
cualquier lado de la media, se encerrard aproximadamente el 95
por ciento del area, y extendiéndolas hasta una distancia de tres
desviaciones estindar, se logrard que aproximadamente el 99.7 por

p-lo p ut+io x
(a)

u— 3o “ u+ 30 G X

(c)
Figura 3.6.2 Subdivision del 4rea bajo la curva normal (las areas son aproximadas).
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ciento del area total quede encerrada. Estas dreas aproximadas se
ilustran en la figura 3.6.2.

S. La distribucion normal estd determinada completamente por los
pardmetros p v ¢. En otras palabras, se especifica una distribucion
normal distinta para cada valor distinto de u y 0. Los valores dis-
tintos de u trasladan la grdfica de la distribucién a lo largo del eje
de las x, como se muestra en la figura 3.6.3. Los diferentes valores
de ¢ determinan el grado de aplanamiento o levantamiento de la
grafica de la distribucidn, como se aprecia en la figura 3.6.4.

La distribucién normal unitaria o normal estindar. La Gltima ca-
racteristica mencionada de la distribucién normal implica que ésta es
en realidad una familia de distribuciones en la cual un miembro se
distingue de otro con base en los valores de u y 0. El miembro mads
importante de esta familia es la distribucién normal unitaria o normal
estdndar, lamada asi porque tiene una media de cero y una desvia-
¢ién -estindar de uno. Esta distribucién puede obtenerse a partir de la
ecuacién 3.6.1, haciendo que p =0y o= 1. La variable aleatoria que

| + )
Hy Hy Hq X

By <y <y

Figurs 3.6,3 Tres distribuciones normales con diferentes medias.

o2

0, < 0y <0y

Figura 3.6.4 Tres distribuciones normales con diferentes desviaciones estindar.
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que la ecuacién para la distribucion normal unitaria se escribe como

T

La grafica de la distribucién normal unitaria se muestra en la fi-
gura 3.6.5.

Para encontrar la probabilidad de que z tome un valor entre dos
puntos cualesquiera sobre el eje z, por ejempo z, y z;, debe encon-
trarse el drea limitada por las perpendiculares trazadas en estos puntos,
la curva y el eje horizontal. Como se menciond anteriormente, las
dreas bajo la curva de una distribucién continua se encuentran inte-
grando la funcidén entre dos valores de la variable. Entonces, en el
caso de la normal unitaria, para encontrar el drea entre zy v z,, se
necesita calcular la siguiente integral:

J‘zl —1: e~ gz
Zo \/_2]'[
Afortunadamente, no tiene que llevarse a cabo esta integracion, da-
do que se cuenta con tablas que proporcionan los resultados de todas
aquellas integraciones que podrian ser interesantes. La tabla F del
apéndice es un ejemplo de estas tablas. En dicha tabla se encuentran
las dreas bajo la curva entre — oo y los valores de z mostrados en la
columna de la extrema izquierda de la tabla. El drea sombreada de
la figura 3.6.6 representa el drea dada en la tabla como aquella entre
—oyz=z,.

Husirese ahora el uso de la tabla F por medio dc varios ejemplos.

|
u=0 z
Figura 3.6.5 La distribucién normal unitaria,
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%

Figura 3.6.6 Area dada por la tabla F del apéndice.

Ejemplo 3.6.1

Dada la distribucién normal unitaria, encuentre el area bajo la
curva, por arriba del gje z, entre —ooy z =2,

Solucion. Serd util trazar un esquema de la distribucién normal
unitaria y sombrear el drea que se desea, como en la figura 3.6.7. Si
se localiza z = 2 en la tabla F y se lee el valor correspondiente cn el
cuerpo de dicha tabla, se encuentra que el drea deseada tiene un valor
de .9772. Esta drea puede interpretarse de varias maneras: como la
probabilidad de que una z seleccionada al azar de la poblacion de z
tenga un valor entre — e y 2, como la frecuencia relativa de ocu-
rrencia (o proporcién) de los valores de z entre — o0 y 2, o bien puede
decirse que el 97.72 por ciento de las z tiene un valor entre —ooy 2.

Ejemplo 3.6.2

Cual es la probabilidad de que una z seleccionada al azar de la
poblaciéon de z tenga un valor entre —2.55y + 2.557

“

0 2 z

Figura 3.6.7 Distribucion normal unitaria que inuestra el area entre —ooy z = 2,
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—2.55 +2.55 2

Figura 3.6.8 Curva normal unitaria que muestra P(— 2.55 <z < 2.55).

Solucion. La figura 3.6.8 muestra el drea deseada. La tabla F da
el area entre — o0 y 2.55, 1a cual se encuentra localizandoel 2.5 en la
columna de la extrema izquierda de la tabla y, a continuacion, diri-
giéndose horizontalmente hasta llegar al valor que se encuentra en
la columna encabezada por .05. Se encuentra que esta drea es de .9946.
Si se observa la figura que se trazo, se ve que ésta es mas del drea de-
seada. Se necesita restar de .9946 el drea hacia la izquierda de —2.55.
Utilizando la tabla F se verifica que el drea a la izquierda de —2.55 es
.0054. Por lo tanto, la probabilidad deseada es

P(—2.55 <z <2.55) = 9946 — 0054 = 9892
Supdngase que se hubiera deseado encontrar la probabilidad. de
que z estuviera entre —2.55 y 2.55, inclusive. La probabilidad desea-
da se expresa como P(—2.55 < z < 2.55). Entonces, como se sefiald

en laseccion 3.5, P(z =z4) =0, P(—2.55 <z K<2.55)=P(2.55<z<
2.55)=.9892.

Ejemplo 3.6.3
¢ Qué proporcion de valores z estdn entre —2.74 y 1.53?

Solucion. La figura 3.6.9 muestra el drea deseada. En la tabla,F se
encuentra que el drea entre — oo y 1.53 es .9370 y que el drea entre
— ooy —2.74 es .0031. Para obtener la probabilidad deseada, se res-
ta .0031 de .9370. Es decir,

P(—274 < z < 1.53) = 9370 — .0031 = 9339
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Figura 3.6.9 Curva normal uuitaria que muestra la proporciéon de los valores de z
entrez =—2.74yz=153.

0 2.mn z
Figura 3.6.10 Distribucién normal unitaria que muestra P(z > 2.71).
Ejemplo 3.6.4
Dada la distribucién normal unitaria, encuentre P(z > 2.71).
Solucién. El drea deseada se muestra en la figura 3.6.10. Se obtie-

ne el drea hacia la derecha de z = 2.71 restanto el drea entre — ooy
2.71 de 1. Asi, se tiene que

Pz=27l)y=1-P(z< 271}
= 1 — 9966
= 0034

Ejemplo 3.6.5

Dada la distribucion normal unitaria, encuentre P(.84 <z<2.45).

Solucion. El 4rea deseada se muestra en la figura 3.6.11. Se ob-
tiene primero el drea entre — o0 y 2.45 y, de ésta, se resta el drea en-
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tre — oo y .84. En otras palabras, se tiene que

Il

P(84<z<245)=P(z <245 - P(z< 84)

= 9929 — 7995
= 1934
- ]
0 84 245 P

Figura 3.6.11 Curva normal unitaria que muestra P(.84 <z < 2.45)

Ejercicios

Dada la distribucidn normal unitaria, encuentre:

3.6.1 Eldreabajolacurvaentrez=0yz=143.
3.6.2 1la probabilidad de que una z seleccionada al azar tenga un
valor entre z =—2.87 y z = 2.64.
3.6.3. P(z = .55).
3.64. P(z> — .55)
36.5. P(z < —2.33).
3.6.6. P(z < 2.33).
367, P{(—196 <z < 1.96).
3.68. P(—258 <z <258
3.69. P(—1.65<:z< 1.635)
) 3.6.10. Pz =.74).

~

Aplicaciones. Aunque su importancia en el campo de la estadisti-
ca es indiscutible, debe tenerse en cuenta que la distribucidon normal
no es una ley a la que se apeguen todas las caracteristicas medibles que
se presentan en la naturaleza. Sin embargo, es cierto que muchas de

www.FreeLibros.me



126 Distribuciones de probabilidad

esas caracteristicas estdn distribuidas casi en forma de una distribu-
cibn normal. Suelen citarse como ejemplos la estatura e inteligencia
humanas. Por otra parte, Elverback y colaboradores® y Nelson y
colaboradores® han seflalado que muchas distribuciones relevantes
para el campo de la salud no pueden describirse convenientemente a
través de una distribucion normal. Siempre que se sabe que una va-
riable aleatoria estd distribuida en forma aproximadamente normal o
cuando se carece de un conocimiento completo, se considera razona-
ble hacer esta suposicidon, el estadistico recibe una ayuda conside-
rable en su esfuerzo por resolver los problemas practicos relativos a
esta variable.

FExisten varias otras razones por las que la distribucion normal es
tan importante en la estadistica, v se considerardn a su debido tiem-
po. Por ahora, véase coOmo pueden contestarse algunas preguntas sen-
cillas de probabilidad acerca de variables aleatorias cuando se sabe, o
se tienen motivos para suponer que, al menos, estdn distribuidas en
forma aproximadamente normal.

Ejemplo 3.6.6

Un fisioterapeuta nota que las calificaciones obtenidas en cierta
prueba de destreza manual estan distribuidas en forma aproximada-
mente normal con una media de 10 y una desviacion estandar de 2.5.
Si un individuo seleccionado al azar realiza la prueba, ;cudl es la
probabilidad de que obtenga una calificacién de 15 o mds?

Solucion. Primero debe trazarse un esquema de la distribucion y
sombrear el drea correspondiente a la probabilidad de interés. Esto se
ha hecho en la figura 3.6.12.

Figura 3.6.12 Distribucién normal para aproximar la distribucién de las califica-
ciones en una prueba de destreza manual.
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10 15 x

7 ,

0 Zo z

Figura 3.6.13 Distribucién normal de las calificaciones de destreza manual x)y
la distribucién normal unitaria (z).

Si la distribucidon en cuestidén fuera Ia normal unitaria, con una
media de 0 y una desviacion estdndar de 1, podria utilizarse la tabla
F y encontrar la probabilidad con poco esfuerzo. Afortunadamente,
cualquier distribucidn normal puede transformarse en la normal
unitariat™lo que tiene que hacerse es transformar todos los valores de
X en los correspondientes valores de z. Esto significa que la media
de X debe hacerse 0, la media de z. En la figura 3.6.13 se muestran
ambas distribuciones. Debe determinarse qué valor de z, por decir
z,, corresponde a un x de 15. Estoselleva a cabo mediante la siguien-
te formula:

=X H (3.6.3)

la cual transforma cualquier valor de x en cualquier distribucion nor-
mal al valor correspondiente de z en la distribucidén normal unitaria.
Para el presente ejemplo se tiene que

Entonces, el valor de z, que se busca es 2.
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Examinense ahora estas relaciones con mds cuidado. Se observa
que la distancia desde la media, 10, hasta el valor de x de interés, 15,
esde 15 — 10 = 5, que es una distancia de dos desviaciones estandar.
Cuando se transforman los valores de x en valores de z, la distancia del
valor de z de interés a partir de su media, O, es igual a la distancia
del valor correspondiente de x a partir de su media, 10, en unida-
des de desviacidn estdndar. Se ha visto gue esta Gltima distancia es de
2 desviaciones estdndar. En la distribucién z, una desviacién estdandar
es igual a uno y, en consecuencia, el punto sobre la escala z localiza-
do a una distancia de 2 desviaciones estindar de 0 es z = 2, que ¢s ¢l
resultado que se obtuvo utilizando la férmula. Consuliando la tabla
F, se encuentra que el drea a la derecha de z = 2 es .0228. La discu-
sidn anterior puede resumirse como sigue:

P<XZIS):P(~'-’Z~: ----- —— >:P(222)=.0228

Para dar respuesta a la pregunta original, se dice que la probabilidad
de que un individuo seleccionado al azar que realice la prueba obten-
ga una calificacién de 15 o més es de .0228.

Ejemplo 3.6.7

Supédngase que se sabe que los pesos de cierto grupo de individuos
estian distribuidos en forma aproximadamente normal con una media
de 70 kg y una desviacion estdndar de 12.5 kg. ;Cudl es la probabili-
dad de que una persona seleccionada al azar de este grupo pese entre
50y 85 kg?

Solucién. En la figura 3.6.14 se muestra la distribucién de los pe-
sos y la distribucion z a la cual se transforman los valores originales,
con ¢l fin de determinar las probabilidades deseadas. Se encuentra
que el valor de z correspondiente a un x de SO es

50—70
I= e = 16
12.5
Asimismo, para x = 85 se tiene que
o= 8 —70 _ 1.2
125
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1.2 2

Figura 3.6.14 Distribucion de pesos (x) y la distribucién normal unitaria corres-
pondiente (2).

Fn la tabla F se encuentra que el drea entre — o y —1.6 es de
0548 y que el drea entre — ooy 1.2 es de .8849, El drea deseada es la
diferencia entre estos valores, .B849 — 0548 = 8301. Para resumir,
se tiene que
100 — 140 _ V‘l 70 — 140)

PO < x < 170) = p[ 0 10 . 1D — 140
‘*X—)<25'*25

=P(-16<2<12)
=P(-x <z<12)- P~ <z< —16)
= 8849 — 0548

= 8301

Entonces, la probabilidad buscada en la pregunta original es de .8301.

Ejercicios

3.6.11 Supbngase que las edades en las que se adquiere cierta enfer-
medad estan distribuidas en forma aproximadamente normal
con ung media de 11.5 afios v una desviacidén estindar de 3
afics. Un nific acaba de contraer dicha enfermedad. ;Cudl es
la probabilidad de que el nifio tenga:
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3.6.12

3.6.13

3.6.14

Distribuciones de probabilidad

a) Entre 8 1/2 y 14 1/2 afios de edad?
b) Mis de 10 aftos de edad?
¢) Menosde 127

En los estudios dactiloscépicos, una importante caracteristica
cuantitativa es el nimero total de surcos para los 10 dedos de
un individuo. Supéngase que los nimeros totales de surcos
de los individuos de cierta poblacidon estidn distribuidos en
forma aproximadamente normal con una media de 140 y una
desviacion estdindar de 50. Encuentre la probabilidad de que
un individuo seleccionado al azar de dicha poblacién tenga un
namero de surcos:

a) De 200 o mas
b) Menor de 100,
¢) Entre 100 y 200.
d) Entre 200 vy 250.

Si las capacidades de la cavidad craneana de los individuos de
cierta poblacién estdn distribuidas en forma aproximadamen-
te normal con una media de 1,400 cc y una desviacidn estdn-
dar de 125, encuentre la probabilidad de que una persona
seleccionada al azar de dicha poblacién tenga una capacidad
de cavidad craneana:

a) Mayor de 1,450 cc.

b) Menor de 1,350 cc.

¢) Entre 1,300y 1,500 cc.

SupoOngase que la duracidon promedio de la internacién en un
hospital de enfermedades cronicas para cierto tipo de pacien-
te es de 60 dias con una desviacion estandar de 15. Si es 1ogi-
co suponer una distribucion aproximadamente normal de las
duraciones de la internacidén, encuentre la probabilidad de
que un paciente seleccionado al azar de dicho grupo tenga
una duracidén de internacidén:

a) De mds de 50 dias.
b) De menos de 30 dfas.
¢) Entre 30y 60 dias.
d) De mas de 90 dias.
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3.6.15 Silas concentraciones de colesterol total para cierta poblacion
estan distribuidas en forma aproximadamente normal con
una media de 200 mg/100 ml y una desviacidn estdndar de 20
mg/100 ml, encuentre la probabilidad de que un individuo se-
leccionado al azar de dicha poblacién tenga una concentra-
cion de colesterol:

a) Entre 180 y 200 mg/100 ml.
) Mayor de 225 mg/100 ml.
¢) Menor de 150 mg/100 ml.
d) Entre 190y 210 mg/100 ml.

3.6.16 Dada una poblacién con distribucion normal con una media
de 75 y una variancia de 625, encuentre:

a) P50 <x <100).
h) Pix > 90).
¢) P(x <60).
d) P(x = 85).
e} PEO<L<x<110).

3.7 RESUMEN

En el presente capitulo se desarrollaron atin més los conceptos de pro-
babilidad descritos en el capitulo anterior. Se estudiaron los concep-
tos de variables aleatorias discretas y contipuas y sus distribuciones
de probabilidad. En particular, se examinaron con bastante detalle
dos distribuciones discretas de probabilidad, la binomial y la de Poi-
sson, y una distribucion continua de probabilidad, la distribuciéon
normal. Se ha visto en qué forma estas distribuciones tedricas permi-
ten hacer ciertas afirmaciones de probabilidad acerca de ciertas varia-
bles aleatorias que son de interés para el profesional en salud pablica.

Preguntas y ejercicios de repaso

1. ;Qué es una variable aleatoria discreta? Dé tres ejemplos que sean
de interés para ¢l profesional en salud publica.

2. ;Qué es una variable aleatoria continua? D¢ tres ejemplos de in-
terés para el profesional en salud pablica.
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132 Distribuciones de probabilidad

3. Defina la distribucién de probabilidad de una variable aleatoria

discreta.

4. Defina la distribucién de probabilidad de una variable aleatoria

continua.

. Qué es una distribucion de probabilidad acumulada?

. ¢Qué es un ensayo de Bernoulli?

. Describa la distribucién binomial.

. D& un ejemplo de una variable aleatoria que siga una distribucion

binomial.

. Describa la distribucion de Poisson.

10. Dé un ejemplo de una variable aleatoria que siga una distribuida
de acuerdo a la ley de Poisson.

11. Describa la distribucidén normal.

12. Describa la distribucion normal unitaria y diga como se utiliza en
la estadistica.

13. Dé un ejemplo de una variable aleatoria que esté, al menos, distri-
buida en forma aproximadamente normal.

14. Utilizando los datos del ejemplo anterior, demuestre el uso de la
distribucion normal unitaria para contestar las preguntas de pro-
babilidad relacionadas con la variable seleccionada.

15. El método habitual de ensefianza de una destreza particular de
cuidado de si mismo para personas con retrase mental es eficaz
en el 50 por ciento de los casos. Se ensayd un nuevo método en
10 personas. Siel nuevo método no es mejor que el estdndar,
jcudl es la probabilidad de que siete o mas personas aprendan di-
cha destreza?

16. Los registros del personal de un hospital grande muestran que ¢l
10 porciento delosempleados de administraciéon y mantenimiento
renuncian dentro del afio posterior a su contratacién. Si 10 nue-
vos empleados han sido contratados recientemente:

o 3 O L

Nel

a) ;cudl esla probabilidad de que exactamente la mitad de ellos
contintien trabajando al cabo de un afio”

b) ;cudl es la probabilidad de que todos estén trabajando al ca-
bho de un afic?

¢) (cudl es ia probabilidad de que tres de los 10 renuncien antes
de que concluya el afio?

17. En cierto pafs en vias de desarroilo, el 30 por ciento de ios nifios
esta desnutrido. En una muestra al azar de 25 nifios de esta drea,
;cudl es la probabilidad de que el nmero de nifios desnutridos sea
w
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18.

19.

20.

21.

a) exactamente de 10?

b) menor de cinco?

¢) de cinco o mas?

d) entre tres y cinco, inclusive?

e) menor de siete, pero mayor de 4?

En promedio, dos estudiantes por hora acuden a la sala de prime-
ros auxilios de una escuela primaria.

a) (Cudl es la probabilidad de que durante una hora determina-
da tres estudiantes acudan a la sala de primeros auxilios?

b) (Cudl es la probabilidad de que durante una hora determina-
da dos o menos estudiantes acudan a la sala de primeros
auxilios?

¢) Cual es la probabilidad de que entre tres y cinco estudiantes,
inclusive, acudan a la sala de primeros auxilios durante una
hora determinada?

En promedio, cinco fumadores pasan por la esquina de cierta ca-
lle cada diez minutos. ;Cuadl es la probabilidad de que durante un
periodo de diez minutos el nimero de fumadores que pasan por
esa esquina sea de

a) seis 0 menos?
b) siete o mas?
¢) exactamente ocho?

En cierta idrea metropolitana hay un promedio de un suicidio por
mes. ;Cudl es la probabilidad de que durante un determinado
mes el nimero de suicidios sea

a) mayor de uno?
) menor de uno?
¢) mayor de tres?

El coeficiente intelectual de individuos admitidos a una escuela
estatal para retrasados mentales muestra una distribucién aproxi-

madamente normal con una media de 60 y una desviacidn estin-
dar de 10.

a) Encuentre la proporcién de individuos con un coeficiente in-
telectual mayor de 75.

b) ;Cudl es la probabilidad de que un individuo elegido al azar
tenga un coeficiente intelectual entre 55y 757

¢) Encuentre (50 < X <70).
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22

23.

24

25.

REFERENCIAS

. Una enfermera supervisora ha encontrado que las enfermeras en
servicio, en promedio, tardan 10 minutos en realizar una tarea. St
los tiempos requeridos para concluir la tarea estan distribuidos en
forma aproximadamente normal con una desviacion estindar de
3 minutos, encuentre:

a) La proporcidon de enfermeras que concluyen la tarea en me-
nos de cuatro minutos.

b) La proporcidén de enfermeras que requieren mas de cinco mi-
nutos para concluir la tarea.

¢) La probabilidad de que una enfermera, a quien recientemente
se le ha asignado la tarea, la concluya al cabo de tres minutos.

Las calificaciones obtenidas en cierta prueba de aptitudes por es-
tudiantes de enfermeria estan distribuidas en forma aproximada-
mente normal con una media de 500 y una variancia de 10,000.

ay ;Qué proporcién de calificaciones estdn por debajo de 200?

b) Una persona estd a punto de hacer la prueba; ;cudl es la pro-
babilidad de que obtenga una calificacidén de 650 o mas?

¢) (Qué proporcion de calificaciones estd entre 350y 6757

Dada una variable binomial con una media de 20 v una variancia
de 16, encuentre n y p.

Supongase que una variable X muestra una distribucidon normal
con una desviacion estandar de 10. Dado que .0985 de los valores
de X son mayores de 70, ;cudl es el valor medio de X?

Referencias citadas

|39

. Norman L. Johnson y Samuel Kotz, Discrete Distributions, Hough-

ton-Mifflin, Boston, 1969.

. Frank A. Haight, Handbook of the Poisson Distribuction, Wiley.

Nueva York, 1967.

. Helen M. Walker, Studies in the History of Statistical Method, The

Williams and Wilkins Company, Baltimore, 1931.

. Lila R. Elveback, Claude L. Gulliver y F. Raymond Deating, Jr.,

“Health, Normality and the Ghost of Gauss,” The Journal of the

American Medical Association, 211 (1970), 69-75.

www-Freelibros-me---



Referencias 135

5. Jerald C. Nelson, Elizabeth Haynes, Rodney Willard y Jan Kuzma,
“The Distribution of Euthyroid Serum Protein-Bound lodine Le-
vels,” The Journal of the American Medical Association, 216
(1971), 1639-1641.

Otras referencias

1. Sam Duker, “The Poisson Distribution in Educational Research,”
Journal of Experimental Education, 23 (1955), 265-269.

2. M. S. Lafleur, P. R. Hinrichsen, P. C. Landry y R. B. Moore, “The
Poisson Distribution: An Experimental Approach to Teaching Sta-
tistics,” Physics Teacher, 10 (1972), 314-321.

www.FreeLibros.me



www.Freelibros.me. .




4

Algunas distribuciones muestrales
importantes

4.1 INTRODUCCION

Antes de examinar el tema principal del presente capitulo, se revisa-
ran los puntos sobresalientes de lo que se ha tratado hasta aqui. En el
capitulo 1 se hizo énfasis en la organizacidén y resumen de los datos.
Aqui se encuentran los conceptos de tendencia central y dispersion,
v se aprende como calcular sus medidas descriptivas. En el capitulo 2
se estudiaron las ideas fundamentales de la probabilidad y en el capi-
tulo 3 se considerd el concepto de una distribucion de probabilidad.
Estos conceptos son fundamentales para comprender la inferencia
estadistica, el tema que abarca la mayor parte de este libro.

El presente capitulo sirve de enlace entre el material estudiado,
que es esencialmente de naturaleza descriptiva, y la mayoria de los
temas restantes, que se han seleccionado del drea de la inferencia
estadistica.

4.2 MUESTREO ALEATORIO SIMPLE

En términos generales, existen dos tipos de muestreo, el muestreo
probabilistico y el muestreo no probabilistico pero, en este texto, se
estudiard s6lo el primero. La razén es que Gnicamente para el mues-
treo probabilistico existen procedimientos estadisticamente seguros
que permiten inferir, a partir de la muestra extraida, la poblacidon de
interés.

137 ,
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138 Algunas distribuciones muestrales importantes
Definicion

Una muestra probabilistica es una muestra extraida de una pobla-
cion de tal manera que todo miembro de esta tltima tenga una
probabilidad conocida de estar incluido en la muestra.

De cualquier pobiacidn finita de tamafio NV, puede extraerse un
cierfo numero de muestras distintas de tamafio n. {Se hace esta afir-
macion bajo la hipétesis de que N es lo suficientemente grande como
para garantizar el muestreo. Como regla, por razones obvias, las po-
blaciones pequeflas no s¢ muestrean, sino que se estudia la poblacion
completa).

Definicion

Si se extrae una muestra de tamario n de una poblacion de tama-
fio N, de tal manera que cada muestra posible de tamaiio n tenga
la misma probabilidad de ser seleccionada, la muestra recibe el
nombire de muestra aleatoria simple.

La mecdnica de extraer una muestra que satisfaga la definicidn
de una muestra aleatoria simple se conoce como muestreo aleatorio
simple.

Mis adelante se demostrard el procedimiento del muestreo alea-
torio simple, pero, primero, se considerard el problema de si se mues-
trea con reemplazo o sin reemplazo. Cuando se utiliza el muestreo
con reemplazo, cada miembro de la poblacidon estd disponible para
cada extracciébn. Por ejemplo, supbOngase que se extrae una muestra
de una poblacién de pacientes antiguos de un hospital, como parte de
un estudio de duracidén de la internacién. Supdngase que el muestreo
comprende la seleccion de una muestra tomada de los expedientes
del departamento de archivo médico de los pacientes dados de alta.
En el muestreo con reemplazo se procederia como sigue: se selec-
ciona un expediente para formar parte de la muestra, se registra la
duracion de la internacion y se regresa el expediente al estante. El ex-
pediente estd nuevamente en la “poblacién’” y puede ser tomado una
vez mas en alguna ocasion subsiguiente, en cuyo caso, la duracion de
la internacidn se registrard otra vez. En el muestreo sin reemplazo,
el expediente extraido no se regresaria al estante después de haber
registrado la duracién de la internacion, sino que se separaria hasta
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que se exfrajera la muestra completa. Siguiendo este procedimien-
to, un expediente dado apareceria en la muestra sélo una vez. Como
regla, en la priactica, el muestreo siempre se realiza sin reemplazo.
Posteriormente, se explicaré el significado y las consecuencias de es
to, pero primero se verd como se selecciona una muestra aleatoria
simple. Con el fin de asegurar una verdadera aleatoriedad, se necesi-
tard seguir algiin procedimiento objetivo. Evidentemente, se deseard
evitar el uso del criterio propio para decidir qué miembros de la po-
blacién constituyen una muestra aleatoria.

Ejemplo 4.2.1

Una manera de seleccionar una muestra aleatoria simple es utilizar
una tabla de niimeros aleatorios como la que se muestra en la tabla G
del apéndice. Sup6ngase que la poblacidon de interés consta de los
150 valores de concentracidn de azdcar en sangre que se ha extraido
en ayunas v que se indican en la tabla 4.2.1.

Se desea extraer de esta poblacidn, una muestra aleatoria simple
de tamafio 10, utilizando los nameros aleatorios de la tabla G. Como
primer paso, se debe localizar un punto de partida aleatorio en la ta-
bla. Esto puede hacerse en varias formas, una de las cuales es quitar
la vista de la pdgina, mientras se toca con la punta de un lipiz. El
punto de partida aleatorio es el digito mas préoximo al punto donde
el lapiz tocod la pdgina. Supongase que, siguiendo este procedimiento,
se lleg6b a un punto de partida aleatorio en la primera pagina de la
tabla G, en la interseccidn del renglén 21 y la columna 28, El digito
en este punto es 5. Dado que se tienen 150 valores para elegir, pueden

‘utilizarse so6lo los nimeros aleatorios del 1 al 150. Resultara conve-
niente seleccionar nimeros de tres digitos, de modo que sean elegibles
s6lo los ntimeros del 001 al 150. El primer ntimero de tres digitos,
empezando en el punto de partida aleatorio, es el 532, un nimero que
no puede utilizarse. Se recorre la tabla hacia abajo y se pasan los ni-
meros 196, 372,654 y 928 hasta llegar al 137, un nimero que puede
utilizarse. El 137-ésimo valor de la tabla 4.2.1 es 92, el primer valor
de la muestra. En la tabla 4.2.2 se han registrado el naimero aleatorio
y la concentracidn de azGcar en sangre correspondiente. Se han regis-
trado los nimeros aleatorios para que se vea cuiles fueron los selec-
cionados. Dado que se desea una muestra sin reemplazo, no se desea
incluir dos veces el valor de un mismo individuo. Procediendo en la
forma que acaba de describirse, se llega a los nueve nimeros aleato-
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Tabla 4.2.2 Muestra de 10 concentraciones de azlicar en
1a sangre que se ha extraido, obtenida de los datos de la

tabla 4.2.1.

Numero Numero del individuo

aleatorio en la muestra Concentracion
137 1 92
114 2 108
028 3 108
085 4 102
018 5 93
042 6 85
053 7 20
108 8 93
144 9 88
126 10 106

rios restantes v sus correspondientes concentraciones de azlcar en
sangre que se muestran en la tabla 4.2.2. Notese que cuando se llega
al fin de ia columna, se avanza simpiemente tres digitos hasta ¢} 028
y hacia arriba de la columna. También pudo haberse empezado por la
parte de srriba de dicha columna con el nlimero 369,

Asi. se ha extrafdo una muestra aleatoria simple, de tamafio 10,
de una poblacién de tamafio 130. En todo estudio futuro, siempre
que se utilice el término de muestra aleatoria simple, se entenderd que
la muesira se extrajo en esta forma o en otra equivalente.

Muchas de las computadoras mds comunes ticnen capacidad pa-
ra generar niineros aleatorios. Como alternativa para utilizar tablas
impresas de nlimeros aleatorios, los investigadores pueden utilizar
computadoras para oblener los niimeros aleatorios que desean. En
realidad, los nimeros “aleatorios’ dados por la mayoria de las compu-
tadcras son de hecho, nimercs pseudoaleatorios debido a que son el
resultado de una formula deterministica. Sin embargo, como Fish-
man' lo ha sefialado, parece ser que dichos nimeros sirven satisfac-
toriamente para muchos de los fines pricticos.

Ejercicios

A 1

4.2.1 Utilizando ia tabla de ntuneros aleatorios, seleccione un nuevo
punio de partida aleatorio y extraiga otra muestra aleatoriz
simple de tamafio 10 de los datos de 1a tabla 4.2.1.
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4.2.2 Obtenga una muestra aleatoria simple de tamafio 5 de los da-
tos de la tabla 1 4.1,

4.3 DISTRIBUCIONES MUESTRALES S
Se ha llegado ahora al tema principal de este capitulo, las distribucio-
nes muestrales. Nunca estard de mas todo lo que se haga por resaltar
la importancia que tiene lu comprensién clara de las distribuciones
muestrales, va que este concepto es la clave para comprender la infe-
rencia estadistica. Se empezaréd el estudio con la siguiente delinicion.

Definicion

La distribucion de rodos los valores posibles que puede tomar al-
guna estadistica, calculados a partir de muestras del mismo tamario
extraidas al azar de la misma poblacién, se concce como distri-
bucion muestral de esa estadistica.

Las distribuciones muestrales pueden construirse empiricamente
cuando se obtienen de una poblacién finita, discreta. Para construir
una distribucidn muestral, se hace lo siguiente.

1. De una poblacion finita de tamafio NV, se extraen al azar todas las
muestras posibles de tamafio 7z,
2. Se calcula la estadistica de interés para cada muestra.
. Se enlistan en una columna ios diferentes valores observados de la
estadistica v en otra columna, la frecuencia correspondiente de
ocurrencia de cada uno de escs valores.

o8]

La construccion real de una distribucidn de muestreo es una tarea
formidable si la poblacion es de un tamafio apreciable, y es imposible
si la poblacidn es infinita. En dichos casos, pueden obtenerse aproxi-
maciones de las distribuciones muestrales tomando un gran niimero
de muestras de un determinado tamaiio.

En general, se tiene interés en conocer tres cosas acerca de una
determinada distribucién muestral: su media, su variancia y su for-
ma funcional (como se ve cuando se construye su gréfica),

Es bien conocida la dificultad para construir una distribucion
muestral de acuerdo con los pasos dados Iineas arriba, cuando la po-
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blacion es de un tamafio apreciable. Puede plantearse también un
problema dificil cuando se considera la construccion de una distri-
bucién muestral si la poblacion es infinita. Lo mejor que puede ha-
cerse experimentalmente en este caso es aproximar la distribucion
muestral de una estadistica.

Estos dos probiemas pueden evitarse por medio de las matemati-
cas. Aunque los procedimientos que intervienen son incompatibles
con el nivel matematico de este texto, las distribuciones muestrales
pueden deducirse matemdticamente. El lector interesado puede con-
sultar uno de los muchos textos de estadistica matemdtica, como por
ejemplo, el de Hoel? y de Anderson y Bancroft?.

En las secciones siguientes, se estudian algunas de las distribucio-
nes muestrales que se encuentran con mas frecuencia.

4.4  DISTRIBUCION DE LA MEDIA DE LA MUESTRA -

Una importante distribucion muestral es la distribucién de fa media
de la muestra. Se verd como podria construirse esta distribuciéon mues-
tral siguiendo los pasos esbozados en Ia seccidn anterior.

Ejemplo 4.4.1

SupOngase que se tiene una poblacion de tamaifio N = 5 que cons-
ta de las edades de cinco nifios, pacientes externos de un centro de
enfermedades mentales. Las edades son las siguientes: x; =6, x, = 8,
x3 =10, x, = 12 y x5 = 14, La media, p, de esta poblacidn, es igual
a Zx;/N =10y la variancia

__ 2
oo M- 40 o

N 5

Se calculara otra media de dispersion como sigue:

(x; — ) 40"
SZ = ; e e T ——e DX
N —1 4 10

Esta cantidad se utilizard otra vez en el capitulo siguiente. Se extrae-
rdn de esta poblacidon todas las muestras posibles de tamafio n = 2.
Estas muestras, junto con sus medias, se muestran en la tabla 4.41.
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Tabla 4.4.1 Todas las muestras posibles de tamafio n = 2 obtenidas de
una poblacién de tamano N = 5. Las muestras por arriba o por debajo
de la diagonal resultan cuando el muestreo es sin reemplazo. Las me-
dias de las muestras estdn entre paréntesis.

Segunda extraccion

6 8 10 12 14
6.6 68 6, 10 6. 12 6, 14
N6 ) (8) © o
5.6 88 810 812 814
Primera (7 8 M) (10) (n
Extraccion) \ 10.6 10,8 10,10 10,12 10,14
' (8) O 1o (12)
B N RN B 0 12,12 12,14
} O A an o oy 1y
\\\ \
R L N L (R L 14

(10) (1) (12) (13) (14

En este ejemplo se observa que, cuando el muesfreo €s con reem-
plazo, hay 25 muestras posibles. Generalizando, cuando el muestreo
es con reemplazo, el nimero de muestras posibles es igual a N7,

Puede construirse la distribuciéon de muesfreo de ¥ enumerando
los diferentes valores de ¥ en una ¢olumna y su frecuencia de ocu-
rrencia en otra, como en la tauble §.4.2.

Se observa que los datos de ja tabla 4.4.2 satisfacen los requisitos
para una distribucion de probabilidad. Las probabilidades individua-
les son mayores gue 0 v su suma ¢s igual a 1.

Se afirmé anteriormente que, en general, se tiene intcrés en la for-
mia funcional de la distribucion muestral, su media y su varianciz.

Obsérvese la distribucion de ¥ construida como histograma jun-
to con la distribucion de la poblacidn que se muestra en la figura 4.4.1.
Sin duda, ellector debe haberse impresionado con fa radical diferencia
que existe en el aspecto del bistograna de la poblacion y la disiribu-
cidn muestral de ¥, Mientras que ia primera tiene una distribucidn
uniforme, la Gitima crece gradualmente hasta formar un pico y, a
rontinuacion, disminuve con una simetria perfecta. Se calcula abo-
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Tabla 4.4.2 Distribucidn muestral de x calculada a
partir de las muestras de la tabla 4.4.1.

X Frecuencia Frecuencia relativa
& 1 1/25
7 2 2/25
e 3 3/25
g 4 4/25
10 5 5/25
11 4 4/25
12 3 3/25
13 2 2/25
14 1 1/25
Total 25 25/25
ftx)
6
5 T
4 L
3 }—.
? —
1}
I | | 1 | 1 i 1 ] |
O 8 10 12 14 x
Distribucidn de la poblacién
%)
] o
5l
4 _—
3 I
2 -
1 }m
oot b v b b b by by
6 7 8 9 10 11 12 13 14 X

Distribucién muestral de

Figura 4.4.1 Distribucion de la poblacion y distribucién muestral de X,
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146 Algunas distribuciones muestrales importantes

ra la media, a la cual se denotard por u, de la distribucion muestral.
Para hacerlo, se suman las 25 medias de las muestras y se divide entre
25. Asi, se tiene que

Se observa con interés que la media de la distribucién muestral
de X tiene el mismo valor que la media de la poblacion original.

Finalmente, se calcula la variancia de X, que se denotard por g4 ?,
COmMo sigue:

0= 2% —
x N
(6 — 1012 + (7 — 1007 +(7 — 10 + - + (14 — 10¥
e
10y
25

Se observa que la vartancia de la distribucién muestral no es igual
a la variancia de la poblacion. Sin embargo, resulta interesante obser-
var que la variancia de la distribucién muestrai es igual a la variancia
de la poblacion dividida entre el tamafio de la muestra utilizada para
obtener la distribucién muestral. Es decir,

La raiz cuadrada de la variancia de la distribucion muestral,/o;? =
o\/ﬁ, se conoce como error estdndar de la media o, simplemente,
error estdndar.

Estos resultados no son coincidencias, sino ejemplos de las carac-
teristicas de las distribuciones muestrales en general, cuando el mues-
treo es con reemplazo o cuando se realiza a partir de una poblacion
infinita. Para generalizar, se distingue entre dos situaciones: mues-
treo a partir de una poblacion con distribucidn normal y a partir de
una poblacidon que no presenta distribucidn normal.

Cuando el muestreo es a partir de una poblacion con distribucion

normal, la distribuciéon de la media de la muestra tendrd las si-

guientes propiedades:
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1. La distribucion de X serd normal.

2. La media, pg, de la distribucion de X serd igual a la media de
la poblacién de la cual se extrajeron las muestras.

3. La variancia, 0¢*, de la distribucion de X serd igual a la varian-
cia de la poblacion dividida entre el tamaiio de la muestra.

Para el caso en el que el muestreo se realice a partir de una po-
blaciébn que no tiene distribucion normal, se utiliza un importante
teorema matematico conocido como teorema del limite central. La
importancia de este teorema en la inferencia estadistica puede resu-
mirse en el siguiente enunciado.

Dada una poblacion de cualquier forma funcional no normal con
una media, u, y variancia finita, 0%, la distribuciéon muestral de X,
calculada a partir de muestras de tamafio n de esta poblacion,
estard distribuida en forma aproximadamente normal con media
iy variancia o2 /n, cuando el tamafio de la muestra es grande.

Notese que el teorema del limite central permite muestrear a par-
tir de poblaciones que no presentan distribucién normal con una ga-
rantia de aproximadamente los mismos resultados que se obtendrian
si la poblacidn tuviera distribucidén normal, siempre que se tome una
muestra grande.

La importancia de esto serd evidente después, cuando se apren-
da que una distribucién muestral con distribucidén normal es una he-
rramienta muy importante en la inferencia estadistica. En el caso
de la media de la muestra, se tiene la seguridad de que la distribucion
muestral estd al menos distribuida en forma aproximadamente nor-
mal bajo tres condiciones: 1) cuando se hace el muestreo a partir de
una poblacién con distribucion normal; 2) cuando se hace el mues-
treo a partir de una poblacidon que no muestra distribucién normal
v la muestra es grande y 3) cuando se hace el muestreo a partir de
una poblacidon cuya forma funcional se desconoce en tanto que el
tamafio de la muestra es grande.

La pregunta légica que surge en este punto es: ;qué tan grande
debe ser la muestra para que pueda aplicarse el teorema del limite
central? No existe una respuesta firme y rapida, debido a que el ta-
mafio de la muestra depende del grado de no normalidad presente en
la poblacidon. Una regla empirica sefiala que, en la mayoria de las si-
tuaciones précticas, resulta satisfactoria una muestra de tamafio 30,
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148 Algunas distribuciones muestrales importanies

Ademds, se hace mucho mejor la aproximacion hacia ia normalidad
de la distribucion muestral de X, a medida que aumenta el tamafio de
la muestra.

Los resultados anteriores se han dado bajo la premisa de que el
muestreo es con reemplazo, o bien, que las muestras se han extraido
de poblaciones infinitas. En general, no se muestrea con reemplazo
y, en muchas situaciones pricticas, es posible que sea necesario mues-
trear a partir de una poblacion finita; de aqu{ que sea necesario fami-
liarizarse con el comportamiento de la distribucién muestral de la
media de la muestra bajo estas condiciones. Antes de hacer cualquier
afirmacion general, obsérvense de nuevo los datos de la tabla 4.4.1.
Las medias de las muestras que se obtienen cuando el muestreo es
sin reemplazo son aquellas que estdn arriba de la diagonal, que son
las mismas que estdn debajo de la misma si se ignora el orden en gue
se hicieron las cbservaciones. Se observa que hay 10 muestras posibles.
En general, cuando sc extraen sin reemplazo muestras de tamafio »
a partir de una poblacién finita de tamafio N v se ignora ¢! orden en
el que fueron extrafdos los valores de la muestra, el nimero de mues-
tras posibles estd dado por la combinacion de N cosas, tomadas # a
la vez. En el presente ejemplo se tiene que

N Nt 5t 5431 .
( >~ : == - = 10 muestras posibles

n) RN -t 2130 2131
La media de las 10 medias de las muestras es
T894+ +13 100

= ""““’*’“"1)0" — = TO = 10

Se observa una vez méis que la media de la distribucion muestral es
igual a la media de la poblacion.
La variancia de esta distribucién de muestreo es:

y se observa que, en esta ocasion, la variancia de la distribucion de
muestreo no es igual a la variancia de la poblacion dividida entre
el tamafio de la muestra, ya que 032 = 3 % 8/2 = 4. Sin embargo,
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existe una interesante relacidon que se descubre al multiplicar o? In
por (N —n)/(N — 1). Es decir,

crz.N—n_8.5—2_3

n N—-1 2 4
Este resultado muestra que, si se multiplica la variancia de la distribu-
cidbn muestral, que se obtendria si el muestreo fuera con reemplazo,
" por el factor (N —n)/(N — 1), se obtiene el valor de la variancia de la
distribucion muestral que resulta cuando el muestreo es sin reempla-
zo. Pueden generalizarse estos resultados con el signiente enunciado.

Cuando se muestrea sin reemplazo a partir de una poblacién fini-
ta, la distribuciéon de muestreo de X tendrd media p y variancia,

GZ.N——H
n N-1

Si el tamafio de la muestra es grande, se aplica el teorema del 1i-
mite central, y la distribucidén de muestreo de ¥ estard distribuida en
forma aproximadamente normal.

El factor (N — n)/(N — 1) se conoce como correccidn por pobla-
cion finita y puede ignorarse cuando el tamafo de la muestra es pe-
quefio en comparacion con el tamafic de la poblaciéon. Cuando la
poblacidon es mucho mis grande que la muestra, la diferencia entre
o?/ny (6% m)[(N —n)/(N — 1)] serd despreciable. Supdngase que una
poblacién estd formada por 10,000 observaciones y que una muestra
de esta poblacién consta de 25 observaciones; la correccién por po-
blacion finita seria igual a (10,000 — 25)/(9999) = .9976. Multiplicar
0% /n por .9976 es casi equivalente a multiplicar por 1. La mayorfa de
los que hacen célculos estadisticos no utilizan la correccion por po-
blacion finita a menos que la muestra contenga mas del 5 por ciento
de las observaciones en la poblacidon. Es decir, la correcciéon por po-
blacibn finita se ignora por lo general cuando rn/N << .05).

Aplicaciones. Como se vera en los capitulos siguientes, el cono-
cimiento y comprensién de las distribuciones muestrales serd un
requisito necesario para comprender los conceptos de la inferencia
estadistica. La aplicacidon mas sencilla de la distribuciéon muestral de
la media de la muestra es al calcular la probabilidad de obtener una
muestra con una media de alguna magnitud especificada. Se ilustra-
rd lo anterior con alguncs ejemplos.
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Ejemplo 4.4.2

Supbngase que se sabe que, en cierta gran poblacién formada por
personas, la longitud craneal estd distribuida en forma casi normal
con una media de 185.6 mm v una desviacion estandar de 12.7 mm.
¢Cudl es la probabilidad de que una muestra aleatoria de tamafio 10
de ¢sta poblacion tenga una media mayor de 190?

Solucion. Se sabe que la muestra bajo consideracion es una de
todas las muestras posibles de tamafio 10 que pueden extraerse de la
poblacion, de modo que la media a ta cual conduce es una de las ¥
que comprenden la distribucidon muestral de X que, tedricamente,
podria derivarse de esta poblacion.

Cuando se dice que la poblacion estd distribuida en forma casi
normal, se supone que, para todos los fines pricticos, la distribucion
muestral de ¥ mostrard una distribucioén normal. Se sabe también que
la media y la desviacion estdndar de la distribucidon muestral son igua-
les, respectivamente, a 185.6 y+/(12.7)2/10 = 12.7A/10 = 4.02. Se
supone que la poblacidon es grande respecto a la muestra, de modo
que puede ignorarse la correccidon por poblacién finita.

En el capitule anterior se aprendid que, siempre que se tiene una
variable aleatoria con distribucién normal, puede transformarse facil-
mente en la distribucidén normal unitaria. La variable aleatoria es aho-
ra X, la media de su distribucion es u; , y su desviacion estdndar es
0y = oh/n. Modificando apropiadamente la formula dada con ante-
rioridad, se llega a la férmula siguiente para transformar la distribu-
cidn normal de X en la distribucidén normal unitaria.

=B (4.4.1)

Gy N

La probabilidad que da respuesta a la pregunta formulada esté repre-
sentada por el drea a la derecha de ¥ = 190 bajo la curva de la distri-
bucion muestral. Esta drea es igual al area a la derecha de

190 — 1856 44
pem e 2 T 09
4.02 402~ 10

Consultando la tabla normal unitaria, se encuentra que el drea a la
derecha de 1.09 es .1379; en consecuencia, se dice que la probabili-
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dad de que una muestra de tamafio 10 tenga una media mayor de
190 es de .1379.
La figura 4.4.2 muestra la relacion que existe entre la poblacion

original, la distribucion muestral de ¥ y la distribucién normal uni-
taria.

u = 185.6mm x

(a)

#|

(c}

Figura 4.4.2 Distribuciéon de la poblacion, distribucidén muestral y distribucién
normal unitaria, ejemplo 4.4.2. ¢) Distribucion de la poblacidén. b) Distribu-
cidn muestral de ¥ para muestras de tamafio 10. ¢) Distribucién normal unitaria.
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Ejemplo 4.4.3

Si la media v la desviacion estindar de las concentraciones de
hierro en el suero de hombres sanos son, respectivamente, de 120 y
IS microgramos por 100 mi, ;cudl es la probabilidad de que una
muestra al azar de 50 hombres normales proporcione una media en-
tre 115 v 125 microgramos por 100 ml?

Soluciéon. No se especifica la forma funcional de ia poblacidn de
concentraciones de hierro en el suero, pero dadc que se tiene una
muesfra de tamafio mayor de 30, se utiliza el teorema del l{mite cen-
tral y se transforma la distribucidon muestral resultante de ¥ con dis-
tribucidn casi normal (la cual tiene una media de 120 y una desviacién
estandar de 15A/50 = 2.12) en la normal unitaria. La probabiiidad
(ue se busca es:

,

P(115

iA

115 --120 125 — 120)
X<128)=Pl—mr-< <L —mr
Y= 129 ( 22 7 7242

= P(-236 << 230)
= 9909 - 0091
= 9818

Ejercicios

441 SupbOngase que se sabe que los salarios por hora de cierto tipo
de empleados de un hospital estdn distribuidos en forma casi
normal con una media y una desviaciéon estdndar de $4.50 y
$.50, respectivamente. Si se selecciona una muestra al azar de
tamafio 16 de esta poblacion, encuentre la probabilidad de que
la media del salario por hora para la muestra sea:

a) Mayor de $4.25.
b) Entre $4.25y $4.75.
¢) Mayor de $4.80.
d) Menor de $4.20.

4.4.2 Se ha enconirado que, después de un periodo de entrenamien-
to, el tiempo medio que requieren ciertas personas impedidas
para realizar una tarea particular es de 25 segundos con una
desviacidén estdndar de 5 segundos. Suponiendo una distribu-
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443

444

4.4.5

4.4.6

cion normal de los tiempos, encuentre la probabilidad de que
una muestra de 25 individuos proporcione una media:

a) De 26 segundos o mas.
b) Entre 24 y 27 segundos.
¢) De 26 segundos ¢ menos.
d) Mayor de 22 segundos.

Si las concentraciones de dcido Grico en hombres adultos y
normales estian distribuidas en forma casi normal con una me-
dia y una desviacion estdndar de 5.7 y 1 mg por ciento, respec-
tivamente, encuentre la probabiiidad de que uvna muestra de
tamafio 9 proporcione una media:

a) Mayorde 6.
b) Entre 5y 6.
¢} Menorde 5.2.

Para cierto sector grande de una poblacién, en un afio determi-
nado, supbngase que el niimero medio de dias de incapacidad
es de 5.4 con una desviacion estandar de 2.8 dias. Encuentre
'la probabilidad de que una muestra al azar de tamafo 49 de
dicha poblacién tenga una media:

a) Mayor de 6 dias.
b) Entre 4y 6 dias.
¢) Entre41/2y 5 1/2dias.

Dada una poblacion con distribucidn normal con una media
de 100 y una desviacion estandar de 20, encuentre las siguien-
tes probabilidades basadas en una muestra de tamafio 16:

a) P(x = 100).

b) P96 <x<108).
c) P(x<110).

Dados =50, 0= 16, n = 64, encuentre:

a) P45 <% <55).
b) P(x > 53).
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¢) P <47).
d) P(49 <% < 56).

4.4.7 SupoOngase que una poblacion consta de los siguientes valores:
1, 3,5, 7, 9. Construya la distribucién muestral de X en base a
muestras de tamafio 2 seleccionadas sin reemplazo. Encuentre
1a media y la variancia de la distribucion muestral.

4.4.8 Utilice los datos del ejemplo 4.4.1 para construir la distribucion
muestral de X en base a muestras de tamafio 3 seleccionadas
sin reemplazo. Encuentre la media y la variancia de la distribu-
cion muestral.

4.5 DISTRIBUCION DE LA DIFERENCIA ENTRE LAS
MEDIAS DE DOS MUESTRAS

Con frecuencia, el interés de una investigacidén estd centrado en dos
poblaciones. Especificamente, puede ser que un investigador desee
saber algo acerca de la diferencia entre las medias de dos poblaciones.
En una investigacion, por ejemplo, puede ser que un investigador de-
se¢ saber si es razonable concluir que las medias de dos poblaciones
son distintas. En otra situacion, el investigador puede desear conocer
la magnitud de la diferencia entre las medias de dos poblaciones. Un
grupo de médicos investigadores, por ejemplo, puede desear saber si
la concentracidon media de colesterol en el suero es mayor en una po-
blacion de oficinistas sedentarios que en una poblacidn de trabaja-
dores. En caso de que los investigadores lleguen a la conclusion de que
las medias de las poblaciones son distintas, es posible que deseen sa-
ber qué tanto difieren. El conocimiento de la distribucidén muestral de
fa diferencia entre dos medias es Gtil en investigaciones de este tipo.

Ejemplo 4.5.1

Supéngase que se tienen dos grupos de individuos, uno de los gru-
pos {grupo 1) ha experimentado alguna afeccidbn que se considera
estd asociada al retraso mental y el otro grupo (grupo 2) no ha expe-
rimentado dicha afeccion. Se supone que la distribucion de las califi-
caciones de inteligencia en cada uno de los dos grupos muestra una
distribucién casi normal con una desviacidén estdndar de 20.
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Supongasz ademds que se toma una muestra de 15 individuos de
cada grupo y, para cadamuestra, se calcula la calificacibn media de in-
teligencia con los siguientes resultados: ¥; = 92 y X, = 105. Si no
existe diferencia entre los dos grupos con respecto a sus verdaderas
calificaciones de inteligencia, ;cudl es la probabilidad de observar
esta gran diferencia entre las medias de las muestras?

Para contestar esta pregunta se necesita conocer la naturaleza de
la distribucion muestral de la estadistica pertinente, la diferencia en-
tre las medias de dos muestras, X, — X,. Notese que se busca una
probabilidad asociada a la diferencia entre las medias de dos mues-
tras, en lugar de una sola media.

Aunque en la practica no se intentaria construir la distribucién
de muestreo deseada, puede formarse una idea conceptual de la ma-
nera en la que podria hacerse cuando el muestreo se hace a partir
de poblaciones finitas. Se empezaria por seleccionar, del grupo 1,
todas las muestras posibles de tamafio 15 y calcular la media de cada

Ny

muestra. Se sabe que habria ) de dichas muestras, donde NV, es el

3
tamafio del grupo y n; = 15. Asimismo, sc seleccionarfan todas las
muestras posibles de tamafio 15 del grupo 2 y se calcularia la media
de cada una de dichas muestras. Se tomar{an entonces todas las pare-
jas posibles de las medias de las muestras, una del grupo 1 y una del
grupo 2, y se obtendria la diferencia. La tabla 4.5.1 muestra los re-
sultados al aplicar este procedimiento. Nétese que los niimeros fuera

Tabla 4.5.1 Tabla de trabajo para construir la distribucion de la diferencia entre
las medias de dos muestras.

Muestras Muestras Medias de Medias de Todas las diferencias
del del las muestras las muestras posibles entre las

grupo 1 grupo 2 del grupo 1 del grupo 2 medias

My ny2 X1 X12 Xy — %2

na naa Xa1 X322 X131 ™ X22

N3y 7132 X34 X33 Xi1 — X32

n 1 x x x
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Xy -x; onm om
\K
H o =Wy~ k=0 N - x5

X ~-x,

Figura 4.5.1 Grifica de la distribucion muestral de ¥, — ¥, cuando no existe
diferencia entre las medias de las poblaciones. Ejemplo 4.5.1.

de los paréntesis de la Gltima linea de esta tabla no son exponentes,
sino indicadores del grupo 1 y del grupo 2, respectivamende.

Lo que se desea encontrar es la distribucidon de las diferencias
entre las medias de las muestras. Si se grafican las diferencias de las
muestras contra su frecuencia de ocurrencia, se obtendria una distri-
bucidén normal con una media igual a 4, — 4, la diferencia entre las
medias reales de los grupos o poblaciones y una variancia igual a
(0:2/n;) + (0,2 /n ).

Para el presente ejemplo, se tendria una distribucién normal con
una media de O (s1 no existe diferencia entre las medias reales de las
poblaciones) y una variancia de [(20)%/15] + [(20)?/15]=53.33. La
grafica de la distribucién muestral se muestra en 1a figura 4.5.1.

Se sabe que esta distribucion normal puede transformarse en la
distribucion normal unitaria por medio de la modificacion de una
formula aprendida con anterioridad. La nueva f6rmula es la siguiente:

_ (X; = Xy) — (py — p3) (4.5.1)

El drea bajo la curva de X; — X, que corresponde a la probabili-
dad que se busca es el drea a la izquierda de X} — X, =92 — 105 =
— 13. El valor de z que corresponde a — 13, suponiendo que no exis-
te diferencia entre las medias de las poblaciones, es

-13 - - —13
coZB320 ZB =B g
207 (20 (/333 73
15 15

www.Freel ibros.me _




Diferenciu enire las medias de dos muestras 157

Consultando Ia tabla F, se encuentra gue el drea bajo la curva normal
unitaria a la izquierda de — 1.78 es igual a .0375. Como respuesta a
fa pregunta original se dice que, si no existe diferencia entre las me-
dias de las poblaciones, la probabilidad de obtener una diferencia
entre las medias de las muestras tan grande o mayor que 13 es de
0375,

Fl procedimiento que se acaba de seguir es vdlido incluso cuando
los tamafios de ias muestras, #, y 1 ,, son distintos y cuando las va-
riancias de las poblaciones, 6,2 y 0 5%, tienen valores distintos. Los
resuitados tedricos sobre los cuales se basa este procedimiento pue-
den resumirse como sigue.

Dadas dos poblaciones con distribuciéon normal, con medias
i1 ¥ Moy variancias ¢ 0 ¥ 0,2, respectivamente, la distribucion
muestral de la diferencia X, — X, entre las medias de muestras
independientes de tamafio n, y n,, extraidas de estas poblacio-
nes, muestra una distribucion normal con media p, -+ p, y va-
riancia (0% ) + (6,2 /1 ).

Muesireo de poblaciones no normales. Muchas veces un investiga-
dor se enfrerita a uno u otro de los problemas siguientes: la necesidad
de 1) muestrear a partir de poblaciones no distribuidas normalmnente,
o bien, 2) muestrear a partir de poblaciones cuyas formas funcionaies
se desconocen. Una solucién a estos problemas es tomar muestras
grandes, dado que cuando los tamafios de las muestras son grandes, se
aplica el teorema del limite central y la diferencia entre las dos me-
dias de las muestras estd distribuida en forma casi normal, con una
media igual a 4y ~ u, ¥ una variancia de (0, 2/mn,) + (06,2 /n,). Para
¢ncontrar entonces las probabilidades asociadas a valores especificos
de la estadistica, el procedimiento seria el mismo que el dado ante-
riormente, cuando el muestreo se hace a partir de poblaciones con
distribucion normal,

Ejemplo 4.5.2

Supodngase que se ha establecido que, para cierto tipo de cliente,
la duracidon media de una visita domiciliaria realizada por una enfer-
mera es de 45 minutos, con una desviacién estindar de 15 minutos
y, que para un segundoe tipo de cliente, la visita domiciliaria media
es de 30 minutos, con una desviacion estdndar de 20 minutos. Si una
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enfermera visita al azar a 35 clientes del primer tipo y 40 del segundo
grupo, ;cudl es la probabilidad de que la duracion media de la visita
difiera entre los dos grupos por 20 minutos o mas?

Solucion. No s¢ menciona la forma funcional de las dos pobla-
ciones, por lo que se supone que esta caracteristica se desconoce, 0
bien, que las poblaciones no muestran distribucion normal. Dado que
los tamafios de las muestras son grandes (mayores de 30) en ambos
casos, se hace uso de los resultados del teorema del limite central
para responder a la pregunta formulada. Se sabe que la diferencia en-
tre las medias de las muestras tiene una distribucioén casi normal, con
las siguientes media y variancia:

My -y, = g = iy =45 =30 =15

2 2 2
5 a4 05 (1‘3} (20)~
R e =1 28
0%, - 5 " + " 35 + 40 6.4286

El drea bajo la curva de X; — X, que s¢ busca es aquella a la derecha
de 20. El valor correspondiente de z en la distribucién normal uni-
taria es

\
lq‘
tJ
<z
— |
N
[N
o<
N
~
o
7N

\/ }11 27

En la tabla F se encuentra que eldrea ala derechadez =1.23 es
de 1 — .8907 = .1093. Se dice entonces que la probabilidad de que
las visitas al azar de la enfermera conduzcan a una diferencia entre los
dos grupos, tan grande o mayor que 20 minutos, es de .1093. La cur-
va de X; — X, y la curva normal unitaria correspondiente se mues-
tran en la figura 4.5.2.

Ejercicios

4.5.1 Un investigador se siente inclinado a creer que los niveles de
vitamina A en el higado de dos poblaciones de personas mues-
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o? o2
ot 25 4.05
X - X
=1
/.1093
0 1.23 z

Figura 4.5.2 Distribucibn muestral de X; — X, y la distribucién normal unitaria
correspondiente, ejemplo de la visita domiciliaria.

tran, en cada una, una distribuciéon normal. Se supone que las
variancias para las dos poblaciones son las siguientes:

Poblacién 1: ¢,% = 19,600
Poblacién 2: ¢,% = 8100

;Cudl es la probabilidad de que una muestra al azar de tamafio
15 de la primera poblacion y de 10 de la segunda proporcionen
un valor de ¥; — X, mayor que o igual a 50 si no existe dife-
rencia en las medias de las poblaciones?

4.5.2 En un estudio de los gastos anuales por familia para el cuidado

general de la salud, se investigaron dos poblaciones con los re-
sultados siguientes:

Poblacién 1: n, = 40, x; = $346
Poblacién 2: n, = 35, %, = 300

Si se sabe que las variancias de las dos poblaciones son ¢;2 =
2,800 y 0,% = 3,250, ;cudl es la probabilidad de obtener re-

www.FreelLibros.me



160 Algunas disiribuciones muestrales importantes

sultados de las muestras tan extremos como los dados ante-

riormente, si no existe diferencia entre las medias de ambas

poblaciones?

Dadas dos pobiaciones con distribucién normal y con medias

iguales y variancias de 0,2 = 100 y 0,2 = 80, ;cudl es la proba-

bilidad de que muestras de tamafiosn; =25y n, = 16 propor-

cionen un valor de’X, — x, 1ayor que o igual a 87

4.5.4 Dadas dos poblaciones con distribucidén no normal y con me-
dias iguales v variancizs de 0,2 = 240 y 0,% =350, ;cual es
la probabilidad de que muestras de tamafios #, =40y 1, = 35
proporcionen un valor de ¥, — ¥, tan grande como 127

N
th
;‘.-J

4.6 DISTRIBUCION DE LA PROPORCIGN DE LA
MUESTRA

En las secciones anteriores se tratd de las distribuciones muestrales de
estadisticas calculadas a partir de variables medidas. Sin embargo,
s¢ tiene interés con frecuencia en la distribucion muestrai de estadis-
ticas, tales como una proporcidon de le muestra, que es un resultado
de datos de conteos o frecuencias.

Ejemplo 4.6.1

Supéngase que se sabe que en cierta poblacidon de personas, .08
de sus habitantes son daltéonicos. Si se designa la proporcién de la
poblacién por p, puede decirse en este cjemplo que p = .08. Si se se-
feccionan al azar 150 individuos de esta poblacidén, ;cudl es la proba-
bilidad de que ia proporeidn de los que son dalténicos sea tan grande
como .157

Para contestar esta pregunta, se necesita conocer las propiedades
de la distribucién muestral de la proporcidén de la muestra. Se desig-
naré a la proporcion de la muestra mediante el simbolo p.

El lector reconocerd la semejanza que existe entre el presente
giemplo v los presentados en la seccidon 3.3, que trataron de la dis-
tribucién binomial. Ademads, la varjable daltonismo es binomial, dado
que un individuo puede clasificarse en una u otra de dos categorias
mutuamente excluyentes, dalténico y no daltdnico. En la seccidn
3,3, se dio {a misma informacidn y se pidid encontrar el nimero con
la caracteristica de interds, mientras que aqui estd pidiéndose la pro-
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porciébn en la muestra que posee la caracteristica de interés. Con una
tabla lo suficientemente grande de probabilidades binomiales, como
la tabla C, podria determinarse la probabilidad asociada con el nG-
mero correspondiente a la proporcion de interés. Como se verd mds
adelante, esto no serd necesario, ya que se cuenta con otro procedi-
miento que, en general, es méds conveniente cuando los tamafios de
las muestras son grandes.

La distribucién muestral de la proporcidon de una muestra se ob-
tendria experimentalmente en la misma forma que se sugirié en ¢l
caso de la media aritmética y la diferencia entre dos medias. De la po-
blacién, que se supoie es finita, se tomarian todas las muestras posi-
sibles de un determinado tamafio y, para cada muestra, se calcularfa
la proporcion de la muestra, p. Se prepararia entonces una distribu-
cidn de frecuencias de p enumerando los diferentes valores de p junto
con sus frecuencias de ocurrencia. Esta distribucion de frecuencias
(as{ como la distribucidén de frecuencias relativas correspondientes)
constituirian la distribucion muestral de p.

Cuando ¢l tamario de la muestra es grande, la distribucion de las
proporciones de la muesira es aproximadamente normal, en virtud
del teorema del limite central. La media de la distribucion, ug, es
decir, el promedio de todas las proporciones de la muestra posibies,
serd igual a la proporcion real de la poblacion, p, y la variancia de la
distribucion, 052, serd igual a p(1 — p)/n.

fa pregunta que surge ahora es: ;jqué tan grande tiene que ser el
tamafio de la muestra para que sea valido el uso de la aproximacion
normal? Un criterio ampliamente utilizado es que tanto np como
n{l — p) deben ser mayores que 5, y se sujetard a esta regla en este
texto.

Se estd ahora en condiciones de contestar a la pregunta referente
al daltonismo en la muestra de 150 individuos de una poblacién en la
que .08 son dalténicos. Dado que np y n(1 — p} son mayores que 5
(150 X .08 =12y 150 X .92 =138), puede decirse que, en este caso,
5 muestra una distribucion casi normal con una media Mg =p=.08y
05° = p(1 — p)/n = (08)(.92)/150 = .00049. La probabilidad que se
busca ¢s el drea bajo la curva de p que estd a la derecha de .15. Esta
drea es igual al 4rea bajo la curva normal unitaria a la derecha de

p—p 15 — .08 07 _
—= w1 —»/’W* T = 5 == 3] D
V00049 0222
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Se ha llevado a cabo la transformacion hacia la distribuciéon normal
unitaria en la forma habitual: z se encuentra dividiendo la diferen-
cia entre un valor de la estadistica y la media, entre el error estdn-
dar. En la tabla F se encuentra que el drea a la derecha de z = 3.15
es 1 —.9992 = .0008. Puede decirse entonces que la probabilidad de
observar p =2 .15 en una muestra al azar de tamafio # = 150 de una
poblacién en la que p = .08 es de .0008. De hecho, si se extrajera
una muestra asi, la mayoria de Ias personas la considerarfa un even-
to raro.

La aproximacion normal puede mejorarse mediante la correccion
por continuidad, un artificio que hace un ajuste debido a que se estd
aproximando una distribucidn discreta mediante una distribucién con-
tinua. Supodngase que x =np, el nimero en la muestra con la caracte-
ristica de interés cuando la proporcion es p. Para aplicar la correccion
por continuidad, se calcula

X2
S p
n
I, = ——==, Dara x> np (4.6.1)
N\ pgin
0
x—.5
)
1
o= -—, parax <ap (4.6.2)

N pyin

donde ¢ = 1 — p. La correccidn por continuidad no produce una
gran diferencia cuando n es grande. En el ejemplo anterior, np =
150(.15)=225y

225-5
s %8
00049

y P(p = .15)=1— .9987 = 0013, un resultado no muy distinto del
obtenido sin la correccion por continuidad.

Ejemplo 4.6.2

Supdngase que se¢ sabe que en cierta poblacidén de mujeres, el 90
por ciento de las que entran a su tercer trimestre de embarazo ha
tenido algiin cuidado prenatal. Si se extrae una muestra al azar de ta-
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mafio 200 de esta poblacidn, ;cudl es la probabilidad de que la pro-
porcién de la muestra que haya tenido algiin cuidado prenatal sea
mayor que .857

Solucién. Puede suponerse que la distribucién muestral de p
muestra una distribucion casi normal con pz = 90 y 052 = (1).9)Y
200 = .00045. Se calcula

_ 890 -0
J00045 0212

i

—236

El drea a la izquierda de — 2.36 bajo la curva normal unitaria es de
.0091. Por lo tanto, P(h < .85)=P(z <— 2.36) = .0091.

Ejercicios

4.6.1 Si, en una poblacion de adultos, .15 estdn sometidos a algiin
tipo de dieta, ;cudl es la probabilidad de que una muestra al
azar de tamafio 100 dé una proporcion de aquellos que se en-
cuentran a dieta:

a) Mayor que o igual a .20?
b) Entre .10y .207
) No mayorde .12?

4.6.2 En cierta ciudad se observa que el 20 por ciento de las familias
tienen por lo menos un miembro que sufre de algin malestar
debido a la contaminacidén atmosférica. Una muestra al azar de
150 familias dio p = .27. Si el valor del 20 por ciento es correc-
to, ;cudl es la probabilidad de obtener una proporcion de la
muestra asi o mayor?

4.6.3 En una muestra al azar de 75 adultos, 35 dijeron que conside-
ren que el cdncer mamario es curable. Si, en la poblacién de la
cual se extrajo la muestra, la proporcién real de quienes pien-
san que dicho tipo de cdncer puede ser curadc es de .55, ;cudl
es la probabilidad de obtener una proporcidn de la muestra tan
pequefia o meror gue la obtenida en esta muestra?

4.6.4 Se sabe que el medicamento estdndar utilizade para tratar una
cierta enfermedad ha resultado ser eficaz en un lapso de tres
dias en el 75 por ciento de los casos en los que se utilizd, Al
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evaluar la eficacia de un nuevo medicamento para tratar la mis-
ma enfermedad, se le dio a 150 personas que la padecian. Al
término de los tres dias, se habfan recuperado 97 personas.
Si el nuevo medicamento es tan eficaz como el estdndar, ;cudl
es la probabilidad de observar esta pequefia propoercién de re-
cuperacion?

4. 6.5 Dada una potlacién en la que p = .6 v una muestra alcatoria
de esta poblacidon de tamafio 100, encuentre

4.7 DISTRIBUCION DE LA DIFERENCIA ENTRE LAS
PROPORCIONES DE DOS MUESTRAS . —

Con frecuencia, se tienen las pmpor( iones de dos poblaciones en las
cua]m se tiene inter s¢ desea averiguar la probabilidad asociada a

a diferencia en ias pr opormoncs calculadas a partir de muestras ex-
traldas de cada una de diches poblaciones. La distribucion muestral
pertinente es la disrribucion de la diferencis entre las proporciones
de dos muestras. Las caracteristicas de esta distribucidn muestral pue-
den resumirse come sipue:

Si se extraen muestras aleatorias independientes de tamaiios 1, v
n, de dos poblaciones de variables binomiales donde las propor-
ciones de las observaciones con la caracteristica de interés en lus
dos pcblaciones son, respectivemente, p, v p.. la distribucion de
la diferencia entre las proporciones de las muesires, Py — P,, €s
casi normal con media

g, vy, = Py —
¥ variancia
Pl —pad pall = pa

+
1, Hy

cuardo ny y 1, son grandes.

Con el {in de elaborar fisicamente !a distribucién de muecsireo de
la diferencia entre las proporciones de dos muestras, se procederia
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en la forma descrita en la seccién 4.5 para obtener la distribucion
muestral de la diferencia entre dos medias.

Dadas dos poblaciones suficientemente pequefias, se podrian
extraer de la poblacién 1, todas las muestras aleatorias posibles dz
tamafo n; vy calcular, a partir de cada conjunto de datos de la mues-
tra, la proporcitn de la muestra, p,. De la poblacién 2, se podrian
extraer independientemente todas las muestras aleatorias posibles
de tamafio n, vy calcular, para cada conjunto de datos de la muestra,
la proporcion de la muestra, p,. Se calcularian las diferencias entre
todos los pares posibles de proporciones de las muestras, donde un
miembro de cada par tenia un valor de p, y el otro un valor de p,.
La distribucién muestral de la diferencia entre las proporciones de las
muestras consistiria entonces de todas las diferencias existentes acom-
pafiadas de sus frecuencias (o frecuencias relativas) de ocurrencia. Para
poblacionies grandes, finitas o infinitas, podria aproximarse la distri-
bucién muestral de la diferencia entre las proporciones de las mues-
tras tomando un gran numero de muestras aleatorias independientes
vy procediendo en la forma anteriormente descrita.

Ejemplo 4.7.1

Supdngase que la proporcién de personas que consumen, mode-
rada o intensamente, drogas ilegales de una poblacién, grupo 1, es de
.50, mientras que en otra poblacién, grupo 2, la proporcion es de .33.
;Cudl es la probabilidad de que muestras de tamafio 100, extraidas
de cada una de las poblaciones, tengan un valor de p, — p, tan grande
como .307

Se supone que la distribucion muestral de ;, — p, es casi nor-
mal con media

lg, -5, =50 — 33 = .17
v variancia
(33)67)  (5).5)

100 100
.004711

N
b
!
st
I

Bl drea que corresponde a la probabilidad que se busca es el 4rea bajo
la curva de p; — P, a la derecha de .30. Pasando a la distribucién
normal unitaria se tiene que
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- (Py — Do) — (py — p2) — _-7730 - ~11 —1.89
J&i@iﬁ?@z}}—?ﬁ v-004711

ny n,

Al consultar la tabla F, se encuentra que el drea bajo la curva normal
unitaria que estd a la derecha de z = 1.89 es de 1 — 9706 = .0294.
Entonces, la probabilidad de observar una diferencia tan grande como
.30 es .0294.

Ejemplo 4.7.2

Se sabe que en cierta poblacién de adolescentes, el 10 por cien-
to de los muchachos son obesos. Si la misma proporcién de mucha-
chas de dicha poblacién son obesas, ;jcudl es la probabilidad de que
una muestra al azar de 250 muchachos y 200 muchachas dé un valor
de py —p, = .06?

Se supone que la distribucién muestral de p, — p, es casi normal.
Si la proporcién de individuos obesos es la misma en los dos grupos,
la media de la distribucién serd O y la variancia

2 _ Pl =py) pal —py) CINI 1(.9)
”’""“ﬁz—ﬁ'nT“% n';"" T 250 + w)o

= 00081

El drea de interés bajo la curvade p;, — p, esla que se encuentraa la
derecha de .06. El valor correspondiente de z es:

Si se consulta la tabla F, se encuentra que el drea a la derecha de
z=21lesde 1 —.9826=.0174.

Ejercicios

4 7.1 En cierta poblaciéon de nifios con retraso mental, se sabe que la
proporcién de los que son hiperactivos es de .40. Se extrajo
una muestra al azar de tamafio 120 de esta poblacién y otra de
tamafio 100 de otra poblacidén de nifios con el mismo proble-
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ma. Si la proporcidn de nifios hiperactivos es la misma en am-
bas poblaciones, ;cudl es la probabilidad de que la muestra
proporcione una diferencia de p; — p, de .16 o mas?

4.7.2 Se tienen bases para suponer que en cierta zona de una gran
ciudad, el 40 por ciento de las casas estdn en malas condicio-
nes. Una muestra al azar de 75 casas de esta seccidén y 90 casas
de otra seccién diercn una diferencia de p; — p, de .09. Si no
existe diferencia entre las dos zonas en la proporcion de casas
en mal estado, ;cudl es la probabilidad de observar una dife-
rencia como ésta o mayor?

4.8 RESUMEN

Este capitulo trata del muestreo y de las distribuciones muestrales.
Se define el muestreo aleatorio simple, el tipo de muestreo bdsico
para la inferencia estadistica, y se explica un procedimiento para ob-
tener este tipo de muestra. Se introduce el concepto de distribucién
muestral y se estudian las siguientes distribuciones muestrales impor-
tantes:

1. La distribucion de la media de una sola muestra.

2. La distribucidn de la diferencia entre las medias de dos muestras.

3. La distribucion de la proporcion de una muestra.

4. La distribuciéon de la diferencia entre las proporciones de dos
muestras.

Se recalca la importancia de estos aspectos y se insiste en que el
lector se asegure de que los ha comprendido antes de que continle

con el siguiente capitulo.

Preguntas y ejercicios de repaso

1. ;Cudles son los dos tipos de muestreo? -
2. ;Por qué no se estudia en este texto el muestreo no probabilistico?
3. Defina o explique los siguientes términos:

a) Muestra probabilistica.

b} Muestra aleateria simple.
¢) Muestreo con reemplazo.
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9.

10.

11.

13.

14,

15.

Algunas distribuciones muestrules importantes

d) Muestreo sin reemplazo.
e) Distribucidon muestral.

. Explique ¢6mo puede conformarse una distribucién muesirai a

partir de una poblacidn finita.

. Describa la distribucién muestral de la media de una nmuestra

cuando e! muestreo se hace con reemplazo a partir de una pobla-
cién con distribucion normal.

. Explique el teorema del 1imite central.
. (En qué forma difiere la distribucidn muestral de la media de

la muestra, cuando el muesfreo es sin reemplazo. de la distribu-
cién muestral obtenida cuando el muestreo es con reemplazo?

. Describa la distribucidén muestral de la diferencia entre las me-

dias de dos muastras.

Describa la distribucion muestral de la proporcién de la muestra
cuando se extraen muestras grandes.

Describa la distribucién muestral de la diferencia entre las medias
de dos muestras cuando se extraen muestras grandes.

Explique el procedimienio que seguiria para obtener la distribu-
cidon muestral de la diferencia entre 1as proporciones d= las muestras
basada en muestras grandes obtenidas de una poblacion finita.

. Supdngase que se sabe que el tiempo de respuesta a un estimuio

particular en individuos sanos es una variable aleatoria con distri-
bucion normal, con una media de 15 segundos y una variancia de
16. ;Cudl es la probabilidad de que una muestra al azar de 16
individuos tenga un tiempo medio de respuesta de 12 segundos
0 mds?

Cierta empresa tiene 2,000 empleados. Durante un afio reciente,
el monto medio por empleado debido a costos médicos persona-
les fue de $31.50, y la desviacion estdndar de $6.00. ;Cudlces la
probabilidad de que una muestra aleatoria simple de 36 empl=a-
dos proporcione una media entre $30 v $33?

Supdngase que se sabe que en cierta poblacion de adictos a las
drogas la duracion media de abuso es de 5 afios v la desviacion
estindar de 3 afios. Cudl es la probabilidad de qud una muesira
al azar de 3¢ individucs de dicha poblacion proporcione una du-
racién media de abuso entre 4 y 6 atios?

Supdngase que el consumo medio diario de proteinas para clerta
poblacidén es de 125 g, v que para otra poblacion fa media s de
100 g. Si los valores diarios de consumo de proteinss en ambas
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16.

17.

20.

poblaciones presentan una distribucién normal con una desviacion
estindar de 15 g, jcudl es la probabilidad de que muestras al azar
e independientes de tamafio 25 de cada poblacién proporcionen
una diferencia entre las medias de las muestras de 12 o menos?
Supodngase que dos medicamentos, que se supone sirven para re-
ducir el tiempo de respuesta a cierto estirnulo, estdn siendo estu-
diados por cierto laboratorio. El investigador estd inclinado a
creer que los tiempos de respuesta, después de la administracion
de los dos medicamentos, presentan una distribucién normal con
iguales variancias de .60. Como parte de la evaluacion de amhbos
medicamentos, el A va a administrarse a 15 personas y el medi-
camento B a 12 personas. Al investigador le gustaria saber enfre
qué valores estarfa el 95 por ciento central de todas las diferen-
cias entre las medias de las muestras si dichos medicamentos son
igualmente eficaces y si el experimento se repitiera un gran nitme-
ro de veces utilizando estos tamafios de las muestras.

Supdbngase que se sabe que la concentracion de albimina en ¢l
suero en cierta poblacién de individuos presenta una distribucidn

normal con una media de 4.2 g/100 ml y una desviacién estandar

de .5. Una muestra al azar de nueve de esos individuos sometidos
a una dosis diaria de cierto esteroide oral produio una concentra-
cion media de alblmina en el suero de 3.8 /100 ml. En base a
estos resultados, ;jes probable que el esteroide oral disminuya la
concentracion de albtmina en el suero?

. Un estudio llevado a cabo en una gran drea metropolitana reveld

que, entre los estudiantes de segunda ensefianza, el 35 por ciento
de ellos habia fumado, en una u otra ocasién, mariguana. Si, de
una muestra al azar de 150 de esos estudiantes, s6lo 40 admitie-
ron haber fumado alguna vez la mariguana, jqué concluirfa usted?

. El sesenta por ciento de los empleados de una gran empresa faita-

ron a su trabajo debido a enfermedad tres o mds dias el Gltimo
afio. Si se extrae una muestra aleatoria simple de 150 de dichos
empleados, ;cudl es la probabilidad de que la proporcion en la
muestra de los que faltaron a su trabajo tres o mds dias debido
a enfermedad esté enfre 50y .65?

Una trabajadora social especializada en problemas psiquidtricos
piensa que tanto en la comunidad A como en la comunidad B la
proporcion de adolescentes gue sufren de algin problema mental
o emocional es de .20. Fn una muestra de 150 adolescentes de la
comunidad A, 15 de ellos tuvieron algunos de estos problemas.
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mientras que en una muestra de 100 de la comunidad B, el niimero
fue de 16. Silo que piensa la trabajadora social es acertado, ;cudl
es la probabilidad de tener una diferencia tan grande como la ob-
servada entre estas dos muestras?

21. Se supone que dos medicamentos, Ay B, son igualmente eficaces
para disminuir el nivel de ansiedad en cierto tipo de persona alte-
rada emocionalmente. Se supone que la proporcién de personas
en las que los medicamentos son eficaces e¢s de .80. A una mues-
tra aleatoria de 100 personas alteradas emocionalmente se les dio
el medicamento A y 85 de ellos experimentaron una disminucién
en su nivel de ansiedad. El medicamento B fue efectivo en 105 de
una muestra aleatoria independiente de 150 individuos con tras-
tornos emocionales. Si ambos medicamentos son, en realidad,
igualmente eficaces como se pensd, ;jcudl es la probabilidad de
obtener una diferencia en las proporciones de las muestras tan
grande que o mas grande que la observada?
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Estimacion

51 INTRODUCCION ____

Ahora se estudiard la estimacion, la primera de las dos dreas generales
de la inferencia estadistica. La segunda drea general, la prueba de hipé-
tesis, se estudia en el siguiente capitulo.

En el capitulo 1 se definié la inferencia estadistica como el proce-
dimiento por medio del cual se Ilega a decisiones acerca de un gran vo-
lumen de datos examinando s6lo una pequefia porcion de ellos. Mis
especificamente, el gran volumen de datos, v la pequeila porcidon de
ellos, a los que se hace referencia en dicha definicidén son una poblacién
y una muestra extraida de ella, respectivamente. Esto conduce al si-
guiente enunciado de definicion de la inferencia estad istica.

Definicion

La inferencia estadistica es el procedimiento por medio del cual se
llega a inferencias acerca de una poblacion con base en los resulta-
dos obtenidos de una muestra extraida de esa poblacion.

El proceso de estimacion implica calcular, a partir de los datos de una
muestra, alguna estadistica que se ofrece como una aproximacién del
pardmetro correspondiente de la poblacidén de la cual se extrajo la
muestra.

La explicacion de las razones en que se funda la estimacion en el
campo de ias ciencias de la salud se apoya en la suposicién de que quie-
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nes trabajan en este campo, tienen interés en los pardimetros de varias
potlaciones, Si este es el caso, existen dos buenas razones por las que
se debe confiar en los procedimientos de estimacion para obtener infor-
macion respecto a dichos pardmetros. Primere, muchas poblaciones de
interds, aunque finitas, son tan grandes que no se podria Hevar a cabo
un estudio del 100 por cientodesde ¢ punto de vista delcosto. Segundo,
1o s posibie estudiar por completo las poblaciones gue son infinitas,

Supdngase que el administrador de un}uwmtaiumnd\ esta interesa-
do en saber la edad promedio de los pacientes que fueron admifidos a
su hospital durante un determinado m . Es posible que considere de-
masiado laborioso consultar todoes los registros de todos los pacientes
admitidos durante ese afio y, como consecuencia. decide examinaruna
muestra de los registros a partir de Yos cuales pueda calcular una estima-
cion de la edad promedic de los pacientes admitidos ese afic.

Un médico general puede estar interesado en saber qué proporcidn
ds cierto tipo de individuos, fratados con un determinado medicamen-
o, sufre efectos secundarios indeseables. Sin duda, su concepto de po-
blacidn consta de todas aquellas personas que alguna ver han sido, o
serdn {ratadas, con este medicamento, Aplazar una conciusidn hasta
que haya observado la poblacion completa podria fener un efecto ad-
verso en el ejercicio de su profesion

Fstos dos ejemplos impulsaron clerto interés en estimar la medida
y la proporcion de una poblaciton, respectivamente. Ciros parametros,
la estimacidn de los cuales se estudizrd en este capitulo son la diferen-
cia entre dos mediua. ta diferencia entre dos proporciones, ia variancia
de la poblacion v la razén de dos variancias.

Se encontrard gue, para cada uno de estos parimetros, pueden
calcularse dos tipos de estimacidn: una estimacidn punival y una es-
timaci(m por intervalos. Una estimacion puntual ¢s un solo voalor nu-

Srico utilizado para estimar el pardmetro correspondienie do a
pobmuon. Una estimacion por interyvalos consta de dos valores nu-
méricos que definen un intervalo que, con un grado especificado «e
confianza, se considera incluye al parametro gue se estd estimnando. ©s-
tos conceplos se explicaran en las siguientes secciones.

Notese que se ha dado el nombre de eséimacion & un solo velor
caleulado. La regla que dice cHmo caleular este valor, o estimacién, se
cONoNce Como esz’imador Losestimadores en general se presentan comio
iormulas. Por gjemplo
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es un estimador de la media de la poblacion, u. El valor numérico tnico
que resulta de evaluar esta férmula se conoce como estimacion del para-
metro, .
En muchos casos, puede estimarse un parametro por medio de mds
e un estimador. Por ejemplo, podria utilizarse la mediana de la mues-
tra para estimar la media de la poblacién. (Como decidir entonces qué
estimador debe utilizarse para estimar un determinado pardmetro? La
decision se basa en criterios que reflejan la “bondad” de los estimadores
particulares. Cuando se miden contra estos criterios, algunos estima-
dores son mejores que otros. Uno de estos criterios es la propiedad de
ser insesgudo.

Se dice que un estimador, por decir 7, del pardmetro 6 es un es-
timador insesgado de 8 si E(T) = 0.L(T) se lee “‘el valor esperado
de T”. Para una poblacion finita, F{7") s¢ obtiene tomando e! valor
promadio de T calculado a partir de todas las muestras posibles de un
determinado tamafio que puedan extraerse de la poblacion. Es decir,
LAY = pyp. Para una poblacion infinita, £/(7) se define en términos
del cdlculo matemadtico.

En el capitulo anterior se ha visto que Iz media de la muestia, la
proporcion de la muestra, la diferencia entre las medias de dos mues-
tras y ia diferencia entre las proporciones de dos muestras son cada
una estimadores insesgados de sus pardmetros correspondientes. Esta
propiedad estaba imiplicita cuando se dijo que los pardmetros eran las
medias de las distribuciones de muestreo correspondientes. Por ejeim-
plo, dado que !a media de la distribucidén de muesireo de ¥ es igual a
K, se sabe que ¥ es un estimador insesgado de p. En este libro no se
estudiardn los ofros criterios de buenos estimadores. El lector intere-
sado encentrard que los estudian con todo detalle Freund y Walpole!
y Mcod, Graybill y Boes? entre otros. Un estudio matemdtico mucho
menaos riguroso puede encontrarse en Yamane.?

Poblaciones muestreadas y poblaciones blancs. El investigador en
el drea de salud, quien utiliza los procedimienios de inferencia es-
tadistica, debe estar al tanto de las diferencias entre dos tipos de po-
blacion: la poblacién muestreada y lapaoblucion objetivo. La poblacidn
muestreada es la poblacidn de la cual en realidad se extrae una mues
tra. La poblacién objetivo es 1a poblacidn de la cual se desea hacer uin:
inferencia. Estas dos poblaciones pueden ser o no la misma. Los vi-o-
cedimnientos de inferencia estadistica permiten hacer inferencias acurca
de las poblaciones muestreadas (siempre que se hayan utilizado méio-
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dos de muestreo apropiados). S6lo cuando la poblacion objetivo y la
poblacién muestreada son la misma. pueden utilizarse procedimientos
de inferencia estadistica para legar a conclusiones acerca de la pobla-
cidn objetivo. En caso de que ambas poblaciones sean distintas, el
investigador puede llegar a conclusiones acerca de la poblacidn objetivo
s6lo en base a consideraciones no estadisticas.

Supdngase, por ejemplo, que un investigador desea estimar la efec-
tividad de un método para tratar la artritis reumatoide. La poblacién
objetivo consta de todos los pacientes que sufren esta enfermedad. No
es prdctico extraer una muesira de esta poblacion. Sin embargo, el
investigador puede extraer una muestra de todos los pacientes con
artritis reumatoide de alguna clinica especifica. Estos pacientes consti-
tuyen la poblacidon muestreada vy, si se utilizan métodos de muestreo
apropiados, pueden hacerse inferencias sobre esta poblacidn mues-
treada en base a la informacién de la muestra. Si el investigador desea
hacer inferencias acerca de todos los pacientes con artritis reumatoide,
debe confiar en los medios no estadisticos para hacerlo. Quizd el inves-
tigador sepa que la poblacion muestreada es similar, respecto a todas
las caracteristicas importantes, a la poblacién objetivo. Es decir, es po-
sible que el investigador sepa que la edad, sexo, severidad de la enfer-
medad, duracién de desarrollo de ésta, ¢tc., son similares. Y con base
en este conocimiento, elinvestigador puede ya extrapolar sus descubri-
mientos a la poblacion objetivo.

En muchos casos, la poblaciéon muestreada y la poblacidn objetivo
son idénticas y, cuando esfo ocurre, las inferencias en torno a la pobla-
cién objetivo son directas. Sin embargo, el investigador debe estar
consciente de que este no siempre es el caso, a fin de que no caiga en
el error de hacer inferencias erroneas acerca de una poblacion que di-
fiere de la que ha sido muestreada.

Muestras aleatorias y no aleatorias. En los ejemplos y gjercicios
de este libro, se supone que los datos que van a analizarse provienen de
muestras aleatorias. La estricta validez de los procedimientos estadfs-
ticos estudiados depende de esta suposicion. En muchos casos, en las
aplicaciones del mundo real, es imposible o no resulta practico utilizar
muestras verdaderamente aleatorias. En experimentos con animales,
por ejemplo, los investigadores suelen utilizar los animales con que
cuentan ¢ su propia raza de crianza. Si los investigadores tuvieran
que depender de material seleccionado al azar. se lievaria a cabo muy
poca investigacion de este tipo. Una vez mads, las consideraciones no
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estadisticas juegan un papel en el proceso de generalizacidon. Los in-
vestigadores pueden afirmar que las muestras realmente utilizadas
equivalen a muestras aleatorias simples, dado que no hay razén para
pensar que el material verdaderamente utilizado no es representativo
de la poblacion de la cual se desean hacer inferencias.

En muchos proyectos de investigacién en el drea de Ia salud, se
ufilizan muestras de conveniencia y no muestras aleatorias. Puede ser
que los investigadores tengan que confiar en el personal voluntario o
en personas disponibles, como los estudiantes de su clase. Una vez
mads, deben hacerse generalizaciones con base en consideraciones no
estadisticas. Sin embargo, las consecuencias de dichas generalizacio-
nes pueden ser {tiles o pueden ir desde erréneas hasta desastrosas.

En algunos casos puede introducirse aleatoriedad en un experi-
mento aun cuando los individuos disponibles no sean seleccionados al
azar de alguna poblacién bien definida. Al comparar dos tratamien-
tos, por ejemplo, a cada individuo puede asigndrsele al azar uno uotro
de los tratamientos. Las inferencias en tales casos se aplican a los tra-
tamientos v no a los individuos: en consecuencia, dichas inferencias
son validas.

5.2 INTERVALO DE CONFIANZA PARA LA MEDIA DE
UNA POBLACION

Supodngase que un investigador desea estimar la media de alguna pobla-
cion con distribucién normal. Extrae una muestra al azar de tamaifo
n de la poblacién y calcula X, que utiliza como una estimacién pun-
tual de ;2. Aunque esta estimacion de u posee todas la cualidades de
un bueun estimador, se sabe que, debido a los caprichos del muestreo,
no puede esperarse (ue X sea igual a u.

Por lo tanto, seria mucho mads significativo estimar ¢ mediante un
intervalo que de alguna forma muestre la magnitud probable de u.

Para obtener dicha estimacion de intervalo, debe aprovecharse lo
que se sabe acerca de las distribuciones de muestreo. En el presente
caso, dadc que se tiene interés en la media de la muestra como esti-
mador de fa media de una poblacién, debe recordarse lo que se sabe
acerca de la distribucion muestral de la media de la muestra.

En el capitulo anterior se aprendid que si el muestreo se realiza
a partir de una poblaciéon con distribucidon normal, la distribucién
muestral de la media de la muestra presentard una distribucién normal
con una media g5 igual a la media de la poblacién, ¢, y una variancia
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03? igual a ¢?/n. Podria graficarse la distribucion muestral si solo se
supiera donde se localiza sobre el eje X. Con base en el conocimiento
que se tiene sobre las distribuciones normales, en general, se sabe aun
mas de la distribucion de ¥ de este caso. Por ejemplo, se sabe quc sin
importar dénde se localiza, aproximedamente el 95 por ciento de los
valores posibles de X que constituyen la distribucién estdn dentro de
dos desviaciones estandar respecto de la media Los dos puntos que es-
t4n a dos desviaciones estdndar de la media son g — 20y y u+ 204, de
modo que el intervaio ¥ -+ 2oy contendrd aproximadamente el 95
por ciento de los valores posibles de ¥ . Se sabe que u y, por lo tanto,
uz se desconocen, pero puede colocarse arbitrariamente la distribu-
cién muestral de ¥ sobre el gje X.

Dado que se desconoce el valor de p, no se logra mucho por medio
de la expresion u + 20 . Sin embargo, se¢ tiene una estimacion pun-
tual de p que es X. ;Resultarfa Gtil construir un intervalo en torno a
asta estimacion puntual de w7, La respuesta es si. SupOngase que se
construyeran intervalos en tomo a cualquier valor posible de X calcu-
lados a partir de todas las muestras posibles de tamaifio # de la pobla-
cién de interés. Se tendria vn gran ntinero de intervalos de la forma
¥ + 205 con amplitudes todas iguales ala amplitud del intervalo en

{(t — a) = .95
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Figura 5.2.1 Intervalo de confianza del 95 por viento para .
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torno a la u desconocida. Aproximadamente el 95 por ciento de estos
intervalos tendrian centros que caen dentro del intervalo + 205 en
torno a p. Cada uno de los intervalos cuyos centros caen dentro de
20y de p contendrian a u. Estos conceptos se ilustran en la figura
5.2.1. En la figura 5.2.1 se observa que X,,X 3 ¥ X4 caen dentro del in-
tervalo 205 en torno a i y, en consecuencia, los intervalos 20y alre-
dedor de estas medias de las muestras incluyen ¢l valor de u. Las
medias de las muestras X, y X5 no caen dentro del intervalo 20; en

torno a 1, y los intervalos 205 en torno a ellas no incluyen a p.

Ejemplo 5.2.1

Supongase que un investigador, interesado en obtener una estimacion
del nivel promedio de alguna enzima en cierta poblaciéon humana, toma
una muestra de 10 individuos, determina el nivel de la enzima en ca-
da uno y calcula la media muestral ¥ = 22. Supéngase que se sabe
ademads que la variable de interés presenta una distribucion aproxima-
damente normal con una variancia de 45. Un intervalo de confianza
de aproximadamente el 95 por ciento para u estd dado por

.

i
“N 1
+2(2.12)

17.76,26.24

[

i+ H—
POt

35

X 4
24
22

Examinese la composicidén de esta estimacion de intervalo. Contiene
en su centro laestimacion puntual de p. Se reconoce al 2 como un valor
de la distribucién normal unitaria que dice dentro de cudntos erro-
res estdndar estdn aproximadamente el 95 por ciento de los valores
posibles de ¥. Este valor de z se conoce como coeficiente de confia-
bilidad. ¥l altimo componente, Oz > es el error estandar, o desviacién
estdndar, de la distribucién de muestreo de X. En general, entonces,
una estimacion de intervalo puede expresarse como sigue:

estimador + (coeficiente de confiabilidad) X (error estandar) (5.2.1)

En particular, cuando el muestreo se realiza a partir de una distri-
bucidon normal con variancia conocida, una estimacion por intervalos
para s puede expresarse COomo

X % S -y2,00 (5.2.2
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;. Como se interpreta el intervalo dado por 5.2.27. En el presente ejem-
plo, donde el coeficiente de confiabilidad es igual a 2, se dice que, al
repetir el muestreo aproximadamente el 95 por ciento de los intervalos
construidos mediante 5.2.2 incluirdn la media de la poblacion. Esta
interpretacion se basa en la probabilidad de ocurrencia de diferentes
valores de X. Puede generalizarse esta interpretacién si se designa el
drea total bajo la curva de X, que queda fuera aet intervalo u + 203
como « y el drea dentro del intervalo como 1 — a v puede darse la si-
guiente interpretacion probabilistica de 5.2.2.

En el muestreo repetido, a partir de una poblacién con distribu-
cion normal, el 100 (1 — «) por ciento de todos los intervalos de
la forngz X + 2y o205 incluirdn, a la larga, la media de la
poblacion, p.

La cantidad 1 — «, en este caso .95, se conoce como coeficiente de
confianza y el intervalo X + Z(y . o/2)0x S€ conoce como intervalo
de confianza para y. Cuando (1 — «)=.95, el intervalo recibe el nom-
bre de intervalo de confianza del 95 por ciento para u. En el presente
ejemplo, se dice que se tiene el 95 por ciento de confianza de que la
media de la poblacion esté entre 17.76 y 26.24. Esto se conoce como
la interpretacion prdctica de 5.2.2. En general, puede expresarse
como sigue.

Se tiene el 100(1 — o) por ciento de confianza de que el intervalo

unico calculado, X + 7, wj2)05, contenga la media de la po-
blacion, u.

En el ¢jemplo dado aqui podria preferirse, en lugar de 2, el valor
mads exacto de z, 1.96, que corresponde a un coeficiente de confianza
de .95. El investigador puede utilizar cualquier coeficiente de confian-
za que desee, y los valores que se utilizan con mas frecuencia son .90,
95y .99.

Ejemplo 5.2.2
Urn fisioterapeuta desea estimar, con el 99 por ciento de confianza, la
media de fuerza mdxima de un musculo particular en cierto grupo de

individuos. Se inclina a suponer que los valores de dicha fuerza mues-
tran una distribucién aproximadamente normal con una variancia de
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144. Una muestra de 15 individuos, quienes participaron en el expe-
rimento, proporcionaron una media de 84.3. En la tabla F, el valor
de z que corresponde a un coeficiente de confianza de .99 es de 2.58.
Este es el coeficiente de confiabilidad. El error estandar es de

o, = 12A/T5=3.10
= i

El intervalo de confianza del 99"por ciento para g es entonces,

84.3 + 2.58(3.10)
843 + 8.0
76.3,92.3

Se dice que se tiene el 99 por ciento de confianza de que la media de
la poblacidn esté entre 76.3 y 92.3 ya que, al repetir el muestreo, el
99 por ciento de todos los intervalos que podrian construirse en la for-
ma que acaba de describirse incluirian a la media de la poblacién.

Muestreo a partir de poblaciones no normales. No siempre serd
posible o prudente suponer que la poblacion de interés muestra una
distribucién normal. Gracias al teorema del limite central, esto no
serd un problema si puede seleccionarse una muestra lo suficiente-
mente grande. Se ha aprendido que, para muestras grandes, la distri-
bucién muestral de ¥ presenta una distribucion aproximadamente
normal sin importar cémo estd distribuida la poblacién original.

Ejemplo 5.2.3

En un estudio del flujo de pacientes a través de las oficinas de médi-
cos generales, se encontrd que, en promedio, una muestra de 35 pacien-
tes llegaban 17.2 minutos tarde a las citas. Una investigacién previa
habia demostrado que la desviacion estdndar era de 8 minutos apro-
ximadamente. Se tuvo la sensacién que la distribucion de la poblacién
no era normal. ;Cudl es elintervalo de confianza del 90 por ciento para
u, la cantidad de tiempo promedio verdadera de liegada tarde a las
citas?.

Dado que el tamafio de la muestra es bastante grande (mayor de
30) y se conoce la desviacion estandar de la poblacion, la situacidn se
aproxima al teorema del limite central y se supone que la distribucion
muestral de X presenta una distribucién aproximadamente normal.
Utilizando la tabla F, se encuentra que el coeficiente de confiabilidad,
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que corresponde a un coeficiente de confianza de .90, se aproxima a
1.645 si se interpola. Ll error estdndar es de oy = 8&/35 = .35, de
modo que el intervalo de confianza del 90 por ciento para u es

I+

17.2 £ 1.645(1.35)
17222
150,194

Ejercicios

5.2.1 En un experimento disefiado para estimar ¢l niimero promedio
de latidos por minuto del corazédn para cierta poblacidn, en las
condiciones del experimento, s¢ encontré que el nimero pro-
medio de latidos por minuto para 49 personas era de 90. Si
resulta I6gico supouner que esos 49 pacientes constituyen una
muestra aleatoria y gue ia poblacién estd distribuida normalmen-
te, con una desviacién estandar de 19, encuentre:

a) Elintervalo de confianza del 90 por ciento para u.
by Elintervalo de confianza del 95 por ciento para u.
¢) Elintervalo de confianza del 99 por ciento para u.

3.2.2 Se encontrd que el nivel indirecto medio de bilizrubinas en el
suero de 16 ninos de cuatro dias de nacidos erade 5.98 mg/100
cc. Suponiendo que los niveles de bilirrubinas en los nifios de
cuatro dias de nacidos presentan una distribucion aproximada-
mente normal con una desviacion estdndar de 3.5 mg/100 cc..
encuentre:

a) Elintervalo de confianza del 90 por ciento para u.
b) Elintervalo de confianza del 95 por ciento para u.
¢) Elintervalo de confianza del 99 por ciento para u .

En un estudio de la duracion de hospitalizacién realizado
por varios hospitales en cooperacién, se extrajo al azar una
muestra de 64 pacicntes con tlcera péptica de una lista de
todos los pacientes con esta enfermedad admitidos alguna vez
en los hospitales y se determind, para cada uno, su duraciéon de
hospitalizacion poradmision. Se encontré que la duracion media
de hospitalizacion fue de 8.25 dias. Si se sabe que la desviacidén
estdndar de la poblacidén es de 3 dias, encuentre:

(4]
to
W
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a) Elintervalo de confianza del 90 por ciento para u.
p) Elintervalo de confianza del 95 por ciento para u.
¢) Elintervalo de confianza del 99 por ciento para u.

5.2.4 Una muestra de 100 hombres adultos aparentemente normales,
de 25 afios de edad, mostrd una presion sistélica sanguinea me-
dia de 125. Si se tiene la sensacion de que la desviacion estdndar
de la poblacidén es de 15, encuentre:

a) Flintervalo de confianza del 90 por ciento para u.
b) Elintervalo de confianza del 95 por ciento para u.

5.3 INTERVALO DE CONFIANZA PARA LA
DIFERENCIA ENTRE LAS MEDIAS DE
DOS POBLACIONES

A veces surgen casos en los que se tiene interés en estimar la diferencia
entre la media de dos poblaciones. A partir de cada poblacién se ex-
trae una muestra aleatoria independiente y, de los datos de cada una,
se calculan las medias de las muestras ¥, y X,, respectivamente. En
el capitulo anterior se aprendion que el estimador X, — X, propor-
ciona una estimacién insesgada de u, — w,, la diferencia entre las
medias de las poblaciones. De lo expuesto en el capitulo 4, se sabe
también que, dependiendo de las condiciones, la distribucién muestral
de X; — X, puede presentar al menos una distribucidon aproximada-
mente normal, de modo que en muchos casos se utiliza la teoria per-
tinente a las distribuciones normales para calcular un intervalo de
confianza para u; — M, . llGstrese ahora primero para el caso donde el
muestreo se realiza a partir de una distribuciéon normal y luego para
el caso donde no puede hacerse la suposicién de poblaciones con dis-
tribucion normal.

Ejemplo 5.3.1

En un hospital grande para ¢l tratamiento de retrasados mentales,
una muestra de 12 individuos con sindrome de Down proporciond una
concentraciéon media de dcido drico en suero de ¥; =4.5 mg/100 ml.
En un hospital general, se encontrd que una muestra de 15 individuos
normales de la misma edad y sexo tenfa un valor medio de X, = 3.4,
Si resulta loégico suponer que las dos poblaciones de concentraciones
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presentan una distribucién normal con variancias iguales a 1, encuentre
el intervalo de confianza del 95 por ciento para u; — u,.
Para una estimacion puntual de g; — u,, utilicese

¥, -X,=45-34=1.1.

En la tabla F se encuentra que el coeficiente de confiabilidad que co-
rresponde a .95 es de 1.96. Elerror estdndar estd dado por la expresion

375 T
Y LRV S L I
nyoon, 12015

Elintervalo de confianza del 95 por ciento es entonces

1.1 + 1.96(.39)
L1+ 8
3.19

Se dice que se tiene el 95 por ciento de confianza de que la diferencia
real, p; — u,,estéentre .3y 1.9, porque, al repetir el muestreo, el 95
por ciento de los intervalos construidos de esta manera incluirian la
diferencia entre las medias reales.

Muestreo a partir de poblaciones no normales. La construccion de
un intervalo de confianza para la diferencia entre la media de dos po-
blaciones, cuando el muestrec se realiza a partir de poblaciones no nor-
males, se lleva a cabo en la misma forma anterior si los tamafios de las
muestras, 1, V #1,, son grandes. Una vez mds, este es un resultado del
teorema del Iimite central.

Ejemplo 5.3.2

El ingreso medio familiar de una muestra de 75 pacientes admitidos a
un hospital A fue de ¥, = $6,800, mientras que ¢l promedio basado
en una muestra de 80 pacientes de un hospital B se encontrd como
%, = $4,450. Si las desviaciones estandar de las poblaciones son

o, = %600y o, = 38500,

encuentre el intervalo de confianza del 99 por ciento para u, — u», la
diferencia enire las medias de ambas poblaciones.
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La estimacion puntual de u, — u, es
X, —X, =%$6,800 — $4,450 =$2,350.

Utilizando la tabla F, se encuentra que el coeficiente de confiabilidad
es de 2.58. El error estindar es de

_ J(600 (500)*

Tmem= 75 T g =

El intervalo de confianza del 99 por ciento es
$2350 + 2.58(39)
$2350 + 230

$2120, $2580

Este intervalo se interpreta en las formas habituales.

Ejercicios

5.3.1 En un estudio en el que se utilizaron nifios retrasados educa-
bles, 11 nifios y 10 nifias, después de un afio de enseflanza
académica combinada con terapia, se les calific en relacién con
sus logros. La calificacion media para los nifios fuedex ; =67.0
y para las nifias, de ¥, = 61.5. Si es logico suponer que las ca-
lificaciones para nifios semejantes bajo circunstancias similares
muestran una distribucién normal con desviaciones estdndar de
g, =11y g, =10, encuentre:

a) Elintervalo de confianza del 90 por ciento para 4y — .
b) Elintervalo de confianza del 95 por ciento para g; — ;.
¢) Elintervalo de confianza del 99 por ciento para u; — y,.

5.3.2 Una muestra de 10 nifias de doce afios de edad y una muestra
de 10 nifios de doce afios también proporcionaron las estaturas

medias de X¥; = 151.9 centimetros y X, = 148.6 centimetros,
respectivamente. Suponiendo distribuciones normales de las
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estaturas con ¢, = 5.1 centimetros y g, = 7.6 centimetros, en-
cuentre:

a) Elintervalo de confianza del 90 por ciento para gy — u,.
b3y Elintervalo de confianza del 95 por ciento para g; — i,.
¢) Elintervalo de confianza del 99 por ciento para u; — u,.

5.3.3 Una muestra de 100 pacientes con la enfermedad A, admitidos
a un hospital de enfermedades crénicas, permanecieron en el
hospital, en promedio, 35 dias. Otra muestra de 100 pacientes
con la enfermedad B permanecieron, en promedio, 28 d{as. Si
las variancias de ambas poblaciones son, respectivamente, de
100 y 225, encuentre:

a) El intervalo de confianza del 90 por ciento para py — up.

b) El intervalo de confianza del 95 por ciento para uy — up.
¢) Elintervalo de confianza del 99 por ciento para uy - ug.

54 INTERVALO DE CONFIANZA PARA LA

PROPORCION DE UNA POBLACION

Muchas cuestiones de interés para quien trabaja en el campo de la
salud se relacionan con la proporcién de las poblaciones. ;Qué
proporcion de los pacientes que reciben un tipo particular de trata-
miento se recupera?. ;Qué proporcion de alguna poblacién tiene cier-
ta enfermedad?. ;Qué proporcién de una poblacion esinmune a cierta
enfermedad?.

Para estimar la proporciéon de una poblaciéon se procede en la
misma forma que cuando se estima la media de una poblacion. Se
extrae una muestra de la poblacion de interés y se calcula su propor-
cion, p. Esta proporcion de la muestra se utiliza como el estimador
puntual de la proporcién de la poblacion. Se obtiene un intervalo de
confianza a través de la formula general:

estimador + (coeficiente de confiabilidad) X (error estdndar)
En el capitulo anterior se ha visto que cuando tanto up como

(i — p) son mayores que 5, puede considerarse que ia distribucion
muestral de p se aproxima bastante a la distribucion normal. Cuando
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se cumple esta condicidn, el coeficiente de confiabilidad es algin va-
lor de z de la distribucién normal unitaria. Se ha visto que el error
estdndar es igual a 0 = vp(1 — p)/n"Dado que se desconoce p, que
es el pardmetro que se estd tratando de estimar, debe utilizarse p
como una estimacion. Asi, se estima 05 por medio de /p(1 — p)/n,
y €l intervalo de confianza del 100(1 — «) por ciento de p estd da-
do por

Pt 2 /30— P (s4.1)

A este intervalo se le dan interpretaciones tanto probabilisticas como
practicas.

Ejemplo 5.4.1

Se llevd a cabo una encuesta para estudiar las practicas de salud
dentales y las actitudes de cierta poblacién urbana de adultos. De los
300 adultos entrevistados, 123 de ellos dijeron que se sometian regu-
larmente a una revision dental dos veces al afio.

La mejor estimacion puntual de la proporciéon de la poblacién
es p=123/300 = 41. El tamafio de la muestra y la estimacién de p
son de magnitud suficiente como para justificar el uso de la distribu-
cién normal unitaria para construir un intervalo de confianza. El coe-
ficiente de confiabilidad que corresponde a un nivel de confianza de
.95, por ejemplo, es de 1.96 y la estimacion del error estdndar, ox, es

VP(Q — p)n =4/ 41(59)/300 = .028. El intervalo de confianza del

95 por ciento para p, con base en estos datos es
41
41
.36, 46

+ 1.96(.028)
+ .05

Se dice que se tiene el 95 por ciento de confianza de que la propor-
cion verdadera, p, esté entre .36 vy .46 ya que, al repetir el muestreo,
el 95 por ciento de los intervalos construidos en la forma del presente
intervalo incluirian a la p verdadera.

Ejercicios

5.4.1 Un encargado del archivo de expedientes médicos extrajo al azar
una muestra de 100 expedientes de pacientes y encontré que
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en el 8 por ciento de ellos, la cardtula tenfa, al menos, un de-
talle de informacién que contradecia a la demds informacion
que aparecia en el expediente. Construya los intervalos de
confianza del 90, 95 y 99 por ciento para la proporcion ver-
dadera de los expedientes que contienen dichas discrepancias.

5.4.2 Una encuesta, que condujo a una muestra aleatoria de 150
familias en cierta comunidad urbana, revelé que, en el 87 por
ciento de los casos, por 1o menos uno de los miembros de la fa-
milia tenfa alguna forma de seguro relacionado con la salud.
Construya los intervalos de confianza del 90,95 y 99 por ciento
para p, la proporcién verdadera de familias en la comunidad con
la caracteristica de interés.

5.4.3. En un estudio disefiado para conocer la relacion entre cierto
medicamento y cierta anomalia en los embriones de pollo, se
inyectaron con ¢l medicamento 50 huevos fecundados al cuar-
to dia de incubacion. En el vigésimo dia de incubacion se exa-
minaron los embriones y se observo la presencia de la anomalia
en 12 de ellos. Encuentre los intervalos de confianza del 90, 95
y 99 por ciento para p.

5.5 INTERVALO DE CONFIANZA PARA LA
DIFERENCIA ENTRE LAS PROPORCIONES
DE DOS POBLACIONES

Con frecuencia se tiene interés por conocer la magnitud de la diferen-
cia entre las proporciones de dos poblaciones. Por ejemplo, es posible
que se desee comparar hombres y mujeres, dos grupos de edades, dos
grupos socioecondmicos o dos grupos de diagnodsticos respecto a la
proporciéon en que poseen alguna caracteristica de interés. Un estima-
dor insesgado puntual de la diferencia entre las proporciones de dos
poblaciones lo proporciona la diferencia en las proporciones de las
muestras, p, — p,. Dado que, como ya se ha visto, cuando n,.y #n,
son grandes y las proporciones de las poblaciones no estdn demasiado
proximas a 0 O a |, se aplica el teorema del limite central y puede utili-
zarse la teoria de la distribucién normal para obtener los intervalos
de confianza. El error estindar de la estimacion puede encontrarse
mediante la expresion

[P =P Pl = pa)

Y} iy i,
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dado que se desconocen las proporciones de las poblaciones. Un in-
tervalo de confianza del 100(1 — «) por ciento para p; — p, estd
dado por

- .(1~p,) pl—p
(pl—pz)tz“_a/z)\/pl(n Po | 2(n P2) (5.5.1)
1 2

Este intervalo puede interpretarse desde el punto de vista tanto pro-
babilistico como practico.

Ejemplo 5.5.1

Doscientos pacientes que sufrian de cierta enfermedad fueron di-
vididos al azar en dos gruposiguales. Del primer grupo, quienes recibie-
ron el tratamiento estidndar, 78 se recuperaron en un plazo de tres
dias. De los otros 100, quienes fueron tratados mediante un nuevo mé-
todo, 90 se recuperaron al cabo de tres dias también. Los médicos
desearon estimar la diferencia verdadera en las proporciones de quie-
nes se recuperaron en tres dias.

La mejor estimacién puntual de la diferencia entre las proporcio-
nes de las poblaciones es p; — f, =.78 — .90 = — .12, El intervalo de
confianza del 95 por ciento para p, —p, es

(78)(22) (90)(.10)
(.78——.90)t1.96\/ 00 T 100
— .12 + 1.96(.03)
~124.10
—22. -0

Se dice que se tiene el 95 por ciento de confianza de que la dife-
rencia verdadera esté entre .02 y .22, ya que se sabe que, al repetir el
muestreo, aproximadamente el 95 por ciento de los intervalos que pue-
dan construirse de la manera que acaba de describirse incluirdn a la
diferencia verdadera.

Nétese que los signos negativos sélo reflejan el hecho de que se
obtuvieron mejores resultados al utilizar el nuevo método. Podr{a ha-
berse construido también el intervalo en torno a p, — B, en cuyo ca-
so los puntos extremos del intervalo habrian sido positivos. N\
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Estimacion

Ejercicios

5.5.1

5.5.2

De una muestra de 150 personas, seleccionada de los pacientes
que se admitieron en un hospital grande durante un periodo de
dos afios, 129 de ellos tenfan algiin tipo de seguro de hospitali-
zacion. En una muestra de 160 pacientes seleccionados en for-
ma similar, de un segundo hospital, 144 de ellos tuvieron algtin
tipo de seguro de hospitalizacién. Encuentre los intervalos de
confianza del 90, 95 y 99 por ciento para la diferencia real en
las proporciones de las poblaciones.

En una encuesta conducida en dos secciones de un drea metro-
politana grande, se obtuvieron los siguientes resultados respec-
to a la presion sanguinea anormal.

Numero de personas Numero de anormales
Area seleccionadas en la seleccion
1 200 20
2 250 38

5.6

Construya los intervalos de confianza del 90, 95 y 99 por ciento
para la diferencia entre las proporciones de las dos poblaciones.
En un estudio disefiado para conocer los efectos secundarios de
dos medicamentos, a 50 animales se les dio el medicamento A
y aotros 50 se les dio el medicamento B. De los 50 que recibieron
el medicamento A, 11 de ellos mostraron efectos secundarios
no deseables, mientras que 8 de los que recibieron el medica-
mento B reaccionaronen forma similar. Encuentre los intervalos
de confianza del 90, 95 y 99 por ciento parap, — pg.

LA DISTRIBUCION ¢

En fas secciones 5.2 y 5.3 se¢ describieron los procedimientos para
construir los intervalos de confianza para la media de una poblacién
v la diferencia entre las medias de dos poblaciones. Se recordard que

estos

procedimientos requieren del conocimiento de las variancias

de las poblaciones, a partir de las cuales se extraen las muestras. Puede
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parecer un tanto extrafio que se tenga conocimiento de la variancia
de la poblacion y no se conozcael valor de la media de la poblacion. De
hecho, es comin, en situaciones como ias que se han presentado, que
se desconozca tanto la variancia como la media de la poblacion. Esta
situacioén presenta un problema respecto a la construccion de los inter-
valos de confianza. Por ejemplo, aun cuando la estadistica presenta

una distribucién normal cuando la poblacién también estd distribui-
da en forma normal, y una distribuciéon aproximadamente normal
cuando n es grande, sin importar la forma funcional de la poblacion,
no puede utilizarse este hecho debido a que se desconoce o. Sin em-
bargo no estd todo perdido y la solucidén mads 1dgica al problema es
la siguiente. Para sustituir a o, se utiliza la desviacion estindar de la
muestra, 5= \/Z(xl- — %) /(n — 1). Cuando ¢l tamafio de la muestra
es grande, por ejemplo mayor que 30, la confianza ens como una apro-
ximacion de ¢ es por lo general sustancial, por lo que se justifica la
utilizacion de la teoria de la distribucién normal para construir los
intervalos de confianza de las medias de las poblaciones o las diferen-
cias entre ellas. En tal caso, se procede como se indicod ¢n las secciones
52y 5.3,

Cuando se tienen muestras pequefias, es imprescindible encontrar
un procedimiento alternativo para construir intervalos de confianza.

Como resultado del trabajo de W. S. Gosset,* escrito bajo ¢l scu-
dénimo de “Student”, se dispone de una alternativa, conocida como
distribucicn t de Student, que por lo general se abrevia como distri-
bucion t.

La cantidad

G

= 'E—_(}f
s/ 1

sigue esta distribucion. La distribucién ¢ tiene las siguientes propie-
dades.

Tiene una media de O.

Es simétrica en torno a [a media.

En general, tiene una variancia mayor de 1, pero ésta tiende a 1 a
medida que aumenta ei tamafio de la muestra,

W D ==
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AN

Estimacion

La variable f vade — o0 a + oo,

La distribucion ¢ es en realidad una familia de distribuciones, ya
que se tiene una distribucidn distinta para cada valor muestral
n — 1, el divisor utilizado para calcular s?. La figura 5.6.1 mues-
tra las distribuciones ¢ que corresponden a varios valores de grados
de libertad.

Comparada con la distribucidon normal, la distribucidén £ es menos
puntiaguda en el centro y tiene colas mds altas. En la figura 5.6.2
se compara la distribucion ¢ con la distribucién normal.

La distribucion ¢ se aproxima a la distribucién normal a medida
que n — 1 se aproxima al infinito,

La distribucién ¢, al igual que 1a distribucion normal unitaria, se

ha tabulado ampliamente. Una tabla asi se da en la tabla H del apén-
dice.

Grados de libertad = 5

Grados de libertad= 2

...................

RS 558

——— Distribucidén normal

== = Distribucion ¢

Figura 5.6.2 Comparacion de las distribuciones normal y 7.



La distribucion t 191

Se recordard que la cantidad n — 1 utilizada para calcular la va-
riancia de la muestra se conoce como los grados de libertad; por lo
tanto, se dice que existe una distribucidn ¢ distinta para cada valor de
los grados de libertad, y como se verd, deben tomarse en cuenta los
grados de libertad cuando se utilice la tabla de la distribucion ¢.

El procedimiento general para construir intervalos de confianza
no se ve afectado por tener que utilizar la distribucion ¢ en lugar de la
distribucion normal unitaria. Se utilizard alin la relacién expresada por

estimador + (coeficiente de confiabilidad) X (error ésta’mdar)

Lo que es diferente es la fuente del coeficiente de confiabilidad.
Se obtiene ahora a partir de la tabla de la distribucidon ¢ en lugar de
la tabla de la distribucién normal unitaria. Para ser mas especificos,
cuando se muestrea a partir de una distribucién normal cuya desvia-
cion estdndar, o, se desconoce, estd dado por la expresion

X & Ly —a2y— (5.6.1)
Nr‘i’l

el intervalo de confianza del 100(1 — o) por ciento para la media de
{la poblacion, .

Noétese que un requisito para el uso valido de la distribucidn ¢ es
gue la muestra debe ser extraida de una distribuciéon normal. Sin em-
bargo, la experiencia ha demostrado que pueden tolerarse desviaciones
moderadas de este requisito. Como consecuencia, la distribucidn ¢ se
utiliza incluso cuando se sabe que la poblacidn original se desvia de la
normalidad. La mayoria de los investigadores requieren el supuesto de
que, al menos, pueda sostenerse una hipotesis de una poblacién con
distribucién en forma de monticulo.

Ejemplo 5.6.1

Se hicieron determinaciones de amilasa en suero de una muestra
de 15 personas aparentemente normales. Dicha muestra proporciond
una media de 96 unidades/100 ml y una desviacion estandar de 35
unidades/100 ml. Se desconocia la variancia de la poblaciéon. Puede
utilizarse 12 media de la muestra, 96, como una estimacion puntual
de la media de la poblacidn, pero, dado que se desconoce la desviacion
estdndar de la poblacidn, debe suponerse que los valores de la pobla-
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cidn estdn al menos distribuidos en forma aproximadamente normal
antes de construir un intervalo de confianza para u. Supdngase guc
dicha suposicion resulta razonable y que se desea un intervalo de con-
fianza del 95 por ciento. Se tiene el estimador, X, y el error estdndar
es sh/n = 35A/T5 = 9.04. Ahora se necesita encontrar el coeficiente
de confiabilidad, el valor d¢ 1 asociado a un coeficiente de confianza
de 95y n — 1 =14 grados de libertad. Dado que un intervalo de con-
fianza del 95 por ciento deja .05 del drea bajo la curva de ¢ igualmente
dividida entre las dos colas, se necesita el valor de ¢ a la derecha del
cual se enncuentra .025 del drea. En la tabla H se localiza la columna
encabezada por { 545. Este es el valor de ¢ a la izquierda del cual estéd
975 del drea bajo la curva. El drea a la derecha de este valores igual al
deseado .025. Se localiza aliora el nmero 14 en la columna de los gra-
dos de libertad. El valor de la interseccion del rengldén marcado con el
mimero 14 y la columna encabezada por 7 445 es el  buscado. Se en-
cuentra que este valor de 7, que es el coeficiente de confiabilidad, es de
2.1448 . Ahora se construye el intervalo de confianza del 95 por ciento
como sigue:

Y6 4+ 2.1448(9.04)
96 + 19

77,113

Este iniervalo puede interpretarse desde los puntos de vista tanto
probabilistico como practico. Se dice que se tiene el 95 por ciento de
confianza de que la media real de la poblacion, u, esté entie 77 y 115
va que, al muestrear varias veces, ¢l 95 por ciento de los intervalos cons-
truidos de una manera semejante incluirin a u.

La distribucion t y la diferencia entre las medias. Cuando se des-
conocen las desviaciones estiandar de las poblacionesy se desea estimar
la diferencia entre las medias de dos poblaciones con un intervalo de
confianza,. debe establecerse una hipdtesis adicional antes de poder
utilizar la distribucion ¢ en la forma que acaba de describirse. La su-
posicion gque debe hacerse es que las variancias de las poblaciones,
aunque desconocidas, son iguales; debe suponerse que 0,2 =¢,°. Lo
razonable de esta suposicion puede probarse mediante un criterio
apropiado que se discutird en una seccidn posterior.

Si estd justificada la suposicion de que las variancias de las pobla-
ciones son iguales. pueden interpretarse ias variancias de las dos mues-
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tras, que se calculan a partir de las dos muestras independientes, como
estimaciones de lo mismo, la variancia comun. Parece logico entonces
que esto debe capitalizarse, de alguna manera, en el andlisis en cuestion.
Esto ¢s precisamente lo que se hace y se obtiene una estimacion man-
comunada de la variancia comun. Esta estimacién mancomunada se
obtiene calculando el promedio ponderado de las variancias de las
dos muestras. La variancia de cada muestra se pondera por sus grados
de libertad. Si los tamafios de las muestras son iguales, este promedio
ponderado resulta ser la media aritmética de las variancias de las dos
muestras. Si los tamafios de las dos muestras son distintos, el promedio
ponderado aprovecha la informacién adicional proporcionada por la
muestra mayvor. La estimacion mancomunada estd dada por la férmula:

e (ny — Us,* + (ny — 1)52_2_ (562)

b ny 4+ ny =2

Fl error estdndar de la estimacion, entonces, estd dado por

y el intervalo de confianza del 100(1 — o) por ciento para uy; — M
estd dado por

.2 ‘,\.2

(X; — X)Xty N i‘ + ”p: {5.6.3)

El nomero de grados de libertad utilizado para determinar el valor de
t, que se aplica al construir el intervalo, es de n; + 1, — 2, que cs el
denominador de la ecuacion 5.6.2. Este intervalo se interpreta en la
forma habitual.

Fjemplo 5.6.2

Como ilustracion, utilicese el ejempio 5.6.1 y supdngase que
aparte de las personas aparentemente normales, se hicieron también
las determinaciones de la amilasa en suero en una muestra indepen-
diente de 22 personas hospitalizadas. Supongase que la media y la des-
viacién estdndar de este grupo son, respectivamente, de 120 y 40
unidades’ 100 mi. Desigriese a las 15 personas normales como grupo
2. La estimacion de punto de u; — u, es de 120 - 96 = 24,
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Para encontrar un intervalo de confianza, supdngase que las dos
poblaciones en e¢studio presentan una distribucion normal y que sus
variancias son iguales. El primer paso es obtener una estimacién man-
comunada de la variancia comin como sigue:

14(35)% + 21(40)?
5§ 2 L —
o 15+22-2 1450
El intervalo de confianza del 95 por ciento para y; — u, es como
sigue:
S ——
(120 — 96) + 20301 |40, 1430
vV 15 22
24 £42.0300)012.7%
24 4 26

-2, 50

{Una vez mas, se dice que sc tiene un 95 por ciento de confianza de
que la diferencia real, uy — gy, esté entre -2 v 50 ya que, al mues-
frear varias veces, ¢} 95 por ciento de los intervalos as{ construidos in-
cluirfana u; — u,.

Diferencia entre dos medias: variancias poblacionales distintas.
Cuando no se acepta que las variancias de dos poblaciences de interés
son iguales, aun cuando pueda suponerse que las dos poblaciones sean
normales, no es apropiado utilizar la distribucidn ¢ como acaba de des-
cribirse, para construir los intervalos de confianza.

Una solucidn al problema de variancias distintas fue propuesta por
Behrens® v posteriormente verificada y generalizada por Fisher.®>?
También han sido propuestas soluciones por Neyman,¥ Scheffé* ' y
Welch.!1+'? El problema ha sido discutido en detalle por Aspin,'® Tri-
ckett y colaboradores'® y Cochran.'® ¥l procedimiento de Cochran se
encuentra también en Snedecor y Cochran.!®

El problema gira en torno al hecho de que la cantidad

(X; = Xt —{py — pta)

2
5508,
22

N 1y Hy

no sigue una distribucion t con n; +n, — 2 grados de libertad cuan-
do las variancias de las poblaciones son distintas. Una forma de solu-
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La distribucion ¢ 195

cionar el preblema es utilizar un valor modificado para los grados de
libertad. Una férmula conveniente para hacerlo es la dada por Dixon

y Massey!” como sigue: 2
E
((:‘ﬁ +(.S§>2
's ny M,
= . 5.64
@ (s:2/m)? | (5,7 /my)? ( )
+ gl
n, n,

Si se verifican las hip6tesis de normalidad, ¢’ estd distribuida aproxima-
damente como t con los grados de libertad calculados mediante la
ecuacion 5.6.4. El intervalo de confianza de 100(1 — «) por ciento
para y; — M, estd dado entonces por la expresion

- - 512 Sz‘i i
(Xy ~ X)X -2 . + = (5.6.5)

1 iy

El valor numérico de los grados de libertad calculados a partir de la
ecuacion 5.6.4 puede no ser un entero. En este caso, por lo geueral re-
sulta conveniente utilizar el valor mas proximo de g’ dado en la tabla
de ia distribucidn 1.

£l intervalo obtenido mediante este método se interpreta en ia for-
ma habitual, pero debe tenerse presente que dicho intervalo es sdlo
aproximado.

Ejemplo 5.6.3
Se estudio la actividad total del compiemento serologico (Cy 50)

en 20 personas aparentemente sanas v 10 personas enfermas. Se obtu-
vieron fos siguientes resultados:

Personas b/ X s
Enfermas 10 62.6 338
Normales 20 47.2 10.1

Los investigadores ten{an razdn al pensar que las poblaciones muestrea-
das estaban distribuidas en forma aproximadamente normal, pero se
rehusaban a suponer que las variancias de las dos poblaciones descono-

www.FreeLibros.me



196 Fstimacion

cidas eran iguales. Encuentre ¢l intervale de confianza del 95 por ciento
para iy, — H2.

La estimacion puntual para g; — i, es de 62.6 — 47.2=154. El
valor modificado de los grados de libertad estd dado por la expresion

(3%782 ]O 12\\)3
P 10 20 ) (1142440 + S.1005)* 109
¢ 33877 ('101 ) T3051.692 260151
10 L 20 R
- - + L
10 20

El valor det que corresponde a un coeficiente de confianza de .95y
11 grados de libertad es de 2.2010, y el intervalo de confianza aproxi-
mado del 95 por ciento para 4, — M, €5

[338)7 01y
+ —

RV A TR
13.4 +(2.2010)(10.92)
154 + 240
— . () 2)

Ejercicios

5.6.1 A nueve pacientes que sufren la misma incapacidad fisica, pero

de otra manera comparables, seies pidio que Uevaran a cabo cier-
ta tarca como puarie de un experimcmo El tiempo promedio
requerido para realizar la tarea fue de siete minutos con una
desviacion estdndar de dos minutos. Suponiendo que exisie
normalidad, construya los intervalos de confianza del 90,95 y
99 por ciento para el tiempo medio verdadero requerido para
que este tipo de pacientes efectuara la tarea.

.2 El administrador de un hospital tomé una muestra de 25 cuentas
vencidas, a partir de las cuales calculd una media de $250 y una
desviacion estdndar de $75. Suponiendo que las cantidades de
todas las cuentas vencidas presentan una distribucion norimnal,
gncuentre los intervalos de confianza del 90, 95 v 99 por cien-
to para M.

5.6.3 Una muestra de. 25 nifios de diez afos de edad proporciond un

peso medio v una desviacion estdndar de 36.5 v 5 ke, respecti-

s
N
3
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5.64

5.6.5

5.6.6

vamente. Suponiendo una poblacién con distribucidon normal,
encuentre los intervalos de confianza del 90, 95 y 99 por ciento
para la media de la poblacidén a partir de la cual se obtuvo la
muestra.

Una muestra de 16 nifias de diez afios de edad proporciond un
peso medio de 35.8 kg vy una desviacién estandar de 6 kg, res-
pectivamente. Suponiendo que existe normalidad, encuentre
los intervalos de confianza del 90, 95 v 99 por ciento para u.
Con referencia a los ejercicios 5.6.3 v 5.6.4, supéngase que las
variancias de las poblaciones son iguales. Construya los interva-
los de confianza del 90, 95 y 99 por ciento para la diferencia
entre las medias de las dos poblaciones.

Las mediciones del didmetro transversal del corazén de hombres
y mujeres adultos dieron los siguientes resultados:

Tamarfio de X s
Grupo la muestra (Centimetros) (Centimetros)

Hombres 12 13.21 1.05
Mujeres 9 11.00 1.01

5.6.7

Suponiendo poblaciones con distribucién normal y con varian-
cias iguales, construya los intervalos de confianza del 90,95 y
99 por ciento para yu; — M.

Veinticuatro animales de laboratorio con deficiencia de vitami-
na D se dividieron en dos grupos iguales. Ei grupo 1 recibié un
tratamiento consistente en una dieta que proporcionaba la vita-
mina D. El segundo grupo no fue tratado. Al término del periodo
experimental, se hicieron las determinaciones del calcio en sue-
ro, obteniéndose los siguientes resultados:

Grupo tratado: X =11.1 mg/100ml,s= 1.5
Grupo no tratado: X = 7.8 mg/100 ml, s =2.0

Suponiendo poblaciones con distribucidn normal y con varian-
cias iguales, construya los intervalos de confianza del 90,95y
99 por ciento para la diferencia entre las medias de las pobla-
ciones.
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5.6.8 A dos grupos de nifios se les hicieron pruebas de agudeza visual,
El grupo 1 estaba formado por 11 nifios que recibicron cuidados
de la salud por parte de médicos privados. La calificacién media
para este grupo fue de 26 con una desviacién estdndar de 5. ki
segunde grupo, que inclufa 14 nifios que recibieron cuidados de
la salud por parte del departamento de salud publica, tuve una
calificacion promedio de 21 con una desviacion estdndar de 5.
Suponiendo poblaciones con distribucién normal v con varian-
cias iguales, encucntre los intervalos de confianza del 90, 95 ¢
99 por ciento para g, — M 2.

5.6.9 La duracion promedio de internacién de una muesira de 26 pa-
cientes dados de aita de un hospital general iue de sicte dias con
una desviacion estdndar de dos dias. Una muestra de 24 pacien-
tes dados de alta de un hospital de enfermedades crénicas tuvo
una duracion promedio de internacién de 36 dias con una des-
viacién estdandar de 10 dias. Suponiendo poblaciones con distri-
bucidén normal y con variancias distintas, encuentre el intervalo
de confianza del 95 por ciento para la diferencia entre las me-
dias de anibas poblaciones.

5.7 DETERMINACION DEL TAMANO DE LA MUESTRA
PARA ESTIMAR LASMEDIAS

La pregunta de qué tan grande debe tomarse una muestra surge in-
mediatamente en el plantecamiento de cualquier investigacion o ox-
perimento. Esta es una importante pregunta v no debe tratarse con
ligereza. Tomar una muestra mds grande de lo necesario para lograr
los resultados deseados es un desperdicio de los recursos, mientras que
muestras pequefias con frecuencia dan resultados sin use prictico. Con-
sidérese entonces como puede procederse para determinar el tamadic
de la muestra que se requiere en una determinada situacién. Fn esia
seccion se da un método para determinar el tamafio de la inuestra ro-
querido para cstimar la media de una poblacién, v en la siguiente sec-
cidn se aplicard este método al caso de la determinacion del tamafio de
la muestra cuando el pardmetro que va a estimarse es [z proporeion
de una poblacion. Mediante extensiones directas de estos métodos.
puede determinarse el tamafio de las muestras requerido para situa-
ciones mds complicadas.

Los objetivos de la estimacion por intervalos son obtencer intorvalos
estrechos con alta confiabilidad. Si se observan los comporentes de un
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Determinacion del tamafio de la muestra para estimar las medias 199

intervalo de confianza, se ve que la amplitud del intervalo estd deter-
minado por la magnitud de la cantidad.

(Coeficiente de confiabijlidad) X (error estdndar)

va que la amplitud total del intervalo es el doble de esta cantidad.
Para un determinado error estdndar, el aumento de confiabilidad
significa un coeficiente de confiabilidad mayor. Sin embargo, un
coeficiente de confiabilidad mayor, para un error estdndar fijo,
produce un intervalo mds amplio.

Por otra parte, si se fija el coeficiente de confiabilidad, la tinica
forma de reducir la amplitud del intervalo es reducir el error estdndar.
Dado que el error estdndar es igual a 6A/n y como ¢ es una constan-
te, la Gnica forma de obtener un error estdndar menor es tomar una
muestra grande. ;Qué tan grande debe ser la muestra?, Esto depende
del tamano de o, la desviacién estdndar de la poblacidn del grado desea-
do de confiabilidad y la amplitud del intervalo deseado.

Supdngase que se desea un intervalo que se extienda d unidades
hacia uno u otro lado del estimador, Puede escribirse.

d = (coeficiente de confiabilidad) X (error estdndar) (5.7.1)

Si el muestreo va a ser con reemplazo a partir de una poblacién infinita
0 a partir de una poblacidén que sea lo suficientemente grande como
para poder ignorar la correcciéon por poblacion finita, la ecuacion
5.7.1 queda como

d=z— (5.72)

la cual, cuando se resuelve para n, da

222
n=—5-

i (5.7.3)

Cuando el muestreo se realiza sin reemplazo a partir de una poblacién
finita, se requiere la correcciébn por poblacidén finita y la ecuacion

5.7.1 queda como
o [N-—n
\/
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La cual, cuando se resuelve paran, da

En caso de que pueda ignorarse la correccidn por publacién finita, la
ecuacion 5.7.5 se reduce a ig ecuacidén 5.7.3.
Las formulas para el tamafio de la muestra requicren que se conoz-
ca 0% pero, como ya se ha scfialado, es una regla que se desconozca la
rariancia de la poblacion. Como resnltado, tiene que estimarse 02 . Las
fuentes de estimacién de ¢? que se utilizan con mds {recuencia son
las siguientes.

1. Puede extraerse una muestra piloto o preeliminar de 1a poblacién
y utilizarse la variancia calculada a partir de esta muestra como una
estimacion de ¢? . Las observaciones utilizadas en la muestra piloto
pueden contarse como parte de la muesira final, de modo que n
{el tamafio calculado de iz muestra) — i, (el tamafio de la muestra
piloto) = n 5 (el ntunero de observaciones necesarias para satisfacer
el requerimiento total del tamafio de la muestra).

2. Puede contarse con estimaciones de g2 obtenidas de estudios pre-
vios o similares.

3. Sise cree que lapoblacion de la cual va a extraerse [a muestra posee
una distribucion aproximadamente normal, puede utilizarse el
hecho de que el recorrido es aproximadamente igual a 6 desviacio-
nes estindar y calcular o=R/6. Este método requieie de cierto
conocimiento de los valores minimo v mdximo de la vanabie en
la poblacidn.

Ejemplo 5.7.1

Un nutriélogo del departamento de salud publica, al conducir una
investigacion entre una poblacidn de muchachas adolescentes con ¢l
fin de determinar su ingestién diaria promedio de proteinas, estd bus-
cando el consejo de un bioestadistico con respecto al tamaiio de la
muestra que debe tomar.

. Qué procedimiento sigue el bioestadistico para avudar al nutrié-
logo?. Antes de que el estadistico pucda ayudar al nutridlogo, éste debe
proporcionar tres detalles de informacion: la amplitud deseada del in-
tervalo de confianza, ¢} nivel de cenfianza deseado v la magnitud deda
variancia de la poblacion.
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Supéngase que al nutridlogo le gustaria un intervalo de aproxi-
madamente 10 unidades de amplitud, es decir, le gustaria que su
gstimacion estuviera dentro de cinco unidades aproximadamente res-
pecto del valor real en cualquier direccién. Supdngase también que e
decide por un coeficiente de confianza de .95 y que, con base en su ex-
periencia el nutridlogo siente que la desviacidn estdndar de la peblacién
es quizd de aproximadamente 20 gramos. El estadistico tiene ahora la
informacidn necesaria paia calcular ef tamafio de la muestra: z=1.96,
¢ =20y d=5. Supdngase que la poblacidn de interés es grande, de
modo que ¢! estadistico pucde ignorar la correcciéon por poblacion fi-
nita y utilizar la ecuacion 5.7.3. Haciendo las sustituciones apropiadas,
se encuentra que el valor de n ¢s de

(1.96)%20)*

Se recomendd gque el nutridlogo tomara una muestra de tamafio 62.
Al calcular ¢l tamafic de una muestra a partir de las ecuaciones 5.7.3
6 5.7.5, se redondea al niimero entero mayor siguiente si los cdlculos
dan un nimero que no sea un entero.

Ejercicios

5.7.1 El administrador de un hospital desea estimar el peso de los
bebés nacidos en su hospital. (Cudn grande debe tomarse una
muestra de los regisiros de nacimientos si el adininistrador desea
un intervalo de confianza del 99 por ciento que tenga 500 g
de amplitud? Supdngase que resulta razonable estimar a o como
500 g ;Qué tamafio de muestra se requiere si se baja el coefi-
ciente de confianza hasta 957

5.7.2 El director de la seccidon de control de la rabia del departamento
de saiud publica de una ciudad desea obtener una muestra de los
registros de dicho departamento acerca de las mordidas de
perro reportadas durante ¢l aflo anterior, para estimar la edad
media de las personas mordidas. Desea un intervalo de confianza
del 95 por ciento, estd conforme con que d =2.5 y con base en
estudios anteriores estima que la desviacion estdndar de la po-
blacién es de casi 15 afios. ;Cudn grande debe tomarse la
muestra?.
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53.7.3 A un médico le gustaria sabes el valor medio de giucosa en san-
gre (mg/100 ml) de pacientes en ayunas tratados en una clinica
para diabéticos durante los pasados 10 afios. Determine el ntime-
ro de registros que el médico debe de examinar pars obtener un
mtervalo de confianza del 90 por ciento para g si la amplitud
deseada del intervalo es de 6 umdades y una miuestrz piloto da
una variancia de 60.

5.8 DETERMINACION DEL TAMANO DE LA MUESTRA
PARA ESTIMAR PROPORCIONES

El método de determinacion del tamafio de Yo muesiva, coandoe va a
esuimarse la proporcidn de una poblacion, es esencislmente el misme
que se describié con anterioridad para estimar Io media de una pobla-
cidén, Se utiliza el hechio de que o mitad del intervalo do,d. puede
hacerse igual al producte del coeficiente de confisb por ol error
estandar.

Suponiendo muestreo alcatorio v condiciones que garanticen la
normalidad aproximada de ia distribucion de 2, se lega 2 la siguien-
te formula para #, cuando el mudstreo es con reemplazo. cuando el
miuestrec se realiza a partir de una poblacidén infintia ¢ cuando ja po-
blacidn muestreada es lo bastante grande como pare bacer innecesario

[ uso de la correccién por poblacion finita:

Gescar
-t
g ‘L

dondeg=1 - p.

Cuando la correccion por poblacion finita no puede pasarse por
alto. la formula apropiada para 1 es
o ””" - (582

dAUN — L IEpg

Cuando N es grande en comparacion con # (es decir, /N < .05y,
puedﬁ pasarsc por alto la correccidn por poblacion finitay la ecuacion
5.8.2 sereduce a la ecuacidén 5.8.1.

( omo puede observarse, dmbas férmulas reguieren ue s¢ conozea
P, la proporcién en la poblacién que posee ja cam(,wmm g de interds.
Obviamente, dado que este ¢s el pardmetro que se estd tratando de
estimar, serd desconocido. Una sofucién a este mn‘olcnm s 1omar una
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muestra piloto y calcular una estimacion para utilizarse en lugar de p
en la f6ormula para n. Algunas veces, el investigador tendrd alguna no-
cion de un limite superior para p que pueda utilizarse cn la formula.
Por ejemplo, si se desea estimar la proporcién de alguna poblacion que
tenga una cierta condicidn, es posible que se crea que la proporcién
verdadera no puede ser mayor, por decir algo, que .30. Se sustituye
entonces p por .30 en la formula para n. Siesinposible llegar a una
mejor estimacion, puede hacerse que p sea igual a .5 y resolver para n,
Dado que p =.5 en la formuia es el que da el midximo valor de n, este
procedimiente dard una muestra lo suficientemente grande para la con-
fiabilidad y la amplitud de! intervale deseados. Sin embargo, puede ser
mas grande de lo necesario y resuita en que se foma una muestrs mas
costosa que si se dispusiera de una mejor estimacidn de p. Este proce-
dimiento debe utilizarse s6lo si se es incapaz de Hegar a una mejor es-
timacion de p.

Ejemplo 5.8.1

Se estd planeando una encuesta con el fin de determinar qué pro-
porcidén de familias en cierta drea son médicamente indigentes. Se cree
que la proporcion no puede ser mayor que .35. Se desea un intervalo
de confianza del 95 por ciento con d = .05, ;Qué tamano de mues-
tra de familias debe seleccionarse?.

Si puede ignorarse la correccion por poblacidn finita, se tiene que

(1.96)%(.35)(.65)

- T = 34G 6
" (03)2 e

El tamarfio de muestra necesario es entonces de 350,

Ejercicios

5.8.1 Un epidemidlogo desea saber qué proporcion de adultos que vi-
vern en una drea metropolitana grande tienen el subtipo ay del
virus B de la hepatitis. Determine el tamafio de muestra que s
requerirfa para estimar la proporcidon verdadera cercana a un .03
con un intervalo de confianza del 95 por ciento. Iin una drea
tnetropolitana similar, se reportd que la proporcion de adultos
con la caracteristica de interés fue de ,20. Si no se contara con
los datos de otfra drea metropolitana y no se obtuviera una mues-
tra piloto, ;qué tamafio de la muestra se requeriria?
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5.8.2 Se planed una encuesta para deierminar gué proporcidn de
los estudiantes de sectundaria de un sistemna escolar metropoli-
tano han fumado regularmente mariguana. Si no se cuenta
con una estimacioén de p de estudios anteriores, no puede ex-
fraerse una muesira piloto, sc¢ desca un coeficiente de confiarza
de .95 vy debe utilizarse el valor de d = .04, determine e} tama-
o de muestra apropiado. ;Qu¢ tamano de muestra se regueri-
ria st se desea una confianza detl 99 por ciento?.

5.8.3 El administrador de un hospita! desea saber qué proporcién de
ios pacientes dados de alta estdn inconformes con los cuidados
recibidos durante su hospitalizacion. (Cudn grande debe ser la
muestra si se considera que d = .05, el coeficiente de confianza
es de 95 v no se dispone de alguna otra informacién?. ;Cudn
grande debe sor la muestra si p tiene un valor de aproximada-
mente 257

59 INTERVALO DE CONFIANZA PARA LA
VARIANCIA DE UNA POBLACION CON

Estimacion puntual de la variancia de la poblacion. En las seccio-
nes anteriores se ha sugerido que, cuando se desconoce la variancia de
una poblacion, puede utilizarse a variancia de la muesira como un es-
timador. Bs posible que ¢l lector se pregunte acerca de la calidad de
este estimador. Se ha discutido s6lo un criterio de bondad, el de ser
insesgado, de modo que se verd si la variancia muestral es un estima-
dor insesgado de fa variancia de la poblacion. Para scr insesgado, el
vailor promedio de la variancia de la muestra sobre todas las muestras
posibies debe ser igual a la variancia de la poblacién. Es decir, debe
cumplirse la expresion £(s*) = g% A fin de ver si esta condicion se
cumple para una situacion particular, considérese ¢l cjemplo dado en
fa seccidn 4.4 para construir una distribucidn muestral. En la tabla
4.4.1, se tienen todas las muestras posibles de tamafio 2 de la poblacién
que consta de los valores 6, &, 10, 12 y 14, Se recordard que se calcula-
ron dos medidas de dispersion-para esta poblacién como sigue:

67 = Z(\_ %l)l =8 y §2 .- X(\'iiu
N N —1

)2

=10

Siose caleula la variancia muestral, s = X{x; - ¥)* /(i - 1) para cada
una e las muestras posibles mostradas ¢n la tabla 4.4 1, se obtienen
las variancias muestrales que se danen la tabla S.9. 1.
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Tabla 5.9.1 Variancias calculadas a partir de las muestras que aparecen en la ta-
bia 4 4.1

Segunda exiraccién
6 8 10 12 14

Primera extraccion 10
12
14

Si el muestreo se realiza con reemplazo, el valor esperado de 5% se
obtiene tomando la media de todas las variancias de las muestras dadas
en la tabla 5.9.1. Cuando se hace esto, se tiene que

st 042+ 4240 200

y s¢ observa, por gjemplo, que cuando el muestreo se realiza con reem-
plazo, E(s?)=0%. donde s? =Z(x; - X)*[(n — Dy o? =
Z(x; — ui*/N.

Si se considera el caso donde el muestreo se realiza sin reemplazo,
el valor esperado de s? se obtiene tomando la media de todas las varian-
cias por encima (o por debajo) de las diagonales. Es decir,

At 2_ 100

= --=10
10

lo cual, como puede observarse, no es igual a 02, sino igual a
=R - W AN ).

Estos resultados son ¢jemplos de principios generales, va que puc: v
demostrarse que, en general,

L(s?y=0*, cuando ¢l muestreo se realiza con reemplazo,
Fis?y= 8 cuando el muestreo se realiza sin reemplazo.
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Cuando N es gr“lm.\, Vo 1y N serdn aproximadamente iguales
y, en consecuencia, 67 y S? serdn aproximadamente iguales.

Estos resultados jusiifican el uso de s* = Z(x; — ¥)? /(n — 1)
cuando se calcula la variancia muestral. De paso, ndtese que aun cuando
5% es un estimador insesgado de 0%, s no ¢s un estimador insesgado de
g. Sin em bargo el sesgo disminuye rdpidamente a medida gue aumenta
n. Quienes estén interesados en profundiz ar mas en este punto puedm
consultar los ar ti ules escrites por Cureton'® y Gurland y Tripathi.!®

FEstimacion por intervalos de ifa variancia ae una poblacion. Dis-
poniendo de una estimucion puntual, resulta logice inquirir acerca de
Ia consfruccion de un intervalo de confianza para la variancia de una
poblacién.

El que se tenga éxito en construlr un intervalo de confianza para

6* dependerd de la habilidad para encontrar una distribucion muesiral
propiada.

En genceral, los interva Ios de f‘onﬂanza para 62 se basan en la dis-
tribucién muestral de (1 — 1% /e¢? . Sisc extraen muestras de tamafio
n de una poblacion con distribucion normal, esta cantidad tiene una
distribucion conocida cemo distribucion ji - cuadrada con n — 1 gra-
dos de libertad. Dado que se dird mds acerca de esta distribucion en
un capitulo posterior, agut sdlo se dird gue es ta distribucion que sigue
la cantidad (-~ 1 %% /0% v que es (il para encontrar los intervalos de
confianza para 6 cuando se cuniple la hipotesis de que la poblacion
muestra distribucidn normai.

En la figura 5.9.1 se muesiran algunss disiribuciones i — cuadra-
da para varios valores dv grados de libertad. En o tabla 1 se dan los
pexcentms de la distribucion ji - cuadrada, designada por la letra griega

Los vncabezados de las coiumnas dun los valores de ¥?, a la iz-
quicrda de los cuales estd una proporcién Jdel drea toiaj bajo la curva
jgual al subindice de x°. Las denominaciones de Ios renglones sen
los grados de libertad,

Para obtener un intervalo de confiznza del 100(1 — «} por ciento
para o2, se obtiene primero el intervalo de confianza del 106{1 — o)
por ciento para (n — 1)% /o?. Para hacer esto, se seleccicnan los valo-
res de x? de la tabla [, de tal modo que /2 quede a la izquerda del
valor menor v «/2 a la derecha del Valor mavor. En otras palabras,
ios dos valores de x* se seleccionan de manera que se divida « en par-
{28 iguales entre [as dos colas de la distribucion. Puede designarse a estos
dos valores de x* como x? /2y x?'(1 -~ /2y Fespectivamente. Elin-
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Figura 5.9.1 Distribuciones ji-cuadrada para varios valores de grados de libertad k
(Fuente: Paul G, Hoel y Raymond J. Jessen, Basic Statistics for Business and Feo-
nomics, Wiiey, 1971 . Utilizada con autorizacidon).

tervale de confianza del 100(1 — «) por ciento para (n — 1)s?/0® est4
dado cntonces por la expresion
e 5
Aoz < 5 UG a0
ag

Pucde ahora utilizarse esta expresion en tal forma que se obtenga
una expresion con a2 Gnicamente como el término de en medio. Prime-
ro, dividase cada término entre (n — 1)s? para obtener

Aa/2 Xt ~2/2)
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Obsérvese que se cambid el sentido de las desigualdades cuando
se¢ tomaron los reciprocos. Si se invierte el orden de los términos, se
tiene que

n— 1)s? S {n— Ds?
(= 1S po oo 18 (5.9.1)
X{’l —22) R Xz)

que es el intervalo de confianza del 100{1 — «) por ciento para ¢*. Si
se toma la rafz cuadrada de cada término de la expresién 5.9.1, se tiene
el siguiente intervalo de confianza del 100(1 — «) por ciento para o,
la desviacion estdndar de 1a poblacidon:

jin=bst =1
N Xfx a2 N Xiz

(5.9.2)

Ejemplo 5.9.1

Utilizando como referencia el ejemple 5.6.1, supongase que 1a po-
blacién de las determinaciones de amilasa en sucro, a partir de la cual
se extrajo la muestra de tamafio 15, tiene una distribucién normal.
Constriyase el intervalo de confianza del 95 por ciento para o2

La muestra proporciond un valor de % = 1227, Los grados de
libertad son » — i == 14, Los valores apropiados de x? de la tabla |
son X% _ w2y = 26119y x'za,,z = 5.626. Bl intervalo de confianza

del 95 por ciento para g? es

(14)(i225)
26119

0366101 < 02 < 3046.7223
=l intervalo de confianza dei 95 por ciento para o es
25.62 < o <« 55.20

Se dice que se tiene el 935 por ciento de confianza de que los pardme-
fros que se estdn estimando estdn dentro de los 17mites especificados,
ya que se sabe que, a la larga. al muestrear varias veces, 21 95 vor ciento
de los interyﬂos construidos como se ilustra, incluirisn a los pardine-
tros respectivos.

Aunque <ste método de constiuir intervals de vonfianza para o
se atiliza amplamente no carece de irconverniertes. Primern, la hi-

2
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potesis de la normalidad de la poblacidn, de la cual se extrae la mues-
tra, es critica, y los resultados pueden ser engafiosos si se ignora dicha
hipétesis.

Otra dificultad con estos intervalos resulta del hecho de que el es-
timador no estd en el centro del intervalo de confianza, como es el
caso con el intervalo de confianza para u. Esto se debe a que la distri-
bucidn ji-cuadrada, a diferencia de la normal, no es simétrica. La con-
secuencia practica de esto es que el método para la construccién de
los intervalos de confianza para 02, que se acaba de describir, no con-
duce a los intervalos de confianza mds cortos posibles. Tate y Klett?°
dan tablas que pueden utilizarse para vencer esta dificultad.

Ejercicios

5.9.1 A cada uno de los miembros de una muestra de 51 estudiantes
de enfermeria se le hizo una prueba estandarizada para medir
su nivel de responsabilidad. Se obtuvo un valor de s* =12. Cons-
truya los intervalos de confianza del 95 por ciento para 62 ¥ o.

5.9.2 Elrecuento de leucocitos de una muestra de 10 hombres adultos
con algin tipo de leucemia dio una variancia de 25,000,000.
Construya los intervalos de confianza del 95 por ciento para
g’y o.

5.9.3 Se hicieron determinaciones de la capacidad vital forzada en
20 hombres adultos sanos. La variancia de la muestra fue de
1,000,000. Construya los intervalos de confianza del 90 por
ciento para 6% y o.

5.9.4 En un estudio de los tiempos de conduccion del miocardio, se
obtuvieron los tiempos de conduccién en una muestra de 30
pacientes con enfermedad de la arteria coronaria. Se encontr6
que la variancia de la muestra era de 1.03. Construya los inter-
valos de confianza del 99 por ciento para 6% y 0.

5.9.5 Una muestra de 25 hombres fisica y mentalmente sanos parti-
cipd en un experimento sobre el suefio en el cual se registro el
porcentaje del tiempo total transcurrido durante el suefio de
cada uno de los participantes en cierta etapa del mismo. La
variancia calculada a partir de los datos de la muestra fue de
2.25. Construya los intervalos de confianza del 95 por ciento
para 0% y o.

5.9.6 Se hicieron determinaciones de hemoglobina en 16 animales ex-
puestos a un compuesto quimico nocivo. Se registraron los
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siguientes valores: 15.6,14.8,14.4,16.6,13.8,14.0,17.3,17 .4,
18.6, 162, 14.7, 157, 16.4, 13.9, 14.8, 17.5. Construya los
intervalos de confianza del 95 por ciento para 62 y 0.

5.10 INTERVALO DE CONFIANZA PARA LA RAZON DE LAS
VARIANCIAS DE DOS POBLACIONES CON
DISTRIBUCION NORMAL

Con frecuencia se desea comparar dos variancias, vy una manera de
hacerlo es formar su razoén, 0,2/0,2%. Si dos variancias son iguales,
su razon serd igual a 1. Por lo general, no se conocerdn las variancias
de las poblaciones de interés y, en consecuencia, foda comparacion
que tenga que hacerse tendrd que basarse en las variancias de las mues-
tras. Para ser especificos, es posible que se desee estimar la razén de
las variancias de dos poblaciones. Una vez mds, dado que esta es una
forma de inferencia, debe confiarse en alguna distribucién muestral,
en esta ocasion, se utiliza la distribucién de (5,2 /6, 2)/(s,% /0, %)
siempre que se satisfagan ciertas suposiciones. Las suposiciones son:
que se calculen s;2 y 5,2 a partir de muestras independientes de ta-
mafios ny y n,, respectivamente, extraidas de dos poblaciones con
distribucién normal.

Si se satisfacen las suposiciones, (sy2/0,2)/(s,2/0,?) sigue una
distribucioén conocida como distribucion F. Un estudio mds completo
de esta distribucién se hard en un capitulo posterior, pero noétese que
esta distribuciéon depende de dos valores de grados de libertad, uno
que corresponde al valor n; — 1 utilizado al calculars,? y el otro que
corresponde al valor n, — 1 utilizado al calcular 5,2. Por lo comun,
éstos se conocen como grados de libertad del numerador y grados de
libertad del denominador. La figura 5.10.1 muestra algunas distribu-
ciones F para varias combinaciones de los grados de libertad del nume-

rador y del denominador. La tabla J contiene, para combinaciones
especificas de grados de libertad y valores de «, los valores de Fa la

derecha de los cuales se tiene «/2 del drea bajo la curva de F.
Para encontrar el intervalo de confianza del 100(1 — «) por cien-
to para 0, 2 /0,?, se empezard con la expresion

2,2
S17/04
$32/0,°

F,.< < Fiiy

donde Fa/2 y F(1 — a/2)S0D los valores de la tabla F a la izquierda y
a la derecha de los cuales, respectivamente, estd «/2 del drea bajo la
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1.0 —
N (10; =)
08 |- {10; 50)
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0.0 L ! { | —
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1o

Figura 5.10.1 Distribucién F para varios grados de libertad. (De Documenta Gei-

gy, Scientific Tables 7a. edicibn 1970, Por cortesia de Ciba-Geigy Limited, Basi-
lea, Suiza).

curva. Puede volver a escribirse el término central de esta expresion,
de modo que la expresion completa es

512 g2

Fz;’Z < >j 2 < F(l'»l;’Z}
S0 0y

(8]

Si se divide todo entre 5,2 /s, 2, se tiene que

; 2
I’a/z ] < F(x —2/2)

Tomando los reciprocos de los tres términos, da

2. 2 2 L2002
SU7/827 00T ST

2
Fo 02 F—a2

v si se invierte el orden, se tiene el siguiente intervalo de confianza
del 100(1 — &) por ciento para 0,2 /0,2 :

270 2 2 c 270 2
S8 03" _siT/sy”

(5.10.1)
F(l-az/Z) 622 Foz/Z

Ejemplo 5.10.1

Utilicese como referencia el ejemplo 5.6.2 y calcilese el intervalo
de confianza del 95 por ciento para g, 2 /g, 2. Se tiene la siguiente in-
formacion:
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ny =22, n, =15

5,2 = 1600, 5,2 =1225

grados de libertad del numerador = 21
grados de libertad del denominador = 14

En este punto debe hacerse una laboriosa, pero inevitable, divaga-
cién y explicar como se obtuvieron los valores I g75 =2.84 y I 555 =
.395. Primero, se notard que en la tabla J no se tiene una columna
encabezada por el nimero 21 para los grados de libertad del nume-
rador. Se tomé el valor mds préoximo, 20. El valor de F 445 en la
interseccidén de la columna encabezada por el nimero 20 y el renglén
marcado por el namero 14 es de 2.84. Si se tuviera una tabla mds am-
plia de la distribucidén F, no hebria problema para encontrar F 55
simplemente se encontraria como se encontrd F ¢45. Se tomaria el
valor encontrado en la intersecciéon de la columna encabezada por
el numero 21 vy el renglén marcado con el 14. Para incluir todo per-
centil posible de /7, se tendria que hacer una tabla muy larga. Afortu-
nadamente, sin embargo, existe una relacion que permite calcular los
valores menores de los percentiles a partir de la tabla limitada que
aqui se da. Se procede como sigue.

Se intercambian los grados de libertad del numerador y del denomi-
nador y se localiza el valor apropiado de F. Para el presente problema,
se localiza 2.53, que estd en la interseccién de la columna encabezada
por el nimero 15 (el valor mas préximo a los 14 grados de libertad pro-
puestos) v el renglén marcado con el nimero 21. Se toma ahora el
reciproco de este valor, 1/2.53 = .395.

Ahora puede obienerse e} intervalo de confianza del 95 por cien-
to para ¢,2/0,?%, sustituyendo los valores apropiados en la expresion
5.10.1:

1600/1225 6,2 1600/1225

S - PO < — S
284 6,2 T 395

460 < 71 <331
(25

A este intervalo se le dan las interpretaciones probabilisticas y préicti-
cas apropiadas.
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Los procedimientos alternativos para hacer inferencias sobre la
igualdad de dos variancias cuando las poblaciones muestreadas no tie-
nen distribucién normal pueden encontrarse en el libro de Daniel.?!

Ejercicios

5.10.1

5.10.2

5.10.3

5.104

5.10.5

Se registraron las concentraciones de oxitocina (picogramos
por mililitros) en el liquido amnidtico de dos muestras de muje-
res. La primera muestra incluyé 25 mujeres parturientas con
contracciones de parto. La segunda muestra incluy6 16 mujeres
sin contracciones de parto. Las variancias de ambas muestras
fueron 5,2 = 40,000 y 5,2 = 10,000. Construya el intervalo de
confianza del 95 por ciento para la razén de las variancias de las
dos poblaciones.

Se hizo una estimacion del contenido de nicotina en muestras
de orina de dos grupos de hombres adultos. El grupo 1 consis-
ti6 en 25 fumadores aparentemente sanos y el grupo 2 en 31
fumadores con cdancer de la vejiga urinaria. Las variancias de
las muestras fueron 5,2 = 1.00 y 5,2 = 3.5. Construya el in-
tervalo de confianza del 90 por ciento para 6,2 /0, 2.

Se analizaron estadisticamente los valores del indice de lati-
dos del corazén de dos muestras de pacientes que padecian
infarto del miocardio. Las variancias de las muestras fueron
de 12 y 10. Hubo 21 pacientes en cada muestra. Construya el
intervalo de confianza del 95 por ciento para la razén de las
variancias de las dos poblaciones.

Treinta y dos adultos afisicos sometidos a terapia del habla
fueron divididos en dos grupos iguales. El grupo 1 recibi6 el
tratamiento 1 y el grupo 2 el tratamiento 2. El andlisis estadisti-
co de los resultados de la efectividad de los tratamientos dio
las siguientes variancias: 5,2 = 8 y 5,2 = 15. Construya el in-
tervalo de confianza del 90 por ciento para 0,2 /g, 2.

Se calcularon las variancias de las muestras para los volimenes
de ventilacion pulmonar (ml) de dos grupos de pacientes que
sufren del padecimiento del tabique auricular. Los resultados
y tamafios de las muestras fueron los siguientes:

ny =31,5,% = 35,000
Nay =4l,522 =20,000
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Construya el intervalo de confianza del 95 por ciento para la
razdn de las dos variancias.

5.10.6 Se registraron las respuestas de la glucosa a la glucosa oral para

5.11 RESUMEN

11 pacientes con la enfermedad de Huntington (grupo 1) y
13 individuos de control (grupo 2). El anilisis estadistico de
los resultados proporciond las siguientes variancias de las mues-
tras: 5;% = 105 y 5,2 = 148. Construya el intervalo de con-
fianza del 95 por ciento para la razén de las dos variancias.

En este capitulo se estudia una de las principales dreas de la inferencia
estadistica: la estimacion. Se estudian las estimaciones puntual y por
intervalos. Se ilustraron los conceptos y métodos implicitos en la cons-
truccidon de los intervalos de confianza de los siguientes pardmetros:
medias, la diferencia entre dos medias, proporciones, la diferencia
entre dos proporciones, variancias y 1a razéon de dos variancias.

Preguntas y ejercicios de repaso

B W N

. (Qué es la inferencia estadistica?

. (Por qué es la estimacion un importante tipo de inferencia?.
. (Qué es una estimacién puntual?.

. Explique el significado de la caracteristica de ser insesgado

. Defina lo siguiente:

a) Coeficiente de confiabilidad
b) Coeficiente de confianza

¢) Error estdndar

d) Estimador

. Dé la formula general para un intervalo de confianza.
. Enuncie las interpretaciones probabilistica y prictica de un inter-

valo de confianza.

. ;Qué uso tiene el teorema del limite central en la estimacion?.
. Describa la distribucion ¢.
. (Cudles son las suposiciones que fundamentan el uso de la distri-

bucién ¢ al estimar la media de una sola poblacion?.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

;Qué es la correccién por poblacion finita?. ;Cudndo puede pa-
sarse por alto?.

;Cudles son las suposiciones que fundamentan el uso de la dis-
tribucion ¢ al estimar la diferencia entre las medias de dos po-
blaciones?.

Los andlisis de los gases de la sangre arterial de una muestra de 15
hombres adultos fisicamente activos dieron los siguientes valores
de PaO, en reposo:

75, 80, 80, 74, 84,78, 89, 72, 83, 76,75, 87, 78,79, 88

Calcule el intervalo de confianza del 95 por ciento para la media
de la poblacion.

En una muestra de 140 pacientes asmdticos, el 35 por ciento tuvo
reacciones positivas de la piel al polvo de su casa. Construya el in-
tervalo de confianza del 95 por ciento para la proporcién de la
poblacidn.

Se llevd a cabo una encuesta sobre higiene industrial en un drea
metropolitana grande. De 70 plantas manufactureras de cierto tipo
visitadas, 21 recibieron una minima calificacién en lo que se refiere
a las medidas de seguridad. Construya un intervalo de confianza
del 95 por ciento para la proporcién de la poblaciéon que muestra
una minima calificacion.

Utilicese comc referencia el problema anterior. ;Cudn grande
debe ser la muestra para estimar la proporcion de la poblacién con
un intervalo de confianza del 95 por ciento?. (.30 es la mejor es-
timacién disponible de p):

a) Sipuede pasarse por alto la correccién por poblacién finita.

b) Si no se pasa por alto la correccidon por poblacién finita y
N=1,500.

En una encuesta dental conducida por un grupo de salud dental, se
les pidi6 a 500 adultos que dieran la razoén de su ultima visita al
dentista. De los 220 que tenian una educacidn inferior a la secun-
daria, 44 sefialaron que lo habian hecho por razones preventivas.
De los restantes 280, quienes tenian la educacién secundaria o un
nivel superior, 150 sefialaron que lo habian hecho por la misma
razdn. Construya un intervalo de confianza del 95 por ciento para
la diferencia entre las proporciones de las dos poblaciones.
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18.

19.

20.

21.

22.

Un grupo de investigadores del cdncer de mama reunio los siguien-
tes datos en cuanto al tamafio de los tumores:

Tipo de tumor n X s
A 21 3.85cm 1.95 cm
B 16 2.80 cm 1.70 cm

Construya un intervalo de confianza del 95 por ciento para la di-
ferencia entre la media de las poblaciones.

Se encontrd que cierto medicamento es efectivo en el tratamiento
de las enfermedades pulmonares en 180 de los 200 casos tratados.
Construya el intervalo de confianza del 90 por ciento para la pro-
porcion de la poblacién.

Setenta pacientes con ulceras de estasis de la pierna fueron divi-
didos al azar en dos grupos iguales. Cada grupo recibié un trata-
miento distinto para el edema. Al término del experimento, se
estimo la efectividad de los tratamientos en términos de la dismi-
nucion del edema de la pierna, determinada por el desplazamiento
del agua. Las medias y desviaciones estindar de los dos grupos
fueron las siguientes:

Grupo (tratamiento ) x S
A 95 cc 25
B 125 cc 30

Construya un intervalo de coniianza del 95 por ciento para la di-
ferencia entre las medias de las poblaciones.

Los siguientes valores son las concentraciones de bilirrubina en
suero de una muestra de 10 pacientes admitidos a un hospital para
el tratamiento de la hepatitis.

20.5,14.8,21.3,12.7,15.2,26.6,23.4,22.9,15.7,19.2

Construya un intervalo de confianza del 95 por ciento para la media
de la poblacion.

Se determinaron los niveles del pH de la saliva en dos muestras alea-
torias independientes de nifios de escuela primaria. Los nifios de
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23.

la muestra A no tenian caries, mientras que los de la muestra B
tenian una alta incidencia de esta afeccidon. Los resultados fueron
los siguientes:

A: 7.14,7.11,7.61,798,7.21,7.16,7.89, 7.24, 7.86, 7.47, 7.82, 7.37,
7.66, 7.62, 7.65

B: 7.36,7.04,7.19, 741, 7.10, 7.15, 7.36, 7.57, 7.64, 7.00, 7.25, 7.19

Construya un intervalo de confianza del 90 por ciento para la di-
ferencia entre las medias de las poblaciones. Suponga que las va-
riancias de las poblaciones son iguales.

Se receté un medicamento A a una muestra aleatoria de 12 pa-
cientes que padecian de insomnio. Una muestra aleatoria inde-
pendiente de 16 pacientes con el mismo problema recibié un
medicamento B. Los niimeros de horas de suefio experimentadas
durante la segunda noche después de que se empezé el tratamiento
fueron las siguientes:

A:35/57,34,69,178,38,3.0,64,68,3.6,69,57
B: 45,11.7,10.8,4.5,6.3,38,6.2,6.6,7.1,64, 45,5.1,3.2,47,45,30
Construya un intervalo de confianza del 95 por ciento para la di-

ferencia entre las medias de las poblaciones. Suponga que las va-
riancias de ambas poblaciones son iguales.
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Pruebas de hipotesis

6.1 INTRODUCCION

En el capitulo anterior se estudié un tipo de inferencia estadistica, la
estimacion. El otro tipo, las pruebas de hipdtesis, es el tema del pre-
sente capitulo. Como ocurre con la estimacion, el proposito de las
pruebas de hipétesis es ayudar al médico, investigador o administra-
dor a tomar una decision en torno a una poblacion, examinando una
muestra de ella. La estimacion y las pruebas de hipotesis no son tan
distintas como puede parecer por el hecho de que en la mayoria de
los libros de texto se dedica un capitulo separado a cada una. Como
se explicard posteriormente, pueden utilizarse intervalos de confianza
para llegar a las mismas conclusiones que se alcanzan utilizando los
procedimientos de pruebas de hipotesis que se estudian en este
capitulo.

En esta seccidon se presentan algunos de los conceptos basicos
esenciales para comprender las pruebas de hipdtesis. Los detalles es-
pecificos de pruebas particulares se dardn en las secciones siguientes.

Una hipdtesis se define simplemente como una afirmacion acerca
de una o mds poblaciones. En general, la hip6tesis se refiere a los pard-
metros de las poblaciones acerca de las cuales se hace la afirmacion. Fl
administrador de un hospital puede suponer que la duracién prome-
dio de internacion de los pacientes admitidos al hospital es de cinco

221

. www.FreelL.ibros.me



B s B

222 Pruebas de hipdtesis

dias; una enfermera de salud publica puede suponer que un determi-
nado programa educativo hard que mejore la comunicacion entre en-
fermera y paciente; un médico puede suponer que cierto medicamento
serd eficaz en el 90 por ciento de los casos en los que se utilice. Por
medio de las pruebas de hipotesis, se determina si tales proposiciones
son compatibles 0 no con los datos de que se dispone.

Los investigadores tratan con dos tipos de hipbtesis: las hipdtesis
de investigacion y las hipéiesis esiadisticas: La hipdtesis de investiga-
cidn es la conjetura o suposicidn gue motiva la investigacidn. Puede
ser el resultado de afios de observacion por parte del investigador.
Una enfermera de salud ptiblica, por ejemplo, puede haber notado que
ciertos clientes respondieron mas rdpidamente a un tipo particular
de programa de educacion sanitaria, Un médico recordard numerosos
casos en los cuales ciertas combinaciones de medidas terapéuticas
fueron mds efectivas que cualquiera de ellas por separado. Los pro-
yvectos de investigacién suelen resultar del desec de tales profesiona-
les de la salud de determinar si sus teorias o sospechas pueden ser
apoyadas o no cuando se someten a los rigores de la investigacion
cientifica.

Las hipétesis de investigacidn conducen directamente a hipdtesis
estadisticas. Las hipotesis estadisticas se establecen en tal forma que
puedan ser evaluadas a través de técnicas estadisticas apropiadas. En
este texto las hipotesis que se estudiardn son de este tipo. Se supon-
drd que las hipdtesis de investigacidn para los ejemplos y ejercicios
ya se han considerado.

Por conveniencia, las pruebas de hipotesis se presentardn como
un procedimiento de nueve pasos. Nada hay de sagrado ¢ mégico res-
pecto a este formato particular, aunque de hecho descompone el
proceso en una sucesion 1égica de acciones y decisiones.

1. Datos. Debe comprenderse la naturaleza de los datos que forman
la base de los procedimientos de prueba, ya que esto determina la
prueba particular que debe utilizarse. Se debe determinar, por
ejemplo, si los datos constan de conteos o medidas.

Suposiciones. Como se aprendid en el capitulo sobre estimacion,
suposiciones distintas condujeron a modificaciones de los interva-
los de confianza. Lo mismo ocurre en las pruebas de hipétesis: un
procedimiento general se modifica, dependiendo de las suposicio-
nes. De hecho, las mismas suposiciones que tienen importancia en
la estimacidén son también importantes en las pruebas de hipote-

o

v WWWLEreeLibros.me. ...



Introduccion 223

sis. Se ha visto que éstas incluyen, entre otras, suposiciones acer-
ca de la normalidad de la distribucidén de la poblacion, igualdad
de las variancias e independencia de las muestras.

Hipotesis. En las pruebas de hipdtesis se trabaja con dos hipotesis
estadisticas que deben enunciarse explicitamente. La primera es
la hipotesis que debe probarse, por lo comun conocida como #i-
potesis nula, y que se designa por el simbolo Hy . Esta hipotesis a
veces se conoce como hipotesis de no diferencia, ya que es una
proposicion de conformidad con {0 no diferencia respecto de)
condicicnes verdaderas en 1a poblacion de interés. En general, la
hipdtesis nula se establece con el proposito expreso de ser recha-
zada. En consecuencia, el complemento de la conclusion que el
investigador desea alcanzar se convierte en el enunciado de la hipo6-
tesis nula. En el proceso de prueba, la hipodtesis nula se rechaza, o
bien, no se rechaza. Si la hipotesis nula no se rechaza, se dird que
los datos sobre los cuales se basa la prueba no proporcionan evi-
dencia suficiente que provoque el rechazo. Si el procedimiento
de prueba conduce al rechazo, se concluird que los datos disponi-
bles no son compatibles con la hipétesis nula, pero son apoyo de
alguna otra hipétesis. Esta otra hipétesis se conoce como Aipére-
sis alternativa y puede designarse mediante el simbolo Hy .

Debe sefialarse que, en general, ni las pruebas de hipdtesis ni la

inferencia estadfstica conducen a la prueba de una hipoétesis, sino que
simplemente indican si ésta es apoyada o no por los datos disponibles.
Por lo tanto, cuando no es posible rechazar una hipétesis nula, no se
dice que es verdadera, sino que puede ser verdadera. Cuando se ha-
bla de aceptar una hipdtesis nula, se tiene presente esta limitacidén
vy no se desea comunicar la idea de que la aceptacidén implica la de-
mostracidn.

4.

Estadistica de prueba. La estadistica de prueba es alguna estadfs-
tica que puede calcularse a partir de los datos de la muestra. Como
regla, existen muchos valores posibles que puede tener la estadfs-
tica de prueba, dependiendo del valor particular observado de la
muestra particular extraida. Como se verd, la estadistica de prue-
ba sirve como un productor de decisiones, ya que la decisiéon de
rechazar o no la hipétesis nula depende de la magnitud de la esta-
distica de prueba. Un ejemplo de estadistica de prueba es la
cantidad

X~ Ho
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donde pg es un valor supuesto de la media de una poblacioén. Esta
estadistica de prueba estd relacionada con la estadistica

”_f\:—/l

N

La siguiente es una férmula general para una estadistica de
prueba que se aplicard en muchas de las pruebas de hipdtesis que
se estudian en este libro:

estadistica relevante — pardmetro supuesto
error estdndar de la estadistica relevante

estadistica de prueba

En el presente ejemplo, X es la estadistica relevante, ug el pard-
metro supuesto y oA/7n el error estandar de X, la estadistica rele-
vante.

Distribucion de la estadistica de prueba. Se ha sefialado que la
clave para la inferencia estadistica es la distribucion muestral.
Esto vuelve a recordarse cuando se hace necesario especificar la
distribucién de probabilidad de la estadistica de prueba. Por
giemplo, 1a distribucidn de la estadistica de prueba,

X

ta
i

a\ H

sigue la distribucién normal unitaria si la hipotesis nula es verda-
dera y se satisfacen las suposiciones.

Regla de decision. Todos los valores posibles que la estadistica de
prueba puede tener son puntos sobre el eje horizontal de la grifi-
ca de la distribucion de tal estadistica y se dividen en dos grupos;
uno de los grupos constituye lo gue se conoce como region de
rechazo y el otro grupo forma la region de aceptacion . Los valores
de la estadistica de prueba que comprenden la regién de rechazo
son aquellos que tienen la menor probabilidad de suceder sj la
hipotesis nula es verdadera, mientras que los valores que forman
la regidn de aceptacion son los que tienen mayor probabilidad de
ocurrir si la hipotesis nuia es verdadera. La regla de decision sefla-
la que se rechace la hipétesis nula si el valor de la estadistica de
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prueba que se calcule a partir de la muestra es uno de los valores

de la regién de rechazo, y que no se rechace (o “acepte )} la hipo-

tesis nula si el valor calculade de la estadistica de prueba es uno
de los valores de la region de aceptacion.

La decision, por lo que respecta a qué valoses van hacia la regién
de rechazo vy cudles 2 1a region de aceptacion, se toma en base al ni-
vel de significacion deseado, que se designa por o. El término nivel
de significacién refleja el hecho de que, algunas veces, las pruebas de
hipotesis reciben el nombre de pruebas de significacion y vn valor
calculade de la estadistica de prueba que cae en la regidn de rechizo
se dice que es significativo. El nivel de significacion, a, especifica el
drea bajo la curva de la distribucion de la estadistica de prueba que
esta por arriba de los valores sobre el eje horizontal que constifuyen
la region de rechazo. Se ve entonces que « es una probabilidad y, de
hecho, es la probabilidad de rechazar una hipotesis nula verdadera.
Dadc que el rechazer una hipotesis nula verdadera serfa un error, ni-
camente parece razonable que debe hacerse pequefia la probabilidad
de rechazar una hipotesis nula verdadera y, en efecto, esto es lo que
se hace. Los valores de o que se encuentran con mds frecuencia sou
01, .05y .10.

El error gue se comete cuando se rechaza una hip6tesis nuia ver-
dadera se conoce como error del tipo 1. El error del tipo II se comete
cuando se acepta una hipétesis nula falsa. La probabilidad de come-
ter un error del tipo 11 se designa por 8.

Siempre gue se rechaza una hipdtesis nula se tiene el riesgo con-
comitante de cometer un error del tipo I, rechazar una hipotesis nula
verdadera. Siempre que se “aczpta’ una hipdresis nula, existe el ries-
go de aceptar una hipotesis nula faisa. Se hace pequefio «, pero en
general nc se ejerce control sobre §, aungue se sabe que en ia mayo-
ria de las situaciones practicas s mayor que o.

Nunca se sabe si se ha cometide o no unc d= estos errores cuando
se rechaza ¢ se deja de rechazar una hipdtesis nula, ya que se desco-
noce el enuncizde verdadero de los asuntos. Si el procedimiento de
pruchba conduce al rechazo de ia hipdtesis nula verdadera, puede ser
urn consuelo 2l hecho de que 3¢ ha hecho menor a v, por lo tante, fue
pequefia la probabilidad de cometer un error del tipo L Si se “acepta”
la hipétesis nula, no se sabe el riesgo concwrrente de cometer un
error dz1 tipo U, ya que por lo comin se desconocs f pero, como
se ha seflalade, se sabe que, en genoral 2s mevor gue o.
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7. Estadistica de prueba calculada. A partir de los datos contenidos
en la muestra se calcula un valor de la estadistica de prueba y se
compara con lasregiones de aceptacion y de rechazo que ya se han
especificado.

8. Decision estadistica. La decisidn estadistica consiste en el recha-
zo 0 no rechazo de la hipbtesis nula. Se rechaza si el valor calcu-
lado de la estadistica de prueba cae en la regidén de rechazo, y no
se rechaza si el valor calculado de la estadistica de prueba cae
en la regién de aceptacior.

9. Conclusion. Si Hy se rechaza, se concluye que H4 es verdadera.
Si no se rechaza H,y, se concluye que H,y puede ser verdadera.
Uno de los propésitos de las pruebas de hipoOtesis es ayudar a los

administradores y clinicos a que tomen decisiones. En general, la

decisién clinica o administrativa depende de la decisiéon estadistica.

Si se rechaza la hipdtesis nula, la decisién clinica o administrativa se

refleja por lo general, en el hecho de que la decisidén es compatible

con la hipdtesis alternativa. En general, se cumple lo opuesto si no

se rechaza la hipotesis nula. Sin embargo, la decisidén administrativa o

clinica puede tener otras formas, como una decision de reunir mds

datos. .

Sin embargo, debe enfalizarse en este punto que el resultado de
la estadistica de prueba sélo es una parte de la evidencia que influye
sobre la decision administrativa o clinica. La decisidon estadistica no
debe interpretarse como definitiva, sino que debe considerarse jun-
to con toda la demds informacién importante de que disponga el
experimentador.

Con estos comentarios generales como base, se discutirdn a conti-
nuacion pruebas de hipdtesis especificas.

6.2 | PRUEBAS DE HIPOTESIS: MEDIA DE UNA SOLA
“POBLACION_

En esta seccion se estudia la prueba de una hipdtesis en torno a la
media de una poblacion bajo tres condiciones distintas: 1) cuando
el muestreo se realiza a partir de una poblacién de valores con distri-
bucidén normal v con variancia conocida, 2) cuando el muestreo se
realiza a partir de una pcblacién con distribucidén normal y con va-
riancia desconocida v 3) cuando el muestreo se realiza a partir de una
poblacidon que no presenta distribucion normal. Aunque la teoria
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para las condiciones 1 y 2 depende de poblaciones con distribucion
normal, es practicd comun aplicar la teoria cuando las poblaciones
pertinentes s6lo estdn distribuidas en forma aproximadamente nor-
mal. Esto es satisfactorio mientras la desviacion de la normalidad sea
moderada. | '

Muestreo a partir de poblaciones con distribucién normai:
variancias de las poblaciones conocidas.

1

Ejemplo 6.2.1

Varios investigadores estdn interesados en la concentracion media
de alguna enzima en cierta poblacidon. Supdngase que se estd plan-
teando la siguiente pregunta: ;puede concluirse que la concentracion
media de la enzima en esta poblacidn es distinta de 257

Con base en el conocimientc que se tiene sobre las pruebas de
hipétesis, puede concluirse que la concentracidén media de la enzima
es distinta de 25 si puede rechazarse la hipdtesis nula de que la me-
dia es igual a 25. Utilicese la informacion del ejemplo 5.2.1 y el pro-
cedimiento de pruebas de hipdtesis en nueve pasos dado en la seccidon
anterior para ayudar a los investigadores a llegar a una decision.

1. Datos. Los datos de que disponen los investigadores son las deter-
minaciones de la enzima hechas en una muesira de 10 individuos
de la poblacidn de interés. A partir de asta muestra, se ha calcu-
lado una media'de ¥ = 22.

2. Suposiciones. Se supone que la muestrs proviene de una pobla-

cidon de concentraciones de la enzima con distribucién normal y

con una variancia conocida de 6% = 45,

Hiporesis. La hipotesis que debe probarse, o hipotesis nula, es

que la concentracidn media de la enzima en la poblacién es igual

a 25. La hipotesis alternativa es gue la concentracion media de la

enzima en la poblacidn no es igual a 25. Nétese que se estd iden-

tificando la conclusién que los investigadores desean alcanzar con
la hipotesis alternativa, de modo que st los datos permiten el re-
chazo de la hipotesis nula, su conclusion tendrd mds peso, va que
ia probabilidad acompafiante de rechazar una hipotesis nula ver-
dadera serd pequefa. Se tendrd la seguridad de esto asignando un
valor pequefio a «, la probabilidad de cometer un error del tipo I.

[958}
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Puede presentarse la hipGtesis pertinente en forma ¢
ia mancra siguiente:

Hype== 25
Hope st 2

4. FEstadistica de prueba 13ado que se estd poniend
hipotesis srerca de la media de uns poblacion, se suyp
poblacién estd d
de la misma. la esu

istribuida normalme

Vistica de prushy

-

e Y ST Conuce

ompacta de

1 pruc;,r)a ana

one que la
,f,ii variancia

5. Distribucion de la estadisiica de pruvbu. Ex base al conoamiento

que se tiene schre las distribuciones muestrales y la distribucién

normat. se sabe gue

N g

3
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que estos valores extremos constituyan la regién de rechazo. ;Qué
tan extremo debe ser un valor posible de la estadistica de prueba
para formar parte de la regidon de rechazo? La respuesta depende
del nivel de importancia que se elija, es decir, la magnitud de la
probabilidad de cometer un error del tipo [. Supdngase que se de-
sea que la probabilidad de rechazar una hipotesis nula verdadera sea
de o = .05. Dado que la regiéon de rechazo va a consistir de dos
partes, los valores extremadamente pequefios y los valores extre-
madamente grandes de la estadistica de prueba, parte de « tendrd
que asociarse con los valores grandesy parte con los valores peque-
fios. Parece razonable que deba dividirse « en partes iguales y
considerar a «/2 = .025 asociado con los valores extremadamente
pequefios y a «/2 = .025 asociado con los valores extremadamen-
te grandes.

;Qué valor de la estadistica de prueba es tan grande que, cuando
la hipotesis nula es verdadera, la probabilidad de obtener un valor asi
de grande o mayor es de .0257 En otras palabras, ;jcudl es el valor de
z a la derecha del cual estd .025 del drea bajo la distribucion normal
unitaria? El valor de z a la derecha del cual estd .025 del drea es el
mismo valor entre — oo vy hasta el cual estd 975 del drea. Se busca
en el cuerpo de la tabla F hasta que se encuentre 975 o su valor més
proximo v se leen las anotaciones correspondientes en el margen
para obtener el valor de z. En el presente ejemplo, el valor de z es de
1.96. Razonando de manera semejante sc llegard a encontrar — 1.96
como ¢l valor de la estadistica de prueba tan pequefio que, cuando la
hipétesis nula es verdadera, la probabilidad de obtener un valor asi

a2 = .025: 95 :a/2 = 025
—1.96 0 1.96 2
g N\ § /\ g
Regién de rechazo Region de Regién de rechazo
aceptacién

Figura 6.2.1 Regiones de aceptacion y de rechazo para el ejemplo 6.2.1.
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de pequefio o menor es de .025. La regiéon de rechazo consta enton-
ces de todos los valores de la estadistica de prueba iguales o mayores
que 1.96 o menores que o iguales a — 1.96. La region de aceptaciéon
consta de todos los valores entre éstos. En la figura 6.2.1 se muestran
las regiones de aceptacion y de rechazo. En ocasiones, se da el nom-
bre de valores criticos de la estadistica de prueba a los valores de ésta
que separan las regiones de aceptacion y de rechazo, y a la regidén de
rechazo se le conoce como regidn critica.

La regla de decision establece que se calcule un valor de la esta-
distica de prueba a partir de los datos de la muestra y que se rechace
H, si se obtiene un valor igual a 0 mayor que 1.96 o igual a 0 menor
que — 1.96, y que se acepte H, si se obtiene cualquier otro valor. El
valor de « y, en consecuencia, la regla de decision, debe establecerse
antes de reunir los datos. Esto evita que los resultados de la muestra
influyan sobre la decisidon que se va a tomar. Esta condicién de obje-
tividad es importantisima y debe conservarse en todas las pruebas.

7. Estadistica de prueba calculada. De la muestra se calcula que

8. Decisibn estadistica. Ateniéndose a la regla de decision, no se
puede rechazar la hipotesis nula ya que — 1.41 no estd en la regién
de rechazo. Puede decirse que el valor calculado de la estad istica de
prueba no es significativo en el nivel .05,

9. Conclusion. Se concluye que u puede ser igual a 25, y se hace que
las acciones administrativas o clinicas tomadas estén de acuerdo
con esta conclusion

valores p. En lugar de decir que un valor observado de la estadfis-
tica de prueba es significativo o no, la mayoria de los autores que
escriben en el lenguaje cientifico prefieren reportar la probabilidad
exacta de obtener un valer como el extremo o mds extremo que aquel
observado si la hipotesis nula es verdadera. En el presente caso, di-
chos autores darian el valor calculado de la estadistica de prueba
junto con la afirmaciéon de que p = .1586. Esta afirmacion significa
que la probabilidad de obtener un valor tan extremo como 1.41 en
cualquier direccién, cuando la hipotesis nula es verdadera, es de .1586.
El valor de .1586 se obtiene dela tabla F y es la probabilidad de obser-
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varunz = 1.41 ounz < — 1.41 cuandola hipdtesis nula es verdadera.
Es decir, cuando H, es verdadera, la probabilidad de obtener un
valor de z tan grande como o mayor que 1.41 es de .0793, y la proba-
bilidad de observar un valor de z tan pequefio como o menor que
— 1.41 es de .0793. La probabilidad de que ocurra cualquiera de estos
casos, cuando H, es verdadera, es igual a la suma de las dos probabi-
lidades individuales, y en consecuencia, en el presente ejemplo, se
dice que p = .0793 + .0793 = .1586. La cantidad p se conoce como
el valor p de la prueba.

Definicion

El valor p para la prueba de una hipotesis es la probabilidad
de obtener, cuando H, es verdadera, un valor de la estadistica de
prueba tan extremo como o mds extremo que (en la direccion
apropiada) el calculado en realidad .

El valor p para una prueba puede definirse también como el valor
mds pequefio de « para el cual 1a hip6tesis nula puede rechazarse.

El reporte de los valores p como parte de los resultados de una
irivestigacién proporciona mds informacién al lector que afirmacio-
nes tales como “la hipdtesis nula se rechaza en ¢l nivel .05 de signifi-
cacion”™ o “‘los resultados no fueron significativos en el nivel .05”. El
reporte del valor p asociado con una prueba le permite al lector saber
con exactitud, qué tan raro o qué tan comin es el valor calculado de
la estadistica de prueba dado que H,, es verdadera. Pueden consultar-
se los libros de Gibbons y Pratt,! Daniel?> y Bahn® para un estudio
mds detallado del tema de los valores p.

Prueba de Hy por medio de un intervalo de confianza. Se sefiald
en un principio que pueden utilizarse intervalos de confianza para
probar hipétesis. En el ejemplo 6.2.1 se utilizé un procedimiento de
pruebas de hipotesis para probar Hy:u = 25 contra la alternativa,
H, : p #+ 25. No pudo rechazarse H, debido a que el valor calculado
de la estadistica de prueba cayo en la region de aceptacidn.

Véase ahora co6mo podria haberse llegado a esta misma conclu-
sién utilizando un intervalo de confianza de 100(1 — «) por ciento.
El intervalo de confianza del 95 por ciento para g es
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22 +196.745/10
22 £ 196021210
22+ 416

1784, 26.16

Dado que este intervalo incluye a 25, se «tice que 735 es un candidato
para la media que se estd estimando v, por lo tanto, u puede ser igual
a 25 v Hy no se rechaza. Fsta es 1a misima conclusidn 4 la que se legd
por medio del procedintiento de pruebas de hipdtesis.

Si el pardimetro supuesto, 25, no se hublera incluido en el inter-
valo de confianza del 95 por ciento, es decir, si el ifmite inferior del
intervale calculado bubiera sido mayor que 25 o si ¢l Himite superior
hubiera sido menor que dicho valor, se habriz dicho que Hy se recha-
za en el nivel .05 de significacion. En general. cuando se prueba una
hipotesis nula por medic de un intervalo de confianza biluteral, se
rechaza Hy en el nivel: o de significacion si el pardmefro supuesto no
std contenide dentro del intervalo de confianza del 130 (1—a) por
ciento. Si el pardmetro supuesto esid contenido deniro de dicho in-
tervalo, Hy no puede rechazarse en el nivel w de imporiangia

Pruebas de hipétesis unilaterales. 1.+ prueba de hipotesis ilusira-
da por el ejemplo 6.2.1 es un ejempio de prueba bilateral, Namada asi
porque la region de rechazo se divide entre los dos lados o colas de la
distribucion de la estadistica de prueba. Una prueba de hipdtesis pue-
de ser unilateral, en cuyo caso toda la regién de rechazo estd en una
a otra cola de la distribucién. El que se utilice ura prueba unilateral o
bilateral depende de la nazuralem da la cuestidon planteada por el in-
vestigador,

En caso de que los valores tanto p‘queﬁos como grandes causen
el rechazo de la hipétesis nula, lo indicade es utiizar una prucba bi-
lateral. Cuando unicamente valores suficientemente “pequenios” o
suficientemente “grandes” causen ¢l rechazo de la hipotesis nula,
lo indicado es utilizar una prueba unilateral.

Ejemplo 6.2.2

Supdngase que en lugar de preguntarse si pudieran conciuir que
@ 25, los investigadores se hubiersn preguntido: (se puede con-
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cluir que g < 25? Esta pregunta podria contestarse diciendo que es
posible llegar a esa conclusion si se rechaza Ia hipotesis nula de que

M

> 25. Utilicese ahora el procedimiento de los nueve pasos para

legar a una decision basada en una prueba unilateral.

Wt =

Datos. Véase el ejeraplo anterior.
Suposiciones, Véase el ejemplo anterior.
Hipotesis.

Hyruz 25

H,p<25

La desigualdad de la hipGtesis nula implica que ésta consta de un
nimero infinito de hipotesis. La prueba soélo se hard en el punto
de la igualdad, ya que pusde demostrarse que si fl, se rechaza
cuando la prueba se hace en el punto de igualdad, se rechazaria si
la prueba se hubiera hecho para cualquier otro valor de u indi-
cado en la hipétesis nula.

Estadistica de prueba.

INaT!

Distribucion de la estadistica de prueba. Véase el ejemplo ante-
rior.

Regla de decision. Sea nuevamente o = .05. Para determinar dénde
colocar la region de rechazo, debe preguntarse qué magnitud
de los valores causaria el rechazo de la hipétesis nula. Si se ob-
serva la hipdtesis, se ve que los valores pequefios causarian el
rechazo y que los valores grandes tenderian a reforzar la hipo-
tesis nula. Es de desear que la region de rechazo esté donde estdn
los valores pequefios, en la cola inferior de la distribucién. En
este caso, dado que se tiene una prueba unilateral, todo « ird
en una de las colas de la distribucién. Al consultar la tabla F,
se encuentra que el valor de z a la izquierda del cual estd .05 del
drea bajo la curva normal unitaria es de — 1.645. Se especifican
ahora las regiones de aceptacion y de rechazo y se muestran en la
figura 6.2.2.
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.05
—1.645 0 z
/ \
Yo ) Y
Region de rechazo Regidon de aceptacion

Figura 6.2.2 Regiones de aceptacion y de rechazo para el ejemplo 6.2.2.

La regla de decision sefiala que se rechace Hy si el valor caiculado
de la estadistica de prueba es menor que o igual a — 1.645.

7. Estadistica de prueba calculada. A partir de los datos, se calcu-
la que

22
Y
4510

8. Decision estadistica. No puede rechazarse la hipotesis nula debi-
doaque— 141> -1.645.

9. Conclusion. Se concluye que la media verdadera puede ser mayor
que o igual a 25 vy se actila en consecuencia.

El valor p para esta prueba es .0793, va que P(z <— 1.41), cuan-
do H, es verdadera, es de .0793, valor que se da en la tabla F cuando
se determinala magnitud del drea ala izquierdade — 1.41 bajo la curva
normal unitaria. Puede probarse una hipotesis nula unilateral por me-
dio de un intervalo de confianza unilateral. Sin embargo, en este libro
no se cubrird la construccion e interpretacion de este tipo de interva-
lo de confianza. Se sugiere que el lector consulte el estudio de este
tema que hace Daniel* en su libro.

Si la pregunta de los investigadores hubiera sido: *“;puede con-
cluirse que la media es mayor que 25?77, siguiendo el procedimiento
de los nueve pasos, se habria llegado a una prueba unilateral con toda
la region de rechazoen la cola superior de la distribucion de 1a prueba
estadistica y a un valor de + 1.645.
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Muestreo a partir de una poblacion con distribucién normal: va-
riancia de la poblacién desconocida. Como ya se ha sefialado, se des-
conoce en general la variancia de la poblacidn en situaciones reales
que comprenden la inferencia estadistica en torno a la media de una
poblacion. El siguiente ejemplo ilustra el procedimiento de prueba
de hipoétesis cuando éste es el caso.

Ejemplo 6.2.3

Varios investigadores recolectaron concentraciones de amilasa en
suero de una muestra aleatoria de 15 personas aparentemente sanas.
Desean saber si pueden concluir que la media de la poblacidén de la
cual provino la muestra de determinaciones de amilasa en suero es dis-
tinta de 120. Es posible concluir esto si se rechaza la hipodtesis nula
de que la media verdadera es igual a 120. Esto sugiere una prueba de
hipoétesis bilateral que se lleva a cabo utilizando los ya conocidos nue-
Ve pasos.

1. Datos. Los datos consisten en las determinaciones de amilasa en
suero hechas en 15 personas aparentemente sanas. La media y
la desviacion estdndar calculadas a partir de la muestra son, res-
pectivamente, 96 v 35 unidades/100 ml.

2. Suposiciones. Las 15 determinaciones constituyen una muestra
aleatoria de una poblacién de determinaciones con distribucion
normal. Se desconoce la variancia de la poblacién.

3. Hipotesis.

Hyipo= 120
Hyp# 120

4. Estadistica de prueba. Dado que se desconoce la variancia de la
poblacidn, la estadistica de prueba es

5. Distribucion de la estadistica de prueba. La estadistica de prueba
estd distribuida como la ¢ de Student, con # — | grados de liber-
tad, si H, es verdadera.

- www.FreeLibros.me
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6. Regla de decision. Sea o = .05. Dado que se tiene una prueba bi
. lateral, se pone «/2 = 025 en cada cola de la distribucion de o
estadistica de prueba. Los valores de £ a la derecha e izquierda de
los cuales estd .025 del drea son 2.1448 y — 2.1448. Estos valores
-& obticnen de la tabla H. Las regiones de aceptacién v de re-
chazo se muestran en la figura 6.2.3.

La regla de decision sefiala que se calcule un valor de la esta-
distica de prueba v gue se rechace H, si la ¢ calculada es mayor
que o igual a 2.1448 ¢ menor que o igual a — 2.1448,

Estadistica de prueba caleulada.

96 - 1?0 —24
35 08 904

8. Decision estadistica. Se rechaza Hy, ya que — 2.65 cae en la re-
gidn de rechazo.

9. {onclusidn. La conclusion, basada en estos datoes, es
air ia poblacidn de la cual provino la muestra no es |

gue la media
20,

Ei valor p exacto para esta prusba no puede obtenerse de fa tabla
H devido a que ésta <6lo da los valores ¢ para percentiles selecciona-
dos. 5Sin embarge, of valor p puede considerarse como un intervalo.

En el presente cien‘-pm 2 65 es menor que — 2.624, el valor de ¢
a la 1zquierda del cual vstd .01 del drea bajo la £ con 14 grados de |

hertad pero mayor gus — 2 0768 a la izquierda del cual estd 005 dei
dren. En cousecuencia, cuando My es verdadera, la probabilidad de
obtener ur valor de ¢ tan pequedio come o mds pequefio que ~ 2.65
es imenor que ., pero mayor que (005,

S\

“mﬂm’z"’)
2. 144 & 2.1448 t
A A\ Y NS
——
Regién de rechazo Regidn de aceptacion Regidn de rechazo

Figura 6.2.3 Regiones de aceptacion y de rechazo para el ejemplo 6.2.3
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Area=.01 Arag =01
A A
01> Area> .00& / 012 Area > 005
P H P
Area= 005 \ ‘ 1/ Avea =005
pe—— J‘___.__\ \\% J /__A.a—.
= e T,
~2.9768 —2.65 -2624 ¢ 2624 265 29768

Q22p> 01

Figura 6.2.4 Determinacion del valor de p para ¢l gjemplo ¢.2.3.

Es decir, .005 << P(r <<—2.653<7.01. Dado que a prueba fue bilateral,
debe permitirse la ‘pOSlblhdad de un valor calculado de 1a estadistica
de prueba tan grande en la direccidn opucs:a como ¢l observado.
[.a tabla H revela que 005 <C Pt = 2.65) <C 01. Ll valor p, enton-
ces, es de .01 <Up < .02. La figura 6.2.4 muestra el valor p para este
gjemplo.

Sien el gjemplo anterior la hipétesis hubiers sido

=170
H < 120

el procedinuento de prueba habria conducido a una prueba unilateral
con toda ia regidn de rechazo en la cola inferior de lz distribucién: y
si Ja hipGicsis hubiera sido

o <120
H, > 120

se habria ternido una prueba unilateral con toca lu region de rechaze
en la cola superior de la distribucidn,

Muestreo a pe
el Sila m
e (G0 ung v
muestra ey o

7 de una pobizcion gee no pws«'nm distribucion
sira on ia cual su basa o prueba de la hipotesis oro-
cion que Mo eesends distribucidn normal y s
Wuu’lﬂ SECATsE v i el teorema ded Himite o
v outihear 77N — go ) (oh/EY come g estad istica de pruehu
COTOCT 18 :11»;. svaciGn estdndar do ta podlaciSn, la podes

(D
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miun es utilizar la desviacion estdndar muestral como una estimacion. |
Lorazonable es que la muestra grande , necesaria para aplicar el teorema
del limite central, proporciona una estimacién satisfactoria de o.

Ejemplo 6.2.4
.

En una encuesta sanitaria de cierta comunidad, se entrevisto a
150 personas. Uno de los detalles de la informacién obtenida fue el
namero de recetas médicas que cada persona habfa tenido que pedir
durante el afo anterior. El nimero promedio para las 150 personas
fue de 5.8 con una desviacion estidndar de 3.1. El investigador desea
saber si estos datos proporcionan evidencia suficiente como para in-
dicar que la media de la poblacién es mayor que 5. Se dice que los
datos proporcionan tal evidencia si puede rechazarse la hipodtesis
nula de que la media es menor que o igual a 5. Puede llevarse a cabo
la siguiente prueba:

1. Datos. Los datos constan del nlumero de recetas pedidas por las
150 personas, con ¥ =58 ys=3.1.

2. Suposiciones. Los datos constituyen una muestra aleatoria de una
poblacion de forma funcional desconocida.

3. Hipotesis.

4. FEstadistica de prueba

Dado que se desconoce g, se utiliza la desviaciéon estdndar de la
muestra comno una estimacion.

5. Distribucion de la estad{stica de prueba. En virtud del teorema
del limite central, la estadistica de prueba muestra una distribu-
cién casi normal con u = 0 si H es verdadera,

6. Regla de decision. Sea o= .05. El valor critico de la estadistica de
prueba es de 1.645. Las regiones de aceptacion y de rechazo se
muestran en la figura 6.2.5. Se rechaza H, si se calcula z = 1.645.
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7. Estadistica de prueba calculada.

z ?;8_— 5.0 _'_8_ 32

T 31J150 25

8. Decision estadistica. Se rechaza Hy, ya que 3.2 > 1.645.
9. Corclusion. Se concluye que el namero medio de recetas pedidas
por persona por afic para esta poblacidn es mayor que 5.

Si se hubiera conocido la variancia de la poblacion, el procedi-
miento habria sido idéntico al anterior, excepto que en el denomina-

0 1.645 2
/\

Y ¥

Region de aceptacion Region de rechazo

Figura 6.2.5 Regiones de aceptacion y de rechazo para el ejemplo 6.2.4.

dor de la estadistica de prueba calculada se habria utilizado el valor de
¢ conocido en lugar del valor muestral. El valor p para esta prueba
es menor que .001.

Dependiendo de lo que los investigadores deseen concluir, utili-
zando los datos anteriores podria haberse realizado una prueba bila-
teral, o bien, una prueba uni'ateral, con la regidén de rechazo en la
cola inferior de la distribucién.

Ejercicios

Para cada uno de los siguientes ejercicios, lleve a cabo el procedimien-
to de nueve pasos de pruebas de hipdtesis para ei nivel de significa-
cién dado. Calcule el valor p para cada prueba.

www.FreeLibros.me
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Como parte de un estudio de tiempos v movimientos condu-
cide enoun centro de salud, uns muestra de 100 pacientes passd
en promedio 23 minutos en la sala de ospera entre su registro
y su afenciou por un miembro del prupo madico, La desvia-
cion estdndar muestral fue de 10, ;Proporcionan estos daios
evidencia suficiente como pura indum. que el tiempo wmedio
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exvnerimento fue de Y0 con una desviacion estandar de 10,
JProporcionan estos datos evidencia suficiente que indiqur:
que la medic de fu poblacidn es menor de 957 Sea o= 10,

Una encuesta de 64 laboratorios médicos reveld que el precio

redio cargado para clerta prueba fue de $12 con una desvia-
cion estandar de §4. 5??4 porcionan eostos datoes eviderncia sufi-
ciente que indigue que Ia media de s poblacidn es mayor que
$107 Seaa - 05, ‘
5S¢ hizo un estudio de una muestra de 25 rogistros de pacien-
tes de un hospital de enfermedades cronicas tomando como

base pacientes externos bl admero medio de visitas por vea-
ciente Tue o 40X y Ia desviacion estdndar muesira] e de 2.
JPueds concluirse a pertir de estos datos gae lawedis de ia
poblacitn ¢g inavor e Cuatro visitas por paciente? Supén-
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nase quo iz
de .05,
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6.2.8

6.2.9

6.2.11

6.2.12

ganismos aislados posteriormente de los tejidos de dichos
animales fue de 6.5 (datos codificados) con una desviacidn
estdndar de .6. ;Puede concluirse a partir de estos datos que
la media de la poblacion es mayor que 67 Sea o = .05.

Una muestra de 25 estudiantes de enfermeria de primer afio tu-
vo una calificacién media de 77 en una prueba efectuada para
medir su actitud hacia el paciente moribundo. La desviacién
estdndar de la muestra fue de 10. ;Proporcionan estos datos
evidencia suficiente como para indicar, a un nivel de significa-
cion de .05, que la media de la poblacion es menor que 807
Se llevd a cabo un estudio sobre nutriciéon en un pais en desa-
rrollo. Una muestra de 500 adultos campesinos reporté un
consumo medio diario de calorias de 1985 con una desviacion
estdndar de 210. ;Puede concluirse a partir de estos datos que
la media de la poblacién es menor que 2,000? Sea o = .05.
Una encuesta de 100 hospitales de tamafio similar revelé un
censo medio promedio diario en el servicio de pediatria de 27
con una desviacion estindarde 6.5. ;Proporcionan estos datos
evidencia suficiente como para indicar que la media de 1a po-
blacién es mayor que 25?7 Sea o = .05.

Después de un programa de ensefianza de supervision con du-
racién de una semana en un hospital, 16 asistentes de admi-
nistracién del hospital obtuvieron una calificacién media de
74 en una prueba llevada a cabo como parte de la evaluacion
del programa. La desviacion estindar muestral fue de 12.
(Puede concluirse a partir de estos datos que la media de la
poblacién es mayor que 707 Sea a = .05.

Se selecciond una muestra al azar de 16 reportes de emergen-
cia de los archivos de un servicio de ambulancia. El tiempo
medio {calculado a partir de los datos de la muestra) que re-
quieren las ambulancias para llegar a su destino es de 13 mi-
nutos. Supdngase que la poblacién de tiempos presenta una
distribucién normal con una variancia de 9. ;Puede concluirse
al nivel de significacidén de .05 que la media de la poblacién
es mayor que 10 minutos?

Los siguientes datos son los consumos de oxigeno (en ml)
durante la incubacion de una muestra aleatoria de 15 suspen-
siones celulares.

14.0, 14.1, 14.5,13.2, 11.2, 140, 14.1, 1222
111,137,132, 160, 128, 144, 129
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(Proporcionan estos datos evidencia suficiente al nivel de sig-
nificaciéon de .05 de que la media de la poblacion no es de
12 m1?

6.2.13 Una muestra aleatoria de 20 profesores universitarios aparen-
temente sanos proporcioné los siguientes valores de capaci-
dad respiratoria mdaxima.

132, 33,91, 108, 67, 169, 54, 203, 190, 133
96. 30, 187, 21, 63, 166, 84, 110, 157, 138

(Proporcionan estos datos evidencia suficiente como para
concluir que la media de la poblacion es distinta de 1107
Sea o= .01.

6.2.14 Los siguientes valores son las presiones sistdlicas sanguineas
(en mm de Hg) de 12 pacientes que experimentan terapia con
drogas debido a que padecen de hipertensién.

183, 152, 178, 157, 194, 163, 144, 114, 178, 152, 118§, 158

(Puede concluirse en base a estos datos que la media de la
poblacion es menor que 165? Sea oo = .05.

6.3 w(PRUEBAS DE HIPOTESIS: DIFERENCIA ENTRE LAS
~MEDIAS DE DOS POBLACIONES

La prueba de hipdtesis que comprende la diferencia entre la media de
dos poblaciones se utiliza con mds frecuencia para determinar si es ra-
zonable o no concluir que las dos son distintas. En tales casos, se prueba
una o las demds de las siguientes hipotesis:

(1) Hoipy —pp, =0, Hypy —py #0
(2) Hyipy —p; 20, H, u, —uy <0
(3) Hyipy —py <90, Hpy — ;>0

Sin embargo, es posible probar la hipotesis de que la diferencia es
igual a, mayor o igual que, o menor o igual que algin valor distinto
de cero.
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Diferencia entre las medias de dos poblaciones 243

Como se hizo en la seccion anterior, la prueba de hipotesis que
comprende la diferencia entre la media de dos poblaciones se discu-
tird en tres diferentes contextos: 1) cuando el muestreo es a partir
de poblaciones con distribucion normal y con variancias conocidas,
2) cuando el muestreo es a partir de poblaciones con distribucion
normal y con variancias desconocidas y 3) cuando el muestreo es a
partir de poblaciones que no presentan distribucidn normal.}

@luestreo a partir de poblaciones con distribucion normal: varian-
cias de las poblaciones conocidas. '

Ejemplo 6.3.1

Varios investigadores desean saber si los datos que reunieron pro-
porcionan evidencia suficiente que indique una diferencia en las con-
centraciones medias de dcido urico en suero entre individuos normales
¢ individuos con sindrome de Down. Se dice que los datos propor-
cionan dicha evidencia si puede rechazarse la hipdtesis nula de que las
medias son iguales. Se liega entonces a una decisién por medio del
procedimiento de nueve pasos de las pruebas de hipotesis.

1. Datos. Los datos constan de laslecturas de dcido Urico en el suero
de 12 individuos con sindrome de Down vy 15 individuos norma-
les. Las medias son X; =4.5 mg/100 mly ¥, =3.4 mg/100 ml.

2. Suposiciones. Los datos constituyen dos muestras aleatorias in-
dependientes, cada una extraida de una poblacién con distribu-
cién normal y con variancia igual a 1.

3. Hipotesis.

Hoipy —py =0
Hypy —py #0

Una forma alternativa de enunciar las hipotesis es la siguiente:

Hoipy = po
Hyipy # 112

. www.FreeLibros.me



244 Pruebas de hipotesis

4. Estadistica de prueba.

(X — X3) — (1y — p2)
f o," + 25
ny n,
En este caso, el pardmetro supuesto se escribiria mds correcta-
mente como {(4; — M, )g, donde el subindice O indica que la dife-
rencia es un pardmetro supuesto. Sin embargo, para evitar una
notacion dificil de manejar, se suprime el subindice de la férmu-
la para la estadistica de prueba.

5. Distribucion de la estadistica de prueba. Cuando la hipodtesis nula
es verdadera, la estadistica de prueba sigue una distribucién nor-
mal unitaria.

6. Regla de decision. Sea« = .05. Los valores criticos de zson + 1.96.
Se rechaza H, a menos que — 1.96 <z, culada < 1.96. Las regio-

nes de aceptacién y de rechazo se muestran en la figura 6.3.1.
7. Estadistica de prueba calculada.

4

(45-34-0 11 _

A = =282
39

T
N1z T 15

Co

Decision estadistica. Se rechaza H,, ya que 2.82 > 1.96.
9. Conclusiéon. Se concluye que, con base en estos datos, hay una
indicacion de que las medias no son iguales. Para esta prueba,

=.0048.")
P |
esstssrsysiess 1257222578
—1.96 0 1.96 z
/\ /\
Y hd Y

Regién de rechazo Regién de aceptacion Region de rechazo

Figura 6.3.1 Regiones de aceptacidon y de rechazo para el ejemplo 6.3.1.
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En el capitulo anterior se calculo el intervalo de confianza del 95
por ciento para p; — g, como .3 a 1.9. Dado que este intervalo no
incluye a 0, se dice que 0 no es un candidato para la diferencia verda-
dera y se concluye que la diferencia no es cero. As{, se llega a 1la mis-
ma conclusién por medio de un intervalo de confianza.

~ Aunque en este ejemplo las variancias fueron iguales, este no es un
requisito cuando se conocen las variancias de las poblaciones, y si hu-
bieran sido distintas, se habria seguido el mismo procedimiento de
pruebas de hipdtesis.

Muestreo a partir de poblaciones con distribucién normal: varian-
cias de las poblaciones desconocidas. Como se ha aprendido, cuando
se desconocen las variancias de las poblaciones, existen dos posibili-
dades. Las variancias de las dos poblaciones pueden ser iguales o bien
distintas. Se considerard el primer caso donde se sabe, o es razonable
suponer que son iguales. Cuando se desconocen las variancias de las
poblaciones, pero se supone que son iguales, se considera, con base
en el capitulo 5,que esapropiado combinar las variancias de las mues-
tras por medio de la siguiente formula.

s 2= (ny — 1)s;% + (n, — 1)s,*

P n,+n2—-2

Ejemplo 6.3.2

Un grupo de investigadores reuni¢ los datos de amilasa en suero
de una muestra de individuos sanos y de individuos hospitalizados.
Desearon saber si seria justificado concluir que las medias de las po-
blaciones son distintas. Desearon saber también si pueden rechazar
la hipétesis nula de que son iguales.

1. Datos. Los datos constan de determinaciones de amilasa en sue-
ro de n, = 15 individuos sanos y n; = 22 individuos hospitali-
zados. Las medias muestrales y las desviaciones estdndar son las
siguientes:

= 120 unidades/ml, §; = 40 unidades/ml
96 unidades/ml 5, = 35 unidades/ml

=l ¥
[3%) b
(|
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246 Pruebas de hipotesis

2. Suposiciones. Los datos constituyen dos muestras aleatorias in-
dependientes, cada una extraida de una poblacidén con distribu-
cion normal. Se desconocen las variancias de las poblaciones, pero
se supone que son iguales.

3. Hipétesis. Hy:uy —py =0, Hg ity — 5 0.

4. Estadistica de prueba.

(X; = X3) = (py — 13)
Z 52

:1’__4,1
\/nl n,

! =

5. Distribucion de la estadistica de prueba. Cuando la hipotesis nula
es verdadera, la estadistica de prueba sigue la distribucién ¢ de
Student con n; +n, — 2 grados de libertad.

6. Regla de decision. Sea o = .05. Los valores criticos de ¢ son
+ 2.03C1. Se rechaza Hy; a menos que — 2.0301 < 7 acuada
< 2.0301.

7. Estadistica de prueba calculada.

(120960 24

VORI 1275

8. Decision estadistica. No puede rechazarse H,, ya que — 2.0301
< 1.88 < 2.0301; es decir, 1.88 cae en la regién de aceptacion.

9. Conclusién. En base a estos datos, no puede concluirse que las
medias de las dos poblaciones son distintas. Para esta prueba,
10>p > .05, yaque 1.6896 < 1.88 < 2.0301.

Ejemplo 6.3.3

En este ejemplo se ilustra el procedimiento de pruebas de hipdtesis
cuando se desconocen y son distintas las variancias de las poblacio-
nes. Se probard la hipdtesis nula de que las medias de las poblaciones
son iguales contra la alfernativa de que son distintas.

1. Datos. Los datos constan de las determinaciones de la actividad
total del complemento seroldgico (Cysg) en n, = 20 personas
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aparentemente normales y 7, = 10 personas enfermas. Las me-
dias muestrales y las desviaciones estdndar son

=
fl

~ N

6, s, =338
2, s,=101

=I
™
Il
E e

2. Suposiciones. Los datos constituyen dos muestras aleatorias inde-
pendientes, cada una extraida de una poblacion con distribucion
normal. Se desconocen y son distintas las variancias de las po-
blaciones.

3. Hipotesis.

Hopy —p; =0
Hyw —pp #0

4. Estadistica de prueba.

(X) — X3) — (1, — 113)
f‘2+53i
n, ny

5. Distribucion de la estadistica de prueba. Cuando la hipdtesis nula
es verdadera, la estadistica de prueba estd distribuida aproxima-
damente cono la distribucién de Student con los grados de liber-
tad dados por la ecuacién 5.6.4.

6. Regla de decision. Sea o = .05. El valor de los grados de libertad,
calculado mediante la férmula 5.6.4 es de 10.9, de modo que se
utilizan * 2.2010, los valores criticos de ¢ para 11 grados de liber-
tad. Se rechaza Hy a menos que — 2.2010 < ' aiculada < 2.2010.

7. Estadistica de prueba calculada.

t =

'

(626 —-472)-0 154

3 — = T =141
\/QM 10.92

10 20

8. Decision estadistica. No puede rechazarse H, debido a que
—2.2010<1.41 <2.2010.
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9. Conclusiéon. Con base en estos datos, no puede concluirse que las
medias de las poblaciones son distintas.

Muestreo a partir de poblaciones que no presentan distribucion
normal. Cuando el muestreo se realiza a partir de poblaciones que no
presentan distribucidon normal, pueden utilizarse los resultados del
teorema del limite central si los tamafios de las muestras son grandes.
Esto permitird el uso de la teoria normal. Si se conocen las variancias
de las poblaciones, se utilizan; pero si se desconocen, se utilizan como
estimaciones las variancias muestrales, que necesariamente se basan
en muestras grandes. Las variancias de las muestras no estdn manco-
munadas, ya que la igualdad de las variancias de las poblaciones no es
una suposicion necesaria cuando se utiliza la estadistica z.

Ejemplo 6.3.4

El administrador de un hospital desea saber si la poblaciéon que
mantiene a un hospital A tiene un ingreso medio familiar mayor
que el de la poblacidn que sostiene a un hospital B. La respuesta es
si si puede rechazarse la hipétesis nula de que u; es menor que o
igual a u,, donde p, y M, son, respectivamente, los pardmetros para
las poblaciones de los hospitales A y B.

1. Datos. Losdatosconstan de los ingresos familiares de 75 pacientes
admitidos al hospital A y de 80 pacientes admitidos al hospital
B. Las medias de las muestras son ¥, = $6,800 y X, = $5450.

2. Suposiciones. Los datos constituyen dos muestras aleatorias
independientes, cada una extraida de una poblacién que no mues-
tra distribucidén normal y con desviaciones estdndar de o, = $600
y o, = $500.

3. Hipotesis.

Hoipty — ;<0
Hypy—1;>0

o, alternativamente:

Hotpy <,
Hyn > g
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4. Estadistica de prueba. Dado que se tienen muestras grandes, el
teorema del limite central permite utilizar como estadistica de

prueba
7z(fl"552)—(/«‘1—#2) N
o> o,
ny hy

5. Distribucion de la estadistica de prueba. Cuando la hipotesis nula
es verdadera, la estadistica de prueba estd distribuida aproxima-
damente como la normal unitaria.

6. Regla de decisibn. Sea oo = .01. Esta es una prueba unilateral
con un valor critico de z igual a 2.33. Se rechaza Hy Si Zcaicutada
=2.33.

7. Estadistica de prueba calculada.

(6800 - 5450) — 0 1350

— =15.17
\/(60(»2 (500> 89

Z

75 T %0

8. Decision estadistica. Se rechaza Hy yaquez = 1517 estden la
regién de rechazo.

9. Conclusion. Estos datos indican que la poblacién que sostiene al
hospital A tiene un ingreso medio familiar mayor que el de la po-
blacién que sostiene al hospital B. Para esta prueba, p < .0001,
yaque 15.17 > 3.89.

Ejercicios

En cada uno de los siguientes ejercicios, complete el procedimiento
de nueve pasos de prueba de la hipétesis y calcule el valor p para cada
prueba.

6.3.1 Setenta pacientes que sufren de epilepsia se dividieron al azar
en dos grupos iguales. El grupo A recibié un tratamiento que
incluia dosis diarias de vitamina D. El grupo B recibié el mis-
mo tratamiento con la excepcidén de que a este grupo se le dio
un placebo en lugar de la vitamina D. Las medias del niimerc de
convulsiones observadas durante el periodo de tratamiento
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6.3.2

6.3.3

Pruebas de hipotesis

en los dos grupos fueron X4 = 15y Xp = 24. Las variancias
muestrales fueron s4 2 =8 ysg? =12. ; Proporcionan estos da-
tos evidencia suficiente que indique que la vitamina D es efec-
tiva para disminuir el nimero de convulsiones? Sea o= .05.
Un epidemidlogo desea comparar dos vacunas para la rabia.
Las personas que previamente habian recibido dichas vacunas
se dividieron en dos grupos. El grupo 1 recibié una dosis de
refuerzo de la vacuna del tipo 1 y el grupo 2 recibié una dosis
de refuerzo de la vacuna del tipo 2. Las respuestas de los an-
ticuerpos se registraron dos semanas después. Las medias,
desviaciones estidndar y tamafio de muestras para los dos
grupos fueron los siguientes: '

Grupo Tamafio de = . ‘

la muestra
1 10 4.5 2.5
2 9 2.5 2.0

(Indican estos datos que existe diferencia en la efectividad de
las dos vacunas utilizadas para dosis de refuerzo? Sea o= .05.
Se registraron los valores medios de la velocidad de conduc-
cidén de un nervio motor en 10 personas admitidas al centro
de control de envenenamientos de un hospital metropolitano
con diagnostico de envenenamiento con metilmercurio. Se
hicieron también determinaciones similares en 15 personas
aparentemente sanas. Las medias y desviaciones estdndar fue-
ron las siguientes:

Grupo envenenado: 55
Personas normales: 63

W O

¢Proporcionan estos datos evidencia suficiente que indique
que difieren las medias de las poblaciones representadas por
las muestras? Sea o = .05.
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634

6.3.5

6.3.6

Una prueba disefiada para estimar la confianza en si mismo se
aplicd a 16 nifios cronicamente enfermos y a 21 nifios sanos.
Las calificaciones medias y desviaciones estindar fueron las
siguientes:

X s

Nifios enfermos 22.5 41
Nifios sanos 26.9 32

(Puede concluirse a partir de estos datos que los nifios croni-
camente enfermos tienden, en promedio, a obtener menores
calificaciones en la prueba que los nifios sanos? Sea a = .05.
Un investigador en enfermeria desea saber si los graduados de
los programas de enfermeria a nivel bachillerato y los gra-
duados de los programas asociados de enfermeria difieren en
cuanto a las calificaciones medias obtenidas con base en un es-
tudio de personalidad. Una muestra de 50 graduados de bachi-
llerato (grupo A) y una muestra de 60 graduados asociados
(grupo B) proporcionaron las siguientes medias y desviacio-
nes estdndar.

Grupo X s
A 52.5 10.5
B 49.6 11.2

Con base en estos datos, ;qué concluiria el investigador?
Sea o= .05.

Una prueba disefiada para estimar las actitudes de las madres
en cuanto a su trabajo y experiencias de ejecucidn se aplicéd
a dos grupos de futuras madres. El grupo 1 (atendidas) habia
asistido a las sesiones sobre cuidados prenatales impartidas en
el departamento local de salud. El grupo 2 (no atendidas)ané
asistié a dichas sesiones. Los tamafios de los grupos y las rﬁ‘q-

~www.FreelLibros.me



252

6.3.7

6.3.8

Pruebas de hipotesis

dias y desviaciones estiandar de las calificaciones obtenidas
en dicha prueba fueron los siguientes:

Grupo n X 5
1 15 4.75 1.0
2 22 3.00 1.5

(Proporcionan estos datos evidencia suficiente que indique
que quienes fueron atendidas, en promedio, obtuvieron me-
jores calificaciones que quienes no fueron atendidas? Sea
a=.05.

Se hicieron determinaciones de las concentraciones de cortisol
en dos grupos de mujeres parturientas. A las del grupo 1 se
les practicé operacion cesdrea de emergencia después de ha-
berles inducido el parto. Las del grupo 2 dieron a iuz median-
te operacidn cesdrea o via vaginal después de presentarse el
parto espontineo. Los tamafios de los grupos, las concentra-
ciones medias de cortisol y las desviaciones estdndar fueron
los siguientes:

Grupo n

s
w

1 10 435 65

2 12 645 80

(Proporcionan estos datos evidencia suficiente que indique
que existe una diferencia en las concentraciones medias de
cortisol en las poblaciones representadas? Sea a= .05,

Se midieron las concentraciones de protoporfirina en dos
grupos de individuos. El grupo 1 consistié en SO hombres
adultos alcohodlicos con sideroblastos anulares en la médula
Osea. El grupo 2 consistid en 40 hombres adultos no alcoho-
licos aparentemente normales. Las concentraciones medias de
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protoporfirina y las desviaciones estindar para los dos grupos
fueron las siguientes:

Grupo X s
1 340 250
2 45 25

(Puede concluirse con base en estos datos que las concen-
traciones de protoporfirina son mayores en la poblacién al-
coholica representada que en la poblacidon no alcohédlica?
Sea a=.01.

6.3.9 Un investigador estd inferesado en saber si los nifios prematu-
ros con acidosis metabodlica tardia y los que no tienen dicha
enfermedad difieren en lo que respecta a las concentraciones
en la orina de cierto quimico. Las concentraciones medias,
desviaciones estidndar y tamafio de las muestras para ambos
grupos estudiados fueron los siguientes:

Grupo ] X s
Infantes enfermos 35 8.5 5.5
Infantes sanos 40 4.8 3.6

;Qué concluirfa el investigador en base a estos resultados?
Sea a = .05.

6.3.10 Varios investigadores desean saber si pueden concluir que dos
poblaciones de nifios difieren en cuanto a la edad media a la
cual pudieron caminar por si solos. Se reunieron los datos si-
guientes (las edades estdn en meses):

Muestra de la poblacién A
9.5,10.5,9.0,9.75,10.0, 13.0, 10.0, 13.5, 10.0, 9.5, 10.0, 9.75

Muestra de la poblacién B:
12.5,9.5,13.5,13.75, 12.0, 13.75, 12.5, 9.5, 12.0, 13.5,12.0, 12.0

Qué concluirian los investigadores? Sea o= .05,

. www.FreelLibros.me



254 Pruebas de hipotesis

6.3.11 Veinte personas voluntarias se dividieron al azar en dos gru-
pos. Las personas del grupo A se sometieron a un perfodo de
privacion sensorial de 10 dias, mientras que las del grupo B
sirvieron de control. Al término del perfodo experimental, se
registré la frecuencia de la onda alfa componente de los elec-
troencefalogramas de las personas. Los resultados fueron los
siguientes:

Grupo A: 10.2,9.5. 10.1, 100,98, 109, 11.4,10.8, 9.7, 10.4
Grupo B: 11.0, 11.2. [0.1, 114, 11.7, 11.2, 10.8. 11.6. 10.9, 10.9

;Proporcionan estos datos evidencia suficiente que indique
6 q
que la privacidn sensorial tiene algin efecto sobre la frecuen-
cia de la onda alfa de las personas? Sea o = .05.

6.4 (COMPARACIONES EN PAREJAS

En el andlisis anterior, referente a la diferencia entre las medias de
dos poblaciones, se ha supuesto que las muestras fueron independien-
tes. Un método que suele utilizarse para averiguar la efectividad de
un tratamiento o procedimiento experimental es el que utiliza obser-
vaciones relacionadas que se obtienen de muestras no independientes.
Una prueba de hipdtesis basada en este tipo de datos se conoce como
prueba de comparaciones apareadas.

Sucede con frecuencia que no hay diferencias reales entre dos po-
blaciones en lo que respecta a la variable de interés, pero la presencia
de fuentes extrafias de variacidbn provoca el rechazo de la hipotesis
nula de no diferencia. Por otra parte, las diferencias reales pueden
también ser enmascaradas por la presencia de factores extrafios.

El objetivo en las pruebas de comparaciones apareadas es eliminar
un ndmero méaximo de fuentes de variacidn extrafia, haciendo a las
parejas semejantes con respecto a tantas variables como sea posible.

Las observaciones relacionadas o apareadas pueden obtenerse de
varias formas. Los mismos individuos pueden registrarse antesy des-
pués de recibir algiin tratamiento. Camadas del mismo sexo pueden
ser asignadas al azar para que reciban algan tratamiento o bien un pla-
cebo. Parejas de gemelos o hermanos pueden ser asignados al azar
para que reciban dos tratamientos, de tal manera que los miembros



Comparaciones en parejas 255

de una sola pareja reciban tratamientos distintos. Al comparar dos
métodos de anilisis, el material que va a analizarse se divide en par-
ies iguales, de modo que una de las partes se analice mediante un mé-
todo vy la otra por otro método. O bien, se forman parejas combinando
individuos respecto a alguna caracteristica, como por ejemplo la des-
treza en los dedos, que estd estrechamente relacionada con la medi-
da de interés, digamos, las calificaciones obtenidas después de algin
tratamiento para alguna prueba que requiera manipulaciéon con los
dedos.

En lugar de llevar a cabo el andlisis con observaciones individua-
les, se utiliza como variable de interés la diferencia entre pares indi-
viduales de observaciones.

Ejemplo 6.4.1

Doce individuos participaron en un experimento para estudiar la
efectividad de cierta dieta, combinada con un programa de ejercicio,
en la reduccidén de los niveles de colesterol en suero. La tabla 6.4.1
muestra los niveles de colesterol en suero para los 12 individuos al
principio del programa (Antes) y al final del mismo (Después).

Concentrindose en las diferencias, d;, pueden calcularse las si-
guientes medidas descriptivas:

YA (DG (= () -242
d==-"= - > =5 = —2017

2 _ Y AP nyd? — (Yd)* _ 12(10766) — (—242)°

= —_ g
n—1 nn— 1) 12(11) 33506

Sa

Notese que d =X, — X,.

La pregunta que se plantea es: ;proporcionan los datos la eviden-
cia suficiente como para concluir que el programa dieta-ejercicio es
efectivo en la reduccidon de los niveles de colesterol en suero? Se dird
que se tiene dicha evidencia si se rechaza la hipotesis nula de que el
cambio promedio verdadero, ug, es cero o positivo. Puede llegarse a
una decisién por medio del procedimiento de nueve pasos de la prue-
ba de la hipo6tesis.
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1. Datos. Los datos constan de los niveles de colesterol en suero en
12 individuos antes y después de un programa experimental de
dieta-ejercicio.

Tabla 6.4.1 Niveles de colesterol en suero para 12 individuos an-
tes 'y después del programa dieta-ejercicio.

Diferencia
Colesrerol en el suero (después-antes)
Individuo Antes (Xy) Después (X,) d;
1 201 200 — 1
2 231 236 + 5
3 221 216 — 5
4 260 233 — 27
5 228 224 — 4
6 237 216 —21
7 326 296 —30
8 235 195 — 40
9 240 207 — 33
10 267 247 —20
il 284 210 — 74
12 201 209 + 8

8]

Suposiciones. Las diferencias observadas constituyen una muestra
aleatoria de una poblacién con distribucién normal de diferencias
que pudieron generarse bajo las mismas circunstancias.

3. Hipbresis. Las hipotesis nula y alternativa son las siguientes:

Hyipy =0
H,p, <0

4. Estadistica de prueba. A la luz de las suposiciones, la estadfstica
de prueba apropiada es

P= (6.4.1)

donde Sz =Sd A7
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Una vez mds, el pardmetro supuesto de la ecuaciéon 6.4.1 se
especificaria mas correctamente mediante un simbolo como ugg.
Sin embargo, de nuevo, para evitar una notacidon compleja se eli-
mina el cero de la formula,

Aunque, en cierto sentido, se ticnen dos muestras, los niveles
antes v después, no hay de qué preocuparse por la igualdad de las
variancias, como con las muestras independientes, ya que la va-
riable es la diferencia entre las lecturas en el mismo individuo y,
en consecuencia, s6lo interviene una variancia.

5. Distribucion de la estadistica de prueba. Si la hipotesis nula es
verdadera, la estadistica de prueba estd distribuida como la ¢
de Student con n — 1 grados de libertad.

6. Regla de decisién. Sea o= .05. El valor criticode f esde —1.7959,
Se rechaza Hy si la ¢ calculada es menor que el valor critico. Las
regiones de aceptacidn y de rechazo se muestran en la figura6.4.1.

7. Estadistica de prueba calculada.

_m007-0_-2017_
J535.06/12  6.68 ‘

8. Decision estadistica. Se rechaza H,, ya que — 3.02 estd en la re-
gion de rechazo.

9. Conclusion. Puede concluirse que el programa de dieta-ejercicio
es efectivo. Para esta prueba, .01 > p > .005, yaque —-2.718 >
—3.02>—3.1058.

—1.7959 0 t
5 A

Regién de rechazo Regién de aceptacion

Figura 6.4.1 Regiones de aceptacién y de rechazo para el ejemplo 6.4.1.
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Un intervalo de confianza del 95 por ciento para ug se obtiene de
la manera siguiente:

d 1 ySa

—20.17 £ 2.2010(6.68)
-20.17 + 14.70
—34.87, -547

Si en el andlisis de los datos apareados se conoce, la variancia de las
diferencias de 1a poblacién, la estadfstica de prueba apropiada es

d —
_ AT (6.4.2)

TN

-

Es improbable que o4 se conozca en la prictica.

Si no puede hacerse la suposiciéon de d;’s distribuidas en forma
normal, se utiliza el teorema del Iimite central sin es grande. En tales
casos, la estadistica de prueba es la ecuacion 6.4.2, en la que se ha
utilizado a sy paraestimar a gy cuande, como suele ser el caso, se des-

conoce esta iltima,
El uso de la prueba de las comparaciones apareadas no deja de tener

sus problemas. Sise utilizan diferentes individuos y se les asignan al azar
dos tratamientos, puede resultar costoso y tardado tratar de formar pa-
rejas con losindividuos con respecto a una o mds variables importantes.
Es posible que se pague ain mds, porque el uso de comparaciones
apareadas hace que se pierdan grados de libertad. Si no se utilizan ob-
servaciones apareadas se tienen 2n — 2 grados de libertad disponibles,
comparados con n — | cuando se utiliza este procedimiento.

En general, al decidir si se utiliza o no el procedimiento de las
comparaciones apareadas debe uno guiarse por el aspecto econémico,
asi como por la consideracion de las ventajas que se obtienen en tér-
minos del control de la variacidén extrafa.

Ejercicios

En los siguientes ejercicios, lleve a cabo ¢l procedimiento de nue-
ve pasos de la prueba de la hipdtesis en el nivel de importancia especi-
ficado. Determine el valor p de cada prueba.
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6.4.1 Diez animales de laboratorio se sometieron a condiciones que
simulaban una enfermedad. Se registr6 el nimero de latidos
del corazon por minuto antes y después del experimento de la
manera siguiente:

Latidos por minuto Latidos por minuto

Animal  Antes Después Animal Antes Después

1 70 115 6 100 178
2 84 148 7 110 179
3 88 176 8 67 140
4 110 191 9 79 161
5 105 158 10 86 157

;Proporcionan estos datos evidencia suficiente que indique
que la condicidén experimental aumenta el nimero de latidos
del coraz6n por minuto? Sea o= .05.

6.4.2 Se llevo a cabo un estudio para poner a prueba la eficacia de
un nuevo procedimiento terapéutico para mejorar la destreza
digital de ciertas personas impedidas. Se utilizaron veinticuatro
parejas de individuos en el estudio y cada pareja se formé con
base en el grado del impedimento, inteligencia y edad. A uno
de los miembros de cada pareja se le asignd al azar el nuevo tra-
tamiento, mientras que el otro miembro de la pareja recibid
la terapia habitual. Al término del periodo experimental, se
sometié a cada individuo a una prueba de destreza en los de-
dos, obteniéndose las calificaciones siguientes:

Pareja Nuevo Estindar Pargja Nuevo FEstindar

i 49 54 13 52 4]
2 56 42 14 73 67
3 70 63 {5 52 57
4 83 77 16 73 70
5 83 83 17 78 72
6 68 51 18 64 62
7 84 32 19 71 64
8 63 54 20 42 44
9 67 62 21 51 44
10 79 71 22 56 42
i 88 82 23 40 35
12 48 50 24 81 73
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(Proporcionan estos datos evidencia suficiente para concluir,
en ¢l nivel de importancia de .05, que la nueva terapia es mds
efectiva que la estdndar?

6.4.3 Ungrupo de 15 muchachos de doce afios de edad fue medido por
dos enfermeras distintas. Los resultados fueron los siguientes:

Individuo Enfermera ! Enfermera? Individuo Enfermera !| Enfermera 2

1429 143.0 9 142.1 142.5

1

2 150.9 151.5 10 159.9 160.0
3 1519 1521 11 141.9 142.0
4 158.1 158.0 12 140.8 141.0
5 151.2 151.5 13 1471 148.0
6 160.2 160.5 14 143.6 144.0
7 157.8 158.0 15 1399 141.0
8 150.1 150.0

;Justifican estos datos la conclusion de que existe cierta dife-
rencia en la exactitud de las dos enfermeras? Sea o= .05. Ela-
bore el intervalo de confianza del 95 por ciento para ug,.

6.4.4 Diez jovenes de 16 afios de edad fueron medidos al momen-
to de levantarse en la mafiana y al acostarse en la noche, ob-
teniéndose los resultados siguientes:

Estatura (centfmetros) Estatura (centimetros)
Individuo Mafana Noche Individuo Mafana Noche
1 169.7 168.2 6 168.8 166.5
2 168.5 165.5 7 169.2 167.4
3 165.9 164.4 8 167.9 166.3
4 177.7 175.7 9 181.8 179.7
5 179.6 176.6 10 163.3 161.5

(Proporcionan estos datos evidencia suficiente que indique
que los jovenes de 16 afios de edad tienen menos estatura en
la noche que en la mafiana? Elabore el invervalo de confianza
del 95 por ciento para yg .
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6.5 [PRUEBA DE LA HIPOTESIS: PROPORCION DE UNA
SOLA POBLACION

La prueba de hipotesis respecto a las proporciones de una poblacion
se realizan casi en la misma forma que para las medias cuando se sa-
tisfacen las condiciones necesarias para utilizar la curva normal. Pue-
den efectuarse pruebas unilaterales o bilaterales, dependiendo de la
cuestion que se plantee.

Ejemplo 6.5.1

En una encuesta de 300 conductores adultos de automoéviles, 123
de ellos dijeron que regularmente utilizaban el cinturén de seguridad
del asiento. ;Puede concluirse a partir de estos datos que en la pobla-
cion muestreada la proporcidén de quienes utilizan regularmente el
cinturén de seguridad del asiento no es de .507

1. Datos. Los datos se obtienen de las respuestas de los 300 indivi-
duos, de los cuales 123 tuvieron la caracteristica de interés, es
decir, p = .41.

2. Suposiciones. La distribucion muestral de p presenta una distri-
bucién aproximadamente normal de acuerdo con el teorema del
limite central. Si H, es verdadera, p = .5 y el error estdndar,
o5 = /(5N 5)/300. Notese que se utiliza el valor hipotético de
p para calcular 0;. Esto se hace debido a que toda la prueba
estd basada en la suposicion de que la hipotesis nula es verdadera.
El utilizar la proporcion de la muestra, p, para calcular 05, no
serfa consistente con este concepto.

3. Hipotesis,

H,:p=.50
H, :p# .50

4. Estadistica de prueba.

P—po
z =

Podo
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5. Distribucion de la estadistica de prueba. Si la hipétesis nula es
verdadera, la estadistica de prueba muestra una distribucién apro-
ximadamente normal con una media de cero.

6. Regla de decision. Sea o = .05. Los valores criticos de z son
*+ 1.96. Se rechaza Hy a menos que — 1,96 <z ,icupaaa < 1.96.

7. Estadistica de prueba calculada.

Lo M= =00 Ly
(55 0289
300

oo

Decision estadistica. Se rechaza Hy,ya que — 3.11 <— 1.96.

9. Conclusiéon. Se concluye que el 50 por ciento de la poblacion no
usa regularmente el cinturén de seguridad del asiento. Para esta
prueba, p < .002, yaque —3.11 <—3.09. '

Ejercicios

Para cada uno de los siguientes ejercicios, lleve a cabo el procedimien-
to de nueve pasos de pruebas de hipétesis al nivel de significacion
designado. Calcule el valor p para cada muestra.

6.5.1 En una muestra de 1,500 residentes de un barrio interior de la
ciudad, quienes participaron en un programa de salud, 125
pruebas proporcionaron resultados positivos en cuanto a la
anemia de células falciformes. ;Proporcionan estos datos evi-
dencia suficiente que indique que la proporcién de individuos
con dicha enfermedad en la poblacién muestreada es mayor
que .067 Sea a = .05

6.5.2 Una muestra de 100 empleados de un hospital, los cuales ha-
bfan estado en contacto con sangre o productos de ésta, fue
examinada por presentar evidencia seroldgica de hepatitis B.
Se enconird que veintitrés de ellos tuvieron reaccidn positi-
va. ;Puede concluirse a partir de estos datos que la proporcién
de positivos en la poblacion muestreada es mayor que .15?
Sea o= .05.

6.5.3 Antes del inicio de un programa de inmunizacién contra la
rubeola en una ciudad metropolitana, una encuesta revelé que
150 integrantes de una muestra de 500 nifios de primaria ha-
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bfan sido inmunizados contra esta enfermedad. ;Son estos

datos compatibles con el punto de vista de que el 50 por cien-
to de los nifios de primaria de dicha ciudad habian sido inmuni-

zados contra la rubeola? Sea o= .05.

6.6 [{RUEBA DE LA HIPOTESIS: DIFERENCIA ENTRE
AS PROPORCIONES DE DOS POBLACIONES

La prueba relativa a la diferencia entre las proporciones de dos pobla-
ciones que se utiliza con mas frecuencia es aquella en la que su dife-
rencia es cero. Sin embargo, es posible probar que dicha diferencia es
igual a algiin otro valor. Pueden llevarse a cabo pruebas tanto unilate-
rales como bilaterales.

Cuando la hip6tesis nula que va a probarse esp; —p, = 0, estd
suponiéndose que las proporciones de las dos poblaciones son iguales.
Se utiliza esto como justificacidon para combinar los resultados de las
dos muestras y llegar a una estimaciéon mancomunada de la propor-
cidén comun supuesta. Si se adopta este procedimiento, se calcula

XX,
p—
n, + n,

donde ¥, y X, son, respectivamente, el ntimero de 1a primera y se-
gunda muestra que poseen la caracteristica de interés. Esta estima-

cidon mancomunada de p =p, =p, se utiliza para calcular 3 5
1 TF2

s = JW—2!+E(_@

ny n,
por lo que la estadistica de prueba se transforma en

_ Py =P}~ Py~ Pa)

Z == -

P17 P2

que esta distribuida aproximadamente como la normal unitaria si la
hip6tesis nula es verdadera.
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Ejemplo 6.6.1

En un estudio disefiado para comparar un nuevo tratemiento para
la migrafia con el tratamiento estdndar, 78 de los 100 individuos que
recibieron el tratamiento estdndar respondieron favorabiemente. De
los 100 individuos que recibieron el nuevo tratamiento, 90 de ellos
respondieron satisfactoriamente. ;Proporcionan estos datos evidencia
suficiente que indique que el nuevo tratamiento es mds efectivo que
el estandar? La respuesta es si si puede rechazarse la hip6tesis nula
de que el nuevo tratamiento no es mis efectivo que el estdndar,

El procedimiento de prueba de la hipOtesis para este ejemplo
comprende los siguientes pasos.

1. Datos. Los datos constan e las respuestas de los 100 individuos
al tratamiento estindar y de las respuestas de 100 individuos al
nuevo tratamiento. El niimero de respuestas favorables fue, res-
pectivamente, 78 y 90. Calculese ahora p, = 78/100 =.78, p, =
90/100= 90,y

90 + 78

5o o0 gy
P= 100 + 100

2. Suposiciones. Se supone que la distribucién muestral de g, — p,
presenta una distribucién aproximadamente normal con una me-

-

diap, —p; <0y unerror estandar estimado de

cuando la hipdtesis nula es verdadera y las estimaciones muestra-
les estdin mancomunadas.
3. Hipotesis.

Hyipy —pi =0

Hipy—p >0

A
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4. Estadistica de prueba. La estadistica de prueba es

5. Distribucion de la estadistica de prueba. Si 1a hipbtesis nula es
verdadera, la estadistica de prueba estd distribuida aproximada-
mente como la normal unitaria.

6. Regla de decisién. Sea « = .05. El valor critico de z es de 1.645,
Se rechaza Hy sila z calculada es mayor que 1.645.

7. Estadistica de prueba calculada.

_ . 2
_ 90780 12 L4,

(84)(16) (84)(.16) 0518
100 100

-

8. Decision estadistica. Se rechaza Hy, ya que 2.32 > 1.645.
9. Conclusion. Estos datos sugieren que el nuevo tratamiento es mads
eficaz que el estandar (p = .0102).]

Ejercicios

En cada uno de los siguientes ejercicios, utilice ¢l procedimiento de
nueve pasos de prueba de la hipotesis. Determine el valor p de cada
prueba.

6.6.1 Una muestra de pacientes dados de alta dentro de los seis me-
ses después de su admisidn en un hospital estatal para problemas
mentales, y una muestra de pacientes que fueron dados de alta
al cabo de seis meses pero dentro del afio de su admision, se
compararon con respecto a la distancia a que viven del hospi-
tal. Los resultados fueron los siguientes:

Nitmero de personas que

Duracion de la viven a mas de 20 millas

hospitalizacion R del hospital.
< 6 meses 100 75
Mis de 6 meses 150 90
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0.6.2

6.6.3

Pruebas de hipotesis

;Proporcionan estos datos evidencia suficiente que indique
que la proporcion de quienes viven a mas de 20 millas del hos-
pital es distinta en las dos poblaciones representadas? Sea o =
.05.

Un epidemidlogo en un pafs en desarrollo compard una mues-
tra de 90 personas adultas que sufren de cierta enfermedad
neuroldgica con una muestra de 100 personas de control com-
parables pero que no padecen de dicha enfermedad. Se encon-
tré6 que 69 de las personas que padecen la enfermedad y 67
que servian de control fueron empleadas en labores de subsis-
tencia. jPuede concluir el epidemi6logo a partir de estos datos
que las dos poblaciones representadas por las muestras difieren
con respecto a la proporcién utilizada en las ocupaciones de
subsistencia? Sea o= .05.

Una muestra de nifios de un afio de edad vistos en cierto grupo
de departamentos de salud durante un afio se selecciond de
cada uno de los dos grupos étnicos predominantes que consti-
tuyen la clientela de los departamentos. Se obtuvo la siguiente
informacion respecto a la anemia.

Grupo étnico Namero en la muestra Numero de anémicos

6.7

1 450 105
2 375 120

(Proporcionan estos datos evidencia suficiente que indique
que existe una diferencia en las dos poblaciones con respecto
a la proporcion de quienes son anémicos? Sea a = .05.

(PRUEBA DE LA HIPOTESIS: VARIANCIA DE UNA

SOLA POBLACION

En la seccion 5.9 se estudia como se construye un intervalo de con-
fianza para la variancia de una poblacidén con distribucidon normal.
Los principios generales que se presentan en dicha seccidn pueden
utilizarse para probar una hipo6tesis en cuanto a la variancia de una
poblacion.
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Ejemplo 6.7.1

Una muestra aleatoria simple de 15 estudiantes de enfermeria,
quienes participaron en un experimento, hicieron una prueba para
medir su destreza manual. La variancia de las observaciones de la
muestra fue de 1,225. Se desea saber si puede concluirse a partir
de estos datos que la variancia de la poblacidn es distinta de 2,500.

1. Datos. Los datos constan de las calificaciones obtenidas en la
prueba de destreza manual por 15 estudiantes de enfermeria.
Se calculd que la variancia de la muestra es de s2 = 1,225,

2. Suposiciones. Los datos constituyen una muestra aleatoria de
tamafio 15 de una poblacién con distribucidn normal,

3. Hipotesis.

Hy:0? = 2500
H ,:a? # 2500

4. Estadistica de prueba.

1% = (n — 1)s?/g?

5. Distribucion de la estadistica de prueba. Cuando la hipOtesis
nula es verdadera, la estadistica de prueba esta distribuida como
x2? conn — 1 grados de libertad.

6. Regla de decisién. Sea o = .05. Los valores criticos de x* son
5.629 y 26.119. Se rechaza H, a menos que el valor calculado de
la estadfstica de prueba esté entre 5.629 y 26.119. Las regiones
de aceptacion y de rechazo se muestran en la figura 6.7.1.

7. Estadistica de prueba calculada.

(14)(1225)
2 - —_— =
= 73500 6.86

8. Decision estadistica. No se rechaza H, ya que 5.629 < 6.86 <
26.119.
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9. Conclusion. En base 4 estos datos, no se concluye que la variancia
de la poblacion no es de 2,500. |

Aunque este fue un ejemplo de prueba bilateral, pueden hacerse
también pruebas unilaterales mediante la modificacion logica del pro-
cedimiento anterior.

La determinacion del valor p para esta prueba es complicada por
el hecho de que se trata de una prueba bilateral y una distribucion de
muestreo asimétrica. Cuando se tiene una prueba bilateral y una distri-

0 5629 26119 xz

. /\ — AN g
Regién de rechazo Regién de aceptaciéon Regidn de rechazo

Figura 6.7.1 Regiones de aceptacion y de rechazo para el ejemplo 6.7.1.

bucidon de muesireo asimétrica como la normal unitaria o la f, puede
duplicarse, como ya se ha visto, el valor p unilateral. L.os problemas
surgen cuando se intenta hacer esto con una distribucion muestral
asimétrica, como la distribucion ji-cuadrada. Gibbons y Pratt! sugic-
ren que, en este caso, se reporte el valor p unilateral junto con fa
direccién de la desviacion observada de la hipdtesis nula. De hecho, es
posible seguir este procedimiento en el caso de distribucicnes mues-
trales simétricas. Sin embargo, lo anterior parece favorecer ia duplica-
cidn del valor p unilateral cuando la prueba es bilateral y comprende
una distribucion muestral simétrica.

Para el presente ejemplo, puede reportarse entonces el valor p
como sigue:
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p > .05 (prucba bilateral). Los datos de la muestra sugieren una
variancia de la poblacién menor que 2,500, pero esta hipotesis no
es apoyada consistentemente por la prueba.

Si el problema se plantea en términos de la desviacion estdndar de
la poblacion, se eleva al cuadrado la desviacion estdndar de la muestra

y se lHeva a cabo la prueba como se indicod anteriormente.

Ejercicios

En cada uno de los ejercicios siguientes, lleve a cabo el procedimiento
de prueba de los nueve pasos. Determine el valor p de cada prueba.

6.7.1 Como parte de un proyecto de investigacion, se selecciond una
muestra de 25 infantes nacidos en los hospitales de un drea me-
tropolitana. La desviacion estidndar de los pesos de los infantes
de la muestra fue de 150 gramos. ;Proporcionan estos datos
evidencia suficiente que indique que la variancia de la pobla-
cidén es mayor que 10,0007 Sea o= .05.

6.7.2 A cada uno de los integrantes de una muestra aleatoria de 30
estudiantes de enfermerfa, quienes participaron en un proyec-
to de investigacion, se les aplicd una prueba disefiada para esti-
mar su nivel de pensamiento creativo. La desviacidn estdandar
de las calificaciones obtenidas fue de 11. ;Puede concluirse a
partir de estos datos que la variancia de la poblacién es menor
que 4007 Sea a = .05.

6.7.3 Se registraron los valores de la capacidad vital de una muestra
de diez pacientes con obstruccién cronica en las vias respirato-
rias. La variancia de las diez observaciones fue de .75. Pruebe
la hip6tesis nula de que la variancia de la poblacién es de 1.00.
Sea o= .05,

6.7.4 Se registraron los valores de hemoglobina (en gramos %) de
una muestra de 20 nifios que formaban parte de un estudio de
leucemia sguda. La variancia de las observaciones fue de .5.
(Proporcionan estos datos evidencia suficiente que indique
que la variancia de la poblacidn es mayor que 4? Sea o= .085.

6.7.5 Una muestra de 25 administradores de grandes hospitales par-
ticipd en un estudio para investigar la naturaleza y grado de
frustracidén y tensidon emocional asociados con el trabajo. A
cada participante se le hizo una prueba con el fin de esiirvar
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el grado de tension emocional que experimentaba como resul-
tado de los deberes y obligaciones asociados a su trabajo. La
variancia de los resultados obtenidos fue de 30. ;Puede con-
cluirse a partir de estos datos que la variancia de la poblacion
es mayor que 257 Sea « = .05.

6.7.6 En un estudio en el cual los individuos fueron 15 pacientes que
sufrfan de la enfermedad sarcoide pulmonar, se hicieron deter-
minaciones de los gases en sangre. La variancia de los valores de la
Pa0, (en mm de Hg) fue de 450. Pruebe la hipotesis nula de que
la variancia de la poblacién es mayor que 250. Sea o = .05.

~6.8 PRUEBA DE LA HIPOTESIS: RAZON DE LAS
VARIANCIAS DE DOS POBLACIONES

Como se ha visto, el uso de la distribucidn ¢ para construir intervalos
de confianza y probar las hipotesis de la diferencia entre las medias de
dos poblaciones supone que las variancias de estas Ultimas son igua-
les. Como regla, las Gnicas indicaciones de gue se dispone acerca de las
magnitudes de las variancias respectivas son las variancias calculadas a
partir de las muestras extrafdas de las poblaciones. Serfa deseable sa-
ber si la diferencia que, indudablemente, existird entre las variancias
muestrales es indicativa de una diferencia real entre las variancias de
las poblaciones, o si dicha diferencia es de magnitud tal que pudiera
haber provenido tinicamente del azar, cuando las variancias de las po-
blaciones son iguales,

Dos métodos de andlisis quimico pueden dar los mismos resulta-
dos en promedio. Sin embargo, es posible que losresultados obtenidos
por medio de uno de los métodos sean mas variables que los resulta-
dos del otro. Serfa conveniente contar con algin método que permita
determinar si es probable que esto sea cierto.

Estos son dos ejemplos de los muchos casos en los que ¢l interés
se centra en la cuestidn de si las variuncias de las poblaciones son
iguales o no.

Las decisiones referentes a la comparacidén de las variancias de
dos poblaciones se basan en general en la prueba de la razén de va-
riancias, que es una prueba de la hipdtesis nula de que las variancias
de dos poblaciones son iguales. Cuando se prueba la hipotesis de que
las variancias de dos poblaciones son iguales, de hecho se esti proban-
do 1a hipotesis de que su razén es iguai a 1.

s WWWW. FreeLibroS . me. ... e



Prueba de hipétesis: razon de las variancias de dos poblaciones 271

En el capitulo anterior se aprendid que, cuando se satisfacen cier-
tas suposiciones, la cantidad (s,2/0,2)/(s,%/0,%) esta distribuida
como F con n; — 1 grados de libertad del numerador y n, — 1 gra-
dos de libertad del denominador. Si se establece la hipotesis de que
0,2 = 0,7, se supone que la hipotesis es verdadera y se anula en la
expresién anterior, quedando s;? /s, %, que sigue la misma distribu-
cion F. La razén s;° /s, ? se designard por RV la razon de la va-
riancia,

Para una prueba bilateral, se seguird la convencidén de colocar la
variancia muestral mas grande en el numerador y de obtener ¢l valor
critico de F para «/2 y los grados de libertad apropiados. Sin embargo,
para una prueba unilateral, se predetermina cuél de las dos variancias
muestrales es la que va a colocarse en el numerador a través dei enun-
ciado de la hipétesis nula. Por ejemplo, para la hipotesis nula de que
0,2 < 0,2, la estadistica de prueba apropiada esR.V.=s,2/5,2. Se
obtiene el valor critico de F para « (no para o/2) v los grados de liber-
tad apropiados. De modo semejante, si la hipotesis nula es a,2 > 0,2,
la estadfistica de prueba apropiada es R.V. =s,2/5,2. En todos los
casos, la regla de decisidn es rechazar la hipotesis nula si la R.V. calcu-
lada es igual 2 o mayor que el valor critico de F.

Ejemplo 6.8.1

Una muestra alcatoria de 22 estudiantes de fisioterapia efeciud la
misma prueba de destreza manual que las enfermeras mencionadas
en el ejemplo 6.7.1. La variancia muestral de estudiantes de fisiote-
rapia fue de 1,600. Se desea saber si estos datos proporcionan eviden-
cia suficiente para concluir que la variancia de las calificaciones de
la prueba de destreza manual efectuada por la poblacion represen-
tada por los estudiantes de fisioterapia es mayor que la variancia de
la poblacién representada por la muestra de los estudiantes de en-
fermeria.

1. Datos. Las variancias muestrales fueron, respectivamente, 1,600
y 1,225,

2. Suposiciones. Los datos constitt: yen muestras aleatorias indepen-
dientes, cada una extraida de una poblacion con distribucién nor-
mal. Estas son suposiciones generales que deben satisfacerse para
que la siguiente prueba sea valida.
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3. Hipdzresis.

Hy0,” <0,°

tu

,
H,0n* >0,

4. FEstadistica de prueba.
R. V. =g.%s,"

S. Distribucion de la estadistica de prueba. Cuando la hipdtesis nula
es verdadera, la estadistica de prueba estd distribuida como F con
n, — 1 yn, — | grados de libertad.

6. Regla de decisién. Sea o = .05. El valor critico de F, encontrado
en la tabla J, ¢s de 2.39. Notese que la tabla J no contiene un re-
gistro para 21 grados de libertad del numerador y, por le tanto,
2.39 se obtiene utilizando 20, el valor mas proximo al 21 en la
tabla, Se rechaza H si R. V. > 2.39. Las regiones de aceptacion
y de rechazo se muestran en la figura 6.8.1.

0%
M

0 2.39 F

\ N

Region de aceptacion Regidén de rechazo

Figura 6.8.1 Regiones de aceptacion y de rechazo para el ejemplo 6.8.1.

7. FEstadistica de prueba calculada.

8. Decision estadistica. No puede rechazarse Hy,yaque 1.31 < 2.39,
es decir, la raz6n calculada cae en la regién de aceptacion.
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9. Conclusiéon. No puede concluirse que las dos variancias no sean
iguales. Dado quelaR. V. calculada es de 1.31 es menor que 1.96,
el valor p para esta prueba es mayor que .10.

Ejercicios

En los siguientes ejercicios, lleve a cabo la prueba de nueve pasos.
Determine el vapor p para cada prueba.

6.8.1

6.8.2

6.8.3

Se analizaron los valores de indice cardiaco (litros/minuto/M?)
en dos grupos de pacientes después de practicarles trasplante
de la vilvula prostética. Los tamafios muestrales y las variancias
fueron las siguientes: n, = 16,5,% =3.75,n, =10,5,2 = 1.8.
(Proporcionan estos datos evidencia suficiente que indique una
diferencia en las variancias de las poblaciones? Sea o= .035.

Se inyectaron organismos viables del Toxoplasma gondii en 21
conejillos de Indias normales y en 21 de estos animales infec-
tados cronicamente con diclio toxoplasma. Veinticuatro horas
después se hicieron las mediciones del didmetro del eritema en
el sitio de reaccidn. Las variancias muestrales calculadas a par-
tir de estas observaciones fueron de 10 mm? para el grupo in-
fectado y de 3 mm? para el grupo normal. ;Puede concluirse
a partir de estos datos que la variancia de la poblacién del gru-
po infectado es mayor que la del grupo normail? Sea o= .05.
Se efectu® una prueba designada para estimar el nivel de ansie-
dad de una muestra de pacientes hombres y de una muestra de
pacientes mujeres un poco antes de practicarles la misma inter-
venciOn quirtirgica. Los tamafios de las muestras y las varian-
cias calculadas a partir de las calificaciones obtenidas fueron
los siguientes:

Hombres: n = 16, s% =150

Mujeres: n =21, s =275

(Proporcionan estos datos evidencia suficiente que indique
que en las poblaciones representadas las calificaciones obteni-
das por las mujeres son mejores que las obtenidas por los hom-
bres? Sea a=.05.
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6.8.4 En un experimento para estimar los efectos que tiene en las
ratas ¢! humo del cigarro, se expuso a 11 animales al humo de
cigarros sin filtro v no se expuso a otros 11 animales de con-
trol. Al término de! experimento, se midi() w frocuencia del
movimiente ciliar {oelimientos/min a 20°C) en cada animal.
La variancia para ¢l grupo sxpuesto fue de 3,400 v <o 1.200
para el giupo no expuesto. (Indican estos datos que en faspo
blaciones representadas las variancias son distintas? Seg ¢

6.8.5 Se compars la eficacia de dos medicarmenios para alivigr el
dolor con base en ¢ {apso que franscurre enre U administra-
cidén y el cese doj dolor. 13 pacientes reciiers
to 1 v otros 13 ¢l medicamento 2, Las vartancias i
fueron s, - = 64y 5,°

o«
)/ Es

M;ff;fraies

= 16, Pruebe la hipotesis nula de e s

variancias de las dos poblaciones son iguales. Seg o= 1

6.8.6 Se hicieron determinaciones del Volum nocelttis
dos grupos de 1 f 08 €Ot cianosis congsnita del co

maiios muesiralys y las variancias fuer(m a5 sipie

Sarupo i
i 10 40
! 16 835

JProporcionan estos datos evidencia suficients gque indique
que la variancis de la poblacion 2 es mayor que 4 vanancia do
la poblacion 17 Seg o= 05,

6.9 RESUMEN

En este capftulo se trataron los conceptos generales de las pruebas de
hipdtesis. Se sugiere uir procedimiento general para levar a cabo las
pruebas de hipdtesis. ¢l cual consta de los siguientes nueve naos

Descripcion de {os datos.

Enunciado de las suposiciones necesarias.
Enunciado de las hipotesis nula v alternativa.
Especificacion e la esiadistica de prueba.
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5. Especificacion de la distribucioén de la estadistica de prueba.
6. FPrunciado de la regla de decision.
7. Céleulo de la estadistica de prueba a partir de los datos de la

muestra.
%. Decision estadistica basada en los resultados de la muestra.
G, Conclusion.

e}

“e describen con detalle cierto nimero de pruebas do hipOtesis
especiticas y se ilustran con ejemplos apropiados. Estas incluyen
pruebas referentes a medias de las poblaciones, diferencia entre las
medias de dos poblaciones, comparaciones aparcadas, proporciones
de las poblaciones, diferencia entre las proporciones de dos poblacio-
nes, varianciz de una sola poblacidn vy la razdn de las variancias de
dus poblaciones.

Pregunias y

ejercicios de repaso

1. ;Cudles el proposito de la prueba de la hipbtesis?

2. ;Qué esuna hipotesis?

3. Enumere vy explique cada paso del preccedimiento de pruebas de
hipHtesis de nueve pasos.

4. ;Qué ¢sun error del tipo 17

5. ;Qué esun error del tipo 117

6. Expligue cémo se decide qué proposicién va en la hip6tesis nula
y cualen la hipotesis alternativa.

7. ;Cusdles son las suposiciones que fundamentan el uso de la esta-
distica ¢ al probar las hipotesis relativas a una sola media? ;Cuales
a lz diferencia entre dos medias?

%. Cusndo puede utilizarse la estadistica z para probar hipétesis
acerca de

a) lamedia de una sola poblacidn,

b) la diferencia entre las medias de dos poblaciones,

c¢) laproporcién de una sola poblacion,

d) la diferencia entre las proporciones de dos poblaciones,

O

Al probar una hipo6tesis acerca de la diferencia entre las medias
de dos poblaciones, ;cuil es la razén que fundamenta el que se
mancomunen las variancias de las muestras?
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10.

1.

-12.

-13.
14.
«15.

-"18.

19,

Pruebas de hipotesis

Explique las razones que fundamentan el uso de la prueba de
comparaciones aparcadas.

Dé un ejemplo de un campo que le interese, donde resulte apro-
piada una prueba de comparaciones pareadas. Utilice datos reales
o realistas y efectiie una prueba de hip6tesis apropiada.

Dé un ejempio de un campo que le interese, donde sea apropiado
probar una hipotesis acerca de la diferencia entre las medias de
dos poblaciones. Utilice datos reales o realistas y lleve a cabo el
procedimiento de prueba de la hip6tesis de nueve pasos.

Resuelva el ejercicio 12 para la media de una sola poblacion.
Resuelva el ejercicio 12 para la proporcién de una sola poblacién.
Resuelva el ejercicio 12 para la diferencia entre las proporciones
de dos poblaciones.

. Resuelva el ejercicio 12 para la variancia de una poblacién.
/. Resuelva el ejercicio 12 para la razon de las variancias de dos po-

blaciones.

Un estudio sobre salud en adultos que viven en zonas rurales y
urbanas, residentes de un pafs en desarrollo, reveld la siguiente
informacion:

Grupo Numero en la muestra Numero de ciegos

Rural 300 24
Urbano 500 15

(Proporcionan estos datos evidencia suficiente que indique
una diferencia en la frecuencia de ceguera en las dos poblacio-
nes? Sea o= .05. Determine el valor p.

Durante un experimento en el que se utilizaron animales de labo-
ratorio, se registraron los siguientes datos sobre el flujo sanguineo
cortical renal durante condiciones de control v duraite la admi-
nistracion de cierto anestésico.
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Flujo sanguineo cortical renal (ml/g/min)

Niumero del

Durante la administracion del

animal Conztrol anestésico
1 2.35 2.00
2 2.55 1.71
3 195 222
4 2.79 271
5 21 1.83
6 2.97 2.14
7 344 3.72
8 2.58 2.10
9 2.66 2.58
10 2.31 1.32
i1 343 3.70
12 2.37 1.59
13 1.82 2.07
14 298 2.15
15 2.53 2.05

20.

21.

(Puede concluirse con base en estos datos que el anestésico retar-
da el flujo sanguineo cortical renal? -Sea o = .05. Determine el

valor p.

Un grupo de investigacion en alergia Hlevé a cabo un estudio en el
que se utilizaron dos grupos de individuos. Como parte de la in-
vestigacion, se hicieron determinaciones de los eosinéfilos de la
sangre en cada individuo, obteniéndose los resultados siguientes:

Grupo i Valor medio de eosin6filos (No. /mm?) s
A 14 584 225
B 16 695 185

(Proporcionan estos datos evidencia suficiente que indique que
las medias de las poblaciones son distintas? Sea « = .05. Determi-

ne el valor p.

Un estudio de 20 mujeres, que habian dado a luz recientemente,
de los registros de un departamento de bienestar social reveld que
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27 de ellas tuvieron un problema de infeccion intrapartum ¢ post-
partuin. Praebe iz hipéresis nula de que la proporcién de la po-
blacion con un pro‘mc‘nd de infeccion intrapartun: ¢ postparium
es menor que o iguala 25, Sea «= .05, Determine ¢l vaior p.

2. En uns muectra de 150 dmmones a un hospital de emergencias
con cierto diagnéstice, 128 personas presentaron vomite, [ Pro-
porcicnan estos dates evidencia suficiente que indigue, «i nivel
O de importancia, que la proporeidon de la poblacion ¢s menor
que 927 Tretermine ¢f valor p,

23, Un grepo de investigadores midieron el volumen tidal en 15 ani-

males de Inboratorio. La media v la desviacion &,Stdndd: fueron,
respectivamente, 45 v § ce. [ Proporcionan estos datos evidencia

s

suficients gue indigque que la media de la poblacién es mavor que
40 ¢’ Se: LS.

3

sira de ocho pacientes admitidos en un hospital con diag-
rrosis biliar tuvo una concentracidon nedia de fg M
nidaaes por mi Ladesviacion estandar muestral fue de
qnan estos datos evidencia suficiente que indique
de la poblacién es mayor que 1507 Sea a = 035,
Determine clvaler o

res han observado una mayor iwsisiencia de
n fumadores que en no fumadores. Supon-
gase que Uy > llevado a cabo para comparar el porcentaje
de retencidn iragueobicnguial de las particulas en gemelos mo-
nocigdticos fumadores discordantes proporciont ios resuitados
siguientes:

ue g me

por ciento
th,muO 1o fumadur

fad 'l ~\J
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;Apoyan estos datos la hipotesis de que la depuracion traqueo-
bronquial es mas lenta en los fumadores? Sea a = .05. Determine
el valor p para esta prueba.
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7

Analisis de la variancia

7.1 INTRODUCCION

En los capitulos anteriores se estudiaron los conceptos bdsicos de la
estadistica que constituyen el fundamento del presente capitulo y los
sigutentes.

En este capritulo se estudia el andlisis de la variancia, que puede
definirse como una técnica mediante la cual la variacion total presen-
te en un conjunto de datos se distribuye en varios componentes. Aso-
ciada con cada uno de estos componentes hay una fuenie especifica
de variacion, de modo que en el andlisis es posible averiguar la magni-
tud de las contribuciones de cada una de estas fuentes a la variacion
total.

El desarrollo de esta materia se debe principalmente al trabajo del
desaparecido R. A. Fisher,! cuyas contribuciones a la estad{stica, que
abarcaron los afios de 1912 a 1962, han tenido mucha infiuencia en
el pensamiento estad{stico moderno.? -3

El andlisis de la variancia tiene su aplicacién mds amplia en ¢l ana-
lisis de los datos obtenidos a partir de experimentes. Los principios
del disefio de experimentos se analizan ampliamente en varios libros,
incluyendo los de Cochran y Cox,* Cox,® Davis,® Federer,” Finney,®
Fisher,! John,” Kempthorne'® Li'! v Mendelhall.}* No se estudia
este tema con detalle porque, para hacerlo asf, se requerirfa como mfi-
nimo un capitulo adicional.' Sin-embargo, algunos de los conceptos
importantes’ en el disefio experimental resultardn obvios a medida
que se vaya estudiando el analisis de la variancia.
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La relacion que existe entre los dos temas puede resumirse se-
fialando que, cuando se disefian los experimentos con el andlisis en
mente, el investigador puede, antes de ilevar a cabo el experimento,
identificar aquellas fuentes de variacion que considere imporiantes y
puede elegir un disefio que le permita medir el grado de contribucion
de esas fuentes a la variacién total. El andlisis de 1a variancia se utiliza
con dos fines distintos: 1) estimar y probar las hipdtesis acerca de las
variancias de las poblaciones y 2) estimar y probar las hipotesisacerca
de las medias de las poblaciones. Aqu{ se hard referencia a este ultimo
punto. Sin embargo, como se verd, las conclusiones referentes a las
medias dependeran de las magnitudes de las variancias observadas.

Fundamentando el uso valido del anidlisis de la variancia como
herramienta de la inferencia estadistica se tiene un conjunto de suposi-
ciones fundamentales. Para un estudio detallado de estas suposiciones,
se sugiere que el lector consulte el articulo de Eisenhart.’® Aunque un
experimentador no debe esperar que se satisfagan a la perfeccion to-
das las suposiciones, es importante que quien utilice las técnicas del
andlisis de la variancia esté enterado de las suposiciones bdsicas y sea
capaz de reconocer cuando no se satisfagan sustancialmente. Las con-
secuencias de que no se satisfagan las suposiciones son estudiadas por
Cochran'® en un articulo que acompafia al de Eisenhart. Dado que
son raros los experimentos en los que se satisfacen perfectamente to-
das las suposiciones, Cochran sugiere que los resultados del andlisis de
la variancia se consideren como aproximados y no como e¢xactos. Es-
tas suposiciones se sefialan en puntos apropiados de las siguientes sec-
ciones.

Se estudiard el andlisis de la variancia como se utiliza para anali-
zar los resultados de dos disefios experimentales distintos, los dise-
fios completamente aleatorizados y los disefios de bloques completos
aleatorizados. Ademis de éstos, se da el concepto del experimento
factorial, a través de su uso en un disefio completamente aleatoriza-
do. Estos no agotan las posibilidades. En las referencias (4-12) se en-
contrard un estudio de otros disefios.

En la presentacién del andlisis de la variancia para los diferentes
disefios, se sigue el siguiente formato:

1. Modelo. £l modelo consistird de una representacién simbolica de
un valor tipico tomado de los datos que se estdn analizando.

2. Suposiciones. Se especificarin las suposiciones que fundamentan
el modelo.,
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3. Hipdtesis. Se indicardn las hipo6tesis que pueden probarse de acuer-
do al modelo. Se indicardn las hipdtesis nula y alternativa apro-
piadas.

4, Cdlculos. Se explicardn los cdlculos aritméticos necesarios.

5. Tabla ANDEVA. Los resultados de los cdlculos aritméticos se re-
sumirdn en una tabla que permitird una estimacién rdpida y con-
veniente de los resultados.

6. Decision. Se tomard una decisioén estadfsticaenlo referente asi de-
be rechazarse 0 no una hipétesis nula. Cualquier decisién adminis-
trativa o clinica serd afectada por la decisidn estadistica.

Uso de las calculadoras. Los cdlculos requeridos por el andlisis de
la variancia son mds tediosos y complicados que los que se han encon-
trado en los capitulos anteriores. Por esta razén, la calculadora de-
sempefia una importante funcién en el andlisis de la variancia. Todos
los ejercicios que aparecen en este capftulo son adecuados para su
andlisis por medio de una calculadora y pueden utilizarse con los pa-
quetes estadisticos mencionados en el capritulo 1. La informacién de
estos paquetes estadisticos puede variar un poco de los presentados
en este capftulo, pero esto no debe presentar un importante proble-
ma para quienes utilicen una calculadora para analizar los datos de
los ejercicios. Los conceptos bdsicos del andlisis de la variancia que
aqui se presentan deben proporcionar el fundamento necesario para
comprender la descripcion de los programas y su informacién en cual-
quiera de los paquetes estadi’sticos.

7.2 EL DISENO COMPLETAMENTE ALEATORIZADO

En el capitulo 6 se vio como es posible probar la hipdtesis nula de no
diferencia entre las medias de dos poblaciones. No es raro que el in-
vestigador esté interesado en probar la hip6tesis nula de no diferencia
entre las medias de varias poblaciones. El estudiante que se enfrentara
por primera vez a este problema podria inclinarse a sugerir que deben
probarse por separado todas las parejas posibles de medias de las
muestras mediante la prueba r de Student. Supéngase que intervienen
cinco poblaciones. El numero de parejas posibles de medias de las

muestras es de (52) = 10. Dado que la cantidad de trabajo que implica
el llevar a cabo todo este gran niimero de pruebas ¢ es sustancial, val-
drfa l1a pena saber si se cuenta con una alternativa més eficiente para
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Hevar a cabo el andlisis. Sin embargo, una consecuencia muy mmpor-
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fjemplo 7.2 1

En oun estudio det efecto de la ghicosa sobre fa liberaci()n de msu
fina, se trataron muesiras de tendo pancredtico de amimales de labora-
torio con cinco estimulantes distintos. Posteriormente, se deiermind
la cantidad de insulina liberada. Los resultados se muestran en la ta-
bla 7.2.1. El experimentador deseaba saber si debfa concluir que existe
una diferencia significativa entre Ias cinco poblaciones con respecto a
la cantidad media de insulina liberada.

i. Modelo. Con el fin de escribir el modelo para este ejemplo, cmpié-
ese por identificar un valor tipico del comunto de datos mpm-
sentados por la muestre indicada en fa tabla 7.2.7; y utiiicuw
simbolo x;; para representar este valor tipico, El subfndice if indica
que este valor tipico es lai-8sima ohservacion en el grupoe/ -&sino,
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Tabla 7 2.1 Insulina liberada

Estimulante
¥ ! 2 3 4 5

§.53 318 3.89 818 5.86

161 3.96 3.68 5.64 5.46

178 3.59 5.70 7.36 5.69

?RY 1.3y 5.62 5.33 6.49

126 P45 5.76 8.82 7.81

1.56 5.33 5.26 9.03

710 7.49

8.9R
Total 13.04 560 30.01 47.69 56.81 163.15
Media 2.61 2.6 5.00 681 7.10 510

Alternanivamenie, dado guelosestimulantesrepresentan tratamien-
tos distintos, puede deciise que xy; s lai-dsima observacion gue
rectbe ofj-¢simo tratamiento. En ¢l presente ejemplo, of subindice s
pucde tomar cualquier valor entre 1 y n; (el nGmerp de observa-
ciones en elj-¢simo grupo) yj vade 1 a5 (el nhmeyo de grupos o
tratamientos). :

Dentro de cada grupo (o poblacidn) representade por los datos
que se da, cealquier valor particular guarda la siguiente relacién con
la media verdadera, y;, de ese grupo: ¢s igual a la media verdadera del
grupo mds alguna cantidad que puede ser cero, una cantidad positiva
¢ una cantidad negativa. Hsto significa que un valor particular cn un
grupo dado puede ser igual a la media del grupo, o bien mavyor 0 me-
nor que ella. Lldmese error ala cantidad en la que cualquier valor di-
fiere de la media de su grupo y represéntese este error por el simbolo
e;;. El término error no significa equivocacién. Este término se utiliza
para referirse a la variacidén no controlada que existe entre los miem-
bros de cualquier poblacién. Dada una poblacion de hombres adultos,
por ejemplo, se sabe que las estaturas de algunos individuos estdn por
arriba de la estatura media verdadera de la poblacion, mientras que
algunas estaturas muesiran lo contrario. Esta variacion se debe a miles
de factores hereditarios y ambieniales. Si a cualquier media de srupo,
M;, se le agrega un error dado, € el resultado serd x;;, la observacion
que sc desvia de la media del grupo por la cantidad ¢;;.
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Puede escribirse esta relacién simbélicamente como
Xy =+ oeg (7.2.1)
Resolviendo para e;; se tiene que
P — (7.2.2)

Si se tienen & poblaciones (en el presente ejemplo k = 5), puede
nombrarse a la gran media de todas las observaciones en todas las po-
blaciones como u. Dadas k& poblaciones, podria calcularse u, tomando
el promedio de las medias de las & poblaciones, es decir,

§= Zf‘f (7.2.3)

As{ como una observacién particular dentro de un grupo difiere
en general de la media de este dltimo por cierta cantidad, la media de
un grupo particular difiere de la gran media por alguna cantidad. La
cantidad en la cual la media de un grupo difiere de la gran media se
conoce como efecto del tratamiento. El j-ésimo efecto del tratamiento
puede escribirse conto

T (7.2.4)

7; es una medida del efecto en y; por haber sido calculada a partir
de las observaciones que recibieron elj-ésimo tratamiento.
Puede resolverse la ecuacién 7.2.4 para y; y obtener

M=+ T (7.2.5)

Si se sustituye el miembro de la derecha de la ecuacién 7.2.5 por
u; en laecuacion 7.2.1, se tiene que

xij:#+‘[j+eij7 1:1’2""}1j; j=1,2,...k (726)

y el modelo queda especificado.

Observando el modelo, puede apreciarse que una observacion ti-
pica del conjunto total de datos bajo estudio estd compuesta por la
gran media, un efecto del tratamiento y un término de error que re-
presenta la desviacion de la observacidén de la media de su grupo.
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La discusién de este libro estd limitada a lo que se conoce como
Modelo I o analisis de efectos fijos del modelo de la variancia.

S8

Suposiciones. El uso del modelo de efectos fijos implica que se
estd interesado s6lo en las k& poblaciones representadas por los da-
tos de la muestra. Cualquier inferencia que pueda hacerse se aplica
s6lo a estas poblaciones. Por ejemplo, si los tratamientos consis-
tieran de tres regimenes para bajar de peso, cualquier inferencia
que pudiera hacerse bajo el Modelo I estarfa limitada a esos tres
regimenes. Las inferencias no podrian ampliarse hasta cualquier
conjunto de regimenes mas grande para bajar de peso.

La informacion respecto a otros modelos se encontrard en los ar-
ticulos escritos por Fisenhart,'® Wik y Kempthorne,'* Crump,'®
Cunningham y Henderson,” Henderson,'® Rutherford,'? Schultz?® y
Searle !

Las suposiciones para el modelo de efectos fijos son las siguientes ;

a) Los k conjuntos de datos observados constituyen & muestras
aleatorias independientes de las poblaciones respectivas.

b) Cada una de las poblaciones de las cuales provienen las muestras
estd distribuida normalmente, con media y; y variancia 0,3 .

¢) Cada una de las poblaciones tiene la misma variancia. Es decir,
gf=04="+++=0;%= 0%, lavariancia comun.

d)Los 7; son constantes desconocidas y 27; = 0, ya que la suma
de todas las desviaciones de las u; respecto de su media, y, es
cero. Tres consecuencias de la relacién.

€ij = Xij T Hy
especificada en la ecuacion 7.2.2 son:

1) Lose;; tienen una media de 0, ya que la media de x;; es y;.

iijy Los ¢; tienen una variancia igual a la variancia de los X, va
que los e; y los x;; solo difieren por una constante, es decir,
la variancia del error es igual a ¢2, 1a variancia comiin especi-
ficada en la suposicidon 3 anterior.

iii} Los e; estdn normalmente (e independientemente) distri-
buidos.
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3. Hipdtesis. Puede probarse la hipotesis nula de que todas las medias
de los grupos (poblaciones) o tratamientos son iguales contra la
alternativa de que los miembros de por lo menos una pareja no son
iguales. Pueden enunciarse formalmente estas hipotesis como
sigue:

Hoipy =pa =" =i
H ,:no todas las u; son iguales.

Si las medias de las poblaciones son iguales, cada efecto del trata-
miento es igual a cero, de modo que, alternativamente, las hipote-
sis pueden enunciarse como

Hy:t; =0, i=12,...,k
H,:no todoslos7; = 0

En este punto, se elige el nivel de importancia, «.
Para el presente ejemplo, se tiene que

Hoipty = py = p3 == g = Uis

H 4:no todas las u; son iguales.

Utilicese un nivel de importancia de .05,

Si H, es verdaderay se satisfacen las suposiciones de varianc.as igua-
les y poblaciones con distribucién normal, la situacién de las poblacio-
nes se observa como en la figura 7.2.1. Cuando H, esverdadera, todas
las medias de las poblaciones son iguales, y las poblaciones se centran
en el mismo punto (la media com@n) sobre el eje horizontal. Si las
poblaciones muestran distribucidbn normal con variancias iguales,
las distribuciones seran idénticas, de modo que al trazar las graficas se
superponen unas con otras, y s6lo una de ellas las representa conve-
nientemente.

Cuando H, es falsa, puede serlo debido a que una de las medias
de las poblaciones difiere de todas las demds que son iguales entre sf.
O bien puede ocurrir que todas las medias de las poblaciones sean dis-
tintas. Estas son s6lo dos de las posibilidades cuando H, es falsa.

Hay muchas otras combinaciones posibles de medias iguales y distin-
tas. La figura 7.2.2. muestra la grdfica de las poblaciones cuando se
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Hy S Hy SH3 Tl THg

Figura 7.2.1 Gréfica de las poblaciones representadas por el ejemplo 7.2.1 cuan-
do H,, es verdadera y se cumple la hipStesis.

IS 3 Hy My My

Figura 7.2.2 Grifica de las poblaciones representadas en el ejemplo 7.2.1 cuando
se cumplen las hipotesis de variancias iguales y poblaciones con distribucién nor-
mal, pero cuando H|, es falsa debido a que ninguna de las medias de las poblacio-
nes son iguales.

satisfacen las suposiciones, pero H, es falsa debido a que no hay dos
medias de poblaciones que sean iguales.

4. Cdlculos. Los célculos se facilitardn si se prepara una tabla para
presentar los datos de la muestra como se hizo en la tabla 7.2.1.
En general, dicha tabla contendrd la informacién que se muestra
en la tabla 7.2.2. Los simbolos utilizados en esta tabla se definen
como sigue:

x;= la i-ésima observacion que recibe el j-ésimo trata-
miento,

i=12....n, j=1,2...,k

nj
T ;=) x; = total de laj-ésima columna
i=1
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Tabla 7.2.2 Tabla de valores de la muestra para el disefio com-
pletamente aleatorizado.

Tratamiento
1 2 3 A
N1 X2 Y13 T Yk
Xy X122 Xa3 Nax
N3y Y32 X33 s Yag
Xm 1 xn;l Xng 3 X npk
Total r, T, T, T, T

Media ¥, ¥, T, X, T

=media de laj-ésima columna

P
il

k k n;
T =3 T,;=3 ) x;=totalde todas las observaciones
= j=1

i=1

Se ha detinido el anélisis de la variancia como un proceso median-
te el cual la variacidon cotal presente en un conjunto de datos se distri-
buye en componentes atribuibles a diferentes fuentes. El término
variaciéon utilizado en este contexto se refiere a la suma de las desvia-
ciones al cuadrado de las observaciones respecto de su media, o bien,
en forma breve, fa suma de cuadrados.

Los datos para el ejercicio 7.2.1 se han graficado en la figura
7.2.3. En ella se observa la relacion que existe entre X, que estima a
la p del modelo; la» X j, las medias de las muestras; las x;;, las observa-
ciones reales y las eg, Ias estimaciones de las ¢;; del modelo.

Suma rotal de cuadrados. Antes de que pueda hacerse particion
alguna, primerc debe obtenerse la suma total de cuadrados. La suma
total de cuadrados es la suma de los cuadrados de las desviaciones de
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10r~

Insulina liberada
Qx|
*

I e e |
w

Muestra

Figura 7.2.3 Griéfica de los datos dados en la tabla 7.2.1 para el ejemplo 7.2.1.

cada observacion de la media de todas las observaciones tomadas en
conjunto. Esta suma total de cuadrados se define como

k n;

SCiota1 = z Z (xi; — X, )’ (7.2.7)

j=1i=1
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i
y
donde ¥ indica que se suman las desviaciones al cuadrado para cada
i=1
k
grupo y '21 seflala que se suman los k totales de grupo obtenidos al
j=
i
aplicar £ . El lector reconocera la ecuacion 7.2.7 como el numerador
i=1
de la variancia que puede calcularse a partir del conjunto completo de
observaciones tomadas en conjunto.

Puede volver a escribirse la ecuacion 7.2.7 como

2

k nj T
SCiotar= 3, Y, X;2 — T (7.2.8)
j=1i=1

que es mas conveniente para propositos de calculo.
La suma total de cuadrados para el ejemplo ilustrativo es

163.15)2
SCrorar= (LS + (1612 + -+ + 9wy — 102"
—~ 9943529 _ 20617923
3
— 9943529 — 831.81008
— 162.54282

Se procede ahora con la particion de la suma total de cuadrados.
Es posible, sin cambiar su valor, introducir — X ; + )?]. en el parénte-
sis de la ecuacion 7.2.7. El lector reconoceri a esta cantidad como un
bien elegido cero que no cambia el valor de la expresion. El resultado
de esta adicidn es

k nj
SCiotai= ), ) (x;j—X;+ %, — % )? (7.2.9)

-
i=ri=1

Si se agrupan los términos y se desarrolla, se tiene que

k n;
SCotar= Z Z [(xij - X))+ (X; - Y..)]Z

j=1i=1
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k n;
(x5 —X%)P2+2) Y (x;—X)x;—X)

j=1i=1 j=1i=1

+ i (x;~x) (7.2.10)

(x;—X) Z (x5 — X)) (7.2.11)

El examen de la ecuacion 7.2.11 revela que este término es igual a ce-

ro, ya que la suma de las desviaciones de un conjunto de valores res-
n

pecto de su media, comoen £ (x;; — X ;), es igual a cero.

1=1
Puede ahora escribirse 1a ecuacion 7.2.10 como

k
=Y Y lxy—x )+ Y %, - %) (7.2.12)

Cuando el nimero de observaciones es el mismo en cada grupo,
puede volver a escribirse el Gltimo término de la derecha para dar.

(X=X +n Y (X;—x ) (7.2.13)
=1 §

=1

13

SCtotal = Z
i=1

donden=n,=n, =---=n,.

Suma de los cuadrados dentro de los grupos. Ahora esti completa
la particién de la suma total de cuadrados y se aprecia que, en el pre-
sente caso, existen dos componentes. Se investigard ahora la natura-
leza y fuente de estos dos componentes de variacion.

Si se observa el primer término de la derecha delaecuacion 7.2.12,
se observa que el primer paso en el calculo indicado requiere que se
realicen ciertos célculos dentro de cada grupo. Estos calculos compren-
den el computo, dentro de cada grupo, de la suma de las desviaciones
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al cuadrado de las observaciones individuales respecto de su media.
Cuando se han llevado a cabo estos calculos dentro de cada grupo, ¢l

k

simbolo X indica que debe obtenerse la suma de los resultados de
/=1

cada uno de los grupos. Este componente de variacion se conoce como
suma de cuadrados dentro de los grupos y puede designarse por
SCyentro - Esta cantidad a veces se conoce como suma de cuadrados re-
sidual o de error. La expresidon puede escribirse, en una forma més
conveniente para su cémputo, como sigue:

k  nj

k nj , l&
SCaentre= 2 2 (xy=%)* =% % x*— ¥

j=1i=1 j=11i=1 ji=1 J

(7.2.14)

Utilizando los datos de la tabla 7.2.1, se encuentra que la suma de cua-
drados dentro de los grupos para el ejemplo 7.2.1 es

SCentro= (1.53)> -+ (L61)> + - - - + (8.98)2
13.04)2 (1560 (30.01)2 (47.69)° 56.81)?

5 6 6 7 8

= 994.3529 — (34.00832 + 40.56

+ 150.10002 + 32490516 + 403.42201)
= 994.3529 — 95299551
= 41.35739

Suma de los cuadrados entre los grupos. Ahora se examinara el
segundo término a la derecha de la ecuacion 7.2.12. La operacién re-
querida por este término es la de obtener, para cada grupo, la desvia-
ci6n al cuadrado de la media del grupo a partir de la gran media y
multiplicar el resultado por el tamafio del grupo. Finalmente, deben
sumarse estos resultados a todos los grupos. Esta cantidad es una me-
dida de la variacion entre los grupos y se conoce como suma de los
cuadrados entre los grupos o SCepnie. La formula de computo es la si-
guiente:

k
SC = Y nE; % P=Y L T 2N (7.2.15)




El disefio completamente aleatorizado 297

La SC.pniee para el ejemplo ilustrativo se calculd de la manera siguiente:

04y (1560)2  (3001)*  (47.69  (56.81)* (163.15)
(13047  (1560° | (30017  (47.69)°  (5681)* (16315

SCentre:: T s + 6 6 7 8 32
= 95299551 — 831.81008
= 121.18543

En resumen, entonces, se ha encontrado que la suma total de cua-
drados es igual a la suma de la suma de cuadrados entre los gruposy la
suma de cuadrados dentro de los grupos. Esta relacidon se expresa co-
mo sigue:

SCiota1 = SCentre T SCdentro
Para el ejemplo ilustrativo, se tiene que

162.54282 = 121.18543 + 41.35739
162.54282 = 162.54282

5. Andlisis de la tabla de variancias. A partir de las sumas de cuadra-
dos que se acaban de calcular, pueden obtenerse dos estimaciones
de la variancia comin de la poblacion, 62 . Puede demostrarse que
cuando se satisfacen las suposiciones y todas las medias de las po-
blaciones son iguales, tanto la suma de cuadrados entre los grupos
como la suma de cuadrados dentro de los grupos se dividen entre
sus respectivos grados de libertad, proporcionan estimacionesinde-
pendientes e insesgadas de o2,

Primera estimacion de ¢* . Dentro de cualquier muestra, la expre-
sidn

ny
2 (x; — %)
i=1

J

proporciona una estimacion insesgada de la variancia verdadera de la
poblacion de la cual provino la muestra. Bajo la suposicion de que to-
das las variancias de las poblaciones son iguales, pueden mancomunarse
las & estimaciones para obtener la expresion
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nj
Y (xi; =X )
zfl

- .
Z (nj— 1)

j=1

k
3
L:I

(7.2.16)

Esta es la primera estimacion de 0% y puede llamarse variancia dentro
de los grupos, ya que es la suma de los cuadrados dentro de los gru-
pos de la ecuacidon 7.2.14 dividida entre los grados de libertad apro-
piados. El estudiante reconocerd esto como una extension hasta &
muestras del procedimiento de mancomunar variancias encontrado
en los capitulos 5 y 6 cuando se mancomunaron las variancias de dos
muestras con el fin de utilizar la distribucion ¢. La cantidad de la ecua-
cibn 7.2.16 suele conocerse como el cuadrado medio dentro de los
grupos, méas que la variancia dentro de los mismos. El cuadrado me-
dio dentro de los grupos para el ejemplo ilustrativo es

. 41.35739
CMdmozgc‘;f]“‘m: 57 = 1.5317552

Fl cuadrado medio dentro de los grupos es una estimacion vélida
de ¢? solo si las variancias de las poblaciones son iguales. Sin embar-
g0, no es necesario que H, sea verdadera para que el cuadrado medio
dentro de los grupos sea una estimacion valida de ¢* . Es decir, el cua-
drado medio dentro de los grupos estima a ¢ sin importar si H, es
falsa o verdadera, siempre que las variancias de las poblaciones sean
iguales.

Segunda estimacién de 0*. La segunda estimacion de o® puede
obtenerse a partir de la conocida féormula para la variancia de las me-
dias de las muestras, 652 = 02 /n. Si se resuelve esta ecuacion para o2,
la variancia de la poblacidn de la cual se extrajeron las muestras, se
tiene que

0% =no? (7.2.17)
Una estimacion insesgada de 05, calculada a partir de los datos de la
muestra, es proporcionada por la expresion

k
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Si se sustituye esta cantidad en la ecuacién 7.2.17, se obtiene la esti-
macion deseada de 02,

i=1
T (7.2.18)
El lector reconocera el numerador de la ecuaciéon 7.2.18 como la
suma de cuadrados entre los grupos, para el caso especial en que todos
los tamafios de muestra son iguales. Cuando se divide esta suma de
cuadrados entre los grados de libertad asociados & — 1, se obtiene lo
que se conoce como cuadrado medio entre los grupos.
Cuando no son iguales todos los tamafios de muestra, una estima-
cioén de 0% basada en la variabilidad entre las medias de las muestras
es la proporcionada por la expresion.

I (1.2.19)

Como ejemplo ilustrativo se tiene el siguiente cuadrado medio en-
tre los grupos:

_ SCentre  121.18543

Menee =5 21 =5 = 20296358

Si, ademas, la hipotesis nula es verdadera, es de esperarse que estas
dos estimaciones de 6% tengan una magnitud muy semejante. Si la hi-
pOtesis nula es falsa, es decir, si todas las medias verdaderas de grupo
no son iguales, se esperaria que el cuadrado medio entre los grupos,
gque se calcula utilizando las desviaciones al cuadrado de esas medias
respecto de la media conjunta, fuera mayor que el cuadrado medio
dentro de los grupos.

Para comprender el anilisis de la variancia, debe tenerse en cuen-
ta que el cuadrado medio entre los grupos proporciona una estimacion
vilida de 0? cuando se satisface la suposicion de variancias iguales en
las poblaciones y cuando H, es verdadera. Ambas condiciones, una
hipotesis nula verdadera y variancias iguales en las poblaciones, deben
cumplirse para que el cuadrado medio entre los grupos sea una estima-
cion vilida de ¢*.
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La razon de variancias. .o que se necesita ahora es comparar estas
dos estimaciones de 62 esto se hace calculando Ja razbn de varian-
cias siguiente:

cuadrado medio entre los grupos

" cuadrado medio dentro de los grupos

Si las dos estimaciones son casi iguales, la razon de variancias (R. V.)
es casi igual a 1. Una razdn proxima a 1 tiende a apoyar 1a hipotesis
de medias iguales en las poblaciones. Si, por otra parte, el cuadrado
medio entre los grupos ¢s considerablemente mayor que el cuadra-
do medio dentro de los grupos, la R. V. serd considerablemente mayor
que 1. Un valor de Ia R. V. considerablemente mayor que 1 ocasiona-
ria dudas sobre l1a hipOtesis de medias iguales en las poblaciones.

Se sabe que debido a la variable del muestreo, aun cuando la hipote-
sis nula sea verdadera, es improbable que los cuadrados medios entre
los grupos y dentro de los mismos sean iguales. Debe decidirse enton-
ces qué tan grande tiene que ser la diferencia observada antes de poder
concluir que la diferencia se debe a algo que no es fluctuacion del
muestreo. En otras palabras, ;qué tan grande debe ser un valor de la
R. V. para poder concluir que la diferencia observada entre las dos es-
timaciones de ¢® no es resultado nicamente del azar?

Laprueba F. Para responder la pregunta anterior, debe considerarse
la distribucidon muestral de la razon de las variancias de dos muestras.
En el capitulo 5 se aprendi6 que la cantidad (s, /0,2 )/ (s,% /0,2 ) si-
gue una distribucién conocida como distribucidn /7 cuando se calculan
fas variancias muestrales a partir de muestias aleatorias ¢ independien-
tes extraidas de poblaciones con distribucion normal. La distribucidn
£, introducida por R. A. Fisher a principios de 1920, se ha converti-
do en una de las distribuciones que se utiliza mas ampliamente en la
estadistica moderna. Ya se tiene conocimiento de su uso en la cons-
truccidon de intervalos de confianza para las variancias de las pobla-
ciones y para probar hipdtesis acerca de éstas. En este capitulo se verd
que esta es la distribucion fundamental para el analisis de la variancia.

En el capitulo 6 se aprendid que cuando las variancias de las pobla-
ciones son iguales, se anulan en la expresion (s,2/0,2)/(s,2/0,%).
quedando s, 2 /s, %, que esta distribuida como la distribucion F. La
distribucion F es en realidad una familia de distribuciones. y la distri-
bucién F particular que se utilice en una situacion determinada de-
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pende del nimero de grados de libertad asociado con la variancia
muestral en el numerador (grados de libertad del numerador) y el no-
mero de grados de libertad asociado con la variancia muestral en el
denominador (grados de libertad del denominador).

Una vez que se ha determinado la distribucion F apropiada, el ta-
mano de la R. V. observada, que provocari el rechazo de la hipotesis
de variancias iguales en las poblaciones, depende del nivel de signifi-
cacion elegido. Elnivel de significacidon seleccionado determina el valor
critico de F, el valor que separa la region de aceptacién de la region
de rechazo.

Como se ha visto, se calcula la R.V. en situaciones de este tipo
colocando el cuadrado medio entre los grupos en el numerador y e}
cuadrado medio dentro de los grupos en el denominador, de modo
que el valor de los grados de libertad del numerador es igual al niine-
ro de grupos menos 1, (kK — 1)y ¢l valor de los grados de libertad del

k ik
denominador es iguala 2 (n; — 1) = £ n; — k= N — k. Para ¢l pre-

j=1 J=1
sente ejemplo, se tiene que

grados de libertad del numerador=5—-1=4 .
grados de libertad del denominador = 32 — 5 = 27

Tabla 7.2.3 Andlisis de variancia para el disefio completamente aleatorizado.

Fuente Grados
de Suma de cuadrados de Cuadrado de la Razon de lu
variacion liberiad media variencia
Entre los & CH ”
el - - - . entee
2rupos SCentre™ 2 WX, - X ) k=1 CMentre V.R. s e
ol =8C¢ntre itk — 1) CMdentro
koo 2 - 2
- v / I 7.';
: o N
- i &
Dentro de . e : . )
108 gripos al dentro &+ 4s (X — X 5
= =

1 a=1

n; k
) N -k Myeniro
P SR = SClentyo/ (N — k)

Total
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302 Anadlisis de la variancia

Los célculos que se han efectuado pueden resumirse y presentarse
en una tabla como la tabla 7.2.3, conocida como tabla ANDEVA.
La tabla 7.2.4 es la tabla ANDEV A para el ejemplo ilustrativo.

Tabla7.2.4 ANDEVA para el ejemplo 72.1.

Fuente SC gl M R.V.
Entre los grupos 121.18543 4 30.296358 19.78
Dentro de los grupos  41.35739 27 1.5317552
Total 162.54282 31

kK 1
Obsérvese que en la tabla 7.2.3 el término £ % n;?/N=T */N

J=11=1
se encuentra tanto en la expresion para SC, e cOmMo para SCioyay. Pue-
de ahorrarse tiempo y trabajo en los calculos si se aprovecha este
hecho. S6lo se necesita calcular esta cantidad, que se conoce como
término de correccion y se designa por la letra C, una vez y se utiliza
cuando sea necesario.

Puede aligerarse la carga de computo aun en otra forma. Dado que
SCrotar €5 igual a la suma de SCopire ¥ SCyentro, ¥ €N Vvistade que s mas
facil calcular SCepire qUe SCyentro , Pueden calcularse SCiota1 V SCentre
y restar esta Gltima de la primera para obtener SCyepitro -

6. La decision. Para llegar a una decision, debe compararse la R. V.
calculada con el valor critico de F, que se obtiene consultando la
tabla J con 4 y 27 grados de libertad. Si se elige un nivel de signi-
ficacion de .05, se encuentra que el valor de F es de 2.73. Las re-
giones de aceptacidén y de rechazo resultantes se muestran en la
figura 7.2.4.

Dado que el valor calculado de la R. V., 19.78, es mayor que el
valor critico de F, 2.73, debe intentarse explicar esta diferencia. Hay
dos explicaciones posibles.

Si la hipo6tesis nula es verdadera, es decir, silas dos variancias mues-
trales son estimaciones de una variancia comun, se sabe que la proba-
bilidad de obtener un valor tan grande o mayor que 2.73 es de .05. Se
obtuvo un valor mucho mayor que 2.73, lo cual, se considerariz
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.95

.05
2.73 F 25
\ .

v
Regién de aceptacion Regién de rechazo

Figura 7.2 .4 Regiones de aceptacién y de rechazo para elejemplo 7.2.1,

como un evento muy raro si la hipotesis nula fuera verdadera. Si se
desea, es posible concluir que la hipdtesis nula es verdadera y suponer
que, debido al azar, se obtuvo un conjunto de datos que dieron lugar
a un evento raro. Por otra parte, puede preferirse tomar la posicidén
de que el valor grande de la R.V, calculada no representa un evento
raro producido por el azar sino que, por ¢l contrario, refleja el hecho
de que estad actuando algo que noes el azar. Se concluye que ese otro al-
go es una hipotesis nula falsa.

Es esta Gltima explicacion la que por lo general se da para los va-
lores calculados de la R. V. que exceden del valor criticode F. En otras
palabras, si el valor calculado de la R. V. es mayor que el valor critico
de F, se rechaza la hip6tesis nula. Dado que, en el presente ejemplo,
19.78 es mayor que 2.73, se rechaza la hip6tesis de que las variancias
muestrales observadas son estimaciones de una variancia coman. Para
esta prueba, se tiene que p < .005, ya que 19.78 > Fo9s = 4.74.

Se recordara que la hipdtesis original que se planted con el fin de
ser probada fue

Hotpy = po = H3 = fa = Us

(El rechazo de la hipotesis acerca de las variancias implica un rechazo
de la hipo6tesis de medias iguales en las poblaciones? La respuesta es
si. Un valor grande de la R. V. result6é del hecho de que el cuadrado
medio entre los grupos era considerablemente mayor que el cuadra-
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do medio dentro de los grupos. Dado que el cuadrado medio entre
los grupos estd basado en la dispersidén de las medias muestrales en
torno a su media, esta cantidad sera grande cuando exista una gran
discrepancia entre los tamafios de las medias muestrales. Debido a
esto, entonces, un valor significativo de la R, V. indica que se rechace
la hipotesis nula de que todas las medias de las poblaciones son iguales.
En el presente ejemplo, la decisién es rechazar la hipdtesis nula y con-
cluir que no todas las medias de las poblaciones son iguales,

Esta seccion se refiere al andlisis de la variancia que resulta apro-
piado para el disefio experimental completamesite aleatorizado. Se ha
utilizado lo que se conoce como andlisis de variancia unilateral (debido
a que las observaciones se clasifican de acuerdo a un solo criterio: el
grupo de tratamiento al cual pertenecen) para analizar los datos a partir
de un diseiio experimental completamente aleatorizado. Este tipo de
andlisis de variancia es una extension a tres 0 mas medias poblaciona-
es de la prueba ¢ de dos muestras independientes para probar laigual-
dad de las medias de dos poblaciones,

Un disefio completamente aleatorizado es un disefio en ¢l que los
fratamientes se asignan aleatoriamente a las unidades experimentales,
o bien, en ¢l que las unidades experimentales se asignan al azar a los
tratamientos. El disefio ¢s simple y, por lo tanto, se utiliza am-
nliamente. Sin embargo, s6lo debe utilizarse cuando las unidades que
reciben los tratamienitos son homogéneas. Si las unidades experimen-
tales no scn homogéneas, el investigador debe considerar un disefio
aiternativo, como uno de ios que se discutirdn posteriormente en este
capitulo.

Aunque, en el ejemplo ilustrativo, los tamafios de las muestras no
fueron iguales, este no es un requisifo, va gue puede utilizarse el di-
sefio completamente aleatorizado y su andlisis cuando los tamafios de
las muestras son iguales.

En el ejemplo ilustrativo, los cinco tratamientos son tratamientos
en el sentido usual de la palabra. Sin embargo, este no siempre es el
case. va que el {érmino, como se utiliza en el disefio experimental, es
bastante general. Por ejemplo, podria desearse estudiar la respuesta sl
mismo tratamiento (en el sentido usual de la palabra) en varias razas
de animales. Sin embargo, se indicaria « ia raza del animal ¢omo ¢l
“tratamiento”.

Debe sefialarse también que, aun cuando ias técnicas de andlisis
de variancia se aplican con maés frecuencia a los datos que resuitan de
experimentos controlados, las técnicas pueden utilizarse también para

www.FreeLibros.me




El diseiio completamente aleatorizado 305

analizar datos reunidos a través de una encuesta, siempre que se sa-
tisfagan razonablemente las suposiciones fundamentales.

Prueba para diferencias significativas entre parejas individuales de
medias. Siempre que el analisis de variancia conduce al rechazo de la
hipotesis nula de no diferencia entre las medias de las poblaciones,
surge naturalmente la pregunta que se refiere precisamente a qué pa-
rejas de medias son distintas. De hecho, lo que con frecuencia no se
desea hacer es llevar a cabo una prueba de significacidon en cada una
y todas las parejas de medias de los tratamientos. En el ¢jemplo 7.2.1,
en el cual se tienen cinco tratamientos, se ve que es posible que se
desee saber, después de rechazar Hy 1y, = My = M3 = Mg = Ms, cudl
de las 10 hipotesis individuales posibles debe rechazarse, Sin embargo,
el investigador debe tener precaucion al probar las diferencias signi-
ficativas entre las medias individuales, y siempre debe tener la certeza
de que su procedimiento es vilido. El punto criticaenel procedimien-
to es el nivel de significacion. Aunque se haga pequefia la probabili-
dad, o, de rechazar una hipOtesis nula verdadera para la prueba como
un todo, como se ha visto, la probabilidad de rechazar, por lo menos,
una hipoétesis verdadera cuando se prueban varias parejas de medias,
€8 mayor que a. :

Durante varios afios se han sugerido diversos procedimientos para
hacer comparaciones individuales. El procedimiento mas antiguo, y
quizd el que se utilizd6 mas ampliamente en el pasado, es el procedi-
miento de la minima diferencia significativa (MDS) debido a Fisher,
quien lo discutié por primeravez enlaedicidnde 1935 de su libro, The
Desing of Experiments.! Este procedimiento, que es una prueba ¢ de
Student que utiliza una variancia mancomunada del error, s6lo es va-
lido cuando se hacen comparaciones independientes o comparaciones
que se planean antes de que se analicen los datos. Una diferencia entre
dos medias cualesquiera que exceda a una minima diferencia ~*gnificati-
va se considera como significativa en el nivel de significacion utilizado
al calcular la MDS. Por lo comiin, so6lo se utiliza el procedimiento MDS
cuando ¢l andlisis de variancia en conjunto conduce a una R. V. signi-
ficativa. Para un ejemplo del uso de la MDS, véase a Steel y Torrie.??

Duncan®*~2?¢ ha realizado innumerables investigaciones sobre ¢l te-
ma de las comparaciones miltiples con el resultado de que, en la actua-
lidad, un procedimiento que se utiliza ampliamente es el de la nueva
prueba de amplitud multiple de Duncan. La aplicacion de esta prueba al
caso de tamafios de muestras distintos se puede estudiar en Kramer.2”
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Cuando el objetivo de un experimento es comparar varios trata-
mientos con un control, y no entre si, se sigue por lo comin un pro-
cedimiento debido a Dunnett?®-*® para comparar el control con cada
uno de los otros tratamientos.

Otros procedimientos de comparacion multiple que se utilizan
son los propuestos por Tukey*®:3!  Newman,** Keuls®® y Scheffé 34-3%
Las ventajas y desventajas de dos diversos procedimientos son discu-
tidas por Bancroft *¢ Daniel y Coogler®” y Winer.?® Daniel®® ha prepa-
rado una bibliografia sobre procedimientos de comparacion multiple.

Prueba de DV'S de Tukey. Un procedimiento de comparacién mul-
tiple desarrollado por Tukey?! se utiliza con frecuencia para probar las
hipoétesis nulas de que todas las parejas posibles de medias de los tra-
tamientos son iguales cuando las muestras son del mismo tamafio.
Cuando se utiliza esta prueba, se selecciona un nivel de importancia
total de «. La probabilidad es, entonces, de a de que una o mas de las
hipotesis nulas sean falsas.

La prueba de Tukey, que se conoce en general como la prueba de
DVS (diferencia verdaderamente significativa), utiliza un solo valor
con el cual se comparan todas las diferencias. Este valor, llamado la
DVS, estd dado por la expresion

DVS = ¢, n-x /Q:lilffsid”‘ (7.2.20)

donde a es el nivel de significacion elegido, k el nimero de medias en
el experimento, N el nimero total de observaciones en el experimen-
to, n el nimero de observaciones en el tratamiento, CM oqquar €l cua-
drado medio residual o del error de la tabla ANDEVA y ¢, que se
obtiene consultando la tabla K del apéndice cona, k v N— k.

Se calculan todas las diferencias posibles entre las parejas de me-
dias y cualquier diferencia que proporcione un valor absoluto que ex-
ceda de la DVS se considera como significativa.

Cuando todas las muestras no son del mismo tamafio, como en el
caso indicado en el ejemplo 7.2.1, no se aplica la prueba de DVS de
Tukey dada por la ecuacidon 7.2.20. Sin embargo, Spjptvoll y Stoline®
han extendido el procedimiento de Tukey al caso donde los tamafios
de las muestras son distintos. Su procedimiento, que se aplica a expe-
rimentos que comprenden tres 0 mas tratamientos y niveles de signi-
ficacién de .05 o menos, consiste en sustituir n en la ecuaciéon 7.2.20
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por n¥, el méas pequefio de los tamafios de muestra asociado con las
muestras cuyas medias van a compararse. Si se designa la nueva can-
tidad por DVS*, se tiene como nuevo criterio de prueba la expresion

DVS* =4, 4. v %S‘“‘“‘ (7.221)
vt "

Cualquier valor absoluto de la diferencia entre las medias de dos
muestras, una de las cuales se calcula a partir de una muestra de tamafio
n¥ (que es mis pequefia que la muestra a partir de la cual se calcula la
otra media) que excede de DVS*, se considera como significativo.

Ejemplo 7.2.2

A continuacién se ilustra el uso de la prueba de DVS conlos datos
del ejemplo 7.2.1. El primer paso es preparar una tabla de todas las
diferencias posibles entre las medias. Los resultados de este paso para
el presente ejemplo se muestran en la tabla 7.2.5.

Supdngase que a = .05. Consultando la tabla Kena = .05, k=5
y N — k = 27, se encuentra que, si se interpola, g tiene un valor de
casi4.14. En la tabla 7.2.4 se tiene que CM,qgqpay = 1.5317552.

Las hipotesis que pueden probarse, el valor de DVS* y 1a decisiéon
estadistica para cada prueba, se muestran en la tabla 7.2.6.

Los resultados de las pruebas de hip6tesis mostrados en la tabla
7.2.6 pueden resumirse mediante una técnica sugerida por Duncan.?®
Las medias muestrales se despliegan en una linea aproximadamente a
escala. Dos cualesquiera que no sean significativamente distintas son
subrayadas por la misma linea. Dos cualesquiera que no sean subraya-

Tabla 7.2.5 Diferencias entre las medias (valor absoluto) para el ejemplo 7.2.2
(las medias se han tomado de la tabla 7.2.1).

X2 X1 X3 Xa X5
X, =2.60 — .01 2.40 4.21 4.50
X, =26l — 2.39 4.20 4.49
X3 =5.00 — 1.81 2.10
X 4 = 6.81 — 29
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Tabla 7.2.6 Pruebas de comparacién multiple utilizando los datos del ejemplo

72.1yDVS*,
Decision
Hipétesis DVS* estadistica
/1.5317552 No se rechaza H, de-
Hyipy =p, DV§* ”‘414\/_"_“*:2-29 bido a que .()]<02.29
ro /1 l7~5w57 Se rechaza H,, debi-
Hoipy=p;  DVS* =4 ‘4\/ =229 454 que 239> 2.29.
. 1.5317552 Se rechaza Hy debi-
Hyipy=py Dvs* :4-14\/ Ty =229 doaque 420> 229
1. 5317552 Se rechaza A, debi-
Hotpy = s Dvs* =4.14 =229 do a que 4.49(‘)> 2.29
S
s /1.5317552 Se rechaza H, debi-
Hoipy = pt5 DVs* =4.14 /__rv—_—z.09 doaque2400>209
N . :
‘ 1.5317552 Se rechaza H, debi-
Hytpp=py  DVS* = 4~14_f——6—* =209 goaque42]>209

1.5317552 Se rechaza H, debi-
Hoipy=ps  DVS* = 4'14JT= 299 4o que 4.50>>2.09

1.5317552 No se rechaza H_ debi-
Hotps =y DVS* =4.14 | 6 — =2.09 doaquel.81<02.09

1.5317552 Se rechaza H, debi-
Hoips=ps  DVS* =414 [—-"—==209 45, que2.10>2.09

v '1.5317552 No se rechaza H debi-
Hyipg=ps  DVS* = 4-14\/* =194 Gouaque 29 <194
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das por la misma linea, son significativamente distintas. Asi, para el
presente ejemplo, puede escribirse

260 2.6l 5.00 6.81 7.10

Ejercicios

En cada uno de los siguientes ejercicios, aplique los seis pasos del ana-
lisis de variancia. Determine el valor p para cada prueba.

7.2.1 Cuatro grupos de pacientes de fisioterapia se sometieron a
diferentes regimenes de tratamiento. Al término de un perio-
do especificado, cada uno se sometié a una prueba con el fin
de estimar la efectividad del tratamiento. Se obtuvieron los si-
guientes resultados.

Tratamiento
1 2 3 4

;Proporcionan estos datos evidencia suficiente que indique
una diferencia entre los tratamientos? Sea a = .05.

7.2.2 Se llevé a cabo un experimento para comparar tres métodos
de empaque de cierto alimento congelado. El criterio fue el
contenido de acido ascérbico (mg/100 mg) después de cierto
periodo especificado. Se obtuvieron los siguientes datos.

Método de empaque
A B C

14.29 20.06 20.04
19.10 20.64 26.23
19.09 18.00 22.74
16.25 19.56 24.04
15.09 19.47 23.37
16.61 19.07 25.02
19.63 18.38 23.27
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7.2.3

7.2.4

R AN AT S

Anadlisis de la variancia

(Proporcionan estos datos evidencia suficiente que indique una
diferencia entre los métodos de empaque a un nivel de signifi-
cacion de .01?

Se utilizaron tres grupos de animales en un experimento para
comparar los tiempos de respuesta, en segundos, a tres dife-
rentes estimulos. Se obtuvieron los siguientes resultados.

Estimulo
I 11 HI
16 6 8
14 7 10
14 7 9
13 8 10
13 4 6
12 8 7
12 9 10
17 6 9
17 8 11
17 6 11
19 4 9
14 9 10
15 5 9
20 5 5

(Proporcionan estos datos evidencia suficiente que indique
una diferencia verdadera entre las medias de los grupos?. Sea
a=.05.

Se hicieron determinaciones de azicar en sangre (mg/100
ml) en 10 especimenes de cada una de cinco razas de cierto
animal de laboratorio, obteniéndose los siguientes resultados.

Raza
A B C D E

124 111 117 104 142
116 101 142 128 139
101 130 121 130 133
118 108 123 103 120
118 127 121 121 127
120 129 148 119 149
110 122 141 106 150
127 103 122 107 149
106 122 139 107 120
130 127 125 115 116
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7.2.5

7.2.6

7.2.7

7.2.8

7.2.9

7.2.10

7.2.11

;Proporcionan estos datos evidencia suficiente que indique una
diferencia en el nivel medio de azilicar en sangre entre las razas?.
Sea o = .05.

Se desed comparar a tres médicos respecto a la duracidon de la
internacién en el hospital de sus pacientes que se sometieron
a cierto procedimiento quirairgico menor sin complicaciones.
Se selecciond una muestra de ocho expedientes de los corres-
pondientes a cada médico y se observaron los siguientes
periodos de hospitalizacion.

Médico
A B C
4 4 5
5 5 3
5 4 3
4 3 3
6 4 3
6 5 3
4 3 4
5 3 5

;Sugieren estos datos una diferencia en la duracion promedio
de la hospitalizacién entre los tres médicos? Sea o = .01.

Utilice como referencia el ejercicio 7.2.1 y aplique la prueba
DVS de Tukey. Seaa = .01.
Utilice como referencia el ejercicio 7.2.2 y aplique la prueba
DVS de Tukey. Sea o = .05.
Utilice como referencia el ejercicio 7.2.3 y aplique la prueba
DVS de Tukey. Sea a = .05.
Utilice como referencia el ejercicio 7.2.4 y aplique la prueba
DVS de Tukey. Sea a = .01.
Utilice como referencia el ejercicio 7.2.5 y aplique la prueba
DVS de Tukey. Sea o = .01.
Los siguientes valores son los pesos de cierto 6rgano como
porcentaje del peso corporal para 30 animales de laboratorio.
Los cuatro tratamientos son las diferentes dietas con que se
aliment6 a los animales. Pruebe la hipotesis nula de no dife-
rencia en los efectos de 1a dieta y pruebe si existen diferencias
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significativas entre todas las parejas de medias posibles. Sea
a = .05,

Dieta

A B C D

434 447 472 448
473 4.65 499 5.02
4.84 4.62 5.24 4.58
4.57 4.41 5.00 4.89
4.72 443 482 490
4.55 423 495 481
4.54 5.28 5.26

4.45 490

498

7.3 DISENO DE BLOQUES COMPLETOS ALEATORIZADOS ___

De todoslos disefios experimentales que se utilizan en la actualidad, pa-
rece ser que el disefio de bloques completos aleatorizados es el que has-
ta ahora se utiliza con mayor frecuencia. Este disefio fue desarrollado
por el afio de 1925 por R. A. Fisher,®*' quien estaba buscando méto-
dos para mejorar los experimentos en el campo de la agricultura. El
nombre del disefio reileja su origen en los experimentos agricolas,
donde la tierra se dividia en bloques y éstos en parcelas que recibian
los tratamientos bajo investigacion. ‘

El disefio en bloques completos aleatorizados es un disefio en el
que las unidades (llamadas unidadzs experimentales), a las que se les
aplican los tratamientos, se subdividen en grupos homogéneos llama-
dos bloques, de modo que el nimero de unidades experimentales en
un bloque es igual al nimero (o a algin maltiplo del mismo) de trata-
mientos que se estdn estudiando. Se asignan entonces al azar los tra-
tamientos a las unidades experimentales dentro de cada bloque. Debe
tenerse en cuenta que cada tratamiento aparece en todos los bloques
y que cada bloque recibe todos los tratamientos.

El objetivo de utilizar el disefio en bloques completos aleatoriza-
dos es aislar y eliminar del término de error la variacion atribuible a
los bloques, a la vez que se asegura que las medias de los tratamientos
estén libres de los efectos de bloque. La efectividad del disefio depende
de la habilidad para lograr bloques homogéneos de unidades experi-
mentales. La habilidad para formar bloques homogéneos depende del

. www.FreeLibros.me




Diseito de bloques completos aleatorizados 313

conocimiento del investigador sobre el material experimental. Cuan-
do el disefio se utiliza apropiadamente, disminuye el cuadrado medio
del error en la tabla ANDEVA, aumenta la R. V. y mejora la oportu-
nidad de rechazar la hip6tesis nula.

En experimentos con animales, si se tiene la sensacion de que las
diferentes razas de animales responderdn de manera distinta al mismo
tratamiento, la raza del animal puede utilizarse como factor para
formar bloques. Las camadas pueden utilizarse también como bloques,
caso en el cual un animal de cada camada recibe un tratamiento. En
experimentos en los que intervienen seres humanos, si se desean elimi-
nar las diferencias que resultan de la edad, pueden agruparse entonces
los individuos de acuerdo con su edad, de modo que una persona de
cada edad reciba cada tratamiento. El disefio en blogues completos
aleatorizados puede utilizarse también convenientemente cuando un
experimento debe llevarse a cabo en mds de un laboratorio (bloque) o
cuando se requieren varios dias (bloques) para concluirlo.

Algunas de las ventajas del disefio en bloques completos aleatori-
zados comprenden el hecho de que es ficil de comprender y sencillo
de calcular. Ademas, ciertas complicaciones que pueden surgir en el
curso de un experimento se resuelven ficilmente cuando se utiliza
este disefio.

Es conveniente sefialar aqui que el andlisis de comparaciones apa-
readas que se presentd en el capitulo 6 es un caso especial del disefio
en bloques completos aleatorizados. El ejemplo 6.4.1 puede tratarse
como un disefio de bloques completos aleatorizados en el cual los dos
niveles de colesterol son los efectos del tratamiento y los 12 indivi-
duos a quienes se toman las mediciones son los bloques.

En general, los datos de un experimento que utilice el disefio de
bloques completos aleatorizados pueden presentarse en una tabla co-
mo la tabla 7.3.1. Debe observarse la siguiente notacidén nueva que
aparece en esta tabla:

k

e! total del i-ésimo bloque = T; = Y x;;
i=1

k
2 Xij
i=1

la media del i-ésimo bloque = x; = T

k n
yelgrantotal =T = Y T ;=3 T,

i=1 i
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Tabla 7.3.1 Tabla de valores de la muestra para el disefio de bloques comple-
tos aleatorizados.

Tratamientos

Bloques 1 2 3 R k Total | Media
1 X11 X12 Xi3 X1k 7, Xy,
2 Xay X22 X23 X2k T, X3,
‘?’ X31 X32 X33 o X3n 7.3~ X3,
n ')‘nl an \rnS Ynk Tn Yn

Total T, T, T, T T, T

Media X4 X, X3 ce X, -

[ =

lo cual indica que puede obtenerse el gran total ya sea sumando los
totales de los renglones o sumando los totales de las columnas.

La técnica para analizar los datos a partir de un disefio de bloques
completos aleatorizados se conoce como andlisis de variancia bilateral,
ya que una observacion se cataloga con base en dos criterios: el bloque
al cual pertenece y el grupo de tratamiento del cual forma parte.

Ejemplo 7.3.1

Un fisioterapeuta deseaba comparar tres métodos para ensefiar a los
pacientes el uso de cierto aparato protético. Tenia la sensacion de que
la rapidez de aprendizaje seria distinta para los pacientes de diferen-
tes edades ydeseaba disefiar un experimento en el que pudiera tomar
en cuenta el efecto de la edad. El disefio en bloques completos alea-
torizados es el apropiado para lograr este objetivo. En consecuencia,
se seleccionaron tres pacientes de cada uno de los cinco grupos de
edades para participar en el experimento y, en cada grupo de edad, se
asignd un paciente al azar a cada uno de los métodos de ensefianza.
Los métodos de instruccidon constituyen los tres tratamientos y los
cinco grupos de edades son los bloques. Se obtuvieron los datos que
se muestran en la tabla 7.3.2.

En el analisis de los datos de un disefio en blogues completos alea-
torizados, se puede seguir el procedimiento de andlisis de variancia en
seis pasos que se da en las secciones 7.1 y 7.2.
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Tabla 7.3.2 Tiempo (en d1as) requerido para aprender el uso de cierto
aparato prostético.

Método de ensefianza

Grupo de edades A B C Total Media
Menos de 20 7 9 10 26 8.67
20229 8 9 10 27 9.00
30a 39 9 9 12 30 10.00
40 a 49 10 9 12 31 10.33
50 y mds 11 12 14 37 12.33
Total 45 . 48 58 151
Media 9.0 9.6 11.6 10.07

1. El modelo. Siguiendo una linea de razonamiento semejante a la
utilizada en la seccion 7.2 para obtener el modelo para el disefio
completamente aleatorizado, puede desarrollarse el siguiente mo-
delo para el disefio en bloques completos aleatorizados:

Xp=p+Pi+1+e; (7.3.1)
i=1L2,...,n j=12,...,k

En este modelo

x;; esun valor tipico de la poblacién total.

K esuna constante desconocida. .

B; representa un efecto de bloque que refleja el hecho de que
la unidad experimental cay6 en el i-ésimo bloque.

7; representa un efecto de tratamiento, que refleja el hecho de
que la unidad experimental recibid el j-ésimo tratamiento.

€; es un componente residual que representa todas las fuentes
de variacidn que no sean los tratamientos o los bloques.

Para el ejemplo ilustrativo, puede decirse que el valor de una obser-
vacion particular es el resultado de la existencia de un paciente en el
estudio, mds el efecto del método de tratamiento, mds el efecto de su
edad, mds otros factores que no se toman en cuenta.
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2. Suposiciones. Se hacen las siguientes suposiciones:

a) Cada x;; que se observa constituye una muestra aleatoria inde-
pendiente de tamafio 1 de una de las kn poblaciones represen-
tadas.

b) Cada una de estas kn poblaciones muestra una distribucién nor-
mal, con media p; y la misma variancia o® . Esto implica que
los e;; muestran una distribucién normal e independiente con
una media de 0 y una variancia 0° .

c) Los efectos de bloque y de tratamiento son aditivos. Puede in-
terpretarse que esta suposicién significa que no existe interac-
cién entre los tratamientos y losbloques. En otras palabras, una
combinacién bloque-tratamiento particular no produce un efec-
to que sea mayor o menor que la suma de susefectos individua-
les. Puede demostrarse que cuando se satisface esta suposicién

k n

Z T,-='Z Bi=0

ji=1 i=1

Las consecuencias de una violacién de esta suposicién son re-
sultados engafiosos. Anderson y Bancroft*? sugieren que no es
necesario interesarse en la violacidén de la suposicion de adicidn,
a menos que la media mayor sea mds del 50 por ciento mds
grande que la menor. El problema de la no aditividad lo tratan
también Tukey®® y Mandel.**

Cuando estas suposiciones son verdaderas, los 7; y §; son un con-
junto de constantes fijas y se tiene una situacién que se ajusta al mo-
delo de efectos fijos.

3. Hipdétesis. Puede probarse que

Hyit; =0, j=12...,k

contra la alternativa
H,4: no todos los 7; = 0

En general, la prueba de una hipétesis referente a los efectos de
bloque no se lleva a cabo bajo las suposiciones del modelo de efectos
fijos por dos razones. Primero, el interés principal se centra en los
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efectos de tratamiento, siendo el propédsito usual de los bloques pro-

porcionar un medio de eliminar una fuente extrafia de variacién. Se-

gundo, aunque las unidades experimentales se asignan aleatoriamente

a los tratamientos, los bloques se obtienen en una forma no aleatoria.
Para el ejemplo ilustrativo, se tienen las siguientes hipétesis:

H():Tj:(), J:1,2,3
Hy4:no todoslos 7; =0
Seaa = 05

4. Cidlculos. Puede demostrarse que la suma total de cuadrados para
el disefio en bloques completos aleatorizados puede partirse en
tres componentes, cada una atribuible a los tratamientos (SCi;yt ),
bloques (SCyoq.) ¥ er1or (SCregiauar). El dlgebra es un tanto tedio-
sa, por lo que se omitird. La particiéon de la suma de cuadrados
puede expresarse mediante la siguiente ecuacion:

es decir,
SCiota = SCbloq. + SCirat. + SCresidual (7.3.3)

Las férmulas de cdlculo para las cantidades expresadasenlas ecua-
ciones 7.3.2 v 7.3.3 son las siguientes:

k n
SCeota= y, > x> —C (7.3.4)
ji=1i=1
n T 2
SCbloq = Z ;{ - C (7 3.5)
i=1
k T ‘2
SCirat, = >, — — (7.3.6)
=1 1
SCresidual = SCrotal — SChloq. = SCirat (7.3.7)
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Se recordard que C es un término de correccion, y en la presente
situacion se calcula como sigue:
n N2
X
<;ZI Lzl ) /
=T *'kn (7.3.8)
Los grados de libertad apropiados para cada componente de la

ecuacion 7.3.3 son

total bloques tratamientos residuales (error)
kn—l=m-1H+ (k=1 + (n—Dk-1)

Los grados de libertad residuales, al igual que la suma de cuadrados
residual, puede obtenerse restando como sigue:

fkn—-1)—-{n—-1)~tk—=—V=kn—-1 —n+1—k+1
=nk-D—lk=-1=n—-Dk-1)

Para el ejemplo ilustrativo, se calculan las sumas de cuadrados si-

guientes:
(151 22801
=l = T = 1520.0667
(3)(5) 15
SCiopm= 7%+ 92 + -+ + 147 — 1520.0667 = 46.9333
262 + 272 2
SChioq,= — ,,;i,ﬁ,,,,,ﬁ — 1520.0667 = 24.9333

457 4+ 487 + 587 .
SCirat, = * < T 1520.0667 = 18.5333

SCresidual = 46.9333 — 24.9333 — 18.5333 = 3.4667

Los grados de libertad son: total = (3)(5)— 1 = 14, bloques = 5
— 1 = 4, tratamientos = 3 — | = 2 y residuales= (5 — 1)(3— 1)= 8.

5. La tabla ANDEVA. Los resultados de los cdlculos para el disefio

en bloques completos aleatorizados pueden presentarse en una ta-
bla de andlisis de variancia como la tabla 7.3.3.
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Tabla 7.3.3 ANDEVA para el disefio de bloques completos aleatorizados.

Fuente SC gl M R.V.
Tratamientos  SCipat. k—1) CMya = CM ot/

Sctrat./(k_ 1) CMres‘ﬂual
BquUeS SCtrat. (”l—l) CMbloq. =

SCpiog/(n—1)

Residuo SCresiguat (n—1)(k—1) M esidua =

Scresidual/(n—'l)(k—'l)

Total SCiotal kn—1

Tabla 7.3.4 ANDEVA para el ejemplo 7.3.1.

Fuente SC A M R V.
Tratamientos 18.5333 2 9.26665 21.38
Bloques 249333 4 6.233325
Residuo 3.4667 8 4333375
Total 46.9333 14

Para el ejemplo ilustrativo, se tiene la tabla ANDEVA mostrada

en la tabla 7.3 4.

6.

Decision. Puede demostrarse que cuando se aplica el modelo de
efectos fijos v es verdadera la hipdtesis nula de no efectos de tra-
tamiento (todos los 7; = 0), tanto el cuadrado medio del error, o
residual, como el cuadrado medio de los tratamientos son estima-
ciones de la variancia comtn ¢° . Por lo tanto, cuando la hipétesis
nula es verdadera la cantidad

M trat./ M, residual

esta distribuida como F con k — 1 grados de libertad del numera-
dory (n — 1) (k — 1) grados de libertad del denominador. Por lo
tanto, se compara la razon de variancias calculada con el valor criti-
co de F. Si la razén de variancias calculada es mayor que el valor
critico de F, la hipdtesis nula se rechaza.

Para el ejemplo ilustrativo, el valor critico de Fcon 2 y 8 grados

de libertad y « = .05 esde 4.46. Dado que la razén de variancias cal-

www.FreelLibros.me



320 Andlisis de la variancia

culada, 21.38, es mayor que 4.46, se rechaza la hipétesis nula de no
efectos de tratamiento sobre la suposicién de que dicho valor grande
de la R.V. refleja el hecho de que los dos cuadrados medios de las
muestras no estdn estimando la misma cantidad. La Gnica explicacion
distinta de este valor grande de la R. V. serfa que la hipdtesis nula es
en realidad verdadera y que s6lo se ha observado un conjunto raro de
resultados. Se excluye la segunda explicacion en favor de la primera.

Por lo tanto, se concluye que no todos los efectos de tratamiento
son iguales a cero 0, lo que es equivalente, que no todas las medias de
los tratamientos son iguales. Para esta prueba, p < .005.

Ejercicios

Para cada uno de los siguientes ejercicios, lleve a cabo el andlisis de
variancia siguiendo el procedimiento de seis pasos. Determine el valor
p para cada ejercicio.

7.3.1 Se estudiaron tres sistewis para el servicio de alimentacién en
cinco hospitales. La variable de interés fue el tiempo (en minu-
tos) utilizado por comida servida. En cada hospital, se sirvid la
comida de mediod{a por cada método, obteniéndose los siguien-
tes resultados.

Método
Hospital A B C

7.56 9.68 11.65
9.98 9.69 10.69
7.23 10.49 11.77
8.22 8.55 10.72
7.59 8.30 12.36

W B ) N

Después de eliminar los efectos propios del hospital, ;sugieren
estos datos una diferencia entre los métodos en el tiempo medio
utilizado por comida servida?. Sea« = .05.

7.3.2 Dieciséis personas excedidas de peso participaron en un estudio
para comparar cuatro regimenes para bajar de peso. Las perso-
nas se agruparon de acuerdo con el peso inicial y cada una de
las cuatro personas de cada grupo de peso inicial fue asignada
al azar a uno de los cuatro regimenes reductores. Al término
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7.3.3

del perfodo experimental, se registraron las siguientes pérdidas
de peso, en libras.

Peso inicial Régimen

(libras) A B C D
150 a 174 i2 26 24 23
175 a 199 15 29 23 25
200 a 225 i5 27 25 24
Mais de 225 18 38 33 3t

Después de eliminar las diferencias debidas al peso inicial, ;pro-
porcionan estos datos la evidencia suficiente que indique una
diferencia en los efectos de los regimenes?. Seaa = .01.

Un grupo de remotivacién de un hospital psiquidtrico llevé a
cabo un experimento con el fin de comparar cinco métodos
para remotivar a los pacientes. Estos ultimos se agruparon de
acuerdo con el nivel de motivacién inicial. Los pacientes de cada
grupo se asignaron al azar a los cinco métodos. Al término del
periodo experimental, se evaluaron los pacientes a través de un
equipo compuesto por un psiquiatra, un psicélogo, una enferme-
ra y una trabajadora social, ninguno de los cuales tenia conoci-
miento del método al que habfan sido asignados los pacientes.
El equipo asigné a cada paciente una calificacién compuesta
como una medida de su nivel de motivacidn. Los resultados
fueron los siguientes,

Nivel de
Motivacién Método de remotivacién
inicial A B C D E
Ninguno 58 68 60 68 64
Muy bajo 62 70 65 80 69
Bajo 67 78 68 81 70
Promedio 70 81 70 89 74

(Proporcionan estos datos evidencia suficiente que indique una
diferencia en las calificaciones medias entre los métodos?. Sea
a = .05.
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7.3.4 La enfermera supervisora de un departamento de salud local
descaba estudiar <} efecto de la hora del dia en la duracién de
tas visitas domiciliarias realizadas por el personal de enfermeria.
Tenf{a la sensacidi de que las diferencias individuales entre las
enfermeras podria ser grande, de manera gue utilizd a la enfer-
niera como un factor de formacidn de bloques. Reunid ademds
los siguientes datos.

3 Duracipn de 1a visita domiciiiaria por horas del dia

i‘Temprano por Tarde por  Temprano por Tarde por

Enfermerg5 la mafans la mafiana la tarde 1a tarde
S S - . e e e e e e
A I 27 28 30 23
B ‘; 31 30 27 20
C ! R 38 34 30
D ‘ 20 i Mt

14

;Proporcionan astos datos evidencia suficiente que indique una
diferencia en g duracién de la visita domiciliaria entre ias dife-
rentes horas del d{a?. Seaa = 05.

7.3.5 Analice los datos del ejercicio 6.4.1 como un diseie de bloques
aleatorizado.

74 ELEXPERIMENTO FACTORIAL . _

En los disefios experimentales que se han considerado hasta este pun-
to, el interés se ha centrado sélo en los efectos de una variable, ios
tratamientos. Sin embargo, suele suceder gue s¢ desee estudiar, simul-
taneamente, los efectos de dos o mds variables. Se nombrard aquf a
las variables que se deseen como factores. El experimento en el que
se investigan dos o mds ractores simulidneamente se conoce como ex-
perimento factorial.

Las diferentes categorias designadas de los factores se conocen
como niveles. Supdéngase, por ejemplo, que se estd estudiando el efecto
de tres dosis de cierto medicamento sobre el tiempo de reaccidon. Se
dice entonces que el fuctor medicamento ocurre cn los tres niveles.
Supdngase que el segundo factor de interés en el estudio es la edad, y
que se tiene la sensacién de que deben incluirse dos grupos de edades,
de menos de 65 anosy de 63 afiosy mds. Se tienen entoncesdos niveles

e ST 9 8
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del factor edad Er: general, se dice que el factor A ocurre en los nive-
Ies a v que el factor B en los niveles 4.

En un experimento factorial no s6lo pueden estudiarse los efec-
tos de los factores individuales sino, si el experimento se lleva a cabo
apropiadamente, puede estudiarse también lainferaccion entre los fac-
tores. Para ilustrar el concepto de interaccidén, considérese el siguien-
te gjemplo.

Ejemple 7.4.1

Supdngase, en términos del efecto sobre el tiempo de reaccid