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Introducción

El libro Problemas de Mecánica Cuántica Molecular se ha escrito con el 
objetivo de suministrar al lector una explicación detallada y "autosuficiente" 
de todos los problemas propuestos en el texto de teoría Elementos de 
Mecánica Cuántica Molecular" que escribimos uno de nosotros (Manuel 
Fernández Núñez) y la profesora P. Ríus (Primera edición: Servicio de 
Publicaciones de la Universidad de Cádiz, 1998; Segunda edición: en prensa).

El carácter "autosuficiente" que deseábamos dar a este texto, nos 
aconsejó añadir al principio de cada capítulo un resumen, tan breve como 
fuera posible, de la teoría reflejada en los problemas que se iban a resolver. 
Este resumen teórico está muy directamente basado en el correspondiente 
capítulo del libro de teoría, y sirve muy bien para revisar en poco tiempo los 
conceptos que allí se estudiaban en detalle.

Algunos de los problemas son distintos de los propuestos en la primera 
edición del libro de teoría. También, algunos enunciados han cambiado 
ligeramente, o se han dividido entre dos problemas distintos. La experiencia 
obtenida en los años transcurridos desde la publicación de aquella edición, ha 
sido quien nos ha aconsejado estos cambios, que quedarán reflejados también 
en la segunda edición revisada de Elementos de Mecánica Cuántica Molecular 
que esperamos que aparezca al tiempo que este libro.

Los problemas propuestos van acompañados de una clave que informa 

(mediante el número de relojes) acerca del grado de dificultad del problema, 
de menor (G) a mayor (®ffi®®®). La dificultad indicada puede ser tanto 
conceptual, como de complejidad de los cálculos necesarios para terminar el 
problema. No nos ha parecido necesario llegar a distinguir entre ambos tipos 
de dificultades, debido a que medir la dificultad de esta clase de problemas 
resulta demasiado subjetivo. Nos conformamos, por tanto, con suministrar 
una pequeña información acerca de lo que opinamos al respecto.

ix
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Otro carácter interesante del libro es que muchos de sus problemas 
están específicamente diseñados para ser resueltos con ordenador, lo que 
resulta especialmente útil en el contexto de una materia que, como la Química 
Cuántica, se ha desarrollado en gran medida gracias al uso de este 
instrumento. Los programas necesarios han sido realizados por los autores y 
se recogen en el CD "Programas del Grupo de Investigación CALCULO 
TEÓRICO DE LAS PROPIEDADES MOLECULARES de la Universidad de Cádiz" y 

están libremente disponibles en la página web:

httc://ww w2.uca.es/deot/'3u¡mica_fisica/cuantica

donde puede Vd. encontrar:

• Todos los programas BASIC citados a lo largo del libro (POZO, 
WILSON, SHMO, etc.)

• El programa UCA-ATO para realizar cálculos y gráficos acerca de las 
propiedades atómicas.

• El programa UCA-MOL para calcular propiedades moleculares mediante 
métodos semiempíricos NDO fácilmente "reparametrizables" por el 
usuario.

*

• El programa UCA-CMC para calcular propiedades moleculares por 
métodos ab-initio (HF y MP2), con bases definidas por el usuario.

• El programa UCA-AMC para realizar ajustes por mínimos cuadrados 
d4e muchos tipos y con gran fiabilidad numérica. Incluye un simulador 
de datos aleatorios, muy útil para "experimentar" con el programa.

• El programa UCA-VIV para calcular Re, oie y de una molécula 
diatómica a partir de datos puntuales de su potencial internuclear (que 
el programa ajusta a un polinomio en R, de cuarto orden).

• El programa BARRERAS para calcular el coeficiente de transmisión 
mecanocuántico de barreras de potencial monodimensionales con tres 
zonas (V(x)= Vu V2, V3).

w2.uca.es/deot/'3u%25c2%25a1mica_fisica/cuantica
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Capítulo I:
Comportamiento Cuántico

• Moléculas, espectros y Mecánica Cuántica

• Efectos fotoeléctrico y Compton. Difracción de 
electrones

• Características fundamentales del comportamiento 
cuántico

• Principio de incertidumbre

Teoría Básica (Física y Matemática)

1.1 Ecuaciones diferenciales homogéneas

Las ecuaciones diferenciales son las que relacionan una función 
desconocida, que aquí llamaremos x(t), con sus derivadas y otras funciones 

conocidas. Una función x,(t) que cumpla la ecuación se llama solución 

particular, mientras que una familia de funciones x(Cx,t) que represente a 

todas las soluciones particulares posibles se llama solución general. En x(Cx,t) 

los parámetros Cx permiten determinar las distintas soluciones particulares. 

Cuando la ecuación diferencial es del tipo:

dnx dn*1x n , .
a"dt" +an-1 ^+- + a°X-°

se llama homogénea. Su solución general es una combinación lineal de n 
soluciones particulares, siendo n el orden de la ecuación. Es fácil comprobar 
que cualquier ecuación de ese tipo admite soluciones particulares de forma 

1
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exponencial X| = exp (A.¡ t), en las que el parámetro X¡ toma determinados 

valores X1A2 - Xn, de manera que la solución general de las ecuaciones 

homogéneas es:

n
x = ^A|exp(\t)

(1-2)

con los coeficientes A¡ arbitrantes. Los parámetros X| deben elegirse de forma 
que exp (X¡ t) cumpla la ecuación propuesta.

1.2 Ajustes minimocuadráticos

Cuando quiere obtenerse una relación y=f(x) a partir de un conjunto de

datos {x¡,y¡}, mediante una serie Y “ fxW en la que fx(x) representa

a las funciones de base y a>, son los coeficientes a determinar, éstos pueden 

determinarse aplicando la condición de que la suma de los cuadrados de las 

desviaciones [f(X|)-y¡]2 sea mínima, 

(y‘ - y¡)2 3A(X|)-yi = MÍNIMO (1.3)

donde y? = f(x¡) representa el valor calculado con la serie cuando x=X|.

Aplicando las condiciones necesarias de mínimo, 3S/3ax = 0, se 

obtiene:

1 l z
X

f1(xi) = O

^-"^2 ^aA(Xi)-y¡ f2(x¡) = 0 

i X .

2
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es decir, un conjunto de ecuaciones lineales, llamadas ecuaciones normales, 
que convenientemente reordenadas forman el sistema:

o

x=o

=^y,f^X'^ (1,4)

en el que p. = 0, 1, ..., n es el índice que numera las funciones de base.

En la práctica, las funciones de base suelen ser simples potencias 

enteras, fx(x)=xn. En el caso más habitual, el ajuste se hace a una recta, de 

manera que las funciones de base son simplemente f0(x)=l, fi(x)=x, y las 
ecuaciones normales se reducen a:

a0 +

(1-5)

siendo n el número de datos, ya que 1 = n. Al resolver estas ecuaciones

1=1

normales obtenemos los valores de los coeficientes ai y a0 de la recta
y = ajx + a0 ajustada:

donde:

ac

(1.6.a)

(1.6.b)

(1.6.C)

3
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1.3 Fundón de Hamilton y fundón de Lagrange

Las aplicaciones de la ecuación de Newton (F = m-a) han de realizarse 
necesariamente en coordenadas cartesianas, lo que limita grandemente su 
utilidad. Cuando quieren tratarse problemas de Mecánica Clásica en otras 
coordenadas -por ejemplo, en coordenadas polares- es preciso sustituir el 
formalismo newtoniano por otros que estén adaptados al uso de coordenadas 
generalizadas,

* qi=qi(x, ,y, ,z,) 

q2=qi(Xi ,y¡ ,z¡) 

qiN =qaN (x, ,yi ,z¡)

de las que las coordenadas polares son el ejemplo más conocido:

r = ^x2 + y2 + z2

e = árceos(z / Vx2 + y2 + z2

9 = arctg (y / x)

Uno de estos formalismos está basado en la función Hamiltoniana:

H(Pi,q¡,t)=^pxqx-£ qx,qx,t
(1.7)

en la cual pn.son los momentos conjugados de las coordenadas qx:

ai
Px = — (1.8)

3qx

y i la función Lagrangiana. En los sistemas para cuyo movimiento exista un 

potencial V=V(q¡), la lagrangiana es, simplemente:

(1.9)

Obsérvese que en esta definición, la energía cinética T está expresada 
normalmente en coordenadas cartesianas mientras que la potencial V puede 

4
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venir en coordenadas generalizadas. Para poder aplicarla es necesario 

reexpresar T (xi, y¡, z¡) en términos de qx y qx.

El movimiento queda determinado, en la mecánica de Hamilton, por las 
ecuaciones canónicas:

9H • 3H_
SPx *qX ' (1.10)

que convenientemente manejadas permiten obtener, tal y como se ve en los 
problemas 1.1 y 1.2, las ecuaciones del movimiento qx = f(t) en todos los 
problemas en que podían obtenerse mediante la mecánica newtoniana y en 
muchos otros en que ésta resultaba inaplicable.

Cuando el sistema estudiado posee un potencial V=V(q¡) la función de 

Hamilton es la suma de las energías cinética y potencial:

(1-11)

y los momentos conjugados px son las derivadas de la energía cinética con 

respecto a las velocidades generalizadas q^,

dT
Px = — (1-12)

1.4 Partículas y ondas

Hasta comienzos del presente siglo todos los entes físicos se suponían 
clasificables -al menos en principio- como partículas o como ondas. Las 
primeras se estudiaban mediante las leyes de la dinámica contenidas en las 
ecuaciones de Hamilton (1.10) o sus alternativas como las ecuaciones de 
Lagrange.

Las ondas, por su parte, estaban caracterizadas por una función de las 

coordenadas y del tiempo YC r ,t), que debía cumplir la ecuación de las ondas 
clásicas:

5
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C2 at2
(1.13)

1.5 Efecto fotoeléctrico

La emisión fotoeléctrica se produce cuando una radiación de frecuencia 

adecuada incide sobre la materia. Tiene las siguientes características:

• La emisión de electrones sólo se produce si la radiación tiene una 

frecuencia superior a un umbral v0, característico de la sustancia empleada 
como blanco.

• La energía cinética máxima de los electrones emitidos es proporcional a la 
diferencia (v - v0) entre la frecuencia de la luz empleada y la frecuencia 

umbral v0.

• La intensidad de la luz incidente determina el número de electrones 
emitidos, pero no guarda relación con su energía cinética.

• La emisión de electrones es prácticamente instantánea.

En 1905, Einstein consiguió explicar todas estas características 
aplicando las ideas de Planck sobre la cuantización de la luz, y obtuvo la 
ecuación:

T = h v - W = h (v - v0) (1.14)

que predice la energía cinética de los electrones emitidos por efecto 
fotoeléctrico.

1.6 Ondas materiales

Louis De Broglie sugirió, en 1923, que el movimiento de los electrones 
podría tener un aspecto ondulatorio. En su teoría, un electrón de masa m y 
velocidad v tiene una longitud de onda asociada: 

en la que p es su momento lineal y h es la constante de Planck.

6
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1.7 Principio de Incertidumbre

Hacia 1927, Werner Heisemberg observó que la mayoría de las 
paradojas relacionadas con el comportamiento de los entes cuánticos se 
relacionan con la imposibilidad de medir las magnitudes referentes a sistemas 

microscópicos (como la posición de los electrones), sin perturbarlos 
significativamente. De su análisis se deduce, entre otras cosas, que

Ap • Ax > h (1.16)

lo que constituye la primera relación de incertidumbre de Heisemberg. 
Asimismo se deduce que:

AE • At h (1-17)

en donde AE representa la incertidumbre con que se conoce la energía de un 

estado y At la incertidumbre en la duración de este estado.

Ejercicios Resueltos

Problema 1.1 O

Hallar la ecuación del movimiento x = x(t), de una partícula de masa 

m, sometida a un potencial V(x) = y kx2, aplicando las ecuaciones de 

Hamilton:

3H • 3H • 
dp¡ “ * ' 3q¡ ' P1

y particularizarla para un caso en que la velocidad en el instante 
t = t0 sea nula y la posición valga x(t0) = x0.

7
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La primera etapa para resolver este tipo de problemas de forma 

general, consiste en expresar la función lagrangiana, L, como función de

coordenadas q, velocidades q = dq/dt y tiempo, ¿=£(q,q,t). A continuación 

se obtienen los momentos generalizados:

^(qizq¡>t)

3q¡

y con ellos se forma la función hamiltoniana, H, mediante su definición:

q¡p¡ - £(q,q,t)

Finalmente, se sustituye H en las ecuaciones canónicas (las del enunciado del 
problema) para obtener, a partir de ellas, las ecuaciones de movimiento.

En los sistemas en los que el potencial no depende de las velocidades, 
como es el caso propuesto, el problema es especialmente sencillo pues la 
función de Hamilton H coincide con la energía total, luego:

H=T+V=—mx2 + —kx2 
2 2 

dV
y, L = T - V, de manera que, al ser — = 0:

dx

Px =
3£ _ 3T

3x 3x
= mx

H = £1+V(x) = 

2m

Pl + kxi 

2m 2

Sustituyendo en las ecuaciones de Hamilton:

3H px
3px m

3H
3x x

obtenemos:

8
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X = — 
m

Px= -kx

La primera ecuación nos devuelve, simplemente, la misma definición del 
impulso px que habíamos empleado. Combinada con la segunda, da lugar a 

una ecuación diferencial homogénea de segundo orden:

d(mvj d2x .
—---- — = m —- = -kx

dt dt2

d2x k n
—5- + —x = 0
dt2 m

de la que podrá extraerse la relación x = f(t) por el procedimiento indicado en 
la sección 1.1. Esto es, se ensayan soluciones de tipo x = exp(Xt) y se 
determinan los valores adecuados del parámetro X.

Sustituimos el valor de x = Xexp(Xt) y x = 7? exp(^t) en la 

ecuación diferencial:

X2 expíX t) + — expíX t) = 0 ; f X2 + —^exp(X t) = 0

' m ( m J

luego, para que x = exp (X t) cumpla la ecuación debe ser:

X2+ —= 0 ; X = + = ±i
m V m Vm

Como la solución general de una ecuación diferencial de segundo orden 
es una combinación de dos soluciones particulares, x(t) debe ser:

x(t) = A exp
. íf j n . [¡r 
im J Vm

Ahora bien, la función x(t) obtenida es una solución general de la 

ecuación diferencial que determina el movimiento, que contiene soluciones 
particulares válidas y otras que no lo son. Las soluciones aceptables deben 
cumplir las condiciones iniciales impuestas al movimiento, y ello sólo ocurre 
para determinados valores de las constantes A y B. En esta caso, para 
calcular las constantes A y B, debe tenerse en cuenta que si la velocidad es

nula (x = 0) cuando t = t0, entonces:

x = A i w exp (¿ wt) - B¿ coexp (¿ <nt) donde m = $7
V/m

9
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0 = A¿a>exp(¿(oto)-B/ wexp(-¿at0) => Aexp(¿coto) = Bexp(-¿a>to)

A = Bexp(-2¿a)t0)

y, por otro lado, si para t = t0 el valor de xesx0:

x0 = Aexp(¿ot0)+Bexp(-/cút0)= 2Bexp(-¿iot0) => B= ■^-exp(¿<»t0)

luego el valor de A vendrá dado por:

A = y. exp (¿ a>t0) exp (- 2¿ coto) = -^ exp (- ¿ cot 0)

Si sustituimos el valor de A y el de B en la solución general, obtenemos:

x = y- exp (- ¿ <ot0) exp (¿ cot) + -y exp (¿ coto) exp (- ¿ wt) 

= -y [exp U w(t -10)) + exp (- ¿ <o(t -10 ))]

y como, según la fórmula de Euler, exp(¿ a) + exp(- ¿ a) = 2 eos a, se tiene:

x = x0 eos [co(t —10)]

Es decir, una partícula en las condiciones propuestas en el problema ejecutará 
un movimiento armónico.

Obsérvese que el problema resuelto es especialmente sencillo, y que 
podría haberse planteado más fácilmente en el marco de la versión 
newtoniana de la Mecánica clásica (F = m a, etc.). Sin embargo, el 

procedimiento explicado aquí tiene la ventaja de poderse aplicar en casos en 
que la versión newtoniana conduce a ecuaciones irresolubles, mientras que el 
empleo de coordenadas adecuadamente escogidas conduce a ecuaciones 
resolubles. Es decir, el procedimiento explicado aquí se puede aplicar en 
coordenadas no cartesianas, y ésta es su gran ventaja.

10
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Problema 1.2 ®®

Hallar la función de Hamilton, 

potencial de tipo V(r) = ykr2,

H, de una partícula sometida a un 

en coordenadas polares esféricas.

Expresarla en forma canónica, esto es, en términos de las 
coordenadas r, 0 y <p y sus momentos conjugados p„ pa, p, . (El 
momento pi conjugado de una coordenada q¡ es la derivada de H

• •
respecto a q¡, p¡ =dH/dq¡).

Sabemos que H=T+V, donde V = ikr2. Necesitamos expresar la 

energía cinética, T, en coordenadas polares esféricas.

x= r sen 0 eos <p 

■ y= r sen 0 sen <p 

z= r eos 0

—. 1 2 1 _ / 2 2 2x 1 1*2 *2 *2
T = — mv = jm(vx + vy + vz) = —m^x + y + z

calculamos las derivadas:

x = r sen 0 eos <p + r 0 eos 0 eos <p - r <p sen 0 sen <p

y = r sen 0 sen <p + r 0 eos 0 sen <p + r <p sen 0 eos <p

z = r eos 0 - r 0 sen 0

y sus cuadrados:

x2 = r2 (sen 0 eos <p)2 + O2 (r eos 0 eos <p)2 - <p2 (rsen0sen cp)2

/• V * ' I • W •
+ 21 r seno eos <p rOeosOcoscp k2 rOcosOeosip r<psenOsen<p

11
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-2 rsen0cos<p r<psen0sen<p

y2 = r 2 (sen 0 sen <p)2 + 0 2 (r eos 0 sen cp)2 - <p2(r sen 0 eos <p)2

2 ksenOsencp r 0cos 0 sen cp h r cp sen 0 eos cp

z 2 = r2cos2 0 - 02(rsen0)2 - 2 

si ahora efectuamos la suma: 

x2+ y2+ z2 = r2 [sen2 ©(eos2 <p + sen2 <p)+ eos2 0]

+ 02 [r2 [eos2 0(eos2 cp + sen2 cp)+ sen2 0]]

+ cp2 [r2 sen2 0 (sen2 cp + eos2 cp)]

+ 2r r 0 [sen 0 eos 0 (eos2 cp + sen2 cp) - sen 0 eos 0]

+ 2r2 0 <p [eos 0 sen 0 eos <p sen <p - eos 0 sen 0 eos <p sen cp]

+ 2 r r cp [sen2 0 eos <p sen <p - sen2 0 eos <p sen cp] 

= r2+ r2 02+ r2 sen2 0 cp2

por lo tanto, la energía cinética en coordenadas polares vale:

12
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T = i m (r2+ r2 02+ r2 sen2 6 <p2)

y la función hamiltoniana es:

1 • • • r2
H = m (r2+ r2 02+ r2 sen2 0 <p 2) + k —

Ahora bien, esta expresión no es todavía la adecuada para aplicar las 

ecuaciones de Hamilton, pues depende de las velocidades r, 6 y <p, en vez de 

los momentos p„ p« y p,. Los momentos generalizados se calculan mediante 

la fórmula p¡ = 3£/3q, y como en este caso dL/dq, = 3H/3q¡, obtenemos:

3H • 
pr = — = m r

3r 

3H
p9 = — = m r 0

30 

3H 22*p9 = —- = m r sen 0 <p 

3<p

ahora podemos despejar de estas expresiones r, 0 y <p y elevarlas al 

cuadrado,

• r<2

2

m2r4

*2. ___ P?
m2r4 sen4 0

lo que permite escribir la función de Hamilton en forma canónica, es decir lista 

para aplicar las ecuaciones de Hamilton:

H =
p? . p¡ P™

2m 2mrz 2mr2 sen2 0 2

13
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El uso de esta expresión para obtener las relaciones r = r(t), 0 = 0(t) y 

kX2
<p = <p(t) es análogo al uso de la expresión H=-¡JL +----  en el problema 1.1,

2m 2m
sólo que más complicado desde el punto de vista matemático. La forma de 
hacerlo puede verse en M. Fernández, "Química Cuántica", UNED 1977 
(Capítulo 1, sec. 6), o en muchos de los textos de Dinámica Analítica.

Problema 1.3 ©

En una experiencia de efecto fotoeléctrico se han obtenido los 
siguientes valores para la energía cinética de los electrones emitidos 
al emplear luz de diferentes longitudes de onda:

X(A) T(eV)

3000 1.85

3255 1.58

3570 1.20

4000 0.82

4545 0.43

Hallar, con estos datos, el valor de la constante de Planck y la 
energía de extracción, W, del metal empleado en el experimento 
(sodio). Estimar el error con que estos datos permiten calcular la 
constante de Planck h.

Sabemos que hv = hv0 + T, luego,

T = h (v - v0)= hv - W

donde v0 es la frecuencia umbral y W la energía de extracción.

Si representásemos gráficamente la energía cinética, T, frente a la 
frecuencia de la radiación, v, deberíamos obtener una recta cuya pendiente 
suministraría el valor de h y cuya ordenada en el origen daría el valor de W. 
Los errores experimentales harán que los datos no se ajusten exactamente a 

14
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una recta, de manera que de la dispersión de los datos respecto a la mejor 
recta que podamos ajustar podremos deducir el error cometido.

Recordando que la velocidad de la luz es c = 2.99 7 924 x 108 ms'1 y 
que leV = 1.602 177 x 10 19 J, podemos escribir la tabla de la figura 1.1 y 

realizar gráficamente el ajuste que se ve en esa figura. Ahora bien, el 
procedimiento gráfico es algo impreciso y, además, no permite estimar bien 
las cotas de error de los parámetros obtenidos. Es mejor recurrir a un ajuste 

por mínimos cuadrados del tipo indicado en el apartado 1.2.

VfS1) T (juGos)

9.993 10”

9.210 10”

8.397 10”

7.495 10”

6.596 10”

2.964 1019

2.531 1019

1.923 10'19

1.314 10‘19

0.689 10 19

Figura 1.1. Datos empleados para calcular la constante h y aspecto gráfico del 
ajuste usado (v=c/X, T(Julios)=E(eV)- 1.602177 10

En el ajuste mínimo cuadrático de una recta y = a0 + axx, los valores 
de los coeficientes son:

El error probable que se comete en los puntos ajustados es:

0.6745

15
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siendo d¡, la desviación obtenida para cada dato, esto es

4 = yfal - y¡

El error esperado para los coeficientes obtenidos es:

e(ai) = re^

Hoy en día existen muchas calculadoras que realizan estas operaciones 
automáticamente, así como programas, como UCA-AMC, que pueden usarse 
en un ordenador personal. Si, a efectos aclaratorios, realizamos los cálculos "a 
mano" conviene construir una tabla como la siguiente:

X, Vi
*.*

9.993X1014 2.964 xlO’^ 99.860xl028 29.619 xlO’5

9.210 XlO14 2.531 xlO’19 84.824 xlO28 23.311 xlO’5

8.397 xlO14 1.923 xlO’19 70.510 xlO28 6.147 xlO’5

7.495 xlO14 1.314 xlO’19 56.175 xlO28 9.848 xlO'5

6.596 xlO14 0.689 xlO’19 43.507 xlO28 4.545 xlO’5

X 41.691 xlO14 9.421 xlO’19 354.876 xlO28 83.471 xlO’5

a partir de la cual se obtiene el valor del denominador que aparece en a0 y ai:

D = 5 (354.876 X1028) - (41.691 xlO14)2 = 36.24 xlO28

y con éste, el valor de ai=h y de a0=-W:

5(83.471x10’5)-(41.691x1014)(9.421x10-19) , 34
3i =—-------------------- ‘ - --------------- ■■ —-----------------¿ = 6.7836 x 1U 34 J s

36.24 xl02b

16
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a» =
(354.876X1028) (9.421 X1O~19) - Í83.471 x 10~5) (41.691 x 1014)

36.24X1028

= -3.772 xlO'19 J

Para estimar los errores con que obtenemos la constante h (=ai) y la 
energía W (=-a0) calculamos las desviaciones y sus cuadrados, tal y como 

aparece en la siguiente tabla en las que las y“' se obtienen mediante la 

ecuación de la recta ajustada:

yf3' = -3.772 ■ 10'19 + 6.7836 • 10’34v,

-y, d2

3.007 xlO'19 0.043X1019 1.849 10'^

2.476 xlO19 -0.055 xlO'19 3.025 10'41 i

1.925 xlO19 0.002 xlO'19 0.004 10'41
i

1.312 xlO 19 -0.002 xlO 19 0.004 10’41 i

0.703 xlO19 0.014 xlO'19 0.196 10'41 )

i

E 5.078 10'41 |

Finalmente:

re =0.6745
5.078xl0-41 =2.775x10-21

5-2

por tanto,

17
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£ (aj) = 2.775 x 10'21 ! 5 = 0. IxlO’34 J.s

j 36.24xl028

e(a0) = 2.775 x 10'2\f--5—7xl-0,^- = 0.087xl0"19 = 0.09xl0~19J 

V 36.24xl028

2 2m

momento será p = V2mT . Según De Broglie X = —, de manera que:
P

de manera que los valores de h y W, con sus errores, son:

h = (6.7 ± 0.1)10'34 J.s

W = (3.77±0.09)10'19 J

Obsérvese que la constante de Planck se obtiene con un margen de error muy 

considerable. Hoy en día, a partir de experiencias de otros tipos se sabe que:

h = (6.626075 ± 0.000005)10-34J s

Problema 1.4 ©

Calcular la longitud de onda asociada a los electrones del 
experimento de Davisson y Germer, sabiendo que eran acelerados 
por una diferencia de potencial de 54 voltios, b) ¿Cuál hubiera sido la 
longitud de onda si la diferencia de potencial hubiese sido 5400 
voltios?, c) ¿Es importante distinguir, en este problema, entre masa 
en reposo m0 y masa relativista?. La masa relativista vale:

m= m°
Vl-(v/c)2

a) Si el electrón esta acelerado por un potencial de 54 V, su energía cinética 

será T = 54eV = 8.651 757 x 10 18 Julios, y como T = — mv2 =-B—, su

18
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h _ 6.626075 x 10~34 J.s

v2mT ^2 (9.109386 x 10'31Kg) (8.651757 x 1018J)

1= 1.669 x 10’10 m = 1.669 Á

lo que corresponde a la zona de los rayos X "duros".

b) Resolviendo igual que en el apartado anterior, siendo su energía cinética 
en este caso T = 5400 eV = 8.651757 x 10'16 Julios, se obtiene:

X= 1.669 x 10 11 m = 0.1669 Á

Todavía en la zona de rayos X, pero ya muy cerca de la radiación gamma.

c) Calculamos las velocidades de esos electrones

V(54eV) = 4.358 x 106 m/s

V(54Q0eV) = 4.358 x 107 m/s 

como c = 2.99 79 x 108 m/s, la relación v/c vale 0.0145 en el primer caso y 

0.145 en el segundo. Sabemos por el enunciado del problema que 

m = m8 । , luego:
Vi - (v/c)2

e(s4ev) => m= 1-0001 m0, lo que significa que se puede despreciar el efecto 

relativista, ya que corresponde a un error de 1 parte por 10000 o dicho 
de otro modo un 0.01%. Este error es pequeño frente al que afecta a 
los datos empleados (54 eV significa 54 ±0.5, esto es 
aproximadamente un 1% de error).

e(5400ev) = > m= 1-011 m0, lo que significa que podría ser útil considerarlo ya 

que un error del 1% puede ser parecido al que afecta a los datos. Se 
_____ o o 

habría obtenido X = X0^m/mD , esto es 0.1678 A en vez de 0.1669 A .
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Problema 1.5 O

¿Cuál debe ser la indeterminación en la posición de un fotón de 1A 
de longitud de onda, si ésta se conoce con una precisión de 1 en 106 ? 
Tomar h = 6.6 x 10'34 Js, como constante del principio de 
incertidumbre. I________________________________________________

El problema indica que la longitud de onda se

relativo AX = V , , y el mismo error se comete en el 
/106

conoce con un error

momento, p. Esto es

debido a que el error relativo de un cociente es la suma de los errores 

relativos del numerador y denominador. Así pues, como p = % , sp = eh + ex,

despreciando eh queda que ep = ea . Por lo tanto Ap = 10’6p . El valor de p lo 

obtenemos mediante la fórmula de De Broglie,

h 6.62x10 34J s
X ' 10-10m

= 6.62xlO-24Kgms-1

luego:

Ap = 10~6 (6.62 x 10’24 Kg m s’1) = 6.62 x 1O~30 Kg m s'1

Aplicando el principio de incertidumbre,

Ap Ax > h

h = 6.6210~34Js
Ap 6.6210 ^Kgms*1

=10'4m

, , , , -4 ,
Asi pues la indeterminación en la posición del foton es Ax =10 m, y crecerá 
a medida que aumentemos la precisión de la medida de su longitud de onda 
X.

Obsérvese, por otra parte, que 10'4m es mucho mayor que el tamaño 
atómico (que es del orden de 10’10 m). Eso significa que no es posible usar 

radiaciones de estas características para determinar la posición de los 
electrones atómicos o moleculares.
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Problema 1.6 ®®

Estimar, aplicando el principio de incertidumbre, el orden de 
magnitud de las velocidades mínimas de un electrón, y de un protón,

O
confinados en una región del espacio de 10 A de anchura. Estimar el 
orden de magnitud de la energía mínima que podría poseer cada uno 
de ellos.

El sistema propuesto es un ejemplo de lo que suele denominarse una 
caja de potencial, para la cual V(x)=°° fuera de los límites permitidos y 
V(x)=0 (o cualquier valor constante) dentro de ellos.

Una partícula clásica que

8 
11 

"x 
>

Figura 1.2. Esquema de la caja 
de potencial

se moviera en una caja con una energía 
determinada lo haría rebotando entre sus 
límites, con velocidad constante en módulo 
si el potencial es constante. Como la 

energía depende del cuadrado del impulso, 

E = p2/2m, si conocemos la energía 

conoceremos el módulo del impulso pero 
no su sentido (±p) de manera que, habrá 

una incertidumbre en la componente px del 
impulso:

Ap = 2 |p|= 2m |v|.

Como, por otra parte, la partícula está 
obligada a moverse en un recinto 0<x<L,

O
con L= 10 A, tendremos una incertidumbre en su posición Ax = L.

En principio consideramos que estas partículas tienen un momento 
p = m v. La incertidumbre en el momento se relaciona con la incertidumbre 

en la velocidad por:
Ap = m Av,

y como, según el principio de incertidumbre:

Ax Ap > h ,
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i ~ ■ i ■■ u~_~. z,— —jittt~iii i —

sustituyendo Apx e Ax por sus valores, se ve que debe ser:

L- 2mv > h

o lo que es lo mismo v >-------. Ahora ya podemos estimar el orden de
2 m L

magnitud de las velocidades mínimas del electrón y del protón sin más que 

sustituir las variables por su valor en cada caso: 

6.62 x 10'34 J.s
v . 2

e 2 (10'9)(9.10 x ÍO'*1 Kg)

>___  6.62 x 10'34 J.s

” 2 (10'9)(1.67 x 10'27 Kg)

= 3.64 x 105ms-1

= 1.98 x 102ms'1

El cálculo de la energía mínima que puede poseer el electrón en la 
"caja" considerada es ahora sencillo. Si se supone que en la zona permitida 

0<x<L no actúa ningún potencial, la energía será energía cinética, T = ^mv2.

Acaba de verse que el módulo de la velocidad no puede ser menor que 3.64 x 
105 ms'1 para el electrón y 1.98 x 102 ms'1 para el protón, de manera que

, 1 7
sustituyendo v 2 v0, siendo v0 la velocidad mínima calculada, enT 2 — mv0 :

Te_ 2 ^(9.10 x 10"31Kg) (3.64 x 105ms'1)2

T _ 2 6.02 x 10'2°Julios = 0.37 eV = 3030 cm1 e

y, análogamente

T + 2 3.3 x 10'21Julios = 0.0206 eV = 166 cm’1 
p

donde se ha aplicado que 1 eV = 1.6021892 x 10'19 J = 8065.48 cm'1. (Para 

medir la energía de los electrones o los núcleos de las moléculas no suele 
emplearse el julio, sino el electronvoltio eV o el cm'1).

Nótese que la energía que hemos calculado es la mínima permitida por 
el principio de incertidumbre, pero éste no prohíbe que el electrón pueda 
poseer energías más altas. A la energía mínima que hemos calculado se le
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llama en muchos textos energía residual y es la que se conservaría en el cero 
absoluto de temperatura.

Problema 1.7 ®

Estimar, aplicando exclusivamente el Principio de Incertidumbre, 
cual puede ser el orden de magnitud (en eV), de la energía del estado

fundamental de un electrón confinado en una caja cúbica de 5 A de 
arista.

Dado que la caja tiene un potencial nulo en su interior (recuerde el 
problema 1.6), podemos suponer que el electrón sólo posee energía cinética,

T = ^ = |(Px+P?+Pz)

Para la dirección x:

Tx--El 

x 2m

El principio de incertidumbre indica que Ax.Apx > h, o lo que es lo mismo

que Apx i — . Por analogía con el problema monodimensional 1.5, podemos

suponer Apx = 2px luego px 2 —, y por lo tanto:

( h ?

T - P* U 2Ax ) = h2
x " 2m “ 2m Sm(Ax)2

Para las otras direcciones pueden obtenerse expresiones similares:

Ty 5
8m(Ay)2

u2
Tz i--- —-y

8m(Az)2
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Las ¡ncertidumbres en las coordenadas x,y,z pueden suponerse iguales a las 

dimensiones de la caja, esto es Ax = Ay = Az = 5 x 10’10. Por consiguiente:

T . 3-^-- =--------- 3(6.6262 xlO^j.^ = Q x 10-18j

8m(Ax)2 8(9.109534 x 10‘31Kg) (5 x 10'10m)2

T > 0.723 x 10 18 J= 4.5 eV

Nótese que la energía es del mismo orden que las energías de 
ionización atómicas. Ello es debido a que éstas son, a su vez, del mismo 
orden que las energías cinéticas electrónicas.
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Capítulo II:
Elementos de Mecánica Ondulatoria

• Ondas clásicas

• Grupos de ondas

• Paquetes de ondas

• Ondas materiales

• Incertidumbre energía-tiempo

• Cuerda vibrante. Separación de variables

Teoría Básica

2.1 Ondas dásicas

La ecuación de las ondas clásicas es una de las más importantes de la 

Física, por la gran cantidad de fenómenos que se encuentran relacionados con 
ella. Tiene la forma:

^=4u2 at2
(2.1)

en la cual 'F(x,y,z,t) es la función de ondas, u es la velocidad de propagación 
de éstas, y V2 es el operador laplaciano:

(2.2)
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En general, se llama onda clásica a cualquier solución de la ecuación 
(2.1). Un caso particular importante es la onda simple:

'?(x,t) = Acos(mt-cox/u) (2.3)

A menudo se escribe la ecuación (2.3) en función de otros parámetros 
equivalentes a wy u, como:

• La frecuencia: v = w/2jt

• El periodo: T = 2n/m = 1/v

• La longitud de onda: Á = uT = 2nu/<o

• El "vector" de ondas: k = co/u = 2n/X

• El número de ondas: a = 1/X

Así, por ejemplo, podemos reescribir la onda simple (2.3) de otras formas:

'P(x,t)= A eos (mt -kx) = A cosí 4^-—-^-1 =
(2.4)

sin que ello signifique que sea una onda diferente.

2.2 Grupos y Paquetes de ondas.

Una forma de obtener ondas de forma más general que la (2.3), 
consiste en combinar varias ondas simples de distinta frecuencia:

= y An eos (wnt - knx) (2.5)

n

en las que kn = con/u.

Cuando se combinan ondas simples con frecuencias infinitesimalmente 
próximas, la suma (2.5) queda sustituida por una integral:

r
t) = I A(w)cos (cot - kx) dw (2.6)
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Las combinaciones (2.5) ó (2.6) se llaman grupos de ondas y su velocidad de 
propagación viene dada por:

“q Acó
(2.7)

Cuando las frecuencias son suficientemente próximas, la velocidad de grupo 
viene determinada por la derivada:

ug = dco/dk (2.8)

cuyo valor puede resultar muy distinto del de la velocidad de las ondas 
componentes, a cuyo promedio suele llamarse velocidad de fase.

La función co = f(k), que permite calcular la velocidad de grupo, 

depende de la clase de ondas y del medio considerado y recibe el nombre de 
relación de dispersión. Un medio se llama no dispersivo cuando todas las 
ondas consideradas se propagan en él a igual velocidad (ug = constante = u0) 
y por tanto la velocidad de grupo coincide con la de las ondas componentes. 
En este caso la relación de dispersión es

ca = u0.k (2.9)

Los grupos de ondas se pueden expresar en términos del vector de ondas k, 
en vez de la frecuencia <o:

'f'(x,t)= f a(<d)cos (wt - kx) dm =-¿= fg(k)cos(cot-kx)dk 

J V2n J
(2.10)

El factor V2it que aparece en (2.10) puede englobarse en el espectro g(k), 

pero resulta útil extraerlo de éste para que H^O) y g(k) sean un par de 

transformadas de Fourier escritas en su forma estándar.

El aspecto de un grupo de ondas depende de la forma de su espectro 
g(k), de manera que eligiendo adecuadamente éste, pueden conseguirse 

grupos que tengan toda la amplitud (y por tanto su energía) localizada en una 

pequeña región del espacio. Estos grupos son especialmente adecuados para 
representar a entes cuánticos y reciben el nombre de paquetes de ondas. Un 
tipo de paquete de ondas especialmente interesante es el de espectro 
gaussiano:
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(2.11)

En un medio no dispersivo (io=Uo-k) un paquete con espectro gaussiano tiene 
la forma:

y(x, t) = cte exp x-uot eos (wot - kox) (2.12)

en el que to0 = u0 • k0 y ox = 2/ok .

2.3 Ondas Materiales

En la teoría de las ondas materiales de De Broglie se admite que debe 
ser:

u v = c2 (2.13)

siendo "u" la velocidad de fase de las ondas materiales, y "v" la velocidad 

"mecánica" observable cuando los entes cuánticos se comporten como 
corpúsculos. Admitiendo, además que las relaciones:

E = hv = Acó (2.14)

p = h/X = Ak (2.15)

sean válidas no sólo para los fotones sino también para los demás entes 
cuánticos, De Broglie dedujo que la velocidad de un ente cuántico cuando se 
comporta corpuscularmente, debe coincidir con la velocidad de grupo de sus 
ondas materiales'.

ug = v

Aplicando la expresión relativista del impulso:

n- m<»V
^-(V/C)2

la fórmula (2.15) se convierte en:

(2.16)

(2.17)
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h ;
1 =-----  ¿-(v/cj2

mov

□ bien:

(2.18)

he

^E2 - mgc4
(2.19)

Para velocidades pequeñas respecto a la de la luz no es necesario emplear la 
fórmula (2.19) sino que basta suponer p=mov en vez de (2.17), con lo cual:

h
X = (partículas libres) 

y2mEc
(2.20)

2.4 Incertidumbre energía tiempo

A partir del concepto de "ondas materiales" es posible reinterpretar el 
Principio de Incertidumbre y generalizarlo al par de variables energía y 

tiempo:

At AE = A (2.21)

El concepto de incertidumbre en la energía no presenta dificultades de 

interpretación. La incertidumbre temporal, At, suele relacionarse con el 
tiempo necesario para que alguna de las magnitudes medióles del sistema 
(sus "observables", como suele decirse en Mecánica Cuántica) cambie en una 
extensión mayor que su propia incertidumbre.

Una consecuencia de la expresión (2.21) es que implica la existencia 
de un límite para la precisión con que pueden determinarse las frecuencias 
espectroscopias. Es lo que se ha llamado anchura natural de las rayas 
espectrales, cuyo origen se debe a que los estados excitados poseen una vida 
media característica, tn. La relación (2.21) implica entonces que la energía En 
de cada estado excitado no puede determinarse con mayor precisión que:

AEn = h/zn (2.22)

Como la frecuencia v que caracteriza cada raya de un espectro se obtiene a 
partir de la diferencia entre las energías de los niveles implicados en la 

transición:
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v = - = E1 (2.23)
X h

cuando Em y En están afectadas por incertidumbres del tipo (2.22), la frecuen
cia de la transición queda afectada a su vez por una incertidumbre:

. AEm + AEn 1(1 1
Av i —m1 = — — + — | (2.24)

h tn J

que no puede ser evitada por mucho que se perfeccione el equipo experi
mental, ya que se trata de un efecto ligado a la naturaleza de la materia.

2.5 Cuerda vibrante

La ecuación del movimiento de una cuerda vibrante es un caso 

particular de la ecuación de ondas (2.1), en el que la velocidad u vale:

<2'25>

Por consiguiente:

(2-26) a? t F v '

siendo "y" el desplazamiento vertical de la cuerda correspondiente a la 
posición "x", en el instante t: y=y(x,t).

Utilizando el método de separación de variables se deduce que las 
soluciones de esta ecuación tienen la forma:

y(x,t)=^Cnsení^j cos^t) (2.27)

n

con frecuencias:

(2-28)
L Vp

y coeficientes Cn dados por la expresión:
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_ 2 f,/ x (nnx V
Cn = L J 

o

(2.29)

En resumen, los coeficientes se calculan mediante (2.29) a partir de la forma 
inicial de la cuerda y(x,O)=f(x) y luego se sustituyen en (2.27) para poder 
calcular la forma de la cuerda y(x,t¡) en cualquier instante t=t¡. El empleo de 
(2.29) para determinar los coeficientes del desarrollo en serie de senos de 

una función arbitraria de periodo L:

c/ \ _ nirxf(x)= Cn sen-p- (2.30)

es un ejemplo de desarrollo de Fourier.

Ejercicios Resueltos

Problema 2.1 ©

Demostrar que la función ¥(x,y,z,t) = A sen (ax+by+cz-dt) es una 
onda plana, y hallar su longitud de onda y su velocidad en función de 
los parámetros a, b, c y d.

La función T(x,y,z,t) es "una onda" si cumple la ecuación:

Para comprobarlo calculamos:

a H'
-— = A - a - eos (ax + by + cz- dt)
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—y = -Aa2 sen(ax + by + cz-dt) = -a2>P 
3x

Análogamente,

= -b2^ ; - -c2^ r = -d2^
dy2 3z2 3t2

de manera que:

V2>F =-(a2 + b2 + c2)^ &

V ü7^ =(a2+b2 + c2)'P

u2 dt2 " u2

luego T es solución de la ecuación de ondas mientras se cumpla que’.

U -
U2+b2 + c2

o, dicho de otro modo, Y es una onda con esta velocidad.

Por otra parte, T es una función periódica (es una función seno) con 
superficies nodales ¥=0, en un instante dado t=t0, dadas por la condición

a x+b y + c z = d t0

lo que representa un plano perpendicular a un vector k que tenga por 
componentes a los parámetros "a", "b" y "c":

k = a i + bj + ck

d tn
y que corta a los ejes de coordenadas en los puntos ( —70, 0), (0

a

0) y (0, 0, ^2.). 
c

El periodo T será el tiempo necesario para que el argumento (a.x + b.y 
+ c.z - d.t) de la función H* se incremente en 2n, para un punto (x0, yo, z0) 
cualquiera. Matemáticamente:

[ax0 + by0 + cz0 - d (t0 + T)] - [ax0 + by0 + cz0 - d t0] = 2n
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2 ir

luego 2n = d.T, esto es T = —.
d

La longitud de onda, X, será la distancia recorrida por la onda en un 

tiempo igual al período T:

X = u T

Si ahora sustituimos el valor del periodo, T, y de la velocidad, u, obtenemos la 
longitud de onda en función de los parámetros a, b, c y d:

X = U T = ------- fj—

a2+b2+c2 

2n

X-J.
a2 + b2+c2

de manera que la onda propuesta pueda escribirse también en la forma:

V = A eos (k ■ r - tút)

siendo co=d, y k = ai + bj + ck .

Problema 2.2 ©

La velocidad de las olas en el océano es u 9'2 n , siendo g la

aceleración de la gravedad y X la longitud de onda. Hallar la relación 
de dispersión y la velocidad de grupo.

La relación de dispersión no es más que una función del tipo w = w(k), 

en la que la frecuencia se expresa en términos del vector de ondas k . En 
general co = k • u, siendo "u" la velocidad de fase, relacionada con el vector 

de ondas y con la longitud de onda por las expresiones:

, 2n 2n
X = u— = — (1)
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luego:
lí^

<0 = k u = k ■ = Jg
y2?c '

Por tanto, la relación de dispersión es:

to = (g k)1/2

La velocidad de grupo se obtiene derivando la relación de dispersión 
respecto al vector de ondas:

u = ^=lqi/2k-i/2_l [E
9 dk 2 9 K 2Vk

Como, por la expresión (1) sabemos que k=27t/X:

„ L lo¿- u_ 
ug - 2 ' 2

la velocidad de grupo resulta, en este caso, la mitad de la velocidad de fase.

Problema 2.3 ®®

Encontrar la forma H*(x,t) de un paquete de ondas clásicas de 
espectro rectangular centrado en k=k0:

g(k) = Ao si k e (k0 - o; k0 + o)
g(k) = 0 si k e (k0 - o; k0 + o)

en un medio no dispersivo.

Un paquete de ondas se puede expresar mediante la integral:

ffx, t) = -t— I g(k) eos (<ot - kx) d k 
V2n J

Sustituyendo en ella los datos del problema:
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j »k0+o
'p(x,t) = ^= I Ao eos (cot - kx)dk

Jk0-a

ya que la integral fuera del intervalo (k0-o , k0+a) vale cero.

Como el medio es no dispersivo, supondremos que es <o = uok. 

Introduciendo ésta en la expresión anterior se obtiene:

* -ko+°
>p(x,t)= I eos k(uot-x) dk

Jk0-a

y definiendo Sí = uot - x , tenemos:

'P^t) = |sen x (k0 + o)- sen x (k0 - o)]

g(k)

Figura 2.1. Función de ondas de un paquete de ondas clásicas de 
espectro rectangular centrado en k=ko.
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Figura 2.2. Representación de y(x,t)= ^sen(ox) J— eos (koxj‘ para el mismo valor 
X V K

de k0 y diferentes valores de a. Nótese que la anchura de la onda moduladora es 
inversamente proporcional a la anchura, o, del espectro.
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Aplicando la identidad trigonométrica:

. _ _ A + B
sen A - sen B = 2 eos------

2
sen

A-B
2

tenemos:

iP(x,t) = eos (k0 x) sen (a x) 
xV2n

o bien:

y(x,t)= 4?-sen(ax) j—eos (kox) 

j!’ _ __
onda moduladora onda portadora

Como el espectro rectangular se ha definido como:

g(k) = Ao si k e (k0 - o; k0 + a)

g(k) = 0 si k í (k0 - a; k0 + s)

se ve que Ao es el valor de g(kt<k<k2) y que o es la anchura del espectro 

(k2-ki). Obsérvese que el periodo (anchura) de la onda moduladora es 

inversamente proporcional a la anchura, es, del espectro (Véase figura 2.2).

Problema 2.4

Escribir un programa , por ejemplo en lenguaje BASIC, que dibuje en 
la pantalla de un ordenador la combinación de varias ondas simples:

* =^Ancos(tont-knx)

suministrándole los valores de los parámetros An, a>n, kn y el instante 
t considerado. Aplicarlo en diversos casos, incluyendo el caso: 
Ai=A2=1; A3»A4^...^O.
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El programa puede dividirse en tres partes:

I. Introducción de datos

II. Cálculo de los puntos que se van a dibujar.

III. Dibujo de los puntos a la escala impuesta por el tipo de pantalla 
y adaptador empleados (CGA, VGA, ...)

I) Los datos serían:

• N: Número de ondas simples a combinar.

• A(j): Amplitud Aj de yj en la combinación AjTj

• W(j): Frecuencia de Yj (en rad.s'1).

• k(j): Vector de ondas de Vj. En medios no dispersivos k=(Vu.

• t: Instante considerado

• Xinf Límites del intervalo en que se representará y.
Xsup

Además, hay que definir algunos parámetros relacionados con la 
resolución y el tamaño del dibujo:

v' NX: Número de puntos del dibujo respecto a la coordenada x (640 para 
VGA).

s NY: ídem respecto a la coordenada y (480 para VGA).

J FRED: factor de reducción vertical. Si FRED=1 el dibujo ocupará toda la 
pantalla, si FRED=0.8 el 80% de la pantalla.

II) El cálculo de los puntos (Xj,yj) con los que se representará la función se 
hace para NX valores de la coordenada x, correspondientes a los centros de 
los NX subintervalos en que se divide el intervalo de dibujo Xinf < X < Xsup :
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Vj Ax eos (wxt-kxXj)

X=1

Así el cálculo de los puntos podría ser como sigue:

YÜ)=0

DELT = (Xsup - Xinf) / NX

FOR j=l TO NX

X(j)=Xinf - DELT/2 + DEL.T*j

FOR L=1 TO N

UTY(L) = W(L)*t-K(L)*X(j)

Y(j)= Y(j)+ A(L) * COS UTY(L)

NEXTL

NEXTj

III) Se empieza por determinar los factores de escala adecuados. Con 
SCREEN=11 ó 12 la pantalla tiene 640x480 puntos, luego

FACX = 640/(Xsup - Xinf)

FACY= 480/(Ymax - Ymin)

Contrariamente a Xsup y Xinf que son datos que se suministran al programa, 
Ymax e Ymin deben determinarse comparando entre sí los datos y(j) para 
j=l, NY.

Por otro lado, como BASIC dibuja la pantalla de arriba hacia abajo, no 
basta con definir XX=X(j)*FACX , YY=Y(j)*FACY y ejecutar PSET (XX,YY) con 
j=l,NY. Hay que hacer además una traslación y un cambio (y-> -y). Queda 

por tanto:

FORj=lTO NX

XX = (X0) - Xinf) * FACX
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YY = (NY- (Yü) - Ymin)) * FACY

PSET (XX,YY)

NEXT j

El programa GRUPOS.BAS, que acompaña al libro de teoría, es análogo 
al que se propone aquí, pero contiene además algún pequeño 
perfeccionamiento.

Problema 2.5 ®©

Escribir un programa, por ejemplo en lenguaje BASIC, que dibuje en 
la pantalla de un ordenador un paquete de ondas de espectro
gaussiano: 

g(k) = exp'

suministrándole el intervalo de valores de x a tratar, la velocidad de 
fase u, los parámetros k0 y ok y el instante t considerado. Suponer 
que el medio es no dispersivo y aplicar el programa en varios casos, 
incluyendo el comentado en el texto Elementos de Mecánica Cuántica 
Molecular (figura 2.3).

Al igual que en el problema anterior, podemos dividir el programa en 
tres partes, esto es:

I. Introducción de datos.

II. Cálculo de los puntos que se van a dibujar.

III. Dibujo de los puntos a la escala impuesta por el tipo de pantalla 
y adaptador empleados.

I) Los datos serían:

• U: La velocidad de fase
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• Ak: Amplitud, que en este caso suponemos igual a la unidad.

• KO: Centro del espectro

• SK: Anchura gaussiana del espectro

• T: Instante considerado.

• Xinf y Xsup: Límites del intervalo en que se representará y.

Además, al igual que antes, hay que definir algunos parámetros 
relacionados con la resolución y el tamaño del dibujo:

✓ NX: Número de puntos del dibujo respecto a la coordenada x (640 
para VGA).

✓ NY: ídem respecto a la coordenada y (480 para VGA).

s FRED: factor de reducción vertical. Si FRED=1 el dibujo ocupará toda 
la pantalla. Si FRED=0.8 el 80% de la pantalla.

Figura 2.3. Funciones de onda correspondientes a un paquete cuyo espectro es gaussiano:

Vfx,tj= ■- =
V2k J ( o )

cosilOx)

a) Cuando o = 1

b) Cuando o = 0.5
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II) El cálculo de los puntos (x^yj con los que se representará la función se 
hace para NX valores de la coordenada x, correspondientes a los centros de 
los NX subintervalos en que se divide el intervalo de dibujo Xinf < X < Xsup :

Xj - X.nf + ^■sup —Xjfíf 1 ■ _ 1_ ^sup- ^inf 
, NX । 2 !. NX 

para calcular yjz recordamos que un grupo de ondas puede expresarse en la 
forma:

T(x,t) = [g(k)cos (wt - kx) dk

Sustituyendo nuestro valor de g(k), obtenemos:

eos (cot - kx) dk

En nuestro caso, el medio se supone no dispersivo por lo que w=u.k con u 
constante, luego:

'p(x,t) = A Lexp |- |k kn l ■ eos[k(ut-x)]dk

Definiendo:

s=ut-x; k = oky + k0;

T(x,t)= A J exp - (k-kD

°k )
■cos(ks)dk

= A jexp(- y2) cos(saky + sk0)d(oky)

42



Haternos de Mecánica Omxjlatoru

= Aakj*e y2 ■ [cos(saky)cos(sk0)- sen(saky)sen(sk0)]dy

y haciendo uso de la integral tabulada (tabla del apéndice):

í e-®2”2 eos bxdx = ^- Vir exp[- (b2/4a2)] 

o

obtenemos:

^(x, t) = A ok e'fs ’ cos(sk0)

ya que la parte de la integral relacionada con los senos es nula por paridad.

En el programa, lo descomponemos en diversos pasos, dentro de un 

bucle:

S = U * T - Xü)

Ax = Ak * SK * SQR (PI)/2

Y0) = Y(j) + Ax * eos (KO * S) / EXP ((SK * S / 2)A2)

Así pues el cálculo de los puntos nos quedaría como sigue:

FORj=l TO NX

Y(j) = O

Xü) = Xinf - DELT / 2 + DELT * j

S = U * T - Xü)

PI=3.1415926#

Ax = Ak * SK * SQR (PI)/2

YÜ) = Y(j) + Ax * eos (KO * S) / EXP ((SK * S / 2)A2)

NEXT j

donde previamente se ha definido DELT como:

DELT = (Xsup - Xinf) / NX
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III) Se empieza por determinar los factores de escala adecuados. Con 
SCREEN=11 ó 12 la pantalla tiene 640x480 puntos, luego:

FACX = 640/(Xsup - Xinf)

FACY= 480/(Ymax- Ymin)

Contrariamente a Xsup y Xinf que son datos que se suministran al programa, 
Ymax e Ymin deben deternÍTharse comparando entre sí los datos y(j) para 

j=l,NY. Puede hacerse mediante las siguientes instrucciones:

MAXY = Y(l)

MINY = Y(l)

FOR j = 2 TO NX

IF Y(j) > MAXY THEN MAXY = Y(j)

IF Y(j) < MINY THEN MINY = Y(j)

NEXT j

Por último, para dibujar los puntos de la curva podemos usar:

FORj=l TO NX-1

XI = (Xü) - Xinf) * FACX

Yl= 30 + FRED * (NY + (MINY - Y(j)) * FACY)

X2= (X(j+l)-Xinf)*FACX

Y2= 30 + FRED * (NY + (MINY - Y(j+1)) * FACY)

LINE (XI,Yl) - (X2,Y2)

NEXT j

Obsérvese que se ha empleado la orden UNE en vez de la orden PSET 
empleada en el problema precedente. Con ello sustituimos la curva real por 
una poligonal que la aproxima, obteniéndose una pequeña mejora en el 
aspecto del dibujo. El programa PAQUETES.BAS que acompaña al libro de 
teoría está realizado siguiendo estos pasos.
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Problema 2.6 G®

Una cuerda vibrante de extremos x=0 y x=l, con densidad p=l y 
tensión T=l, tiene una forma inicial:

= kx, si 0 < x < 0.25
y(x,0/ = -kx + 0.5k, si 0.25 < x < 0.75

= kx k, si 0.75 < x < 1

y velocidad inicial nula en todos sus puntos, y (x,0)=0. Determinar la 

forma de la cuerda al cabo de un tiempo t,

a) Aproximando el resultado con una sola función seno.

b) De forma exacta.

Figura 2.4. Forma inicial de la cuerda 
vibrante de extremos x=0 y x=l.

La forma de la cuerda vibrante es:

, . V1 fnxx\
y(x,t)=^ Cnsen|— eos (c^t) 

n

En este caso p, T y L valen la unidad, 

por consiguiente:

y(x,t)- cn sen (mtx)cos (nnt)

n

Por otro lado, la forma inicial de la cuerda (t=0) debe ajustarse a la serie:

Cn sen (nnx) (1)

n

a) Por simple inspección de la forma inicial de la cuerda, se ve que es 
parecida a la función C sen (2itx). Si además se desea que cuando t=0 las 

alturas sean k/4 en x=l/4 y -k/4 en x=3/4, habrá que tomar:
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k
4_ C sen^)cos(0)

es decir C = -4, de manera que la función:

_ k
y(x, t) = — sen (2tcx) eos (27tt)

4

representa aproximadamente el movimiento de esa cuerda, aunque como 
puede verse en la figura 2»5, la precisión obtenida no es muy buena.

b) Para operar de forma más precisa hay que determinar los coeficientes Cn 
de la ecuación (1) mediante el método de Fouríer.

Figura 2.5. Forma de la cuerda en el instante “t=0" obtenida mediante la serie:
yfx, tj = -y ^en(2nx)cos(2rtt)---'sen(6rtx)cos(6rct)+--j
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X (nnx 'l „ ,
> Cnsen — =f(x) =>

~ 2 i ,, , f nnx 'l .
Cn = - I f(x) sen ¡ — jdx 

o

En nuestro caso (L=l):

i
Cn - 2J y(x,0) sen (mtx)dx 

o

y como y(x,0) está dividida en tres zonas independientes, la integral equivale 

a la suma de tres integrales parciales:

1/4 3/4 1
Lf 1» i"

Cn = 2J y1(x)sen(nitx)dx + 2jl y2(x)sen(nítx)dx + 2 j y3(x)sen(nitx)dx

o 1/4 3/4

con y1(x)=kx ; y2(x)=-kx+j- ; y3(x) = kx-k 

esto es:

1/4 3/4 3/4
Cn = 2k j" x sen (nnx)dx - 2k J x sen (mcx)dx + k J sen (nnx)dx 

o 1/4 1/4

1 j
+ 2kj"x sen (nnx)dx - 2kJ sen (n?rx)dx 

3/4 3/4

Para n=l:

Í
4 3/4 3¿4

x sen nx dx - 2k x sen nx dx + k J sen nx dx 

0 1/4 1/4
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Ahora bien, como puede verse en la tabla de integrales:

x sen (ax)dx = sen (ax) - — eos (ax) 
a‘ a

y con elle

Procediendo de la misma manera para n=2:

1/4 3/4 3/4r r í
C2 = 2k J x sen (2nx)dx - 2k J x sen (2icx)dx + k J sen (2jcx)dx 

0 1/4 1/4

l 1

- 2k I x sen (2itx)dx - 2k m J v ' J sen (2nx)dx
3/4 3/4

y obtenemos:

: 2JJ- . -L - X * —l 2L-
L4n2 2h2 2it 4n2 2nJ n2

y así sucesivamente.

Una vez calculados los coeficientes, la forma inicial de la cuerda la 
podemos escribir como:
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2k Í1
y(x,O)=j!Z [1 sen(2irx)-^2-sen(6rex)+^-sen(10jtx)-

= 2¡<y (-if
n2 (Zn . ÍR sen [(4n + 2)nx]

n=Ó 
(2)

y por lo tanto, la forma de la cuerda en cualquier instante "t" viene descrita 
por la expresión:

1 1 ■
y(x,t)= „ ;sen(2nx) cos(2itt)-—sen(6jrx) 005(674:) + ^-sen(lOnx) 

n2 l 3Z 52

Resulta muy adecuado comparar la forma inicial de la cuerda con la que 
suministra la serie (2) con 1, 2, 3... términos, tal como puede verse en la 
figura 2.5. El uso de un sólo término es una aproximación muy grosera, pero 
basta usar tres o cuatro términos para conseguir una aproximación bastante 
aceptable. También es interesante notar que la serie (2) equivale a tomar la 
inicial^ Cnsen(nnxJ con todos los coeficientes Impares nulos. Ello se debe a 

n

la antisimetría de la función desarrollada respecto al punto x=l/2, que hace 
que solamente los senos "impares respecto a x=l/2" puedan participar en el 
desarrollo.

Incidentalmente, se puede citar que este tipo de problemas se ha 
aprovechado para hallar el valor de ciertos tipos -muy comunes- de sumas 
infinitas. Por ejemplo, si queremos hallar:

J +-1 +J - 
n l2 32 52

podemos aprovechar que:

1 J. k 2k' 1 1 1 ,
4 J 4 X l2 32 52 J

de donde se deduce que:

S"~ T
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Problema 2.7 ®

Encontrar la relación entre la velocidad de un electrón en la enésima 
órbita del átomo de hidrógeno de Bohr y la longitud de la órbita, y la 
relación entre ésta y la longitud de onda asociada al electrón.

La velocidad y el radio de las órbitas de un electrón en el átomo de 
Bohr son:

v Ze2 1 r 4,cen n2*2
v = - -------- , r = —-— ni

4ire0 ni Ze2m

siendo la longitud de la órbita 2nr = L.

Si multiplicamos y dividimos la ecuación de la velocidad por meni, 

obtenemos:

„ Ze2 1 mpni Ze2mP 1 ni 1 ni
47t£0 ní meni 47te0 n^i2 me r me

T77

h
sustituyendo i por su valor, —,

2n

nh 1 nh
v - ---------- -- ------

me 2rt r meL

que relaciona la longitud L de la enésima órbita de Bohr con la velocidad del 
electrón que la recorre. Para relacionar L con la longitud de onda asociada al 
electrón, basta notar que:

y como X - ------  tenemos que:
mev

L = nX.

La longitud de cada órbita permitida es un número entero de veces la 
longitud de la onda asociada al electrón que la recorre.
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Problema 2.8

La anchura natural de la transición m^>n de un sistema es lO^cm'1, y 
la de la transición del nivel n al fundamental es de 10‘3cm \ 
Determinar, con estos datos, las vidas medias de los estados m y n.

Los estados excitados de cualquier átomo poseen una vida media 
característica, -r¡, y debido al Principio de Incertidumbre energía-tiempo, la 
energía de cada estado no podrá determinarse con mayor precisión que:

Av= 10'2cm

Av= 10 3cm

por lo tanto, la frecuencia 
Em - E,, . . ...

v = — de la transición m->n
h

también está afectada por una
incertidumbre:

En el caso de la transición n->0

Figura 2.6.-Esquema de la anchura de las 
transiciones m-^n y n-)0

Avn-so

pero AEq = 0 ya que el tiempo que el átomo puede residir en el estado 
fundamental es lo suficientemente grande como para que se pueda medir la 
energía con un error tan pequeño como se quiera. Así pues:

a AEn 1 1Avn^0 = —3 = - -----
n 2n Tn

Resumiendo:

AVm~>n ~
AEm + AEn___ 1

h 2n

1 11
-------1 — I 
xm ^n J

AEn + AE, 
h
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a AEn 1 1-Av^o - -H1 = - ----  
n 2tt Tn

Suponiendo que el error que se comete es del orden de la anchura natural:

Avm^n = 10’2cm 1 . C = 2.9979 x 108 S’1

Avn^ -10 3cm': . c = 2.9979 x 107 s’1

y por lo tanto:

1 1
ávn^o = 2.9979 x 107 s’1 =------

2rr Tn

Avm^n = 2.9979 X 108 S1 »J_ J_»___1____
2rr lTm 5.3 xlO'9

de donde obtenemos:

tn = 5.3xl0’9s = 5.9 xlO’10 s

Basta aplicar dos veces sucesivas el método de separación de 
variables. En primer lugar, se separa la parte temporal suponiendo que

’i'íx^t) = F(x,y) • T(t)

entonces la ecuación de onda toma la forma:
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La igualdad de dos expresiones que dependen de variables independientes 
implica que ambas sean iguales a una constante: 

de donde obtenemos que,

V2F = £F (1)

La ecuación diferencial (2) es idéntica a la que aparece en la cuerda vibrante, 
de manera que su solución será:

T(t) = Ae'1^1 + Be’^^

Haciendo uso de las fórmulas de Euler:

e±z“ = eos seno)

podemos rescribir T(t) en una forma más conveniente:

T(t) = A [eos (u t)+ & sen (u t)]+ B [eos (uV^£ t)- ¿ sen(j t)]

= (A + B)cos (u^e t)+ ¿ (A - B)sen (u e t)

Sustituyendo:

A + B = Ca sen <pt

¿ (A - B) = Cb eos <pt

en la expresión de T(t):
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T(t) = Ca sen <pt eos (u /- £ t)+ Cb eos <pt sení1 7- £ t)

y recordando que:

sen a eos p + eos a sen p = sen (a + p)

podemos expresar T(t) en la forma:

*T(t) = C sen + <pt)

con C y cpt a determinar, aplicando condiciones iniciales. Así, si la velocidad 
inicial de los puntos de la membrana es nula, esto es:

= 0

y como T(t = 0) = C sen <pt, entonces

(ern
' — । = Ccos<pt = 0 => cos<pt = 0
l dt A=o

entonces q>t = n/2 y,

T(t) = C cosíu V- £ t + — j

pero sen i a +— = sena, y por consiguiente si la velocidad inicial es nula:

T(t) = Ccos(uV-”e t)

. .. 3:F 32F n u
La ecuación —- + —- = £ F, se resuelve también por separación de 

9x2 3y2

variables suponiendo que F(x,y) = f(x) g(y), esto es:

dx2 dy2
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1 d2f 2. “9 
f dx2 g dy2

Ahora bien, la suma de fundones independientes
FW = 1 {pf y

, 1
Y) g dy2 J 

luego:

solo puede ser constante (e=cte.) si lo es cada sumando,

1 d2f

f dx2 X g dy2 ~y

pero cada una de estas dos ecuaciones es análoga a la de una cuerda 
vibrante, incluso en lo que respecta a las condiciones de contorno. Por 
consiguiente:

f(x)=Cxse| 4^

g(y)=Cyse|

Las soluciones particulares son entonces:

jcos^^t)

con CO=CX Cy y: 

siendo u = ux uy la velocidad de transmisión de las ondas por la membrana.

55



B DEM ViUCA CUANTICA MOl AR

La solución general será una combinación lineal de las soluciones 
particulares:

cuyos coeficientes C„T|.habrá que elegir de manera que Y(x, y,0) reproduzca 

la forma inicial de la membrana.

Problema 2.10 ©©

Considérese la función "dientes de sierra", definida por las
condiciones:

y(x) = L-x si 0<x<L

y(x+L)=y(x)

a) Desarrollarla en serie de senos en el intervalo [0,L] tal como se ha 
explicado en el texto.

b) Comprobar que el desarrollo obtenido sólo es válido en el intervalo 
[0,L]. Explicar porqué ocurre esto.

c) Desarrollar la función en el intervalo [-L,L] como combinación de 
senos y cosenos. Explicar porqué son necesarios los cosenos para 
obtener un desarrollo válido fuera del intervalo [0,L]

a) Las series de senos son de la forma:

n

con Cn = 2 f cí \ ínnxl - f(x)sen —

o

dx, válidas en [0,L].
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Como para 0<x<L , la función f(x) es f(x)=Lx, entonces:

w sen (nnw)dw

siendo w=x/L.

Como í x sen (ax) dx = ^en (ax)_ * cq^ (ax) 

J a2 a
obtenemos:

= 2L2 í seoMf1 2Í21 » cos^nitw)1 = _ 2L2 ( j

L n2it2 Jo i nn Jo nn

ya que sen(nn)=0 para cualquier valor de n. Por otro lado, como cos(o) = 1 y 

cos(nn) = ±1, según sea n par o impar, resulta que:

2L2
C? =------

H7t
para n = 2,4,6,

2L2 r «
nn

para n = 1,3,5,

y en consecuencia:

,, ■> 2L2 ( nx 1 2itx 1 3nx 1
f(x) =---- sen--------sen-----+ —sen------- ■"

n | L 2 L 3 L }

Es interesante observar que este resultado permite sumar series del 

tipo:

3 5 7

ya que basta evaluar
I?
2 '

L
2

es decir:

2L2f ni
---- 'i sen------ senn+- n l 2 2

con lo cual:
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1----+------- + ••■ = —

3 5 7 4

b) Si lo que se quiere representar es la función dientes de sierra del dibujo,

es evidente que el desarrollo obtenido en el apartado (a) no es válido, pues al

ser todas las funciones sen funciones impares (f(-x)=-f(x)), daría un

desarrollo como el de línea de trazos de la figura 2.7, y tendría un periodo 2L.

Figura 2.7. Comparación de la función dientes de sierra y su 
desarrollo en senos.

c) En el intervalo [-L,L], y dado que la función a desarrollar sería:
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que no es par ni impar, hay que emplear un desarrollo completo, en senos y 
cosenos:

,, . a0 V"1 (nnx ’l
f(x) = > an cos^ — j

n
V. ( nnx 'I

I

donde:

n = 0,1,2,

n = 1,2,3, •

Si sustituimos f(x), obtenemos:

fi
“ [ijl Lxco^^^pdx +i—[I L2 cos^y^dx = L2jl eos(nnw)dw

=0 por simetría

es decir:

a _ |_2 sen nnw 0 _ (sen (-nn) ]

l nn J nn /

_ . „ „ j sen nit । a _ .• „
Cuando n=0, como lirri -------- i= 1, obtenemos a0 = Lz. En cambio para n*0 

n-»Ql nn , I

obtenemos an=0. En resumen:

L2 si n = 0

0 si n # 0
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Para calcular los coeficientes bn que corresponden a los senos, 
debemos aplicar:

por tanto,

i o
bn = L2 £w sen (nnw)dw + L2 f<sen (nitw)dw

J J
-i -i

y como:

si n es impar

si n es par

r r eos (nnw)
i sen (nnw)dw = •------------- 
J. L nn J-i

) si n es par

■2 . .
— si n es impar 
nn

obtenemos:

21?
------para n = 2,4,6,---

------+-----= 0 para n = 1,3,5,••• 
nn nn

Por tanto, la función f(x) en este caso será:

i?

2
f(x) =

2nX 
sen---- +■

L
4nx 1 6nx

sen---- + — sen----- +
1
4 6 L
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El único coseno que aparece es el de n=0 pero resulta esencial para tener en 
cuenta que f(x) no tiene paridad. Una representación gráfica del desarrollo 
permite ver que ésta tiende a la función deseada (la del trazo lleno de la 

figura 2.7).
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Capítulo III:
La ecuación de Schródinger

• Ecuación de las ondas materiales

• Ecuación de Schródinger independiente del tiempo

• Valores medios e incertídumbres

• La partícula libre. Estados degenerados

• Partícula en una caja. Niveles de energía

• El oscilador armónico monodlmensional

Teoría Básica

3.1 Ondas materiales

3.1.1 Introducción

La onda material simple monodimensional correspondiente a un ente 
cuántico de energía E, e impulso p es:

v(x,t)= kexp pX_eM C3-1)
I * J

De forma análoga, una onda material simple tridimensional de energía E e 
impulso p, puede expresarse en la forma:

v(r,^) = Aexp ¿ 3 ' (3-2)
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prosistas de Mecánica Cuántica Molecular

siendo:
-♦ -♦ -* —•
r = x-ex+y ey+z ez

—♦ —4 —> -•
P-Pxex+Py ey+Pzez-

Los entes cuánticos con incertidumbre en su energía o impulso pueden 
ser descritos mediante combinaciones de funciones del tipo (3.1) ó (3.2) con 
distintos valores de py E.

3.1.2 Operador Laplaciano

Este operador forma parte del operador hamiltoniano de la ecuación de 
Shródinger. Su expresión matemática en coordenadas cartesianas es:

V2^4 + 4+4 (3.3)

3x2 3y2 3z2

y en coordenadas polares:

„2 1 2 3 ) 1 d f a d } 1 32 „
vPoi +"5------- — sene —i+-=----- =-------T (3.4)r2 3r ( dr J r2 sen 0 i 30 J r2 sen2 0 3cp2

3.13 Operador Hamiltoniano.

Es el operador de la ecuación de Schródinger H*P = ET . Su expresión 
matemática, en coordenadas cartesianas o polares, respectivamente, viene 
dada por:

* ñ2 h2H = -^-V2 + v(x,y,z)=-—V2ol+V(r,0,<p) (3.5)
2m 2m

3.1 /1 Ecuación de Schródinger dependiente del tiempo.

En forma monodimensional, la ecuación de Schródinger dependiente
del tiempo es:

«A — = -— ^ + V(x) y (3.6)

3t 2m Sx2
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La ECUACIÓN DE SCHRODINGER

o en forma abreviada, usando el operador hamiltoniano:

¿t (3.7)

Cuando el operador hamiltoniano se reescribe de forma adecuada, la ecuación 

(3.7) resulta válida para tratar sistemas de varias dimensiones.

3.2 Ecuación de Schrodinger independiente del tiempo.

ecuación (3.7) se comprueba que las 
determinadas por las ecuaciones

3.2.1 Definición

Si el potencial es independiente del tiempo, (cosa que ocurre en la 
mayoría de los problemas relacionados con átomos o moléculas), la resolución 

de la ecuación de Schrodinger se puede abordar por el método de separación 
de variables. Éste consiste en buscar soluciones particulares del tipo:

y(x, t) = é(x) g(t) (3.8)

y construir la solución general de la ecuación (3.7) por combinación lineal de 

las soluciones particulares (3.8) que sean aceptables.

Introduciendo (3.8) en la 
funciones g(t) y ó(x) están 
monodimensionales:

(3.10)
<Xx)

en las cuales E es una constante de separación con dimensiones de energía.

La ecuación (3.9) es lineal y homogénea y su solución es simplemente:

g(t)= exp^ Et/ft) (3.11)

La ecuación (3.10) es una ecuación de valores propios que se puede escribir 

como:

Hó = E (3.12)
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y se conoce como la ecuación de Schródinger independiente del tiempo. Sólo 
posee soluciones aceptables cuando el parámetro E toma ciertos valores Ei, 
E2, E3,... que son los valores propios de la ecuación y coinciden con las únicas 
energías válidas para el sistema estudiado.

3.2.2 Fundones propias del Hamiltoniano.

Son las soluciones 0¡ d¿(3.12) correspondientes a sus valores propios:

01 Ei, 02 E2 , ' 0, -» E, =
0i

3.23 Fundones de onda estacionarias.

Las funciones de onda del tipo:

VK(x, t) = 0K(x) • exp{- i EKt / ft) (3.13)

con 0k(x) solución de (3.12) de energía Ek son soluciones de (3.7) y se llaman 
estacionarias porque sus distribuciones de probabilidad v’‘i' son 
independientes del tiempo:

Ym(x,t)=0K(x)exp(<EKt/^ exp(-¿EKt/ft)=0K0K(x) (3.14)

Estas funciones describen al sistema cuando su energía está perfectamente 
conocida, y el movimiento de un electrón descrito por dicha función 
estacionaria no produce radiación electromagnética.

3.24 Fundones de onda no estacionarias.

Las funciones de onda estacionarias no son las únicas soluciones de la 
ecuación de Schródinger completa (3.7), sino que también lo son cualquier 

combinación lineal de funciones estacionarias con coeficientes independientes 
del tiempo:

w(x<t)=^Cn Vn(x,t)= £Cn 0n(x) exp(-/ Ent / fi) (3.15) 

n n

Las funciones no estacionarias más interesantes son las correspondientes a 
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estados de transición, que se obtienen combinando sólo dos estados 
estacionarios, y representan al sistema mientras pasa de un estado 
estacionario al otro:

^mní^/t) = Cn,0rn(x) exp(-¿Emt/A)+Cn<tiW exp(-zEnt/A) (3.16)

3.2.5 Valor medio de un observable.

En Mecánica cuántica se llaman observables de un sistema a sus 
magnitudes medibles, como la posición, la energía, etc, y a cada observable le 
corresponde un operador adecuado. El valor medio de cualquier observable F 
viene dado por la expresión:

'K*F't'dx

= ----------- (3.17)j ^‘Tdx

en la que F es el operador correspondiente al observable considerado. 
Algunos operadores mecanocuánticos se recogen en la tabla 3.1.

Tabla 3.1. Algunas magnitudes físicas y sus correspondientes operadores 
mecanocuánticos.

Función Operador

Posición = x X

Potenciáis V(x) V(x)

-i» —
Impulsos p 3x

P2
-fi2-^-

ax2

* h2 a2 , ,
Energías E H = --—S.+ W 

2m ax2
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Cuando un estado es estacionario el valor medio de la energía total del 
sistema:

|<|>* H0dx

<E>=*~--------- (3.18)
L0*0 dx

A
coincide con el valor propio de la ecuación de Schródinger H0 = E ■ 0 que 

corresponda a la función considerada.

La utilización de valores medios permite definir con precisión el 
concepto de incertidumbre mediante la expresión:

J /a >2
f^F - < F > jY dx = (F2) - (F)2 (3.19)

en la cual Af representa la incertidumbre en el observable "f" asociado con el 

operador F. Como consecuencia, en los estados estacionarios la 
incertidumbre de AE es nula, es decir se puede conocer la energía con 
exactitud, mientras que en los estados no estacionarios no lo es.

3.2.6 Degeneración.

Cuando a una misma energía le corresponden varías funciones 
estacionarias independientes, se dice que existe degeneración y el número de 
funciones de onda independientes implicadas se llama el orden de la 
degeneración.

En general, los estados degenerados se diferencian entre sí por el valor 
que toma algún observable distinto de la energía, como, por ejemplo, el 
impulso lineal, el momento angular, o la simetría.

3.2.7 Cuantizaoón de la energía.

La cuantización de la energía no surge sólo de la resolución puramente 
matemática de la ecuación de Schródinger, sino que está muy determinada 
por la aplicación de las condiciones de contorno, que resultan de
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consideraciones físicas acerca de las condiciones que deben cumplir las 
funciones de onda para que sean válidas.

Cuando el potencial de la ecuación de Schródinger es discontinuo, la 
ecuación debe resolverse independientemente en cada zona de potencial 
continuo y seleccionar aquellas soluciones que, además de cumplir la ecuación 
de cada zona, cumplan las siguientes condiciones de continuidad:

1. En los puntos en que el potencial V(x) sea continuo, las soluciones
d4 d2©

d>(x), así como sus derivadas — y —~ deben ser también 
dx dx2

continuas.

2. En los puntos de discontinuidad finita de V(x), sólo necesitan ser 

, . d<t> 
continuas <|>(x) y —.

dx

3. En los puntos de discontinuidad infinita de V(x), debe ser continua 
Ó(x) pero sus derivadas no necesitan ser continuas.

3.3 La partícula libre. Estados degenerados.

Una partícula libre es aquella sobre la que no actúa ninguna fuerza, por 

lo que el potencial de su ecuación de Schródinger es constante, Vo. La 
solución general de la ecuación de Schródinger en este caso es del tipo:

ó(x) = A exp(¿kx)+B exp(-¿kx) = A ■ ^(x)-^ B • <|>2(x) (3.20)

con el parámetro k definido por:

k = /T^mCE-Vo)

A cada función <|>(x) le corresponde una energía:

_ ,, k2A2 
E = Vo +— 

¿m

(3-21)

(3.22)

En la partícula libre no aparece ninguna cuantización de la energía, 
pero existe cierta limitación para los valores que ésta pueda tomar, ya que la 
diferencia (E-Vo) debe ser positiva para que el parámetro k sea real. La 
degeneración de las funciones propias de la partícula libre es de orden dos, ya 
que las 0i yc^ de (3.20) son independientes y tienen la misma energía.
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3.4 Partícula en una caja. Niveles de energía.

Una partícula obligada a moverse sólo en el intervalo 0 < x < L , se dice 
que se encuentra "en una caja monodimensional de longitud L". Si dentro de 
la caja no actúa ninguna fuerza, la solución general de la ecuación de 
Schródinger es idéntica a la de la partícula libre:

<|>(x) = A exp(¿ kx) + B • exp(- ¿ kx) 0 < x < L (3.23)

s,
con el parametro k dado por la ecuación (3.20).

Pero en una caja, la función 0(x) tiene que anularse en sus extremos, 

0(0) = «X1-) = 0, y estas condiciones de contorno provocan que las funciones 

estacionarias sólo puedan ser:

<|>n(x)= C -sen (knx) (3.24)

con el parámetro kn dado por:

kn = ™ n = 1,2,3,— (3.25)

A cada estado estacionario, determinado por cada función 0n(x), le 

corresponde una energía: 

con ’n" entero positivo. Estos son los niveles de energía del sistema; a cada 
de los cuales corresponde una función de onda normalizada:

Mx)=^senfej (3.27)

3.5 Osdlador Armónico Monodimensional.

Tanto en la mecánica clásica como en la mecánica cuántica, se llama 
oscilador armónico monodimensional a una partícula que se mueve sobre el 
eje OX, bajo la acción del potencial:

V(x) = jkx2 (3.28)
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en donde el parámetro k se llama constante de fuerza.

Las funciones propias de la ecuación de Schródinger del oscilador son:

con:

Kfé)=Nv Hvfe) exp^2/2) (3.29)

j4mk^f2 

h1/2 v! 2'

(3.30)

(3.31)

En las funciones propias del oscilador Hv(£) son los polinomios de Hermite 

obtenidos, por ejemplo, mediante la fórmula:

(3.32)

n=0

Los coeficientes an pueden obtenerse también, más fácilmente, aplicando la 
relación de recurrencia:

2n +1 - e
’ (n + 2Xn + l)an (3.33)

en la que an+i=0 si an#0, y:

£ = 2v + 1 (3.34)

A cada función de onda aceptable le corresponde un valor de energía:

(3.35)

^2

de manera que los niveles de energía están uniformemente espadados, 

separados por diferencias AE = ftVk/m y el estado fundamental posee una

energía residual Eo ií
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Ejercicios Resueltos

problema 3.1 O

Demostrar que los paquetes de ondas materiales:

Y(xzt g(p). exp[(¿ / s)(px - Et)]dp

cumplen la ecuación de Schródinger.

a2T
Basta comparar las derivadas -y y y para comprobar que:

_/¡2 víx)'!'
at 2m 3x2

El cálculo de las derivadas puede hacerse como sigue:

V = T Íp 9(P) expk(px-Et)ldp 
oX h J [ñ J

at í
E g(p)expk(px-Et)]dp 

I.» .

p*
Ahora bien, si se admite que E - ---- + V(x), entonces:

2m

—fp2 

at 2mí J g(p)exp^(px-Et)]dp + y-V(x) íg(p)exp [^x - Et)]dp 
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ya que V(x) sale fuera de la integral por no depender de p. Identificando la 

primera integral con el valor obtenido para —— y la ultima integral con la

propia función y(x,t):

Multiplicando, finalmente, por ¿A obtenemos:

&n---
dt

t? d2T

2m ax2
+ V(x)¥

con lo cual queda demostrado el enunciado.

Problema 3.2 ®C5

Escribir la ecuación de Schrüdlnger de una partícula en coordenadas 
polares piañas:

r = ^x2 + y2

<P = arctg (y / x)

y en coordenadas polares esféricas:

r = ^x2 + y1 +z2

ó = árceos (z / r)

<p = arctg (y /x)

a) La ecuación de Schródinger es

zA3— = _.—V^ + V T, 
dt 2m

de manera que cuando V=V(x,y), lo primero será escribir V=V(r,cp) mediante 

las relaciones inversas a las dadas:
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x = r eos <p , y = r sen <p

Normalmente, este primer paso es innecesario, pues el potencial ya viene 
expresado en las coordenadas que se van a emplear (por ejemplo en el átomo 

Ze2 1
de hidrogeno V =-------- 

4ite0 r

La principal dificultad para expresar la ecuación de Schródinger en 
coordenadas no cartesianas se centra entonces en la transformación del 

g2 g2 / g2 \
operador V2 =—=- +—-!+—3- ¡a las coordenadas que se quiere emplear. 

3xz 3y { 3zz I

Una forma de operar consiste en aplicar la regla de la cadena al cálculo de 

3 3 „ ■ . , a2 32 _ . , „ J
— y —, y construir después —=- + —=- a partir de los resultados: 
8x 9y 3x2 ay2

3 ar a a<p a 
3x "ST 3r 3x~ ¿9 

a _ ar a 3<p a 
3y aV 3r 3y Scp

Así pues,

ar 1', /i---- — = —a/xz + y
3x 3x

-sena

3r _3
3y 3y

= cos<p

3 í , y j eos cp 

x^ + y* r

= X= sen <p

3<p 3 , . .
-L. . — arctg — 
3x 3x 1

ay

de donde.

32

3x'

sena> 3
----- —_— + eos <p

r 3cp 1

sen<p 3 3 1
--------t— + eos <p— 1

r 3<p 3r J
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CQStp d
r dtp

a J (eos m a 
sena— i1----

dr K r dtp 
a?

+ sentó—1, 
drj

desarrollando los productos (Atención: ison operadores!), 

a2 sen2 <p a2 g ? a2 । 2 eos tp sen tp a ( sen2 <p 8 2 sen tp eos tp a2

8x2 r2 dtp2 dr2 r2 dtp r dr r drdtp

a2 eos2 tp a2 2 d2 2costasen.io 3 eos2 to d 2sen<peostp 32 
3y2 ~ r2 dtp2 + 560 9 3r2 r2 dtp+ r dr+ r ardtp

y sumando los dos desarrollos:

v 2___i_^+_£+_iA 

r2 dtp2 dr2 r dr

Por consiguiente, la ecuación de Schrodinger de una partícula en coordenadas 

polares planas es:

dr h2 (a2T i dv i d2^
rh--- - ---- |— I*-------T4 "5----- T Iot 2m 1^ 3r2 r dr r2 dtp1 .

+ V(r,tp) 'P(r,ip,t)

b) Este método empleado en el apartado anterior también es aplicable al caso 

tridimensional, y conduce a:

____________________1____
r2 dr dr J r2 sen e 96 ( 89 J r2 sen2 e dtp2

pero las probabilidades de equivocarse al aplicarlo son considerables. 
Afortunadamente, la mayoría de las coordenadas no cartesianas que se 
emplean en Mecánica Cuántica son coordenadas ortogonales, lo que significa 

que cumplen la condición:

dr dr _ dx dx dy dy dz dz
dq, dq4 “ dq dqj dq¡ dqj dq, dq

Para este tipo de coordenadas se cumple que:

V2
hih2h;

75



problemas de Mecánica Cuántica Molecular

siendo:

h| =
íq¡

y también, dicho sea de paso, se cumple que el elemento de volumen para la 
integración vale:

d\A-= htbhfhdqi dq2dq3

La aplicación de estas fórmulas para obtener V2 es muy fácil, pues a partir de 

las relaciones inversas a las dadas en el enunciado del problema:

x = r eos 0 eos <p

y = rsendcosíp

z = r sen <p

obtenemos:

y por lo tanto:
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3 ' \
i v -3 _ v2

8q,} hj 8q I

Sustituyendo, finalmente, los valores de h¡ obtenemos:

o2 i sí 2 s' i 8 / „ a A i a2
r2 8r 8r J r2 sen 9 89 89 j r2 sen2 9 3<p2

En el caso de que las coordenadas no sean ortogonales puede usarse:

siendo G1 la matriz inversa de la G formada por los elementos g¡j, y g el 

determinante de G:

8r 8r 8x 8x 8y 8y 3z 8zgH =--- *---- =---------+ —----— +--------
J 8q¡ 8qj 8q¡ 8qj 8q¡ 8qj 8q¡ 8qj 

g = det | gu |

Problema 3.3 ©®

Encontrar las funciones de onda estacionarias de una partícula 
obligada a moverse:

a) Únicamente sobre la parte positiva del eje OX.

b) En el intervalo -L/2 < x < L/2 (caja simétrica).

a) Las funciones estacionarias deben ser de la forma:

t(x, t) = fE(x). exp (- & Et / h) 
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con fE(x) solución aceptable de Hf(x) = Ef(x). En este problema

- h2 d2 , ,
H =---------r , con lo cual:

2m dx2

f(x) = Aexp(/kx) + Bexp(-¿kx) slx>0 ------
V2mE 

siendo k =-------
f(x) = 0 si x < 0

En el punto x=0 la función debe ser continua, luego debe cumplirse:

Aexp(/k O)+Bexp(-¿k 0)=0 => A = -B

y, por lo tanto, podemos escribir la función en forma de seno:

f(x) = A(e‘kx -e’jl“)= Csenkx

Las funciones estacionarias son, por consiguiente:

^(x, t) = C sen

No hay cuantización de la energía, pero es necesario que sea positiva para 
obtener una función aceptable.

b) Las funciones estacionarias siguen siendo del tipo:

^(x, t) = fE(x) exp(- ¿Et / fi) = [A exp(¿kx)+ B exp(- ¿kx)]exp(- /Et / ft)

pero las condiciones de contorno son ahora que f(L/2) = f(-L/2) = 0, es decir:

Aexp(¿kL/2)+Bexp(-¿kL/2)= 0

A exp(- ¿kL / 2) + B exp(¿kL / 2) = 0

Este es un sistema de ecuaciones homogéneas que sólo tiene solución 
(distinta de A=B=0) cuando,

exp(¿kL/2) exp(-¿kL/2) 

exp(-¿kL/2) exp(/kL/2)
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Despejando kL:

exp (¿kL) - exp(- ¿kL) = 0 ' sen kL = 0 * kL = nn

Y P°r consiguiente, los niveles de energía , teniendo en cuenta que 

. V2mE
k - -------- , son:

h

n2h2

2m 8mL2

Obviamente resultan iguales que los de una caja "0 < x < L", pues los niveles 
de energía no pueden depender del lugar donde se decida colocar el origen de 

coordenadas.

Las soluciones aceptables cumplirán además:

A exp(¿kL / 2) + B exp(- ¿kL/2)=0

es decir B = -A exp (¿kL), y como kL=nrc, entonces:

B = -A exp (¿nit) = -A eos nn + ¿, sen nn
=o

= -Acosnn

Por lo tanto:

B = A para n = 1,3,5... (impar) => f(x) = Ccos-j—

rv rx
B = -A para n = 2,4,6... (par) => f(x) = C sen—— 

L

Las soluciones quedan clasificadas en simétricas (cosenos) y antisimétricas 
(senos) respecto al origen x = 0, como corresponde a un potencial simétrico 
respecto al origen. Obsérvese, sin embargo, que las funciones pares 
(simétricas) corresponden a n impar y las funciones impares (antisimétricas) 

a n par.
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Problema 3.4 ®®

En primera aproximación, la rotación del hidroxilo de la molécula de 
fenol (C6H5OH) alrededor del enlace C-O puede asimilarse ai 
movimiento de un átomo de hidrógeno en una circunferencia de radio 
adecuado. Mediante este modelo, estimar el orden de magnitud de 
las frecuencias del espectro de rotación interna del fenol. (Suponer 
Rqh — 1A y 6coh=109°)

AE
El orden de magnitud de la frecuencia vendrá determinado por v= — 

h
siendo AE la diferencia de energía entre el estado fundamental y el primero 
excitado de la partícula en una circunferencia de radio:

R = d0H sen 0OCH = 0.95 A

Los niveles de energía para una partícula en una circunferencia de 
longitud L=2nR pueden obtenerse resolviendo la ecuación:

*2 d2f(q) 

2m dq2
E f(q)

siendo q una coordenada que mide la posición del átomo en la circunferencia

y con las condiciones de contorno

f(L) = f (0)

ídM (jí 
[dqj[ [dq

Las soluciones serán del tipo:

f(q) = A ■ exp (¿kq) + B ■ exp (- ¿kq) con

de manera que:

f(L) = f(O) A-exp(¿kL)+B exp(-¿kL) = A + B (1)

por otra parte,
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= ¿kA exp (¿kx) - ¿kB exp (- ¿kx)

como

¿kA ■ exp (¿kL) - ¿kB ■ exp (- ¿kL) = ¿kA - ¿kB

por lo tanto,

A • exp (¿kL) - B • exp (- ¿kL) = A - B (2)

Las ecuaciones (1) y (2) equivalen al sistema: 

que es homogéneo y posee tres clases de soluciones:

✓ solución tipo 1: Si e¿kL = e ¿kL = 1, quedan A y B arbitrarios, entonces:

¿kL = -¿kL = 0

E = 0k = 0

Es decir, para E = 0, v = A + B = cte. A diferencia de lo que ocurría en la 
partícula en una caja, esta solución resulta válida pues no necesita valer cero 
en ninguna parte. Si se quiere puede normalizarse aplicando la condición:

2nR

V = -r=
V2nR

D

✓ solución tipo 2: Si B = 0 y e¿kL = 1, entonces:

kL = nn
C_ n2h2

8mL2

f ¿nnx
= exp ------para n = 1,2,3...
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✓ solución tipo 3: Si A=0 y e*¿kL=l, entonces:

- kL = nn
8mL2

_ n2h2 h2*2 _ , _ _ . .
Como se ve E =----- - =------- con n = 0, +1, ±2, +3,..., es decir, los 

8mL2 8mR2

niveles excitados de la partícula en un anillo son degenerados pero el 
fundamental no lo es.

La primera transición n = 0 -> n = ±1 implicará una energía:

c h2 h2
AE =----- =- ------- y-

8mL2 8mR2

AE = —------ ------------------------------  3,o x lO’22 J
8(1.67 x 10'27Kg)^ x 10-11m]

a la que corresponde una frecuencia:

= 4 6 x iO11 s’1 
h

o bien, en términos de número de ondas:

v = 15 cm'1

lo que indica que estas transiciones deben aparecer en el infrarrojo lejano, 
como realmente ocurre.

También puede plantearse el problema en coordenadas polares planas. 

En este caso la función será \|/ = y(r,q>) y, al igual que antes, habrá que 

resolver la ecuación de Schródinger Hy = Ey, expresando el hamiltoniano en 

las coordenadas r y <p:

2m 2m ar2 r 9r r2 Scp2
+ V
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d2V
a; = £■ v 
d(p

soluciones son de la forma:

Si el radio es constante puede suponerse y independiente del mismo, con lo 
que

_ ay _ 0 
dr

y el potencial V nulo cuando r=R, en cuyo caso Hig = Ey equivale a:

ft2 1 S2y _
—■— —r—v = E w

2m R2 3<p2

o definiendo:

e = ™2 E 
/i2

entonces:

Evidentemente las

V = A • exp^k<pj + B • exp^- ¿k<p j 

~ R
siendo k = e = 2mE . 

ti

Aplicando las condiciones de contorno:

v(2tc) = y(0) .

í dig’l (dy 'l 
dq,^

obtenemos:

v(2k) = y(0) => A ■ exp(¿k2it)+B • exp^-¿k2n j = A + B

exp^k2n^-¿kB • exp^- ;k2n1 = ¿kA - ¿kB,

por lo tanto,
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A exp^k2w |- B exp [- /k2it^= A - B 

y obtenemos:

que son casi las mismas ecuaciones que las obtenidas al emplear la 
coordenada "pseudocartesiana" q. Operando igual que con ésta obtenemos, 
obviamente, los mismos resultados finales (aunque expresados en términos 
del ángulo <p en vez de la coordenada q).

Problema 3.5 ®

a) Hallar la longitud de onda correspondiente a una transición entre 
el estado fundamental y el primero excitado de una caja 
monodimensional. b) ¿De qué orden tiene que ser el tamaño de la 
caja para que un electrón situado en ella pueda absorber luz visible?.

a) Los niveles de energía de la caja son
_ h2^

n 8mL2
Dado que al estado

fundamental le corresponde n=l, y al 
diferencia de energía entre ambos es:

primer estado excitado n=2, la

AE = (22 -l2) 3h2

8mL2

La longitud de onda X y el cambio de energía AE se relacionan mediante la 
expresión:

£ - — _ 8mc l2 
v " AE " 3h L

de manera que, sustituyendo las constantes por sus valores:
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m = 9.1 x 10‘31 Kg ; c = 3.0 x 108 m.s'1 ; h = 6.6 x 10'34 J.s

obtenemos:

X = 1.1 x 1012 L2

para X en metros si L se expresa también en metros. Normalmente X y L se 
expresan en Angstroms de manera que:

X(A) = 110L2 (con L en Angstroms)

0 0 o

b) La luz visible se extiende de 4000A £ XVIS < 8000A, tomando X = 6000A 
= 6 x 10’7m como valor representativo:

_ I 6 x 10~7m 

” í 1.1 xlO12
s7.4xl0‘10m

es decir, el orden de magnitud de la caja debe ser de 10 10m que es, 

precisamente, el orden de magnitud del tamaño atómico.

Problema 3.6

Cuál es el valor medio del impulso , y el de su cuadrado <p2>, en una 
caja monodimensional (0<x<L), a) si la función de onda es

= senl — I y b) si es ¥2 = x(L - x).

En ninguno de los dos casos del problema las funciones de onda están 
normalizadas, luego hay que calcular los valores medios con las definiciones:

‘FH'dx
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a) Calculamos las derivadasjiardales de *1'1:

sustituimos en la expresión de <p>,

L 

n I nx nx .
-¿ñ— I sen—eos—dx

L J L L
< p > = --------t-------------------- = 0

f 1 n*I sen — dxJ L 
o

No hace falta calcular las integrales, pues cos~ es una fundón simétrica

TlX
respecto al punto x=L72, mientras que sen— es una función antisimétrica 

respecto al mismo punto, de manera que su producto es una función 
antisimétrica y la integral es nula.

Sustituyendo en la expresión de <p2 >, obtenemos:

o
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eso .

1CX •
Obsérvese que la función sen-j— es propia del operador H con energía,

E = -^ 

8mL2
<E>

nV h2 
y que ----- y.

2m 2mL2 8mL2

Luego el valor medio de <p2 > cumple la fórmula clásica:

= <T> (=<E>,ya que V = 0)

b) Repetimos el procedimiento para ¥2 = x(L-x) = Lx-x2

—— = L-2x 
dx

d2^ _
--------« -7

dx2

sustituimos en la expresión de <p> y <p2>,

2n2 f (í_x - x2)dx

. o____________
L
f - 2Lx3 + L2x2)dx

0

1M2 = (10 ) h2 
L2 M J4L2
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Nótese el parecido entre los resultados obtenidos con las dos fundones. Ello 
se debe a que son muy similares. El parecido entre funciones se puede 
comprobar gráficamente, pero existe una forma mucho mejor (pues evita los 
efectos de normalización). Consiste en calcular el ángulo entre ambas 
funciones consideradas como vectores. Para dos vectores sería:

á*b=|a| |b|coseab

Para dos funciones:

coseM!- |f| ■ |g|

Figura 3.1. Representación de las funciones originales (sin normalizar) y 
superponiéndolas después de normalizadas. Nótese la diferencia de escala en 
las dos primeras figuras.
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entonces,

lo que indica un ángulo 6 de unos 2°. Es decir, las funciones son 
prácticamente equivalentes, ya que como las soluciones de las ecuaciones de 
valores propios no necesitan estar normalizadas, lo que importa es el ángulo 
entre las funciones, no sus "longitudes".

Problema 3.7

Suponiendo que la función de onda de una partícula en una caja 
0<x<n, en el instante t=O sea ^(xz0) = Nx (n - x).

a) ¿Cuanto vale la constante de normalización?.

b) ¿Es estacionaria esta función de onda?.

c) ¿Es ortogonal al estado fundamental de la caja? ¿Y al primer 
estado excitado?.

d) ¿Cuál es la probabilidad de que al medir la energía se 
obtenga el valor propio mas bajo E = h2/femL2)?.

e) ¿Cuál será la función de onda en el instante t=l?.

¡ \ 8 f□ato: xht-x) = — senx +
sen3x

33
sen5x sen7x

+ 53 + 73 +

>P2dx = 1:a) Aplicamos la condición de normalización
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N2!

\,5
N1 — 

5

¡5 4 + 3 (5 4 3 J

Despejando el valor de la constante N obtenemos:

N =

b) Evidentemente no es estacionaria, ya que no es solución de Hy = Ey . 

Comprobémoslo:

-ü2 d2^ h2 d2 2j d x
—------- --------------y(Nrcx-Nx2l= —-—— (Nn-2Nx)
2m dx2 2m dx2 ' 2m dx' '

^i(-2N)= — 
zm m

que no es, obviamente, proporcional a y.

c) Las fundones de onda normalizadas para la partícula en una caja son: 

0n =

dado que la dimensión de la caja es n, esto es a = n, obtenemos

<t>n = -i— sen (nw). Por otro lado, la condición de ortogonalidad entre <bn y y es:
I K

J <t>n'I'dX = 0

Para el estado fundamental (n=l)

(nx - x2)sen x dx = 4 

o

Para el primer estado excitado (n=2)
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La función es, por consiguiente, ortogonal al primer estado excitado pero no 
al estado fundamental.

d) La probabilidad de obtener E„ es el cuadrado del coeficiente C„ en el

x-* h2
desarrollo ¥ = ? C„% . Al corresponder E =-----7

8mL2
a n=l, se tiene:

ya que para que sea P(E„) = |Cn|2 las funciones pn y v deben estar 

normalizadas. Como:

f . sennx xcosnx
I x sen nx dx =---- ----------------
J n2 n

J x2 sen nx dx 2x sen nx ( 2 _

n2 (n3 n cosnx

se demuestra que:

x2 )sen (nx) dx
= 0 si n es par

4
= — si n es impar

. n3

luego,

Jí” "x2)senxdx = 4 J|¡r
0

y P(Ei) = |Cj|2 =-^ = 0.9985550

TÍ
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e) En general, Cn exp (- z Ent0 / h) • <|>n(x), y como en este caso

• Cn = J(;rx-x2)sen(nx)dx = (n impar) 

o

n2h2 n2í2
• En =----- -  -  -- —, yesque L=?r 

8mL2 2m

• =J|sen(nx) 

sustituyendo en la expresión general:

to) = V exd - t0) sen (nx)

2^ nV I 2m ] 
n * *

y para t=l, obtenemos:

*F(X/t = l)
y 8Vi 5

Xu nV

Problema 3.8 ©

Encontrar las funciones estacionarias de una partícula de masa m 
sometida a un potencial:

V(x) = ^kx2 si x > O

V(x) = - si x s 0

La ecuación de ondas a resolver en este caso es idéntica a la del 
oscilador armónico,
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_ j a +Akx20(x) = E«x) para x > 0.
2m dx 2

La diferencia consiste en que en este caso las condiciones de contorno son 
más restrictivas. Por lo tanto, las funciones estacionarias buscadas estarán 
entre las del oscilador,

Figura 3.2. Fundones de onda del 
oscilador armónico.

donde:

0V(X) = NVHV© e^2/2

v = 0,1,2,3...

Hv(y = polinomios 

de Hermite

Estas cumplen las condiciones de 
integrabilidad y se anulan para x = ±~. 

Ahora bien, en el sistema propuesto en 
este problema 0(x) debe anularse 
también en x = 0, y esto sólo lo 
cumplen las funciones propias <|>v(x) que 
tienen v impar. La solución es, por 
tanto:

Ó(x) = NvHv(^)e^ con v = 1,3,5,....

La constante de normalización también cambia respecto a la del oscilador
armónico Nv. Para aquella se aplicaba que:

N? íH2(a, >0 e^2 dx = e^2 d^ = = t

J « J a

donde h

| 5 = a ■ x
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En este caso:

ÑV2J H2(a,x)e “2x2dx = Jh2 e “2x2d>< 1

Ñy = V2Nv

Los niveles de energía son:

mientras que en el oscilador armónico ardinario el número cuántico ”v" podía 
valer 0, 1, 2, 3, 4...

Problema 3.9 &

Encontrar los valores medios de la energía cinética y de la energía 
potencial de un oscilador armónico monodimensional, en un estado 
estacionario cualquiera.

Lo más cómodo es hallar <V> y luego aplicar que, por ser H = T + V 
entonces,

<T> = <H> - <V>

Como en un estado estacionario <|>v(x),

entonces <T>V= Ev- <V>. Basta calcular <V> para tener también <T>.

Para calcular el valor medio del potencial:

«B
< V > = j\v(x) -^kx2 j 0v(x) dx

se puede aplicar la propiedad de las funciones propias del oscilador armónico:
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X2<j>n = —(Vn(n - 1) <t>n-2 + (2n + 1) <t>n + 7(n + l)(n + 2) %+j) 

2á'

a = (Vmk / hf/2

y la ortogonalidad de las fundones {<}>„}, según la cual,

ém^ndx —“ 8mn
0 para m * n

1 para m = n

luego,

También se podría haber aplicado que:

=‘^7n (n~> 0n-2
dxy 2

-{2n +1)^ + 7 (n + l)(n + 2) ^+2)

para obtener el valor medio de la energía cinética:
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2^ 2) Vm 2

y a posteriori, comprobar que <T> + <V> = <H> = Ev.

El resultado <T> = <V>, para el oscilador armónico, es una 

consecuencia del teorema del virial, según el cual si el potencial V es una 
función homogénea de grado n, entonces:

n
< T>= —<V>,

2
Cuando se aplica este teorema a los átomos, en los cuales el potencial es 
homogéneo de grado -1, se obtiene la conocida relación:

<T>=-1<V>.
2

Proólema 3.10 O©

Encontrar la probabilidad de que un oscilador armónico de constante 

de fuerza k y masa m, en su estado fundamental
jse

encuentre fuera de sus límites de vibración clásicos |x| <^2E/k .

La probabilidad pedida está determinada por la integral:

Llamando x0 al límite clásico j2E/k y recordando que la integral de -~a +~ 

debe valer la unidad:

- *0,
P = 2J óvlo^dx = 1 - 2J N0^2dx

x0 0
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siendo:

El motivo de calcular J a partir de j es que de esta manera los 

x0 o

cálculos se reducen al de la función de error.

La función de error se usa muy frecuentemente en estadística y está tabulada 
en la mayoría de los manuales de tablas matemáticas. Además su valor puede 
obtenerse muy bien por métodos numéricos, como la regla de Simpson:

b
Í y(t)dt = y (y0 + 4yj + 2y2 + 4y3 +... + 2yn_2 + 4yn^ + yn)

donde n, que debe ser par, es el número de subintervalos ¡guales en que se 
divide a<x<b.

Los resultados de aplicar el método de Simpson al cálculo de ferfT) son los 
siguientes:

• Simpson con 3 puntos, i- I e ^dt» ~ — (l + 4e +e 1)= 0.8431 
VnJ0 Vk 6 ' '

• * 9 puntos, 10.842703

• " 17 puntos, = 0.8427009

• " 81 puntos, * 0.842700795

Las tablas (M.Abramowitz y J. Stegun. Handbook of Math. Functions, Dover, 
NY) dan fer(l) = 0.8427007929
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Como £ = ax , entonces:

x0 ax0
fe“^2dx = i íe-^d^ = ^- fer(ax0)

J al 2a
o o

pero,

luego:

P = 1-N§— fer(l) 
a

_f4mkyMf h_ _1__
“ l h2 J [2nVmk ) Jn

con lo que,

P = 1 - fer(l) = 0.1573

por lo tanto la probabilidad será P ~ 16% cualquiera que sea la masa m o la 
constante de fuerza k.

Problema 3.11 G®®

Demostrar, aplicando las condiciones de continuidad indicadas en la 
sección 5 del Tema 3 del libro Mecánica Cuántica Molecular, que la 
condición que determina los niveles de energía del pozo de potencial:

V(x) = ~ si x < O 
V(x) = 0 si 0 < x < L 
V(x) = Vo si x > L

cuando la energía está comprendida entre O y Vo es:
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, . k
&(kL)= — 

Ü1

siendo k = V2mE, y co= ^2miV0 - Él . (Esta ecuación no posee solución 

analítica, pero se resuelve eficientemente por métodos numéricos).

Demostrar también, que cuando E > Vo la energía de este sistema no 
está cuantizada.

Figura 3.3. Esquema del pozo 
de potencial.

La ecuación de Schródinger, para una sola 
dimensión, tiene la forma general:

-T"<Kx) = E <Kx) 
dx

que debemos particularizar para cada zona del 

pozo. En su interior (zona "1") debe ser:

ya que V(x) = 0 para 0 < x < L. Reordenando:

d2^ 2mE „
-^.+——0j =0 
dx2 *

cuya solución es, como ya se ha visto en otros casos:

0! = Aje*1* + Bie-*1X

con k.
h

En el exterior del pozo (zona "2"), en cambio, es:

+ V° ' 02 = E<1’2
2m dx

ya que V(x)=V0 para x>L. Reordenando:
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cuya solución será:

d2,A+^ríE-Vo^o 
dxz n

<t>2 = A2e"k2X + B2e ^2X

j2m(E-V0) 
con k, = ——---- —

- h

Las condiciones de contorno a aplicar en esta clase de pozo son las 
siguientes:

1. Para x<0 debe ser <|>(x < 0) = 0

2. Para x=0 debe ser <|>(x = 0) = 0 . Aplicando esta condición:

Aje0 + B1e° = Aj + Bj =0

Ai = -Bi

Por tanto, la función de onda en la zona "1", 0<x<Lserá:

01 = Ai^^k^x -e‘¿klX)= 2Aj4sen(kjx)

3. 02(x ~ *“) debe ser finita.

Cuando x>L la función de ondas <t>2 = A2e'k2X +B2e~'k2X. Como en esta 

, J2m(E-V0) . . . ^
zona E<V0, resulta que k2 = -----------— es imaginaria. Conviene entonces 

A
definir:

72m(Vo-Ef .
«2 -i-----—= ¿k2

con lo que:

02 = A2e“2X + B2e’“2X

y se ve que <>2(x = =) = A^®2”+B2e-“2”sólo puede ser aceptable si A2=0 ya 

que el primer término tiende a infinito. Por lo tanto:
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02 = B2e-“2X

4. Para x=L debe ser «^(L) = 02(l), así pues:

2Aj¿ sen (kjL) = B2e'“>2L (1)

5. Para x=L debe ser también f^-1 =(^.1
<dx^=L tdx¿=L

— = 2 A, ¿Iq eos (kjx) 
dx

^«e~“

igualando ambas derivadas cuando x=L:

2 A1¿ kj eos (kjL) = -B2 wj e_<ü2L (2)

De manera que (1) y (2) forman un sistema de ecuaciones, lineal y

homogéneo cuyas incógnitas son los coeficientes Aj y B2.

Dividiendo (1) y (2):

2 At¿ sen ktL_____B¿e2^_

2 Aj/kj eos kjL -B2a>2e~<U2L

simplificando:

tg(kiL) = —
-“2

sustituyendo ki y por sus valores en función de E:

^(kjL) = t/- V2mÉ ) =------- ■■
V* J (-^^mÍE-Vb)/» >)2m(E-V0) v'2m(v0-E)
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Cuando se representan las funciones y, = tqí-V2mE I e y¡ = ^2™
* J ^m^-E;

frente a E, se ve que se cruzan para ciertos valores de E, que son los únicos 
que conducen a funciones 0! y 02 adecuadas.

Ahora bien, esta condición respecto de E equivale a la condición:

<tg(k1L)=- — 
“2

como queríamos demostrar.

Cuando E>V0 la situación es muy diferente. Entonces:

1. Para x=0, <KX) = 0, la función sigue siendo:

<t>i = -e~/klX) = 2AL/sen (kjx)

2. 02(x->~) debe ser finita. Cuando x-» «>, = A2e’k2" + B2e**kz”.

Cuando E>VU entonces k2 es real y el exponente ¿k2x es imaginario, por lo 

que la función permanece siempre finita, luego:

=A2e'k2X+B2e“¿k2X

en vez de ó2 = e~“2X que sólo es válida si E<V0.

3 Para x=L, ^(L) = ó2(L), así pues:

2Aj ¿sen (kjL)= A2 e'kzL + B2 e'*k2L (1)
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=A2¿k2e'kzx-B2¿k2e-¿k2x 
dx

igualando para x=L

2At¿kjeos(kjL)= A2¿k2e‘!k2L -B2¿k2e“'k2L (2)

En este caso tenemos un sistema de ecuaciones (1) y (2) que no es 
homogéneo:

2 Aj i sen (kjL) = A2 e¿ k2L + B2 e“*k2L

2Aj¿ki eos (kjL)= A2¿k2 e¿k2L - B2 ¿k2e”'k2L

como el producto 2Ai¿ es una constante lo designaremos por la letra C. 

Reordenando las expresiones anteriores:

e“k2LA2 + e“'k2LB2 = C sen (kjL)

e*k2LA2 -e'*k2LB2 = -¿C^cos^L)

Si ahora sumamos las ecuaciones se obtiene:

A2 =e“' I® senkjL - ¿^-cos

y si se restan:

B2 = e¿ k2Lísen kxL - 2^—eosk,L E-
2 L 1 k2 \l2

Obsérvese que Á2 A2 = B2 B2 lo que significa que, para los estados 

estacionarios la probabilidad de movimiento en cada sentido es la misma. En 

este caso, para E>V0, no hay cuantización, pues el resultado depende de un 

solo coeficiente arbitrario, C, determinable por normalización.
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Problema 3.12 G®®

Obtener las ecuaciones f(E)=O que determinan ias energías propias 
de la partícula en un pozo simétrico de potencial:

V(x) =0 si x e [- a, a]
V(x) = -Vo si x e [- a, a]

a) Aplicando directamente las cuatro condiciones de continuidad 
exigióles.

b) Haciendo uso de la simetría de este problema.

La ecuación de Schródinger, para una sola dimensión, tiene la forma 
general:

V(»)-O V(x)-0
I,

h2 d20

2m dx2
hV(x)0 = E0

vM—v.

Figura 3.4. Esquema del pozo de 
potencial del problema 3.12.

. . . V2mE t
donde ki =-------- puesto que en

A

al igual que en el problema anterior, 

vamos a particularizarla según las 
zonas de nuestro pozo.

Zona 1: para x<-a, V(x) = 0. Por lo 
tanto:

n2 d2^ ! 

2m dx2
= 0

y su solución es:

. . ^(E-Vj) „ u
general es k¡ = - ---- . Sin embargo,

como estamos buscando los estados ligados, la energía es negativa, E<0, por 
lo tanto kj no es un número real. Para evitar confusiones podemos sustituir 
ki=¿(o, y escribir la función en la forma:
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,/2mB
4>! = A1e“x +Bie “x donde o = —*—

V-2mE
aunque también se puede definir <o = —------, en ambos casos <o es un

número real (recuerde que E tiene valor negativo).

• Zona 2: para -a<x<a, V(x) = -Vo. En este caso:

£^ + (e + Vo)02=O 

2m dx

y su solución será:

,kx D kx ^2mÍE+^o)
02 = A2e +B2e donde k =----- ---------

h

h

• Zona 3: para x>a, V(x)=0. En este caso:

=0 
2m dx2 3

3. 02(a) = 03(a)

y su solución será:

m n _mx . . »/2m|E| V—2mE
03 = A3e® + B3e “ donde co=—-------- --  

ft------------h

Las condiciones de contorno para este caso en particular son las de 
continuidad de 0(x) y de su primera derivada en x=a y en x=-a, y que la 
función de onda no tienda a infinito en x = ±~:

1- 0i (-a) = 02 (-a)

2 ) =
t dx ( dx a- •
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(d^) f do3 

' l dx La ’ k dx La

5. ^(x -> —©o) debe ser finita.

6. 4*3(x -» ~)debe ser finita.

Cuando x 61 = Aje01” + Bje'®”, el segundo término tiende a

sin embargo según la quinta condición de contorno ^(x -> -«) debe ser finita, 

lo que obliga a que Bi=0 para que la función sea finita. Por lo tanto:

01 = Aje™

Por otro lado, cuando x -> -h» 03 = A3e““ + B3e . En este caso es el primer

término el que tiende a infinito en contra de la sexta condición de contorno. 

Por lo tanto este término debe anularse y por lo tanto A3=0. La función será 
en este caso:

03 = Bje-™

Si aplicamos ahora la primera de las condiciones de contorno, esto es 

0i(~a) = 02(~a), obtenemos:

0i(-a)=A1e“a

02(-a)=A2e-ka + B2e^ka

igualando ambos valores de la función:

A1e“a = A2e-'ka + B2e‘ka

De la segunda de las condiciones, /= í1 obtenemos: 
l dx L-a l dx L-a

-(x =-a)= Aicoe™ 
dx

^2. (x = -a) = A2¿ k e"¿ ka - B2¿ k e'; ka 
dx

e igualando ambos valores de la derivada:
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Ajioe103 = Ay k e ¿ ka - By k e¿ ka

De la tercera, 4>2(a5 = 4>3(a), obtenemos:

A2e'ka + B2e~‘ka =B3eHlia

Y por último, de aplicar la cuarta, esto es
d03 
dx ' obtenemos:

:=a

Ayke¿ka -Byke^ka = -B3o>e “

Así pues obtenemos el siguiente sistema de cuatro ecuaciones homogéneas 

con cuatro incógnitas Ai, A2, B2 y B3:

e -“A, - e"' kaA2 - e‘ kaB2 =0 (1)

<06'“% - i ke~' kaA2 + ¿ ke¿ kaB2 =0 (2)

ékaA2 + e“‘ kaB2 - e'“aB3 = 0 (3)

¿ ke¿ kaA2 -1, ke" kaB2 + we'“aB3 = o (4)

Este sistema sólo tiene soluciones distintas de la trivial Ai=A2=B2=B3=0

cuando vale cero el determinante:

f(k,<o) =

e'“a _ e-*ka -e¿ka 0

¿ke'*ka /ke‘ka 0
= 0

e¿ka e ¿ka _ g-™

/ke‘ka -,ke"ka coe~“a

Ahora bien, como k y a son funciones de la energía E, esta condición equivale 

a una del tipo:

f(E) = 0

de la que se obtienen los valores posibles de E. No obstante, aunque este 
procedimiento para obtener las energías propias es perfectamente válido, 
resulta mucho más fácil obtenerlas aplicando la simetría (y, además, implica 
mucho menos error numérico en los cálculos).
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b) Como ya hemos mencionado, existe una forma de simplificar este 
problema que consiste en aprovechar las propiedades de simetría del pozo. 
Respecto al origen x=0 se cumple que V(-x) = V(x) de manera que puede 

aplicarse una propiedad de uso muy común:

Cuando V(x) es una función par (V(-x)=V(x)), las soluciones de 

Ay = Ey pueden clasificarse en simétricas, esto es v(-x)= ^x), y 

antisimétricas y(-x)= -y(x).

Veamos como se aplica esta propiedad en nuestro caso. Según hemos visto 
antes, si E<V0 y debido a las condiciones de contorno obtenemos:

Figura 3.5. Representación de las funciones de ondas simétricas y antisimétricas. 
Obsérvese que existe cierta probabilidad fuera de los límites clásicos.
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01 = Aje"*

02 = A2e¿ + B2e~‘ 

03 = B3e-“x

. , 72m|E| . ^míE+’Ñ!
donde co = - ---- — y k2 = *-— - .

h h

Para las soluciones SIMÉTRICAS debe ser 0(x) = 0(- x) y por lo tanto debe ser

B2=A2 y B3=Ai, esto es:

= A e“x

02 = A2e/kx +B2e~¿kx = A2(e¿kx +e_¿kx )= Ccos(kx)

03 = B3e-“x = A e~“x

Las condiciones de continuidad de las funciones y sus derivadas en x=a nos 
conducen a las condiciones:

C eos (ka)= Ae^

- Ck sen (ka) = -<o/^e~aa

De la primera relación obtenemos:

A = (e®3 eos ka)-C

Por otro lado, dividiendo la segunda expresión entre la primera, obtenemos:

k tg (ka) = co

o bien:
k sen (ka) - co eos (ka) = 0

expresión que conduce a la mitad de los niveles de energía, los que 

corresponden a funciones pares. Obsérvese que tanto k como co dependen de 
la energía por lo que la expresión anterior puede representase como:

f+(E)=O
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Análogamente se encuentran las energías y funciones de onda de los 
estados ANTISIMÉTRICOS, para los cuales <>(x) = -q(x) y por tanto A2=-B2 y 

B3=-Ai. Por consiguiente, en este caso:

♦t = A e“

02 = Csen(kx)

^03 = -A e-“x

Las condiciones de continuidad en x = a permiten deducir las condiciones:

02(a) = 03(a) => C sen (ka) = -Ae'®3

02'(a) = 0'3 (a) => k C eos (ka) = A <oe_<Da

luego en este caso:

A = -(e0* sen ka) C

y dividiendo las dos condiciones, análogamente a como se hizo en el caso 
simétrico, obtenemos:

mtg(ka) = -k

o bien:

m sen (ka) + k eos (ka) = 0

que designamos como f.(E)=O y que conduce a la otra mitad de los niveles de 
energía

Problema 3.13 O®

Un poz de potencial, simétrico respecto al origen:

V(x) = 0 si x < -a
V(x) = -Vo si - a < x < a
V(x) = 0 si x > a
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O

con L = 2a = 2A, y Vo=2OeV, puede representar (grosso modo) la 
situación de un electrón de un átomo. Este pozo posee sólo dos 
estados estacionarios "ligados" (es decir, con función de onda 
localizada en las proximidades del pozo), con energías Ei = -15.56eV 
y Ez = -4.12eV. Escribir las funciones de onda correspondientes a los 
dos niveles y calcular el momento de transición |MX| entre ambos. 
Comparar el resultado con el que corresponde a los dos primeros 
niveles de un electrón en una "caja" de igual anchura que el pozo.

Sustituyendo los datos del problema, expresados en unidades 

atómicas, en los resultados del problema 3.12:

L= 2a = 3.78 u.a => a= 1.89 u.a.

Vo = 0.735 u.a.

E1= -0.5717 u.a.

7¡ = lu.a. y nr = lu.a 

obtenemos:

<o= 1.07

k= 0.57

A= 3.58 C

Por tanto las funciones tienen la forma:

Ói = 3.58 Ce107*

<t>2 = C eos (0.57x)

<|>3 = 3.58Ce'107x

Ahora hay que aplicar la condición de normalización para obtener el valor del 

coeficiente C. Sabemos que la condición de normalización es:

J v*vdx = 1

En nuestro caso la integral ha de descomponerse en tres tramos:
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—a a <»

0i0i dx + 0202 dx + 0303 dx — 1 

-a a

Sustituyendo tenemos: 

-1.89 1.89 -

(S.SS^C2 Je2(107x)dx + C2 Jcos2(0.57x)dx + (3.58)2C2 j e-2(107x)dx =1 

— -1.89 1.89

Operando, preferentemente con algún programa de cálculo, como por ejemplo 
DERIVE:

(a.ssfc^o.oosiss)^- c2(2.62i906)+ (s.ssfc^o.oosiss) = 1

2.832C2=1 =s C = 0.594

Si ahora sustituimos en las funciones de onda, obtenemos para el primer 
estado:

0! = 2.13 c1 07x

02 = 0.594 eos (0.57x)

03 = 2.13e-107x

Siguiendo un procedimiento análogo para el segundo estado (E=-4.12eV = 
-0.1514 u.a.), las funciones de onda para las tres zonas son:

0i =-0.0668 e° 55x

02 = 0.663sen(1.08x)

03 = 0.0668e~° 55x

El momento de transición entre dos estados se define (para una 
dimensión) mediante la expresión:

cPa'xiPbdx
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En este caso tendremos:

Mx =

-a a

I 0i x 0i dx + J 02 x 02 dx + J 03 X 03 dx 

-a a

Sustituimos por sus expresiones:

Mx

-1.89
í(2.13e107x )x(-0.0668 e°'55x)dx

1.89
J (0.594cos0.57x)x(0.663senl.08x)dx

-1.89

j (2.13 e-1 07x )x (- 0.06 68 e °-55x )dx 

1.89

Operando y calculando las integrales (haciendo uso de la tabla de integrales 
o, preferentemente, con el programa DERIVE u otro análogo), se obtiene:

Mx = 0.0103 + 0.8654 + 0.0103

Por lo tanto, el momento de transición entre los dos estados vale:

Mx = 0.886 u.a.

En el caso de la "caja" de igual anchura (3.78 u.a.) las funciones de

onda son cero fuera de la caja y con n=l,2 en el interior.

Luego el momento de transición sería:
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3.78
2 

3.78
x sen (0.831x)sen (1.662x)dx

de donde:

Mx(caja)= -0.681 u.a.

El signo obtenido es irrelevante, pues las funciones propias <j>r(x) pueden 
tomarse con el signo que se quiera. A efectos de comparación con el caso del 
"pozo" conviene tomar el valor positivo:

Mx(pozo)= 0.886 u.a.

Mx(caja)= 0.681 u.a.

Como se ve, el momento de transición es mayor para el pozo que para la 
caja, lo que implica que la intensidad de las transiciones espectroscópicas 
entre los dos estados (que es proporcional al cuadrado del momento de 
transición) sea netamente mayor para el pozo que para la caja:

Imx]2 = 0.785 ]mx|2 =0.464
i Ipozo i Icaja

Problema 3.14 ©

Emplear el programa POZO.BAS 
energía y las funciones de onda 
potencial ASIMÉTRICO:

para determinar 
de un electrón

los niveles 
en un pozo

de 
de

V(x)=~ si x<0

V(x)=0 si 0<x<L

V(x)=V0 si x>L

Tomando, por ejemplo, Vo=2OeV y L=1O Angstroms, que son valores 
bastante representativos de los que afectan a los electrones de las 
moléculas, y comparar los resultados con los de aplicar un modelo de 
"caja" de la misma anchura.
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Este programa requiere como ciatos la anchura del pozo, su profundidad y 
la masa de la partícula en unidades atómicas, luego el primer paso para 
utilizar este programa es transformar los datos del problema (mirar 

equivalencias en el apéndice):

o
• Anchura del pozo = 10 A =18.897 u.a.

• Profundidad = 20 eV = 0.735 u.a.

• Masa e’ = 1 u.a.

A continuación nos pregunta los límites del intervalo de búsqueda. Nos 
interesa buscar a lo largo de todo el pozo por lo que definimos:

• Límite inferior del intervalo de búsqueda = 0

• Límite superior del intervalo de búsqueda = 0.735

El programa utiliza un método numérico iterativo para resolver la ecuación 
implicada en la obtención de los niveles. Esta ecuación tiene la forma:

f (E) = co sen (ka) + k eos (ka)

El programa POZO.BAS permite acotar la precisión de los cálculos al 

preguntarnos:

• ¿Número de subintervalos (100 Vo)?

Aceptando su sugerencia, podemos introducir:

• ¿Número de subintervalos (100 V0)?=100

Con objeto de verificar que no hay errores numéricos, podemos repetir con 
1000 subintervalos. Encontraremos que apenas hay diferencia con emplear 
100, por lo que aceptamos el resultado.

Una vez realizados los cálculos obtenemos como resultado los 
siguientes valores:
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Raíces Aproximadas

Energía , 2m(E + vo 
A

V2mE 
ü) =-------  

fl

1 0.0128 0.1600 1 1.2018

2 0.0507 0.3185 1.1699

3 0.1140 0.4774 i 1.1145

4 0.2021 0.6358 1.0324

5 0.3148 0.7935 0.9167

6 0.4511 0.9499 0.7535

7 0.6086 1.1032 0.5028

El programa nos da la opción de ver una representación gráfica de la función:

f(E) = cosen (ka) + k eos (ka)

Para este problema en concreto se obtiene la gráfica de la figura 3.6,

Figura 3.6. Representación de la función f(E) frente a E.
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Así como de las distintas funciones de onda (véase figura 3.7).

Si hubiéramos empleado un modelo de “caja", las energías hubieran 

sido:

En (caja) =
n2h2

8mL2

nVí2

2mL2

y en nuestro caso:

Figura 3.7. Representación de las Fundones de onda para los cuatro primeros 
niveles de un pozo de potencial asimétrico:

V(x)=« si x<0

V(x)=0 si 0<x<L

V(x)=V0 si x>L
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En(L = 18.897 u.a., m = 1) = 0.01382 n2 u.a. 

esto es:

En(caja)= 0.0138 ; 0.0553 ; 0.124 ; 0.221 ; 0.345 ; 0.497 ; 0.677 ; etc. 

en vez de:

En(pozo)= 0.0128 ; 0.0507 ; 0.114 ; 0.202 ; 0.315 ; 0.451 ; 0.607 ; etc.
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Capítulo IV:
Funciones de Onda con varias 
Variables

• Caja tridimensional y degeneración

• Modelo de caja de las moléculas conjugadas

• Degeneración de canje y antisimetría de las 
funciones de onda electrónicas

• Determinante de Slater y principio de exclusión

• Cálculo de valores medios con funciones de onda 
determinantales

• Ortonormalización de funciones

Teoría Básica

4.1 Caja Tridimensional y Degeneración.

El hamiltoniano de una partícula obligada a moverse dentro de un 
paralelepípedo de aristas Lx, Ly, Lz es:

H = -
h2

2m
(4.1)

con el potencial V(x, y, z) definido por las condiciones:

í 0 si 0 < x < Lx ; 0 < y < Lv ; 0 < z < L, 
V(x,y,z)=| V (4.2)

en cualquier otro caso
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Su ecuación de Schródinger se puede resolver por el método de separación de 
variables,

^(x, y,z) = X(x) Y(y) Z(z) (4.3)

l
E = £x+‘Ey+£z (4.4)

con:

xw^senM (4-s)

(nx = 1,2,3,...) (4.6)
8mLx

y expresiones análogas para Y(y) y Z(z). Las funciones estacionarias y las 
energías propias de la caja tridimensional dependen, por tanto, de tres 
números cuánticos, uno por cada grado de libertad:

Cuando la caja tiene lados iguales se produce un fenómeno de gran 
importancia en la descripción de los entes cuánticos: la degeneración. Esta 
consiste en la existencia de funciones que, siendo independientes, 
corresponden a una misma energía. La propiedad más importante de las 
funciones de ondas degeneradas es que sus combinaciones lineales son 
también funciones propias de la energía, con el mismo valor propio. Esta 
propiedad es muy útil, ya que deja abierta la posibilidad de seleccionar entre 
todas las soluciones posibles de una ecuación de Schródinger con 
degeneración, aquellas que tengan las propiedades más adecuadas. Así ocurre 
por ejemplo, cuando se definen los orbitales atómicos híbridos, o los orbitales 
moleculares localizados.
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4.2 Modelo de caja de las moléculas conjugadas.

Las moléculas conjugadas son moléculas planas que tienen electrones 
descritos por funciones simétricas (electrones sigma) y electrones descritos 
por funciones antisimétricas (electrones pi). Parte del comportamiento de 
estas moléculas puede interpretarse estudiando exclusivamente el de sus 

electrones p¡, tal como hacemos en este epígrafe o en el capítulo XI.

Los electrones pi de un polieno lineal con nCc enlaces alternados, se 
pueden estudiar, aproximadamente, como si estuvieran encerrados en una 
caja monodimensional, de longitud relacionada con el número de dobles 

enlaces conjugados de la molécula. Se puede usar:

L = a ■ n^c + b (4.9)

dando a los parámetros "a" y "b" valores adecuados. El parámetro "a" puede 
interpretarse como una distancia de enlace efectiva, algo más corta que la 
distancia C-C, para tener en cuenta el "plegado" de la cadena carbonada, y el 
"b" como una forma de reflejar que los electrones se pueden alejar más allá 

de las posiciones de los núcleos extremos de la cadena.

Si se supone que los (nCc+l=v) electrones pi que contiene la molécula 
se mueven de forma independiente, dentro de una caja de longitud L, la 
energía del conjunto sería: 

hz 

8mL2
+ n|+... + n2) (4.10)

y cada nivel de energía quedaría caracterizado por v números cuánticos cuyos 

valores se pueden indicar en un ket |n1,n2,...nv). En principio, el estado 

fundamental sería el identificado por |l,l,...l) .Sin embargo, al comparar los 

datos obtenidos con este modelo y los experimentales, se observa que no 
puede ser válido. No obstante, para obtener unos resultados comparables con 
los experimentales basta tener en cuenta la regla (empírica) de Stoner: En un 
sistema polielectrónico sólo puede haber un máximo de dos electrones en el 

mismo estado.
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4.3 Degeneración de canje y antisimetría de las fundones de onda 

electrónicas.

El operador hamiltoniano de un conjunto de partículas independientes 
con coordenadas xn x2,...,xv es:

H = -
±21 

m¡ 8x?
(4.11)

Aplicando el método de separación de variables a la resolución de la 
correspondiente ecuación de Schródinger, cuando todas las partículas se 
encuentran en una caja de anchura L, se obtienen soluciones:

y(x¡) = <Pi (xt) • ?2(x2)... ^ (xv) = sen jsen f j... sen
(4.12)

con energías:

81/ l^mx m2 mv J
(4.13)

Cuando las masas mi son diferentes, las soluciones (4.12) son las únicas 
posibles y cuando las masas son iguales aparece la degeneración de canje.

Si y(l,2) es una función propia de la energía de un sistema de 
partículas idénticas, y y(2,1) es la función que resulta de intercambiar las 
coordenadas, la degeneración de canje permitiría tomar como función de onda 
general:

Vab = ay(l,2)+by(2,l) (4.14)

Sin embargo, cuando las partículas son electrones, la repulsión entre ellos 
hace que la única combinación válida sea la antisimétrica:

Vei. = N (v(l,2) - v(2,l)) (4.15)

pues garantiza que la probabilidad de encontrar los dos electrones en el 
mismo lugar del espacio sea nula.
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4.4 Determinantes de Siater y principio de exclusión.

Si, debido a la degeneración de canje, cualquier función polielectrónica 

v(l,2,...,v)puede sustituirse por otra P¡ y(l,2,...,v), en la que P, representa 

un operador de permutación de las coordenadas de dos electrones 
cualesquiera, entonces la función de onda polielectrónica más general sería:

vi

Ve QP¡v(l/2,..,v)
Ul

(4.16)

con coeficientes Q arbitrarios. Ahora bien, si la función de ondas debe ser 
antisimétrica respecto al intercambio de cualquier pareja de electrones 

entonces Cf = (- l)’c¡ siendo ir¡ la paridad de cada permutación P¡ considerada:

v!
VA=y (-irpiV(i,2,...,v)

(4.17)

Cuando la función original y es un producto de funciones monoelectrónicas, 
v(l,2,...,v) = 0(1)■ 0(2) -0(v), la expresión (4.17) coincide con el desarrollo de 

un determinante, llamado Determinante de Siater. Éste constituye, una vez 

normalizado, la función de onda más empleada en el estudio de los sistemas 
polielectrónicos: 

DN(0(l)0(2)-0(v)) = ^

01(1) 02(1) 03(1) ' ■ 0v(D

01(2) 02(2) 03(2) ■ ■ 0v(2)

01 (v) 02 M 03(V) ■ ■ 0vM

(4.18)

donde!'' es una constante de normalización, que vale l/7v! si las fundones 

monoelectrónicas son ortonormales. En caso contrario, la expresión de N 

resulta más complicada.
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4.5 Cálculo de valores medios con funciones de onda 

determinantales

El cálculo del valor medio de un operador A con funciones de onda 
determinantales depende de que el operador sea monoelectrónico o

bielectrónico. Si sólo actúa sobre las coordenadas del |j.-ésimo electrón, si 

los orbitales 01 son ortonormales, y si los determinantes DN están 
normalizados, es:

ne

DN*hMDNdi = Ó*ín)hn<t>|(n)dT (4.19)
* e kl

y si gRV es un operador bielectrónico'.

í420)

i < J

siendo:

«thkh/v) dipd^ (4.21)

(4.22)KU = II g^v 0j d^v

Las integrales (4.21) y (4.22) incluyen la variable de espín g¡, de manera que 
extrayéndola de ellas también podemos escribir:

Jü = | «PjWcpjív) dV[1dVv (4.23)

K¡L

JJ<A W<PjIv) g^ <Pj(n)<Pi(v)
dV^dV, , si o(i) = GÜ)

(4.24)

= CERO , si c(i) * cü)
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En las ecuaciones (4.21) y (4.22) se emplea dx para indicar la integración 
sobre toda clase de coordenadas, incluidas las de espín. En las (4.23) y (4.24) 
se emplea dV, lo que indica que la integración se refiere sólo a las 

coordenadas ordinarias.

4.6 Ortonormalización de fundones

4.6.1 Producto escalar de funciones.

El producto escalar de funciones complejas es:

(f(ii) |g(M)> = 1 f’W gWdx, (4.25)

4.6.2 Módulo de una función.

Es la raíz cuadrada de su producto escalar por sí misma:

(4.26)

4.6.3 Ángulo entre dos funciones.

Se puede calcular mediante la relación:

coso = (W)ÍMW
(4.27)

4.6.4 Proyección de una función sobre otra.

La proyección de una función f(g) sobre otra g(p), f(g)->g(g), es la 

función:

fs(M) =
(g(n)|M 
(g(n)|g(H))

g(n) (4.28)
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4.6.5 Método de Ortonormalización de funciones de Schmidt.

Es el que se lleva a cabo mediante el siguiente cálculo recurrente:

1. Dado el conjunto no ortonormal {f¡(p)}, se elige una de las funciones 

y se normaliza, obteniéndose 0,:

9i(n) = fiW

0i(í} = Ni gi(p)

2. Se resta, a una segunda función del conjunto {f¡(p.)}, su proyección 

sobre 0¡ y se normaliza el resultado, obteniéndose 02:

9z(Ñ = ^2 (l^)— (0i | ^2) • 0i (n)

02 (Ñ = n2 g2(p)

3. Se restan, a una tercera función, sus proyecciones sobre 0¡ y 02, y 
se normaliza el resultado, que constituye la tercera función 03 de la 
base ortonormal:

OsÍM-) = ^(u) — (0i| ^3) ’ 01 0a)_ (02^3) ’ 02(M-)

03W = n3 ■ g3(ji)

n. Se repite el paso tercero, restando a la función n-sima sus 
proyecciones sobre las n-1 funciones ortonormales ya obtenidas, y 
se normaliza el resultado, obteniéndose 0n:

n-l 
gnW=fnW- ^(0i| fn) 0¡(m) 

i=l

0n(p) = Nn gn(p)

Nn = ((gn|gn)r^

(4.29)

(4.30)

(4.31)

126



FÜNOOfCS DE OMMCON VARIAS VARIABLES

4.6.6 Método de Ortonormalización de L'bwdin.

Tiene algunas ventajas sobre el método de Schmidt. Si se llaman f¡ a las 
funciones de la base original, las de la base ortogonal, <f>p, son las 

combinaciones:

(4.32)

en las que Tip son los elementos de la potencia (-1/2) de la matriz S formada 
por los productos escalares entre todas las funciones f¡. A la matriz S se le 

suele llamar matriz de solapamiento:

(4.33)

f’fjdt (4.34)

Ejercicios Resueltos

Problema 4.1 ©®

Encontrar los estados estacionarios y los niveles de energía de una 
partícula en una caja bidimensional rectangular, y estudiar 
cualitativamente las funciones de onda de los cuatro estados de 
energía más baja cuando L» sea un poco mayor que Ly.

El potencial es:

V(x,y)= 0
0 < x < Lx

0 < X < Ly
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Figura 4.1. Esquema de una caja 
bidimensional rectangular.

de manera que el 
interior de la caja

H = -
í2 92

de manera que:

Hamiltoniano en el 
es:

S2 32

2m áx2 2m ay2
— hx + hy

Las funciones propias se determinan 
por separación de variables, esto es,
escribiendo la función ’P 

producto de una función de 
una función de y:

>P(x,y)=X(x) Y(y)

como

x por

= (fix + ñy)x(x)Y(y) = Y(y)fixX(x)+X(x)fiyY(y) (1)

E ■ ¥ = E • X(x)Y(y) (2)

igualando (1) y (2):

Y(y) hxX + X(x) hyY = E X(x)Y(y)

dividiendo por el producto X(x) Y(y):

hxX 
X

Como ambos sumandos dependen de variables independientes, pueden
igualarse a constantes cuya suma sea igual a E:

hxX 
X

Ex+Ey=E

Cada una de las ecuaciones obtenidas es 
monodimensional:

análoga a la de una caja

hxX = Ex X(x) con hx = 21 d2
2m dx2
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hyY=Ey Y(y) con h=■ d— 
' ’ ’ 2m dy

de manera que las soluciones son:

X(x) = Axe¿ k*x + Bxe“* k«x con kx

Y(y)=Aye^y+Bye-'kyy con ky=^í

Por otra parte, la función ’J'(x,y)=X(x)Y(y) debe anularse sobre las 

cuatro rectas x=0 ; x=Lx; y=0 ; y=Ly . Ahora bien:

• Si 'P(x,y)=X(x)Y(y) debe anularse en x=0 para cualquier valor de y, 

entonces deberá ser X(x)=0 para x=0 .

• Si ,P(x,y)=X(x)Y(y) debe anularse en x=Lx para cualquier valor de y, 

entonces deberá ser X(x)=0 para x=Lx.

Estas dos condiciones son exactamente iguales a las aplicadas en la caja 
monodimensional. Por consiguiente, debe ser:

X(x) = sen (kxx) con kx =JVt ;
í-x

X(x)=sefeÜ (nx= 1,2,3...)

y operando de forma análoga para Y(y):

Y(y)= sen (ny = 1,2,3...)

Por lo tanto, las funciones propias de la partícula en una caja rectangular son:

T(x, y) = Nsenp—X ) se/í 

J Lx J | Ly

La constante de normalización puede obtenerse aplicando la condición:
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de donde:

De las condiciones 
también que, al ser:

de continuidad aplicadas a X(x) e Y(y) se deduce

k _ j2mEx
* h entonces : Ex =---- í-

8mLí

y al ser:

h2n2 
entonces : Ev - ----- l.

y SmL2

como además E=EX+Ey, obtenemos las energías propias de la partícula en una 
caja rectangular:

En general, los niveles de energía que obtenemos no son degenerados, 
salvo si Lx = Ly, o si uno de los lados es un número entero de veces el otro, 
v.g. Ly=v Lx (v=2,3,4...). En estos casos incrementar ny en v unidades 

equivale -en cuanto al valor de la energía- a incrementar nx en una unidad: 

en cuyo caso algunos niveles resultan degenerados, y las funciones propias 
pueden tener otras estructuras además de X(x).Y(y). Por ejemplo, en una 
caja cuadrada (Lx=l_y=L) la energía será:
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E =
h2 

8mL2

5h2

SmU1

. f 2 2irx ny 'l D f 2 nx 2ny 'i
Y Cu2 = A — sen sen—’.+ B — sen—sen—-i, E=JÜ_ l L L---------L I I L L L /

8mL2 *

con A y B arbitrarios. Si se quiere que la función de ondas esté normalizada:

jj" V2 dxdy = A2 dxdy + B2
JJ^dxdy = 1

esto es:

A2 + B2 = 1 => B = 71-A2

Por lo tanto las funciones propias correspondientes al nivel considerado 

pueden ser:

4*
E-

5h2

8mL2

= A'P2,1 + Vl-A2^

Los estados de energía más baja, cuando Lx>Ly serán los 

correspondientes a los menores valores de la suma (nf /l^ +n^/l-^ ), esto es:

|nlzn2> = |1,1>; |2,1> ; |1,2) ; |2,2)

El cuarto estado será el |2,2) si Lx es sólo un poco mayor que Ly. En caso de 

que la diferencia sea muy grande, es decir si Lx>>Ly, el tercer nivel excitado 

puede pasar a ser el |3,1>.

En la figura 4.1 se representa cualitativamente el aspecto de los cuatro 
estados de energía más baja. En ella se han representado los máximos de 4' 
con el signo + , los mínimos con el signo - y las líneas nodales mediante 
líneas discontinuas. Obsérvese que para el estado de menor energía, esto es 

para el |1,1> el máximo se encuentra en el centro de la caja y no hay líneas
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nodales. En los estados degenerados |1,2> y |2,1) hay una línea nodal, y en el 

estado |2,2) dos líneas nodales perpendiculares. No obstante, como 

|1,2> y |2,1) son degenerados, pueden construirse combinaciones lineales 

igualmente válidas con forma muy distinta a la de las funciones representadas 
en el dibujo.

Figura 4.2. Representación de los cuatro estados de energía más baja. Se han 
representado los máximos de T con el signo + , los mínimos con el signo - y las 
lineas nodales mediante líneas discontinuas.

Problema 4.2 ®

a) Demostrar que, en general, dos funciones estacionarias 
degeneradas independientes pueden no ser ortogonales, b) Poner 
algún ejemplo escogido entre las funciones propias de la caja 
tridimensional.

a) Si encontramos dos funciones 4^ y ¥2, propias de H y degeneradas, que 
fueran no ortogonales lo que queremos probar estaría demostrado. 
Empecemos por considerar dos funciones propias degeneradas y normalizadas 
% y T2 que si sean ortogonales. Entonces:

J'P14'2dt = 0

Cualquier combinación lineal de funciones propias de H degeneradas, 

también es propia de H, luego podemos encontrar una función como:
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T = aTj +

que también es propia de H con igual valor propio que ¥1 y T2. Si 
consideramos ahora las funciones T y Ti, éstas ya no pueden ser ortogonales 

pues:

¥ Tjdx = (aTt + bTj^dx = a + b TjT2dx

Si T( está normalizada, J T^dx = 1, entonces j T*Ttdx = a 0 con lo 

cual queda demostrado que hay funciones propias degeneradas no 
ortogonales.

b) En la caja tridimensional
h2 í n| , ny । n2

Cuando U=L,=L2

(caja cúbica) la energía es: 

~ g^z K +nv +r^)

y el primer estado excitado resulta degenerado (E2,i,i= Ei,2ri= Ei,1i2).
Casualmente las tres funciones T2,i,i , T1>2rl y Ti,i,2 del tipo habitual:

nyitx nvny n7nz
sen-1— sen-1— sen—— 

L L L

son ortogonales, pues en general:

n„itx 
sen—j—

nvity n,nz ntnx nyity n'7nz ...
—~ sen-^— sen-^— sen-1— sen—— dxdydz =
L L L L L

f n„nx n'ynx . f nyny ny7ty f n,nz__ n'zitz .
= I sen——sen——dx I sen-1—sen——dy I sen——sen—,—dz

J L L J L L 7 L L
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En consecuencia, un ejemplo de par de funciones no ortogonales (pero 

normalizadas) podría ser *2,1,1 y -^(*2,1,1 + *1,1,2),° bien y

v2

*^(*2,1,1+*1,2,1+*1,1,2)' Pueden elegirse infinitos ejemplos, y además ni 

siquiera es necesario considerar solamente a las funciones normalizadas.

Problema 4.3 ®

El sistema de electrones pi de un hidrocarburo conjugado se puede 
estudiar como si fueran partículas en una caja monodimensional. 
Suponiendo que la longitud de la caja es L= a + 0nc, siendo nc el 
número de átomos de carbono conjugados, determine los valores 
óptimos de a y P para reproducir la longitud de onda de la primera 
transición electrónica permitida en las moléculas de etileno, 
butadieno, hexatrieno y octatetraeno. Los valores experimentales de 
X en Angstroms son, respectivamente, 1625, 2100, 2470 y 2860.

Los niveles de energía de una caja monodimensional (0<x<L) con p 

partículas son:

+n2^ -+np^

Según la regla de Stoner (dos electrones por orbital), en el estado 
fundamental estarán ocupados los p/2 primeros orbitales, de manera que la 
energía de ese estado será:

y para el primer estado excitado,

,2 / y 7 / y
E*=-^ L2+l2 + 22 +22 + - + |-l1 +Í- + 1]

8mL2 t2 J l2 J
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de forma que la energía de excitación prevista por este modelo resulta ser:

AE = E*-E0 =
h2 

8mL2
_táP±l) 

8mL2

y como AE = hv = —, la correspondiente longitud de onda será:

8mcL2 
h(P + l)

Despejando L:

L ah(P + i)Y/2 
[ 8mc J = a + pnc

Como en los hidrocarburos conjugados cada átomo de carbono contribuye con 
un electrón a la estructura jc, se tiene que p=nc, por tanto llamando x, al 
número de átomos de carbono de cada molécula, e y¡ a su longitud:

Si el modelo es correcto una representación de y¡ frente a x, debe ajustarse a 

una recta de pendiente p y ordenada en el origen a.

En la figura 4.3 pueden verse los datos necesarios para realizar el 
ajuste por mínimos cuadrados, que puede realizarse mediante el programa 

REGRE.BAS. Se obtienen los siguientes valores para a y p:

a= 2.248848 10'10

P= 0.828500 1010

Recordando que, como se vio en el problema 1.3, el error esperado para los 

coeficientes obtenidos es:

D
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7

W105

lO-io

K V

2 1625 3.8451 10'10

4 2100 5,6432 lü'10

6 2470 7.2414 10'10

8 2860 8.8357 ID10 -

lO-io9

Íhjí''2 
l,Bmc )

Figura 4.3. Datos empleados y aspecto gráfico del ajuste usado.

donde: 

re =0.6745

siendo d|=y“-y,, la desviación de cada medida. Podemos, por tanto, 

estimar los errores en el cálculo de a y p, para ello calculamos las yCaicUiadas y 
las desviaciones, tal y como aparecen en la tabla 4.1, y escribir:

X Vcal d=y"'-y, d3

2 3.90584874 lO'10 0.0607488 3.690 10‘3

4 5.56284952 10'la -0.0803504 6.456 10‘3

6 7.21985054 10'10 -0.0215492 0.464 10’3

8 8.87685108 10'10 0.0411510 1.693 10-3

Tabla 4.1. Datos para el cálculo del error esperado de los 
coeficientes. Con ellos se obtiene: e(a)=0.07, £(P)=0.01 .
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Finalmente, se obtiene:

a = (2.25 ±0.07) 1010m

Los electrones pi del benceno están obligados a moverse en las 

proximidades de sus seis enlaces conjugados, pero al formar éstos un ciclo en 
lugar de una cadena abierta, no tiene sentido aplicar condiciones de contorno 
del tipo 'P(x0)=0, como las aplicadas en la caja monodimensional. No existe 
ningún punto en el que la función tenga, necesariamente, que valer cero.

Tampoco tiene sentido modelizar el 
sistema mediante una caja cuadrada, pues 
en ésta el valor de Y sería grande en el 
centro del cuadrado (recuérdese los 
resultados obtenidos en el problema 4.1), 
cosa que no debe ocurrir con el hexágono 
del benceno.

Lo más adecuado es considerar un 
modelo monodimensional (para tener en 
cuenta que una de las dimensiones reales 
es mucho mayor que las otras dos), pero 
aplicar condiciones de continuidad de Y y 
de su derivada, en lugar de condiciones de 

anulación. Esto es:

p = (0.83 + 0.01) Iff10 m

Problema 4.4 G®

La función de onda pi-electrónica de la molécula de benceno no 
puede hallarse mediante el modelo de electrones en una caja 
monodimensional empleado para los polienos lineales, y tampoco 
resulta válido un modelo de caja cuadrada. Razone las causas de que 
ambas formas de tratar el benceno sean erróneas e intente proponer 
una versión del modelo de electrón libre que resulte más adecuada 
que las desechadas.

Figura 4.4. Esquema de la 
molécula de benceno.
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siendo t la longitud del enlace C-C. Estas condiciones se limitan a traducir la 

continuidad del potencial que puede suponerse, en primera aproximación, 
como constante y se pueden aplicar como se estudia en el problema 4.5.

Problema 4.5

Encontrar los niveles de energía de los electrones pi de una molécula 
de benceno, y la longitud de onda X prevista para su primera 
transición electrónica mediante un modelo de caja monodimensional 
empleando las condiciones de contorno:

-■ OL-OL
siendo i la longitud del enlace C-C, l=1.4Á. ¿Por qué hay que emplear 
estas condiciones en vez de las de partícula en una caja?.

El hecho de que el modelo de caja monodimensional proporcione buenos 
resultados en las moléculas conjugadas de cadena lineal, aunque la cadena no 
forme realmente una línea recta (es una línea quebrada), sugiere mantener la 
misma estructura de <p para describir los electrones pi de la molécula de 
benceno, esto es:

<p = A e'kq + Be^kq con k = 
t¡

siendo q una especie de coordenada efectiva que señala la posición del 
electrón en el anillo y puede tomar valores entre 0 y 6^=8.4Á.

La relación entre los coeficientes A y B y los valores permitidos de k (y 

k2h2
por consiguiente de E= ——) habrán de obtenerse de las condiciones de 

2m
contorno indicadas en el enunciado. Éstas conducen a las ecuaciones:

<p(0) = cp(6£ = L) A + B = Ae¿kL +Be“¿kL (1)
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A-B = Ae*kL-Be“'kL (2)

Las condiciones (1) y (2) equivalen a un sistema de ecuaciones lineal y 
homogéneo:

(e¿kL -1)a + (e^kL - 1)b = 0

(e' kL - 1)a - (e-/kL - 1)b = 0

que tendrá solución (distinta de A=B=O) si el determinante del sistema vale 

cero:

=-2 (e^kL - l)(e>kL -1) = 0

Esta condición se cumple cuando:

a) e¿kL = eos kL + ¿sen kL = 1 

o cuando:

b) e"kL = eos kL - ¿sen kL = 1 

y ambas condiciones equivalen a:

kL = 0, ± 2tc, ± 4tt, ...

Luego,

k =2rm_ con n _ o j-1 ±2, - 
L

Si sustituimos estos valores de k en las ecuaciones originales se obtiene:
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(e¿kL-l)A + (e“'kL-l)B = 0 =» O.A + O.B = O

. . . . 2mt
esto es, mientras sea k =----

L
los valores de A y B resultan completamente

arbitrarios. Hay por consiguiente una degeneración (de orden dos), excepto 
en el caso n=0 en el que se obtiene:

<p(n = 0) = A + B = cte (V A, B)

con energía:

E - kV - 0

Cuando n=l ó cuando n=-l se obtiene:

<p±1(q)= Ae¿(2nq/L) + Be

4ti2 í2 _ h2

con A y B arbitrarios. De forma similar, para cualquier n^O se obtiene:

<p±n(q) = Ae' (2nm,/L) + Be ’(2r”tq /L’

Figura 4.5. Niveles de energía para la 
molécula de benceno.

_ _ h2n2

2mL2

Se ve claramente que estos son 
estados degenerados, que pueden 
representarse por combinación 
lineal de las funciones:

<p+n = Ae‘ (2ltnc’/L)

»p g j^nnq/L)

o, si se prefiere, de senos y 
cosenos.

Ocupando los niveles con los 
seis electrones del benceno, y 
teniendo en cuenta la regla de
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Stoner, se ve que la primera transición (estado n=l a estado n=2) implicará 
un cambio de energía de:

12 2 1 2mL? ' 2m(^ ' 72 m?

Por otro lado, AE = hv = —. Despejando la longitud de onda y aplicando la 
X

ecuación anterior: 

sustituyendo los valores numéricos, obtenemos un valor para la longitud de 

onda:

1= 1.90 10'7m = 1900 Á

Este resultado concuerda con el hecho de que experimentalmente el espectro 
UV del benceno se compone de dos bandas intensas a 1800 Á y 2000 Á (y 

otra muy débil a 2600Á). La razón de esta multiplicidad es que, debido a la 

repulsión interelectrónica -que no se tiene en cuenta de forma explícita en el 
modelo- los niveles que éste ha previsto degenerados, no lo son del todo:

1L " 11

11

Modelo Femó Realidad
(4 transiciones posibles, 
próximas a la prevista 
por el modelo Femó)

Figura 4.6. Comparación entre las transiciones previstas por el modelo 
FEMO y la realidad.
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Pudiéndose producir hasta cuatro transiciones diferentes donde el modelo 
sencillo da una degenerada. Ahora bien, la intensidad de las cuatro es muy 
diferente, hay dos transiciones permitidas, una prohibida y otra casi prohibida 
(la forma de predecir las intensidades de las transiciones de un espectro se 
estudiará en el tema XV).

Problema 4.6 @®

Calcular, expresando el resultado en función de las integrales 
básicas:

S¡j = I 0*40 0jW<IV|1

0T(|i)t|10j(n)dv(l

el valor medio de la energía cinética de un átomo con dos electrones, 
cuando la función de onda es un determinante de Slater:

01(2)

02 (2)

El operador de energía cinética, en unidades atómicas (m=l, *=1), 
es:

T=--M-|^=t;+t;

Cuando las funciones son ORTONORMALES basta aplicar las reglas de 

Slater. Concretamente, como los operadores y t2 son monoelectrónicos,
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y por consiguiente:

GOhn Mn)^

D tjDdx — I D tjDdx = —(Tu + T22)

con lo que:

D (t^ + Í2) D dx — Tu + T22

Obsérvese que al aplicar las reglas hay que suponer que los determinantes 
están normalizados,

$1(1) $i(2

$2 (1) $2(2
(s8 = ív

Cuando los orbitales $1 y $2 no son ortogonales,

J$ 0j dx = S¡j

y el valor medio es:

$1(1) $!«) u . ; $1(1)
. . '"I +'2
$2(1) $2(2) 1 $2(1)

$1(2¡

$2(2)
dx! dx2

Desarrollando los determinantes:

$í(l) 0Í(2Í '^(l) 

$2(1) $2(2) ti$2(l)

$1(2)

$2(2)
dxj dx2
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|"j (ói(l)02(2) - 01(2)02(1)) (ti0i(l)02(2) - ^02(1)01(2))dii dx2

2

(con el índice del electrón -1 ó 2- indicado por la posición del orbital, es decir 
0í(1)0j(2) = 0,0j). La integral con ti (sin normalizar) se reduce entonces a:

+ T22 Su " T21 S12 - Ti2 Sji

El factor de normalización es tal que 

operando al igual que antes, se deduce:

N2|^| 1^02^1 dr2 =1, de donde,

N2 = —7-------i---------- r
2(SnS22 - S12S21)

(pues S21 = S12),

luego:

N y Ít„ )n * dx = Iu§zz±T22Si 1 ZJ21S_12 -Zizs.zi 
2(SnS22-S12S21)

(igual para ti y t2, como se comprueba fácilmente). Luego en general:

TUS22 + T22S11 - T21S12 “ T12S21

S11S22 - S12S21
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Problema 4.7

Sabiendo que la integración 
reglas:

sobre la variable de espín "s" sigue las

Ja2(s)ds =Jp2(s)ds =1

/ a(s)P(s)ds =0

encontrar, en función de integrales sobre los orbitales sin espín cp¡ el
valor de la energía de un sistema bielectrónico descrito por una
función de estado determinantal:

02 (i) 02 (2|)

a) cuando = q>o(r)a(s), y fe = <Po(r)P(s) ■ (Es decir, orbitales con igual

parte espacial y distinto espín).

b) cuando^ = <pi(r)a(s), y fe = <p2(r)P(s). (Orbitales con distinta parte

espacial y distinto espín).

c) cuando^ = ^rjafs), y <>2 = <|>2(r)a(s) . (Orbitales con distinta parte

espacial e igual espín).

En los casos a) y b), los espinorbitales <>i yó¡ son ortogonales por tener 

distinto espín:

óx^dr = J <Pi<P2<iV J" apds = 0

=o‘

de manera que si se suponen también normalizados (o se normalizan) pueden 

aplicarse las reglas de Siater:
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donde Hh, J¡j y K,j son las integrales sin espín que se indican un poco más 
adelante.

En el caso c) los espinorbitales ya no son, necesariamente, ortonormales:

J" = J" o^dV J" a2ds - j*«p^dV

y es necesario para aplicar las reglas de Slater, que las partes espaciales q>, y 
92 sean ortonormales. Si no lo fueran, habría que sustituir <pi y <p2 por las 

funciones 9° y <p% que resulten de ortonormalizarlas.

Una vez establecidas las condiciones de ortonormalidad, las reglas de 
Slater indican que en cualquiera de los tres casos será:

= + + 912^11 + H22 + 012 “ Kiz)

J|j = Jj^WOiz ♦]2Wdt1dt2 = Jj^Wghip ^dVjdVj

K¡1 = JJ"MjUÍSiz Wj(2)dT1dt2 =

912 WPjUJdVidVj o¡ajdS2

de manera que ^=0 en los casos a) y b), pero K|/0 en el caso c).
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Sustituyendo ahora ©i y «p¡ por sus valores en cada caso, tenemos:

(Ñ/ ^2H0q + J00

= *^11 + ^2 +

(^)c = + ^°2 +J*2 " ^2

donde el superíndice de rfn, i°2 y K?2 significa que las integrales han de 

calcularse con los orbitales ortonormalizados.

Problema 4.8 ®®

Determinar si son ortogonales y si están normalizados:

a) Los vectores tridimensionales: (1,1,1), (2,2,3) y (2,2,1).

b) Las funciones de una variable: fj=x, f2=x2 y f3=x3, definidas en el 
intervalo 0<x<l.

c) Los orbitales atómicos Is, de distinto exponente, con a¡=l,2 y 3:

<t>¡ =!-?-> exp(-a¡r) 
I it J

Ortonormalizar, finalmente, estos tres conjuntos mediante el método 
de Schmidt.

Los conceptos de ortogonalidad, normalización y ortonormalización se 
aplican indistintamente a cualquier clase de vectores, a condición de emplear 

el producto escalar adecuado.

a) Para vectores dados por componentes (xlf x2, ... , xn):
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n=i

de manera que la matriz de productos escalares de los vectores de este caso 
es:

Xi * Xj Xa x2 x3

Xi 3 6 5

«i 6 14 9

Xa 5 9 9

Como x¡ * Xj * 0, los vectores no son ortogonales, y como x¡ * x, * 1 tampoco 

están normalizados.

b) En el caso de las funciones f(x) con 0<x<l el producto escalar debe ser:

con lo que la matriz de productos escalares de las funciones es:

í j X1 X3

X 1/3 1/4 1/5

X2 1/4 1/5 1/6

x’ 1/5 1/6 1/7

Por lo tanto, las funciones fn(x) = xn no son ortonormales en el intervalo 

0<x<l. Obsérvese que si el intervalo hubiese sido otro, por ejemplo -1<x<1 
algunas de las funciones habrían sido ortogonales:
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J x ■ x2dx 

i

= 0

La ortogonalidad de funciones depende del espacio en el que estén definidas.

c) En el caso de los orbitales, el producto escalar es una integral 

tridimensional:

™ n 2n
= (¡|j} = J^^r2drJ senedejdip 

ooo

en nuestro caso:

3/23/2 C"
------ - ---- 1 r2 expI- + ajrldr i sen 0d0 I d«p

* Jo 3 Jo Jo

.3/2 3/2
2!

• 2 2ic =

con lo que la matriz de solapamiento es:

*2

1 0.838 0.670

0.838 1 0.941

0.670 0.941 1

( 3|'1/3

Por consiguiente, los tres orbitales — exp(-ar) con a=l,2,3 están 

normalizados pero no son ortogonales.
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Para ortonormalizar por el método de Schmidt se sigue el esquema:

lyu| Proyección ; __ Normalización }

siendo {y} el conjunto de vectores originales, {yj el conjunto de vectores 

auxiliares obtenidos restando a v,’sus proyecciones sobre w'con j<¡:

y¡ =

j<¡

Por último los wj que forman la base ortonormal se obtienen normalizando 

los vectores auxiliares yf .

(vf* wjwj

Aplicamos este procedimiento al caso de los vectores tridimensionales 
del apartado (a). En primer lugar elegimos uno de los vectores y lo 
normalizamos:

vi = yj = (1,1,1)

Wj =
( 1 1 1 ) 

|?3'73'73 J

El segundo paso es restar al segundo vector su proyección sobre w^,

y2 = v2 -(v2 * w'Jw;

y2 = (2,1,3)-

normalizando.

por último, se resta al tercer vector su proyección sobre wf y w2'
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1 1 111

Operando:

1. -1 -1
3'6'6

- (2^,1)*Í0z-¿,4 0,^ *

y normalizando:

w3 =
2 -1-1

Para el caso (b), de las funciones monodimensíonales, la aplicación del 
mismo procedimiento conduce a:

yi = fx = x

«i = NiYi

Para la segunda función:

y2 = f2-(fzlw^wj =x2-5 x
>1
73 • x3dx = x2 x 
o 4

w2 = N2y2

.' dx = 1 N2 = V80

y por tanto:

^Soíx2- -
4
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Para la última función: 

y3 = f3 - (fslw^Wj - (f3|w2)w2

y sustituyendo f3, w, y w2 por sus valores:

Normalizando, obtenemos:

¡880 ( 3 4 2 2 1 i* 5X J

En el caso (c) correspondiente a los orbitales atómicos:

1 -r«i = yi = — e
y*

es decir Wi=01F ya que 0i está normalizado. Para el segundo orbital,

y2 = <t>2 =02 - (021^)<f>i =02 -0.8380!

por otro lado,

w2=N2y2=T^T

<V2 | yz) = (*2102) -2(O.838)(01|02) + (O.838)2(0i|0i.) = 0.298
=0.838 ' =1

entonces:

w2 =-rd¿r- = = 1.833y2 =1.83 3 02 -1.53 6 0!
2 7^7 ^298 Y2 92 *

Y para el último orbital:

y3 = 03 - (03|wi)wi - (03 |w2)w2 = 03 - 0.67001 - 0.94102
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normalizando,

w3 = N3y3 = , y3

(yslys) = 1 “ ^3 ~ ^3 + 2S12S13S23

= 1 - (0.670)2 - (0.838)2 + 2f0.838J(0.670)(0.941) = 0.906 

por tanto:

W3 = 1.051 03 — 0.70401 — 0-989 02

W2 = 1.833 02 ~ 1.536 0i

Wi =0!
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Capítulo V:
Funciones de Onda Hidrogenoides. 
Espín

• Sistemas con potencial central y armónicos esféricos

• Ecuación radia!. Niveles de energía y degeneración en 
los átomos hidrogenoides

• Orbitales hidrogenoides reales y orbitales híbridos

• Átomo en un campo magnético

• Espín electrónico

Teoría Básica

5.1 Sistemas con potencial central y armónicos esféricos.

Los orbitales atómicos son soluciones de ecuaciones de Schródinger en 
las que el potencial, V(r) tiene simetría esférica, esto es se trata de un 

potencial central. En el caso de un átomo hidrogenoide:

La resolución de las ecuaciones de Schródinger con potencial central se 
realiza, normalmente, empleando las coordenadas polares esféricas, definidas 

por las relaciones:

r = (x2 + y2 + z^ (5.2)
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9 = árceos (z/r) (5.3)

= arctg(y/x) (5.4)

o por sus inversas:

x=r sene cos<p (5.5)

y=r sene sen<p (5.6)

z = r cosO (5.7)

Una representación geométrica de estas coordenadas (figura 5.1) permite ver 
fácilmente que sus límites de variación son 0<r< ~ ; 0<0<it y 0<q><27r.

Figura 5.1. Definición del sistema de coordenadas polares esféricas.
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El elemento diferencial de volumen y el operador laplaciano en 
coordenadas polares esféricas son:

dx = r2 sen 6 drdedtp (5.8)

i a /i2 a) i a ( j i a2 „
v = t—Ir —J.-l—,------- —Isene—Id—.---- =------ =- (5.9)

r2 3r( 3r J r2 sen 0 39 ( 36) r2 sen2 9 3tp2

y la ecuación de Schródinger en estas coordenadas es:

n2 3 ( 2 9* 1 *Z 3 ( „ 3T j
------- -—'r¿ — '|------------------’sene— |-

2ur2 3r I 3r I 2ur2 sen 6 30 I 36 I
(5.10)

------- 2 +V(r)¥(r, 6/p) = E'F(r, 6/?) 
2|xr2 sen2 6 d<p

donde y = y(r, 6, <p) y "g" representa la masa reducida de la partícula 

considerada. Para los electrones atómicos, n es aproximadamente igual a la 
masa ordinaria del electrón.

La ecuación (5.10), a pesar de su complejidad, admite soluciones de 

variables separadas:

v(r,e,<p) = R(r) T(e) F(<p) (5.11)

en las que la parte angular puede escribirse de la forma:

T(0) F^R,"1 (eosej e-"” (5.12)

donde t = 0,1,2,.., — , m = 0,± 1,± 2,...,±¿ y Pecóse) son las funciones 

asociadas de Legendre. Las funciones (5.12) convenientemente normalizadas 
se denominan armónicos esféricos:

Yr(ez<p)=' ^(cose)^ (5.13)

Estos forman la base ortonormal más empleada para desarrollar las funciones 
que dependen de las coordenadas angulares 6 y <p:

fM^^W (5.14)

i m
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y los coeficientes C,m están determinados por las integrales:

sen 0 de d<p

o o

(5.15)

El signo de los armónicos esféricos sólo tiene importancia en contadas 
ocasiones, pero conviene notar que es negativo si "m" es positivo e impar, y 
positivo en cualquier otro caso.

5.2 Ecuación radial. Niveles de energía y degeneración en los 

átomos hidrogenoides.

Las funciones propias de cualquier ecuación de Schródinger con 
potencial central pueden expresarse de la forma:

v(r, 9,<p) = R(r)-Y™(e,<p) (5.16)

siendo Y,m(e,<p) un armónico esférico y R(r) una función que depende de cual 

sea el potencial V(r). Sustituyendo la ecuación (5.16) en la ecuación de 
Schródinger (5.10), se llega a la ecuación que determina R(r):

í2 df2dR) í(^ + l)í2
■2^d7V dF/T + Tr r

En el caso de los átomos hidrogenoides:

V(r)=- (5.1)

y los valores propios de la energía resultan independientes del número 
cuántico f:

c Z2

(47te0)2fi2 2n2
(5.18)

Estos valores deducidos con la ecuación de Schródinger coinciden con los 
valores previstos con el modelo de Bohr y son casi exactamente ¡guales a los 

encontrados al estudiar experimentalmente los espectros de los átomos 
hidrogenoides.
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El grado de degeneración gn del n-simo nivel de energía si no se tiene 
en cuenta el espín es:

n-1
gn =^(2/ + l)=n2 (5.19)

/=0

Si se incluye el espín:

gn = 2n2 (5.20)

debido a que cada una de las funciones propias obtenidas puede asociarse con 

un espín a o con uno p.

Los estados estacionarios de los átomos hidrogenoides,

0n,/,mM,<p) = M4 (5.21)

se clasifican con los tres números cuánticos: n=l, 2, 3, 4,”-; ^=0, 1, 2,..., 

(n-1) ; m=-/, -1+1,—, 1-1, + f. Su energía viene dada por (5.18) y su 

degeneración, teniendo en cuenta el espín por (5.20).

En la tabla 5.1 pueden verse las primeras funciones radiales 
normalizadas y en la tabla 5.2 los armónicos esféricos necesarios para 
construir los primeros estados estacionarios de los átomos hidrogenoides.

5.3 Orbitales hidrogenoides reales.

Las funciones (5.21) son propias de la ecuación de Schródinger de los 
átomos hidrogenoides, pero no son las únicas fundones propias posibles. 
Debido a su degeneración cualquier combinación lineal:

n-1 +1
♦n^r,0/ v) = V V Rn/r)W,9) (5.22)

í=0 m=-t

describe a un estado atómico tan válido como lo sean sus componentes 

Rn /r) Y/m(e,<p). La energía es la misma que la de las componentes, pero las 

demás propiedades (como el momento angular, la simetría, etc.) pueden 

cambiar.
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R - 1 ÍZ
3,2 81730^0

3/2 ,
2 I ~ P pz exp

R

Tabla 5.1. Partes radiales normalizadas de orbitales hldrogenoides. En ellos 

p = Zr/a0. Están normalizados de manera que ír2R„,(r)dr = 1. 

ü

= 0, estados "s") 

(fcl, estados "p")

(/ = 2, estados " d")

(¿ = 1)

(/ = 2)

Tabla 5.2. Armónicos esféricos normalizados. Cumplen la condición:

j^Y/Ve, 9) sene dfld<p = 1
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Los orbitales hidrogenoides reales son combinaciones lineales reales de 
las funciones (5.21):

m = faní-m + 0n<m) = Rn/(l")"P/ (COS0) • COS (m<p) (5.23)

- Íním) = ^2 Rn/(r) Pecóse)-sen (m<p) (5.24)

En lugar de la farragosa nomenclatura <t>™m y para designar a los 

orbitales atómicos reales es habitual utilizar los símbolos ns, npx, npy, npz, 

nd2,2/ndx2y. 2, ndxy, etc. Los subíndices hacen referencia a la posibilidad de 

identificar ciertas coordenadas cartesianas, o combinaciones de ellas, en la 
estructura matemática de cada orbital. Por ejemplo:

♦aíi = Npe p/2 sen© eos<p=— x-ep/2 (5.25)
V32n

= Np e p/2sen© sencp =
(Z/ap/72 

V32n
e-P/2 (5.26)y ■

02 10 = Npe p/2cos9 z e p/2 (5.27)
'' V32n

La primera de estas funciones se llama, por consiguiente, orbital 2px, la 
segunda 2py y la tercera 2pz.

La probabilidad de encontrar un electrón atómico descrito por un 
orbital Rn^(r) Y(e, <p) a una distancia del núcleo comprendida entre r y r+dr 

con independencia de la dirección considerada es:

R^(r)dr = r2F^(r) (5-28)

La función de r obtenida se llama función de distribución radia!, y suele 
denominarse g(r).
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5.4 Orbitales híbridos

Cuando se emplean los orbitales atómicos como funciones de base para 
el estudio de moléculas, resulta útil emplear combinaciones lineales que 
tengan propiedades direccionales más acusadas que los orbitales atómicos 
ordinarios. Por ejemplo, puede ser útil emplear orbitales cuyos ejes coincidan 
con los enlaces de la molécula estudiada. La fórmula (5.22) permite lograrlo, 
dando lugar a los orbitales híbridos.

Los orbitales atómicos tipo "s" tienen simetría esférica, por lo que no 
se relacionan con ninguna dirección definida. Los de tipo "p" son los más 
sencillos a los que puede asignarse una dirección determinada. Si 
combinamos un orbital "s" con uno tipo "p" que tengan la misma energía:

|tz) = a|s) + p|Pz) (5.29)

y si mantenemos la combinación lineal normalizada (a2 + p2 = 1):

|tz) = a|s) + 71 - a2 |pz) (5.30)

en la que el símbolo |s) representa un orbital 2s, el |pz) a uno 2pz, y a mide la 

participación del orbital s en el híbrido |tz), que es un orbital atómico tan 

válido como sus componentes.

Para construir un híbrido |t¡) que apunte hacia un punto dado A, 

bastará combinar un orbital s con uno pA cuyo eje se encuentre sobre el 

segmento OA. La expresión analítica del orbital pA se obtiene mediante una 
combinación lineal de los tres orbitales px, py y p2 con coeficientes iguales a 

los cosenos directores del segmento OA respecto a los tres ejes OX, YO y OZ:

|Pa) = ®Ax|Px) + mAy|Py) + “Az|Pz)

(5.31) 

“Aq = cos(AOQ); OQ = x,y,z

|t1) = ai]s) + ^1 —a2|p¡) (i = 1,2,3,4) (5.32)

Cuatro híbridos del tipo (5.32), con |p¡) dado por:
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|pi) = -^(|pxHpy) + |Pz)) (5-33)

lp2> = ¿(lpx>-|py)-|pz)) (5-34)

lp3> = ^(-|px> + |Py)-Ipz>) (5-35)

lp4> = ^(-|px)-|py) + lpz)) (536>

podrían servir para estudiar los enlaces de una molécula como el metano, 
cualquiera que fuese el valor de los coeficientes a¡. Sin embargo, dado que los 
cuatro enlaces de esta molécula pueden suponerse equivalentes, resulta 
razonable imponer la condición complementaria:

— ^3^“ ^4 =3

(5.37)

|t¡) = a|s) + Vi-a2 | p¡)

Por último, el valor del parámetro "a" se determina imponiendo que los 
híbridos formados sobre un mismo átomo sean funciones ortogonales:

Jt¡tJdT = 5iJ (5.38)

Aplicando esta condición a los híbridos (5.33)-(5.36) se obtiene a = ±^, y 

eligiendo el signo positivo se obtienen los cuatro orbitales híbridos:

= |(|s)+ lpx> + |py) + |pz>) <5-39)

l^hlílsHPxHPyHPz)) (5-40>

It3)=12(ls)-Ipx) + Ipy)-Ipz>) <5-41)

l^hjOsHPxHPyHPz)) C5-42)
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que se usan frecuentemente en el estudio teórico de los hidrocarburos 
saturados.

Cuando los híbridos de un átomo se consideran "en conjunto", se 
clasifican con arreglo al tipo de poliedro que definen. Así, se habla de 
hibridación tetraédrica, trigonal, lineal, octaédrica, etc. En cambio, cuando un 
híbrido se considera aisladamente, su clasificación se hace atendiendo al 
"peso" que cada clase de orbital atómico ordinario tenga en él. Para calcular 

este "peso" se reescribe el híbrido normalizado t = a -1 s) + b • | p} + c • | d) en la 

forma:

|s) + 7n |p) + 7m d) 

vf+n + m
(5.43)

siendo 7ñ = b/a y Vm = c/a. Un híbrido de esta clase se nombra "spndm", 

para reflejar la importancia relativa de cada clase de componente, que es 
proporcional al cuadrado de su coeficiente en la combinación lineal. Así, los 
híbridos (5.39)-(5.42) resultan ser de la clase sp3.

5.5 Átomo en un campo magnético.

El hamiltoniano de una partícula con carga "q" en un campo magnético 

constante B = B éz, es:

ó S2 .,2 ., .qíB f 9
H =------V + qV + í--— x------y

2 m 2 m I dy2m 2m
(5.44)+ /

y puede dividirse en tres partes con significado físico muy distinto:

H = Ho + Hi + H2

El operador:

Ho = -^V2 +qV

(5.45)

(5.46)

es el hamiltoniano en ausencia de campo magnético. Los otros dos, por tanto, 
se pueden considerar originados por el campo magnético. El término:
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se llama término paramagnético y es proporcional al operador de momento 
angular:

Lz x^--yíp (5.48)

dy dxj 9<p

El último término,

H2=¿^(x2+y2) (5.49)

o m

se llama diamagnético, y también término cuadrupolar, por ser proporcional a 
una de las componentes del tensor de cuadrupolo eléctrico. Como en las 
experiencias habituales B es del orden de un Tesla, resulta válido despreciar 
los efectos del término diamagnético y emplear como hamiltoniano de un 
electrón (q=-e) en un campo magnético constante:

H(B)=Ho + ^-Lz (5.50)
2me

A partir del hamiltoniano (5.50) es como se calcula, normalmente, el efecto 
de un campo magnético sobre los niveles de energía de un átomo 
hidrogenoide y sobre su espectro.

5.6 Espín electrónico.

El espín es un observable, cuyas propiedades fueron resumidas por Pauli 

en los postulados:

1. Al observable espín le corresponde un operador vectorial S cuyas 

componentes Sx,Sy/sz cumplen relaciones de conmutación 

análogas a las de un momento angular:

SXSy - SySx = ¿ ftSz (5.51)

SySz - SzSy = i ftSx (5'52)
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s's'-SX^ís” (5.53)

2. Los valores posibles de una componente del espín dependen del tipo 
de sistema estudiado. Para un electrón sólo pueden ser +S/2 y 

-h/2.

3. El momento magnético asociado al espín es aproximadamente el 
doble del que correspondería a un momento angular ordinario:

P = -gpeS" (5.54)

g = 2.00222 (factor de Landé) (5.55)

Las funciones propias de Sz correspondientes a los valores propios h/2 

y - h/2 se acostumbran a llamar a(s) y p(s). La coordenada de espín "s", que 

aparece como argumento de las funciones a(s) y p(s) debe incluirse junto a 
las coordenadas (x,y,z) entre las variables de la función de onda de los 
electrones, y = y (x, y, z, s).

Para estudiar los efectos de un campo magnético constante sobre los 
niveles de energía de un átomo hidrogenoide teniendo en cuenta el espín, hay 
que introducir un término debido a la perturbación producida por la 
interacción espín-campo:

Hs
L eB A 
f2me I3z (5.56)

Añadiendo este término al hamiltoniano se obtiene el que debe emplearse 
para estudiar un electrón sometido a la acción de un campo magnético:

H = H0 ■r^ k + g——B S; 
¿me zme

Las funciones propias de este hamiltoniano son:

Va(r?s) = Rn/(r) Y^e, <p) a(s)

VP(r;s) = Rn¿(r) ^(9, <p) p(s)

(5.57)

(5.58)

(5.59)
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y se llaman espinorbitales. Sus energías son:

F — pO i R
* 2me

(m + gms) (5.60)

con ms = 1/2 para (5.58) y ms = -1/2 para (5.59).

Ejercicios Resueltos

Problema 5.1 ®

Considérese un sistema de dos partículas que se mueven en una 
dimensión, bajo la acción de un potencial que sólo depende de la 
distancia entre ambas V(x2-Xi).

. _ . , . - S2 32 ñ2 32 - x
a) Transformar el operador H =--------- ------------- —+ V(x2 -XjJ, a 

2mt 9xx 2m2

unas coordenadas del tipo: qx= x2- Xi¡ q2= Cx xx + C2 x2.

b) Deducir que relación deben cumplir C2 y C2 para que la ecuación de 
Schródinger en las coordenadas qx y q2 se pueda resolver por el 
método de separación de variables. Comprobar que la coordenada qx 
puede ser, si se quiere, la del centro de masas del sistema.

a) Aplicando la "regla de la cadena" a la transformación de las derivadas, 

obtenemos:

3 _ 3 3qx + 3 3q2 _ 3

3xj 3qx dXj 3q2 3xj 3qj * 3q2

3 3 3qj 3 3q2 3 _ 3------ = ■ ... — ■ 4-------- .—.— _--------- j- L------
3x2 ^^2 ^02 ^^2 áq2
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calculando el cuadrado de estos operadores:

axj aqi ’áqf ^qiaqz

a2
dX2

„ ^L + q2^L+2Q __
3q2! Sq/ ^1^2

sustituyendo en el operador A :

H = --
£¿32 2Ci g2 1 92 c2232

2 [mj gq^ mi 3q2; mi aqi8q2 m2 dqj m2 dq2 m2 dq1dq2

y reagrupando:

b) Para que la ecuación de Schródinger en las coordenadas qi y q2 se pueda 

resolver por el método de separación de variables es suficiente que los 
términos que dependan a la vez de q! y q2 se anulen. Es decir:

2£^2Cl = 0
m2 mt

•1 = mi

■2 = m2
, o en general

= cte • mt

:2 = cte • m2

Es conveniente dar a la constante el valor ---------- ,
mx + m2

Cj = — ^1—
mi + m2 q2 - m-1- X1 + m2—x2

c _ ^2____ + m2 + rri2
2 mj + m2

ya que con ello la coordenada q2 coincide con la del centro de masas del 

sistema. Con esta elección, el operador H resulta ser:
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ft2 rr^ + m2 92

2 ^ao ) 2ao j

■ÁÍ—I r2f—| exp(- Zr/a0) para 2p 

aoj l a0 j

2 m^m2 dq,2

+ m2 d2 

(mt + m2)2 a<^
VfqJ

y, si definimos M = mt + m2 y p. =_mjH?2 t resulta: 
mj + m2

«2 a2

2M acf2 2p aq2
V(qJ

H = -

Problema 5.2 G

Hallar para que valor de r es mayor la probabilidad de encontrar un 
electrón del átomo de hidrógeno:

a) para un orbital Is

b) para uno 2s

c) para uno 2p

Cuando se habla de la probabilidad de encontrar al electrón en función 

de la coordenada r, sin especificar valores para 8 y <p, se hace referencia a la 

función de distribución radial p(r) = r2R2(r) que se obtiene promediando la 

probabilidad respecto a los ángulos 0 y <p. El problema se reduce a hallar los 

máximos de la función de distribución radial en tres casos:

p(r) = r2tó(r)

/7
= 4| — Ir2 exp (- 2Zr/a0) para ls

\a° )

=4Í—| e*P(-Zr/ao) Para 2s
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Aplicando las condiciones de máximo, — = 0, obtenemos para cada caso: 
dr

Para el hidrógeno Z=1 y rm3X= a0, es decir el máximo de probabilidad del 
estado Is se encuentra en el primer radio de Bohr.

dP2s - 1 f Z í 2r[ 1 Zr 1 e-Zr/a0 _3lt2Í1 - e-Zr/a° 
dr 21 a0 | 1^ 2ag I, ag [ 2ag I

reorganizando la expresión:

Itlftj..» ¡.e-wó I1.2LÍXÍÍ.,. L, L 

2 ia0 J 2ag I, 1^ 2a0 1, 1^ ag 1^ 1^ 2a0 j

Esta expresión será igual a cero en los siguientes casos:

♦ Si r = 0 (En este caso se trata de un mínimo, pues í ^-^-1' > 0 .

I dr

♦ Si í 1 - I = 0, es decir r = en el caso del hidrógeno r = 2a0 
( 2a0 J Z

(En este caso también es un mínimo)
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operando:

2_ZL_^+Z^_Z£ = o
So ao 2ag a0

4?-^ + 2=0

2á0 ao

como para el hidrógeno Z=l, basta multiplicar por 2a0 para obtener:

r2 - 6a0r + 4á0 = 0

6a0 ± 736á0 - 16ag 6 + 720 , L 
fmax =-----------2-----------= —2— ao ± *5/ao

por tanto hay dos soluciones:

Figura 5.2. Funciones de distribución radial de algunos orbitales del átomo de 
hidrógeno.
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&.24a0 
rmax _ 'i

jO.76ao

y ambas corresponden a máximos (véase figura 5.2). De los dos, el que 
ocurre a 5,24a0 es el mayor, como puede comprobarse calculando el valor de 
la función de distribución radial para ambos valores de r.

reorganizando:

por tanto las soluciones serán:

♦ r=0 (que es un mínimo)

. Zr « 4an , .♦ 4----- = 0 => r = —- , que es un máximo.
a0 Z

En el caso del hidrógeno rmax(2p)= 4a0, es decir el máximo de probabilidad 
del orbital 2p se encuentra en el segundo radio de Bohr. Obsérvese, sin 
embargo, que no ocurre lo mismo con el estado 2s, para el que el máximo 
principal está algo más alejado.

Problema 5.3 O

Hallar el valor medio de la coordenada r, de un átomo de hidrógeno 
en un orbital Is y en uno 3d.

Dato: fx" e-axdx = nj
J an+1
o
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En general, M = I ¥*r'P dx y V = R(r) YP^cp), de manera que:

(r)v ^(e, cp)]2 sene dedip

ya que los armónicos esféricos están normalizados. Empleando la función R(r) 
correspondiente a cada caso:

3/2 
e~r/ao

Obsérvese que (r^ >ao, esto es, se encuentra más allá del máximo de la 

función de distribución radial. Ello se debe al carácter asimétrico de esta 
función. En el caso del orbital 3d:

o

4 1 7! - 21
730 J a? (2/3a0)P“ 2 a°

Problema 5.4 ®G

Obtener, combinando los tres orbitales 2s, 2px y 2py, dos híbridos 
que formen un ángulo de a) 120° , b) 109° , c)180° y d) 90°.

Llamaremos | s), | x) e | y) a los orbitales 2s, 2px y 2py.
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a) Los orbitales híbridos pueden describirse mediante expresiones del tipo:

|ti) =a1|s) + 71-a? |x) 

|t2) = a2|s) + 71-ai (co*|x) + coy|y))

Figura 5.3. Esquema de los ángulos 
formados por el eje híbrido y los ejes de 

coordenadas. Se ve que cüx = eos 120° 

y <0y = eos 30°.

de manera que ambos están 
normalizados y en donde y wyson 

los cosenos de los ángulos formados 
por el eje del híbrido y los ejes de 
coordenadas (véase figura 5.3):

<ox= eos 120° = -i
X 2

Con ello:

|ti) = a1|s) + 71-a? |x}

La condición de ortonormalidad ti±t2 implica que,

donde se han omitido todos los términos cruzados debido a que, al ser 
ortonormales los orbitales atómicos de que partimos, su valor es igual a cero. 
Esta igualdad permite obtener sólo una relación entre ai y a2, a2 = f^), 

dejando una infinidad de híbridos posibles. Ahora bien, si se quiere que los 
híbridos obtenidos sean equivalentes, debe ser a2=at y por lo tanto:

aí -|(l-ai)= 0
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a2 - 1 - a2 
ai -j-a2

de manera que:

v 3

Se ve que el resultado, escrito en la forma
_ls)+^lp)+^ld)

Vl + n + m
tiene

n=2, de manera que los híbridos obtenidos son del tipo ”sp2".

b) Se opera igual que en el caso anterior, pero con:

a* = eos 109°= -0.325568

toy = eos 19° =0.945518

En general para híbridos equivalentes ai=a2=a, por tanto:

|t1) = a|s) + Vl-a2 |x) 

|t2) = a|s) + Vl-a2 (wxjx^ + wyly))

Aplicando la condición de 
ortonor-malización:

Figura 5.4. Esquema de los ángulos 
formados por el eje híbrido y los ejes de 
coordenadas.

J|ti)|t2)dV = a2 + cox(l-a2)=O

a2 = —^— = 0.2456 
l-o>x
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de manera que:

esto es, se obtienen híbridos prácticamente del tipo "sp3".

c) Con un ángulo de 180°, co=cos 180° =-l, por lo que a2=l/2, por tanto 

y se obtienen híbridos del tipo "sp".

d) Para un ángulo de 90° no hace falta hibridar, simplemente

|t2) = |y)

Problema 5.5 O ®

Hibridar los orbitales 2s, 2p, y 2py de manera que sirvan para 
formar tres enlaces situados en un plano,

a) Suponiendo que los tres híbridos tengan que ser equivalentes.

b) Suponiendo que deban formar ángulos de 110°, 120° y 130°.

Determinar, en cada caso, el tipo de híbridos (sp„) formados.

Los híbridos buscados serán combinaciones lineales del tipo:
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IQ^IsJ + bJPxJ + qjpy) (i = 1,2,3)

Ttgura s.s.—estioema ae tas 
direcciones de los híbridos y los 
ángulos formados entre el eje OX 
y los otros dos enlaces.

Debido a que los híbridos deben estar 
normalizados, debe ser:

af + bf + o? = 1 =» bf + o? = 1 - a?

82 +1^2 + ^2 = 1 b2 + c| = 1 - a|

al+bl + g^l => 03+03=1-33

luego podemos expresar los tres híbridos 
en la forma:

|ti> = a¡|s) + Vl-^|Pi)

Tomemos, por ejemplo, el eje OX según el 
primer enlace y llamemos a y p a los 

ángulos formados por éste con los otros dos enlaces. (Figura 5.5). Los 
orbitales p con direcciones adecuadas serían:

|Pl)=|Px) 

|Pz) =|Px)cosa + |py)cosla-y =|px)cosa + |p0 sen a

|p3) = |px)cosp-|py)co¿ p-ij=|px)cosp-|py)senp

Las expresiones de los híbridos serán, en consecuencia:

|ti) = ai|s) + 71-a? |px)

“|py))| tz) = a2 |s) + 71 “a2 (cos “ | Px) + sen

|t3) =a3|s) + 71-a3 (cosp|px) - senp|py))
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a) Si los tres híbridos deben ser equivalentes, entonces a? = a| = a|, 

tanto:

así pues:

por

l^^l^ + ^osNPx)-56^^)

Ahora bien, como debe ser ^dx = I |t3)|t^dt =0, entonces:

J t2tidT = | 2. 2 r 2j
sdx +—eos a I Pyd-t +—eos a spxdt + 2L- sen a

=0

spydt

ío-

spxdt+^-sen a I pxpydz = 0

=0 =0

=> 1 + 2cosa = 0
1 

eos a = —
2

=> a = 120°

Análogamente, de la condición ^tjdx = 0 , se deduce:

l + 2cosp = 0 => p = 120°

Los híbridos equivalentes en el plano forman un triángulo equilátero.

1 2 
— + — cas a
3 3

= 0

3
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b) En este caso los híbridos no tienen porqué ser equivalentes, pero son 
r r

aplicables las condiciones I t¡tjdT = 8^ y I ppjd't = eosa¡j.

Así pues, del hecho de que los híbridos deben ser ortogonales se deduce:

J tjtjdT = 0 => a¡aj + ^|1 - q2 )(1-a21 eos a¡j =0

Figura 5.6. Esquema de los 
ángulos formados por los 
tres orbitales híbridos.

llamando ai2=110°, ai3=130° y a23=120°, 

tenemos:

aia2 = )cos í 10

■ 3^3 = (1 - 3j 1(1 -a^COS 130

a2a3 = 4 & -a¿))cos 120

Multiplicando la primera ecuación por la 

segunda, se obtiene:

íia2a3 - (1 - a2 - a^ )(l-a^)eos 110 eos 130

2\ cosllO • eos 130
eos 120 ~ a233

ya que (1 - í2 I = . Simplificando obtenemos:

a2 =0.439692 (1-a2) =* aj = 0.5526 (recuérdese que 4= = 0.5773 
73

)

Análogamente obtenemos que a2 = 0.4584 y a3 = 0.6961. Por lo tanto, los 
valores de n para "spn" son, en cada caso, ni=2.27, n2=3.76 y n3=1.06 y los 

híbridos son de tipo sp2.3, sp3.8 y spi.i respectivamente.

179



Probibias de Mecánica Cuántica Molecular

Problema 5.6 ©O®

Calcular, para un átomo de hidrógeno en su estado 2p:

a) El valor medio de las energías cinética, T =----- V2, y potencial,.
2m

Ze2 1
V =---------, y comprobar que los resultados cumplen el teorema

4ne0 r "

del viria!-. (v) = -2(T).

b) Calcular el valor medio del operador de momento angular

Lz = ——, y del de momento eléctrico cuadrupolar, Q = e2(x2 + y2).
d<p

c) Emplear los resultados precedentes para estimar la importancia 

de los tres términos de un hamiltoniano H - Ho + Hj + H2,

Ho=-—V2--—1 ; H2 =
2m 4n£0 r 1 2m 2

Este problema podría resolverse en unidades del S.I., pero resulta más 
sencillo si empleamos unidades atómicas (e=l, h = 1, me=l, a0=l, 47te0 = 1, 

véase capítulo VI).

La función de ondas para un átomo hidrogenoide en su estado 2p es:

Zr 
con p = — 

ao

En el caso del hidrógeno Z=1 y, en unidades atómicas a0=l, de manera que 
seleccionando un orbital con m=0, la función de ondas vendrá dada por la 
expresión:

cuando el campo magnético B es de un Tesla.

<t>2p -
1

2/6"
*/2 Y^e,^,

*2p = 2^6 r e"*^2 Y°(e,<p) con Y0,
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a) El valor medio de la energía cinética está determinado por la integral:

v v con T=
2

ya que al estar la función de ondas en 

que expresarlo en las mismas unidades

Sustituyendo la función de ondas:

unidades atómicas el operador T hay 
(í = 1, me=l).

íffl -r/2[3~ Q 1 1 3 (a 3 1 1 3( a3}
(T), = I I I—=re ' J— cose «— n— + —c----------sene— ' 2p V4n I dt J r2sene ae^ aej

t - 1 d2 

r2 sen2 e dtp2
—-re”'/2 
2V6

r2 sen edr de dtp

operando:

eos r2 sen edr de dtp

o lo que es lo mismo:

181



PROBLBMS DE KteCÁNIEA CUÁNTICA MOLECULAR

Teniendo en cuenta que ^xne axdx = —,obtenemos: 

o

/T\ -___ 2 • 31 1
' 82kL4 2 3J

3 e'rdr =—1-3!=
24 4

■2ir = -i[-6] -•2n = -1
82it J 3 8

por tanto,

<t>«4
en unidades atómicas. Para un átomo hidrogenoide es fácil ver que:

En el caso de la energía potencial, el valor medio está determinado por la 
expresión :

f -í Ze2 1 
= y---------* J 4ite0 r

en unidades atómicas 4ite0 =1 y e = 1, por tanto:

sustituyendo la función de ondas:

ya que los armónicos esféricos están normalizados.

o
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Al igual que antes hemos aplicado que xne-axdx =-^-¡ . 
an+i

o

En general, el teorema del virial indica que si el potencial es una función 

homogénea de grado n (es decir V(kr)= kn • V(r)), entonces:

En el hidrógeno n=-l debido a que si V(r) =-Z/r; V(kr) = k 1(-Z/r), de 

manera que el teorema del virial, aplicado a un sistema con potencial 
Vfr) = -Z/r, implica que (V) = -2(T). Comparando las expresiones obtenidas 

para (y) y (T) vemos que efectivamente cumplen este teorema.

b) El valor medio del momento angular en unidades atómicas (fi = 1), está 

dado por la integral:

Sustituyendo la función de ondas 02p con m=0 en esa expresión:

/C7\ = fl I—7= re cosef-/— 'l —Í=re r/2 J—cose r2 sen OdrdOdcp

' JJ J 2V6 V4n 3<P J 2V6 V4n

y como la función no depende de <p (y la derivada de una constante es cero), 

obtenemos que cuando <|>2p tiene m=0 es:

Para otro valor de m, debemos aplicar que:

1^(6, <p) = mfiY^q)) 

luego *Lz(r ■ Yzm)= m»R ■ Y,m , y:
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con m=0 para p2=po y m=±l para p+i y p.p

En el caso del momento eléctrico cuadrupolar, tendremos que cambiar 
las coordenadas del operador, recordando que:

x = r ■ sen 0 ■ eos <p 

y = r • sen 0 ■ sen <p

obtenemos:

Q = e2 (x2 + y2) = e2 r2 sen2 0 (eos2 <p + sen2 <p) = e2 r2 sen2 0

con lo cual estamos en disposición de calcular el valor medio, que en unidades 
atómicas vendrá dado por la expresión:

^2 eos 0 r2 sen 0drd0d<p

2n

eos2 0sen3 0 d0U- 
8 4n

r6e ^dr •

La primera integral vale Ii=6!. La segunda integral se resuelve fácilmente 
transformándola en dos integrales inmediatas:

I2

7t n n
j*sen 0 (1 - eos2 0)cos2 0 d8 = j"sen 0 eos2 0 d0 - Jsen 0 eos4 0 d0

0 0 0

y por tanto:

T [ eos3 0 eos5 0T f 1 1H 1 1 _ 42V 3 5 I l3 ’5JV^T15
luego el valor medio del momento eléctrico cuadrupolar en unidades atómicas 
es:
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/q\=12-.6J— 27t = 12
'' 8 4n 15

b) Con los resultados obtenidos tenemos, para el átomo de hidrógeno:

y, si Z*l:

W = Í

Por otro lado:

(Hi)2p=VUa' (si m=l)

y por último:

Para Bz aproximadamente igual a 1 Tesla = 4.25 10‘6 u.a. (véase tabla de 

unidades), se tiene:

^«lO^u.a ; (^ = 10 6 u.a. ; (H2)»lO^u.a.

Por tanto, para inducciones magnéticas del orden de 1 Tesla (que es un 
campo magnético bastante intenso):

(Ho) - lO5^) = 1O1o(H2)
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Capítulo VI:
Átomos Pol¡electrónicos

• Modelo atómico de electrones independientes

• Unidades atómicas

• Orbitales de Hartree. Métodos autoconsístentes

• Orbitales y reglas de Slater

• El espín en los sistemas polielectrónicos

Teoría Básica

6.1 Modelo atómico de electrones independientes.

En este modelo se desprecian todas las repulsiones interelectrónicas, de 

manera que el hamiltoniano empleado es:

(6.1)

y la función de onda polielectrónica es un producto de funciones propias de 

los operadores monoelectrónicos h,:

(6.2)

con:
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cte = £¡ (6.3)
0, '

Las funciones propias 0¡ de h¡ son los orbitales hidrogenoides Is, 2s, 2p,... 

Las energías propias E son la suma de las correspondientes energías propias 

parciales:

E= = £1+£2 + "’+Sn (6-4)

i

En principio, la función de onda con más baja energía en un átomo con 
n electrones debería construirse con n orbitales ls. Sin embargo esto está 

muy lejos de la realidad. El modelo atómico de electrones independientes 
debe completarse con la regla empírica (regla de Stonery.

Ningún orbital puede emplearse más de dos veces en la construcción 
de la función de ondas total de un átomo.

O, mejor, con el principio de exclusión de Pauli, en el cual se tiene en cuenta 
explícitamente al espín:

Todos los espinorbítales que se empleen en la construcción de una 
función de onda atómica han de ser diferentes.

Los orbitales de un átomo con igual valor de su número cuántico "n" 
forman una capa, y los orbitales con igual valor de n y L una subcapa. En el 

modelo de partículas independientes la energía de todos los electrones 
situados en una misma capa es la misma:

e(ls)< e(2s)= e(2p)< e(3s)= e(3p)< e(3d)= e(4s)< e(4p)=---

Sin embargo, uno de los efectos de la repulsión interelectrónica es alterar la 
energía de las subcapas haciendo que aumente ligeramente con el número 
cuántico t, de manera que el orden energético de las subcapas es, por lo 

común:

ls<2s<2p<3s<3p<4s<3d<4p<-"

El modelo de electrones independientes unido al principio de exclusión 
de Pauli y al orden de energías de los orbitales constituyen la base de la 
explicación del sistema periódico de los elementos.
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En general, los orbitales de cada subcapa que deben emplearse para 
construir la función de ondas del estado fundamental de un átomo están 
determinados por la regla de Hund'.

En la configuración electrónica del estado fundamental los 
espinorbitales de cada subcapa deben escogerse, mientras sea posible, 
con el mismo espín.

Otra regla importante, pues permite deducir las posibilidades de valencia 

covalente de los elementos es la regla de London:

Cuando los átomos forman parte de las moléculas, los electrones de 
cada capa pueden aparearse y desaparearse de todas las maneras 
posibles (aunque para ello los electrones pasen de una subcapa a otra 
de la misma capa).

6.2 Unidades atómicas.

Las unidades atómicas (también llamadas naturales) se definen 
tomando como magnitudes básicas la masa (M), la carga (Q), la acción 
(ML2T-1) y la permitividad eléctrica (Q2M1L3T‘2).

Como unidad atómica de masa se emplea la del electrón:

M=9.109 389 7 x 10’31 Kg

La unidad atómica de masa no debe ser confundida con la unidad unificada de 
masa atómica (u.m.a.) también llamada Dalton. Esta última se define como la 
doceava parte de la masa atómica del isótopo 12C:

1 u.m.a. = 1.660 540 x 10"27kg = 1.822888 x 103 u.a.

Como unidad atómica de carga se emplea el valor absoluto de la del electrón:

e=1.602 177 33 x 10‘19C

Como unidad de acción (y de momento angular) se emplea la constante:

h = — = 1.054 572 66 x 10'34J ■ s
2n
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Por último, la unidad atómica de permitividad eléctrica se escoge de manera 
que el factor 47te0, que aparece en tantas fórmulas de Química Cuántica, 

valga la unidad:

4ne0 = 1 u.a. ; e0 = 8.854 187 816 x 10“12 F m-1 = — u.a. 
4tü

A partir de estas magnitudes fundamentales (me=l, e=l, ^=1, 
4m0=l), se obtienen las demás magnitudes, entre las que conviene 

destacar:

1. La unidad atómica de longitud, que coincide con el radío de la 
primer órbita del modelo atómico de Bohr:

a0 = = 5 291772 49xl0'nm = 1 ua .
mee '

2. La unidad atómica de energía, que coincide con el doble de la 
energía del estado fundamental del átomo de hidrógeno:

m p4
-2E0 = .. 4.- = 4.259748194x 10“18J = 1 u.a.

Las unidades atómicas de longitud, energía y acción también reciben el 
nombre de Bohr (B), Hartree (H) y Planck (P), respectivamente, pero es 
habitual designar todas ellas con la abreviatura u.a. (por ejemplo, u.a. de 
longitud, u.a. de energía, etc.).

6.3 Orbitales de Hartree. Métodos autoconsistentes.

En el modelo de Hartree la función de onda electrónica de un átomo es 
un producto, análogo al del modelo de electrones independientes:

n
v(l,2,. ..^l) = J<t>gW 

ii=i

(6-5)

pero los orbitales ó^son soluciones de las ecuaciones:
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en las que:

Mp =
V2 7

2

1

U) (6.6)

J
(6.7)

es el operador de Coulomb, que representa un promedio de la interacción del 
electrón considerado con otro descrito por el orbital óv.

En principio las ecuaciones de Hartree sirven exclusivamente para 
generar los orbitales autoconsistentes. La energía del sistema debe calcularse 
a posteriori, empleando la función total obtenida y el hamiltoniano verdadero, 

y nunca sumando los valores propios £pCF:

(6.8)

En cambio, la suma de los £p daría:

(6.9)

y como , se demuestra que:

(6.10)

Los valores propios£pCF son útiles para determinar aproximadamente 

la energía de ionización de los sistemas polielectrónicos. Si se acepta la 

aproximación de Koopmans:

^(ion) =0p (sistema neutro) (6.11)
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la energía de ionización correspondiente a la extracción de un electrón del 
orbital ói es:

n A

AEj =

v*l

(6.12)

6.4 Orbitales y reglas de Slater.

Slater observó que los orbitales SCF obtenidos en forma de tablas 
numéricas por Hartree se podían representar analíticamente mediante 
funciones del tipo:

R/rJ = N¡ rn' -1 exp (6.13)

en las que el parámetro n*, llamado número cuántico principal efectivo, está 

relacionado con el número cuántico principal del orbital hidrogenoide que 
sustituiría al de Slater en un modelo de electrones independientes, según la 

equivalencia:

n 1 2 3 4 5 6
* 

n 1 2 3 3,7 4,0 4,2

El parámetro Z* se llama carga nuclear efectiva, y se obtiene restando 

un apantallamiento c„ a la carga nuclear Z. Las reglas propuestas por Slater 

para determinar el apantallamiento o, tal que Z’^Z-gí, son las siguientes:

1) Se dividen los orbitales atómicos en los siguientes grupos: (Is); (2s y 2p); 
(3s y 3p); (3d); (4s y 4p); (4d); (4f); (5s y 5p)... Esto es, los electrones s 
y p de cada capa están en el mismo grupo, mientras que las demás 
subcapas forman grupos separados.

2) El apantallamiento o, está integrado por las siguientes contribuciones:

a) 0.35 por cada orbital ocupado del grupo al que pertenezca el orbital 
considerado, sin contar éste. En el caso del grupo (Is) la contribución 
es de 0.30, en vez de 0.35.
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b) Si el orbital considerado es s o p se añade 0.85 por cada orbital 
ocupado en la capa inmediata inferior, esto es con número cuántico 
principal inferior en una unidad al del orbital considerado, y se añade 
1.00 por cada orbital ocupado que tenga número cuántico principal 
inferior a dos o más unidades. Si el orbital es d o f, la contribución es 
de 1.00 por cada orbital ocupado con número cuántico inferior en una 

o más unidades al del considerado.

c) Los orbitales ocupados de capas más altas que la del orbital que se 
esté considerando, contribuyen con 0.00, esto es no le apantallan.

Por último, la constante N viene determinada por la condición de 
normalización radial, de manera que:

(6.14)

donde a¡ = —V =—. 
n¡ n¡

6.5 El espín en los sistemas polielectrónicos.

El efecto del espín sobre la función de onda de los sistemas 
polielectrónicos depende esencialmente de que los electrones estén apareados 
o desapareados. Cuando el sistema posee un número par de electrones, la 
mayoría de las veces su estado de energía más baja se obtiene utilizando dos 
veces la parte "espacial" de cada espinorbital, es decir, empleando por cada 
función de tipo <t>¡(r,0,<p)-a(s) otra de tipo <t>¡(r,0,<p)-p(s). El determinante de 

Siater es entonces:

V =1 C01«) (01P) (<l>2«) «’zP) • • ■ (0m“) (<i>mP) I (6.15)

y se suele representar colocando una barra sobre cada orbital asociado a 

espín P(s):

V = IMM-Mn I (6.16)

Se dice en estos casos que el sistema es "de electrones apareados" o, más 
frecuentemente, con una nomenclatura originada en la espectroscopia
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atómica, "de capa cerrada" (closed shell'). La mayoría de las moléculas tienen 
su estado fundamental de esta clase.

Cuando el sistema tiene electrones desapareados se dice que es "de 
capa abierta" (open shell) y la forma de desaparearlos da lugar a distintos 
estados polielectrónicos. Por ejemplo, en un sistema trielectrónico con Ej < £2 

la función de ondas del estado fundamental puede ser:

W=l<fe<h«fel (6.17)

o bien:

Y2 =101^1 «fe I (6-18)

siendo ambas posibilidades igualmente válidas. En ausencia de interacciones 
magnéticas (6.17) y (6.18) tendrían la misma energía, pero si se tienen en 
cuenta se pone de manifiesto el carácter doblete de los estados de sistemas 
con un electrón desapareado.

Así pues, los sistemas que tienen un electrón desapareado dan lugar a 

estados dobletes. De una forma análoga, se encuentra que los sistemas con 

dos electrones desapareados dan lugar a tripletes y a singletes que tienen, 
incluso en ausencia de campo magnético, distinta energía. Los sistemas con 
tres electrones desapareados pueden dar lugar a un cuartete y a dos 
dobletes, los de cuatro electrones desapareados a un quíntete, tres tripletes y 
dos singletes, etc.

Ejercicios Resueltos

Problema 6.1

Escribir los orbitales de un átomo de carbono en el modelo de 
electrones independientes y calcular con ellos la energía total del 
átomo, su energía de ionización y su electroafinidad.
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El orden energético de los orbitales en el modelo de electrones 
independientes es:

Eis<£2s=e2p<£3S=e3p • ■'

y como en el átomo de carbono Z=6, la configuración de su estado 
fundamental debe ser ls22s2p2. Según la regla de Hund la función de onda 

podría ser:

T(1...6)= |lsis2s2s2po 2pj|

o cualquiera de sus equivalentes, como Isls2s2s2po 2p_ J , etc. En ellas:

(m= ±1)

(m= 0)

siendo p = —. En el átomo de carbono y en unidades atómicas p = 6r . 
ao

La energía total en este modelo, en unidades atómicas, sería

VZ2
----- -  hartrees. Para el carbono (Z=6):

z f 2n2
. 1

Z2 (E = 2els + 2e2s + 2e2p - -------1
2 k

2 2 2 \
1 +^2 +*22 =

esto es, unos 1469 eV. El valor experimental puede obtenerse con suficiente 
precisión sumando las sucesivas energías de ionización del carbono (11.26 + 
24.4 + 47.9 + 64.5 + 392.0 + 489.8 = 1029.9 eV).
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La energía de ionización es la diferencia entre las energías E(C+) y
E(C). La energía del ion C+ es:

E(C+) = 2els + 2e2s + e2p
Z^f2 2 1J 
2 2^ 22 )

1 13 o 72
- + — IZ2 = —u.a. = 122eV
2 8 1 8

-Tzi“

por lo tanto la energía de ionización sería:

I = E(C+) - E(C) =
11 3) ,2 Z2 d__ ..

------1-— Zz =—u.a. = 122 eV
8 2 J 8

Este valor (122 eV) es muy diferente del valor experimental (11.26 eV), lo 
que indica que el modelo de electrones independientes es, desde el punto de 
vista cuantitativo, un absoluto desastre. No obstante ello no le quita su 
enorme utilidad cualitativa.

Análogamente, la electroafinidad se calcularía como E(C)-E(C ), con:

J- , - Zzf 2 2 3 ) 13 _2E(C )-2els+2e2s+3e2p =--- _|_ + —- + —I ^ — Z2u.a.

luego A = mientras que el valor

experimental es, solamente, de 1.1 eV.

El resultado I = A, que es típico del modelo de electrones 
independientes, resulta muy distinto de la realidad.

Aparte de las diferencias numéricas conviene subrayar que el modelo 
de electrones independientes no explica la tendencia de las muestras de 
carbono a estar formadas por átomos neutros, ya que asigna igual energía 
para los átomos neutros que para las mezclas de iones positivos y negativos 
que, además se atraerían electrostáticamente con la consiguiente formación 
de moléculas iónicas.
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Según London, la valencia covalente está determinada por el número de 
electrones que puedan encontrarse desapareados en la capa de valencia. 
Nótese que la diferencia con la regla de Hund sobre la multiplicidad del estado 
fundamental de los átomos consiste en que en ésta se habla de subcapa y en 
la regla de London de capa.

a) La configuración del fósforo es ls22s2p63s2p3. Como la capa con n=3 posee 

orbitales s, p y d, en ella "caben" hasta 2+6+10=18 electrones. Los 5 que 
existen pueden desaparearse entonces como:

3S1 3pJ 3p2 3p3 3d‘ -> valencia 5

3s2 3pi 3Í>2 3p3 valencia 3

3s2 3p2 3¿2 -» valencia 1

Obsérvese que la primera de estas posibilidades no existiría en el 
nitrógeno (ls22s2p3) ya que la capa n=2 no posee orbitales de tipo "d".

b) En el átomo de cloro, con configuración ls22s2p63s2p5:

3S1 3p} 3p2 3p3 3d} 3Ó2

3s2 3p2 3Í>2 3Í>3 3dj 3d2

3s2 3p2 3Í>2 3¿>3 3dJ

3s2 3p? 3p2 3p3

3d3 -> valencia 7

-> valencia 5

-> valencia 3

-> valencia 1
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Obsérvese que, como en el átomo de flúor (ls22s2p5) no podrían 

emplearse orbitales d, la única valencia posible para éste es 1.

c) En el átomo de potasio, cuya configuración es ls22s2p63s2p64s1, el electrón 

de valencia está en la capa 4, en la que caben 32 electrones ya que posee 
orbitales s(2), p(6), d(10) y f(14). Pero como sólo hay un electrón de 
valencia, ésta solo puede ser 1, al igual que ocurría en el átomo de sodio.

Problema 6.3

Los valores propios de las ecuaciones de Hartree en el ion Cu+ son 
(en unidades atómicas):

eis= -658.0 ; e2s= -78.5 ; e2p= -70.0 ; e3s= -9.0 ; e3p= -6.1 ; e3d= -1.2

Las energías de ionización de este ion, obtenidas por espectroscopia 
de rayos X, son:

Ils= 661.6 ; I2s= 81.0 ; I2p= 68.9 ; I3s= 8.9 ; I3p= 5.7 ; I3d= 0.4

a) ¿Para qué orbitales funciona mejor la aproximación de Koopmans?

b) Escribir el valor medio de la energía de este ion en función de las 
integrales monoelectrónicas Hy y Jy, en la aproximación de Hartree y 
dejando los valores de las integrales como parámetros a determinar.

a) Los valores propios de las ecuaciones de Hartree, es^F, son útiles para 

determinar aproximadamente la energía de ionización de los sistemas 
polielectrónicos. Asignándole al electrón extraído el índice ”1", la energía de 
ionización calculada sería:

AEj = EJ-E =

donde AH^ y AJ^ representan el cambio de valor de las integrales H^y j^por 
efecto de la ionización, pues los orbitales del ion no tienen porqué ser iguales 
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a los del átomo sin ionizar, y por consiguiente las integrales Hw no tienen 
el mismo valor en cada caso.

Desgraciadamente el error con que se obtienen E y E+ en el método de 
Hartree (alrededor de un 5%) es del mismo orden que la diferencia E+-E, con 
lo que los valores de AE calculados con la expresión anterior no suelen dar 
buen resultado. Sin embargo, aplicando la aproximación de Koopmans:

«^(ion)--^ (sistema neutro)

lo que equivale a suponer que las integralesH^ yjpv no cambian de valor al 

pasar del átomo al ion (AH^AJ^O). La energía de ionización es:

AEj =
n

V#1

_ pSCF
- ~E1

y se estiman las energías de ionización con más precisión (y comodidad) que 

aplicando rigurosamente el método de Hartree.

Con los datos que suministra el problema podemos estimar el error 

relativi y el error absoluto (i — e):

1S 2s 2p 3s 3p 3d

e -658.0 -78.5 -70.0 -9.0 -6.1 -1.2

I 661.6 81.0 68.9 8.9 5.7 0.4

Error absoluto 3.6 2.5 1.1 0.1 0.4 0.8

Error relativo 0.5% 3.1% 1.6% 1.1% 7.0% 200%

De los datos aportados se deduce que, en cuanto al error relativo, la 
aproximación de Koopmans funciona mejor para los electrones más internos, 
Sin embargo, en cuanto al error absoluto tiende a ocurrir lo contrario, aunque 

con excepciones centradas en la capa de valencia.
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b) El valor medio de la energía para el ion Cu+ (Z=28) con configuración 

ls22s2p63s2p6d10 se calcularía como (E) = con y igual al producto de 

Hartree:

¥ = ls(l) ls(2)-2s(l)-2s(2)--3d(27) 3d(28)

Desarrollando el valor medio:

obtenemos:

por tanto podemos expresar el valor medio de la energía como:

(E) = 2hlsls + 2h2S2S + 6h2p2P + 2h3s3s + 6h3p3p + 10h3d3d + 

+ Jlsls + 4JiS2s + 12Jls2p + 4J1s3s + 12Jls3p + 20Jls3d + 

+ ^2s2s + 12J2s2p + 4J2s3s + 12J2s3p + 20J2s3d + 

+ 15J2p2p + 12J2p3s + 36J2p3p + 60^2p3d +

+ ^3s3s + 12J3s3p + 20J3s3d +

+ 15J3p3p + 60J3p3d +

+ 45J3d3d

donde se ha supuesto Jpp- = Jpp y Jdd- = Jdd. Aunque no es totalmente exacto 

se trata de una aproximación aceptable en el contexto del modelo de Hartree.
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ProMema 6.4 ®®

Hallar los orbitales de Slater del átomo de carbono y estimar su 
energía de ionización aplicando las reglas de Slater para el cálculo de 
cargas efectivas.

a) El átomo de carbono tiene como configuración electrónica ls22s2p2. Las 

funciones propias de un hamiltoniano de campo central son de la forma:

^,0,9) = R(r) ■ YP(e,«p)

donde Yf (0, <p), el armónico esférico, se elige por analogía con un modelo de 

electrones independientes. Por su parte, la función radial de los orbitales de 
Slater es:

R(r) = Nnrn -1 exp 
n

con n* (número cuántico principal efectivo) determinado por el número 
cuántico "n" del modelo de electrones independientes según la equivalencia:

Oelec. indepen. 1 2 3 4 5 6

n siater 1 2 3 3,7 4,0 4,2

y con la carga nuclear efectiva Z* determinada por la diferencia entre la 
verdadera y el apantallamiento c, Z* = Z- a( .

En el caso del átomo de carbono están ocupadas las capas n=l y n=2 
y les corresponden n*=l y n*=2 respectivamente. Las cargas nucleares 

efectivas son, por tanto:

ZÍS = Z-0.30 = 6-0.30 = 5.70

Z2p =f2s=Z-(0.85x2)-(0.35x3)=3.25

Los orbitales de Slater, del átomo de carbono son, por consiguiente:
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01s = Ni exp[- 5.70 r] • Yq (O, <p) (se usa dos veces)

Ó2s = N2 rexp[- 1.625 r] Yq (0, <p) (se usa dos veces)

<t>2P = N2 T exp[- 1.625 r]- Yir,(0/<p) (se usa una vez)

<|>2p' = N2 r exp[- 1.625 r] ■ Y™ (0, <p) (se usa una vez)

con m' * m debido a la regla de Hund.

b) La energía de ionización es I = E+ - E° y, cada energía se determina con la 

expresión:

(1)

♦ Cálculo de E°:

La configuración del átomo de carbono es ls22s2p2, y las cargas 

efectivas son, como se obtuvo en la primera parte del problema:

Zis=5.70

Zjs = Z^p = 3.25

Aplicando la fórmula (1), calculamos para E°:

E°(C)=-13.605 -1027.76 eV

♦ Cálculo de E+:

En este caso la configuración del ion de carbono, C+, es ls22s2p\ 

por tanto las cargas efectivas son:
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z;s=5.70

Zls =z2p = 6 - (0.85x2)- (0.35x2)= 3.6

de manera que:

E+(C) =-13.605
,(3.6

+ 3 ----  
2

.2’
=-1016.29 eV

Para concluir, la energía de ionización calculada será:

I = E+ - E° = (-1016.29 ev) - (-1027.76 eV) = 11.47 eV

Este valor es muy próximo al experimental (11.256 eV). De hecho, el átomo 

de carbono es de los que mejor describe el modelo atómico de Siater.

Problema 6.5

La electronegatividad de un átomo en la escala de Mulliken se define 
como la media entre la energía de ionización 1= E+-E y la afinidad 
electrónica A= E-E’:

Estimar, aplicando las reglas de Siater, la electronegatividad de un 
átomo de carbono neutro, y la de su ion positivo C+.

a) Átomo neutro

Se necesita estimar las energías correspondientes a C°, C+ y C’; lo que 

puede hacerse mediante la fórmula de Siater:

E = - u.a. = -13.605 a? eV (1)z 
i
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siendo a, = el exponente de cada STO. 
nr

Aplicando la fórmula (1), obtenemos las energías:

Para el átomo neutro: Zis = 5.70 , z2s - z2p = 3.25

Para el ion C+: Zís = 5.70 , ZJs -Sp = 3.60

Para el ion O: Zis = 5.70 , Z2S ^2p = 2.90

pÔ ZsV = -13.605 = -1027.76 eV

= -13.605 = -1016.29 eV

Eís22s2p3 = -13.605 = -1027.08 eV

con las que podemos calcular el potencial de ionización y la afinidad 
electrónica para el átomo de carbono:

I = E+ -E° = (-1016.29 +1027.76)eV = 11.47 eV

A = E° - E“ = (-1027.76 + 1027.08) eV = -0.68 eV 

y por tanto la electronegatividad será:

I + A 11.47 +(-0.68) _.n 
X = --------2 = 5.40 eV

(el valor obtenido a partir de datos experimentales es 6.27 eV).

b) Ion positivo, C+: 
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En este caso se necesita calcular E++, pues Ic+ = E++ - E4" (mientras 

Ac+=E+-E°, donde esas energías ya las calculamos en el apartado 

anterior).

Para el ion C2+(ls22s2):

Zjs = 5.70 , Zjs =Z^P =6-0.85x2-0.35x1 = 3.95

Aplicando la fórmula (1), obtenemos el valor de la energía: 

^1S22s2 -13.605 = -990.19 eV

con la que podemos calcular el potencial de ionización y la afinidad electrónica 

para el ion positivo de carbono:

I = E++ - E+ = (- 990.19 + 1016.29)eV = 26.1 eV

A = E+ -E° = (-1016.29 +1027.76)eV = 11.47 eV

y por tanto la electronegatividad calculada para el ión C+ será:

I + A = 26.1 + (11.47)
*2 2

El valor obtenido a partir de datos experimentales es 17.82 eV. Como cabía 

esperar/ XiOn+ > Xneutro-

Problema 6.6 ®

Estimar el valor medio de la coordenada radial r para el estado 
fundamental del átomo de Helio. Repetir para los átomos de Neón y 
Argón y comparar los resultados.
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En primer lugar conviene aclarar que es lo que se entiende por valor 
medio de r, en un sistema que tiene varios electrones. Para uno de ellos 
sería:

,2,...,n)-r^ ■ H'(l,2,...,n) d^ —dtn

de manera que, en conjunto entenderemos como valor medio de r a la media

de todos los

H=1

Cuando la función de onda es un determinante de Slater construido con 
orbitales <|>i, y por ser r^ un operador monoelectrónico:

óT(h)-rK • <t>,(n) dxR si
J = 8¡j

y por consiguiente:

4>i (n) d^

son n térm/nos iguales

En segundo lugar, como la función de ondas del Helio puede 
construirse con dos orbitales de Slater ls iguales, con espines opuestos de 

carga efectiva ZJS = 2 - 0.3 = 1.7 :

<t>¡ = n¡ e'1-71- Y0°(e,<p)O(s;

N¡ =
23(1.7)3 Y/2

= 4.433 

entonces tenemos:
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0! = 4.433 e17r Yg(e,<p)a(s) 

02 = 4.433 e-1-7r Yq(0, <p) PfsJ

que son 

ortogonales 

(por espín)

Así pues el valor medio vendrá dado por:

i 3,4r r3 dr + N; I e 14r r3 • dr 2 (4.433f 3/ 
Í3.4)42

ya que JJ (Y<>^senWM<P’l

(r) = 0.88 u.a.

El valor medio obtenido es inferior al obtenido para el átomo de hidrógeno 
(1.5 u.a.), luego el volumen atómico del helio es inferior al del hidrógeno. Si 
se rehace este cálculo para el Ne (ls22s2p6) y el Ar (ls22s2p63s2p6), teniendo 

en cuenta que,

• Rls(Ne)= 60.42 e’9-7r ; R2s(Ne) = R2p(Ne) = 16.90 r e'2 925r

• Ris(Ar) = 148.9 e“17 7r ; R2s(Ar) = R2p(Ar) = 145.7 r e 6 925r

R3s(Ar) = R3p(Ar) = 7.204 r2 e'2 25r

se obtiene:

(r)Ne =^(2x0.154 + 8x0.855)= 0.71u.a.

(r)Ar = ^-(2 x 0.085 + 8 x 0.361 + 8 x 1.555) = 0.86 u.a.

Puede sorprender que el valor correspondiente al Neón sea inferior al 

correspondiente al Helio, en vez de quedar entre éste y el del Argón. Sin 
embargo, es bien conocido en la teoría de los gases reales que el covolumen 
del Ne es inferior al del He:

bHe = 0.0237 I mol'1 ; bNe = 0.0171 I mor1 ; bAr =0.0322 I mor1

Precisamente es lo que cabe esperar según los cálculos precedentes, aunque 

parezca contrario a la intuición química.
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Problema 6.7 ©

Demostrar, aplicando la fórmula aproximada de ia energía de un 
átomo y las reglas de Slater para el valor de las cargas efectivas, que 
la configuración del estado fundamental del átomo de potasio debe 
ser (Ne)3s2p64s1 y no (Ne)3szp‘d1.

Bastará aplicar la aproximación: 

E =-13.605^
v2

eV (1)

a la determinación de cual de las dos configuraciones da una energía mas 
baja.

No resulta necesario, para resolver el problema, calcular todas las 

energías $, ya que las £¡ de la configuración (Ne)3s2p64s1 y las de la 

configuración (Ne)3s2p6d1 tienen valores iguales para ls, 2s, 2p, 3s y 3p. Es 

suficiente calcular la energía para 4s y 3d:

EC.^S1) = E0+£4s

EG.ad1) = E0+£3d

Aplicando la fórmula (1):

e4s =-13.605^^- =-?~^(19-10-8x0.85)2 =-4.80eV

/ \2
E3d =-13.605^^ j =-^^^(19-18)2 =-1.51eV

ya que para los orbitales d, el apantallamiento a vale 1 por cada electrón de 
un grupo anterior al considerado en la lista (ls) (2s2p) (3s3p) (3d) (4s4p)...
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Luego, la configuración ls22s2p63s2p64s1 es unos 3.3 eV más estable 

que la ls22s2p63s2p6d1 y el átomo de potasio tiene propiedades parecidas a las 

del litio o el sodio (alcalinos), en vez de ser un elemento de transición.

Problema 6.8 ®®

Hallar, empleando el orbital de Slater adecuado, el valor del radio 
para el que la probabilidad de encontrar más allá de él al electrón de 
valencia de un átomo de litio resulte inferior al 10%.

El orbital a emplear es el de valencia, que tiene por parte radial:

R2s(Li) "

con n* = 2 y a = a2 = Z ~ = 0.65, por tanto:
n2s 2

R2s(U) ”
W/2

24
r.e-°'65r

La probabilidad de que el electrón se encuentre más allá de r0 será:

P(r > r0) = jr2R2S (r)dr = Jr4e-1'3rdr 

r0 r0

Realizando la integral, por ejemplo, con el programa DERIVE obtenemos:

P(r > r0) =
-1.3rQ z \

—------- (28561 rn + 87880 r03 + 202800 r¿ + 312000 r0 + 2400001
240000 \ o 0 0 o /
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Figura 6.1. Representación gráfica de P(r>r0) frente a r0.

Mediante representación gráfica, con el propio DERIVE, se puede acotar sin 
dificultad el valor de r0 para el cual P(r>ro)=0.1. Éste resulta ser 

r0 »6.14 (véase figura 6.1). El valor obtenido puede refinarse de varias 

formas. Por ejemplo, empleando directamente SOLVE, sobre la expresión 
P(r>r0) previamente igualada a 0.1, con lo que se obtiene:

r0 = 6.14891499 (si se usa la precisión de 9 dígitos)

El refinamiento de r0 también puede hacerse desarrollando la función: 

e-13ro(28561 r04+ 87880 r^ + 202800 r02 + 312000 r0 + 24OOOo)- 24000 = 0

en serie de Taylor entorno a r0 —6.14, con lo que se obtiene (igualando a

cero la aproximación lineal):

r0 = 6.14888933

r0 = 6.14891479

r0 = 6.14891506

en una "primera vuelta", que da:

en una segunda, y:

en una tercera.
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Forma de usar el programa DERIVE para resolver este problema:

♦ Para estimar el 6.14

Introducir el integrando (1.3 a 5/24)* r a 4 * EXP(-1.3 * r) y 

emplear CALCULUS + INTEGRATE, con límites "a" y "INF". El 
resultado es una función de "a" (es decir, de r0).

♦ Para resolver con SOLVE

La expresión obtenida se ¡guala a 0.1 (que significa 10%), se 
define el número de dígitos que se desea (DECLARE + ALGEBRA 
STATE + SIMPLIFICARON + PRECISION + DIGITS = 9) y se aplica 
SOLVE.

♦ Para refinar el valor obtenido

J
» ” o 5

i^¿-r4 e“13r dr con INTEGRATE, se 
24 a

desarrolla la expresión obtenida con CALCULUS + TAYLOR 
tomando grado 1 y punto 6.14 (+SIMPLIFY). El resultado se iguala 

a 0.1 y se resuelve con SOLVE. En una segunda vuelta se repite el 
procedimiento tomando ahora como punto 6.148 y así 

sucesivamente.

Problema 6.9 ®@®

Hallar, empleando como función de onda un producto de orbitales de 
Slater, el radio para el que la probabilidad de encontrar uno 
cualquiera de los tres electrones del átomo de litio se hace inferior al 
10%.

Es importante notar lo "resbaladizo" de esta clase de problemas, dado 
que no es lo mismo P(1 y 2 y 3) que P(1 ó 2 ó 3). Si se hubiera pedido la 

probabilidad de que estén los tres electrones más allá de la esfera de radio r0, 
y suponiendo que ^(1,2,3) = (^(l) • <j>2(2) ■ 03(3) / se tendría:
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pro (1 y 2 y 3) = P(l) • P(2) ■ P(3) = */(2)di2 0#)dt3

Ahora bien, lo que se pide es P( 1 ó 2 ó 3) de manera que:

P(1 ó 2 ó 3) = Pj(fuera) . P2(dentro) . P3(dentro) +

Pi(dentro) . P2(fuera) . P3(dentro) +

Pi(dentro) . P2(dentro) . P3(fuera).

Llamando Pí(r0) a la probabilidad de encontrar al i-ésimo electrón más allá de 
r0, se tiene:

P(1 ó 2 ó 3) = Pi . (1 - P2) . (1 - P3) +

(1 - P3) . P2 . (1 - P3) +

(1 - Pt) . (1 - P2) . P3

Ahora bien, como en nuestro caso T = ls(l)ls(2)2s(3), entonces Pi=P2=Pis y 

P3=P2s, con lo que:

P(1 ó 2 ó 3) = 2P1S + P^ - 2P2 - 4P1S P2s + 3P2lsP2s

donde:

5.431
r2 e’54rdr -> #1

r4e13rdr -* #2

• \ 
r0

Operando, por ejemplo con DERIVE, se calculan las integrales en función de 
r0, obteniéndolas como expresiones #1 y #2. A continuación se plantea la 
ecuación:

2 * (#1) + (#2) - 2 * (#1)A2 - 4 * (#1) * (#2) + 3 * (#1)A2 * (#2)

y se iguala a 0.1.
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Por último se escoge DECLARE + ALGEBRA STATE + SIMPUFICATION 
+ PRECISION + DIGITS (por ejemplo 12 dígitos) y se resuelve con SOLVE. Se 
obtiene r = 6.14891506619, que es exactamente lo mismo obtenido en otro 
problema en el que se operaba sólo con el electrón de valencia. (Para que la 
influencia de los electrones internos se haga patente, es preciso acercarse 
más al núcleo).

Problema 6.10 ©©O

Evaluar la integral de repulsión:

J1S,1S = JJ (1)~ & (2) «VidV2

necesaria para calcular la energía del estado fundamental del He con 

orbitales de Slater, aplicando el desarrollo de rj1 en armónicos 

esféricos:

m=-<

(Los símbolos r< y r> representan al mayor y al menor de los radios rx 
y r2, respectivamente).

Comenzamos por sustituir el desarrollo de — en armónicos esféricos 
r12

y los elementos de volumen:

dV¡ = r2 sen e¡ d q de¡ dtp. (¡=1,2)

en la integral de repulsión:

m=+l . .

Jis,isa4jJJ'riZr^ 0LU) 0k(2) ^(ev<Pi) I7’(02,<P2)dridr2 

1=0 m=-t >
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donde:

I7(el/9i) =
J| Y,m (9j, <pj) sen e de dtp 

l"?(e2,tp2) = I I Yzm(e2/tp2) sene ded<p

Para resolver las integrales I™multiplicamos y dividimos por Yo°= — ^=,que
2yit

es constante, con lo que obtenemos:

ir(6i/9i)= Y?* Y°3 sene de dtp = 2^8Z/O5mo

17(02/92 )= Y,m Yo° sen e de dtp = 2VÍ • 6Z/0 8m/0

ya que los armónicos esféricos están normalizados y son ortogonales. Como 
se ve, todas las integrales angulares son nulas, excepto cuando t = m = 0, de 

manera que la doble suma que aparece en Jisls tiene un sólo término distinto 
de cero: 

^ls,ls

esto es:

Jis,is = J ^í1)’ 0ii(2) dri dr2

Sustituimos los orbitales por su expresión (01S = 2a3^2 e~“r Y%= -í=a3^2e ®r)

Vn
y separamos las dos integrales:

Jis is = 16 a2 f r2 e 2ar2 dr2 íí e'2"1 drt

J J r>
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Como r> es unas veces n y otras r2, la segunda integral debe descomponerse 
en dos partes, en la primera de las cuales sea r> =r2 y en la segunda r> =rx. 

Con ello:

■a «•
r _2 r _2 r
| Ü. . e-2“ri drx = e-2“ri drx + ( q e-2ari drx
J r> J r2 J
0 0 r2

de manera que la primera integral comprende todas las situaciones en que 
rx<r2 y la segunda contempla todas las situaciones en que rx>r2.

Aplicando ahora que:

xm + JP xm-1 + 
a

m!

obtenemos:

r2
1 f_2 _-2ar. j_ 1
-j5 e ■dr^- 

o

e-2“ri ( 2 2 2
+ 2a'1 + (2af

1 e~2gr* ( .2 2 2 ) £ 
r2 2a ^'z+2ar2 (2a)2] 4a3

.1I 1 _ e-2ar2 J_+ r2 + 1 
r2 [ 4a3 2a 2a2 4a3 j

f2

rx e-2aridri =
e-2orif 1T e~2ar2(

2a Iri+2ajl ‘ 2a I + 2a I 
\ 'Jr2 x /J

£±Vr2 + AVe-2°^2^
2a ( 2a) (2a 4a2)

La integral buscada vale, por tanto:

52e'z“r2 £
r2 4a3

e-2-2Í¿ + Jk + 1

2a + 2a2 4a3
,-2ar2fj2_ + _J_ ( 
’ (2a 4a2J

dr2
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Operando obtenemos:

J1S,1S = i6“6

con:

J___ 1_____ 1_ 3! 1 2!____ J._____ 1_
4a3 (2a)2 2a (4a)4 2a2 (4af 2a3 (4a)2

I2 =
1_ 3!__ 1 2!

2a (4a)4 ' 4a2 (4a)3

Por lo tanto, resulta:

1 _1A 6Í i 1 1 . 2 \ /4
— tria 2 5“ .3" 5 .3 5 + .4 5'1 “I

14 a 4 a 4Ja3 4 a ) l
1 1 5a 

8
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Capítulo VII:
Coordenadas Normales

• El oscilador armónico tridimensional

• Transformaciones lineales ortogonales de las 
coordenadas

• Sistemas con varías partículas

• Coordenadas normales y modos normales

Teoría Básica

7.1 El oscilador armónico tridimensional.

El manejo del potencial armónico tridimensional:

V(x, y,z) = y kxx2 + ikyy2 + |k7z2 + kxyxy + kxzxz + kyzyz (7.1) 

se facilita extraordinariamente cuando se reescribe en forma matricial: 

donde K es la matriz simétrica de constantes de fuerza, r es una matriz 

columna formada por las coordenadas x, y, z, y~r es la matriz traspuesta de 
la matriz r (una matriz fila). Los términos x2, y2, z2 del potencial se llaman 

términos diagonales y los restantes, términos no diagonales o de interacción.
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Cuando los términos no diagonales de un potencial armónico son 
nulos, la ecuación de Schródinger que le corresponde es separable, esto es, 
se pueden encontrar soluciones particulares del tipo:

v(x,Y,z) = X(x) Y(y) Z(z) (7.3)

Para encontrar las funciones X, Y, Z de (7.3) basta sustituir ésta en la 

ecuación de Schródinger, lo que conduce a tres ecuaciones similares a las de 
un oscilador armónico monodimensional:

a2 á2X 

2m 9x2
+ —kxx2 

2
X = ex X (7.4)

cuyas funciones propias son:

{ f2 ) P—k~
Xy(x) = NvHv(^v) exp ; conEx = x- x I (7.5) 

| 2 J ti

y cuyas energías propias son:

- * = 0,1,2,... (7.6)

Por lo tanto, para un oscilador armónico tridimensional diagonal, las funciones 
estacionarias son:

VvxVyVz ~ ^VxVyVz^vxfcx)^vyfey)^vz(4z)' exP (7.7)
2

y corresponden a las energías propias:

Estas funciones son degeneradas si el potencial presenta alguna simetría, 
como es el caso del oscilador isótropo (kx=ky=kz) en el que el potencial es:

V(x,y,z) = -^(x2 + y2+z2)=^r2 (7.9)

en cuyo caso, los niveles de energía son:
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^VxVyV2 — Ex + £y + Ez
f 3V nr f 3V nr

( y 2) Vm 2) Vm 
(7-10)

con n = vx + vy + vz = 0, 1, 2,... Estos niveles son parecidos al oscilador lineal 

pero cambia la energía residual y el grado de degeneración que es:

gn=l(n + l)(n + 2) (7.11)

La resolución de la ecuación de Schródinger para un potencial 
armónico diagonal no presenta dificultades, de manera que para resolver la 
ecuación de Schródinger con un potencial armónico arbitrario se debe reducir 
éste a un caso diagonal mediante un cambio de coordenadas.

7.2 Transformaciones lineales ortogonales de coordenadas.

Una transformación ortogonal es una transformación lineal que 

convierte unas coordenadas respecto a ejes perpendiculares en otras respecto 
a ejes que también sean perpendiculares, de manera que la única diferencia 
entre los ejes iniciales y finales sea la orientación.

Si (x,y,z) son las coordenadas de un punto respecto de unos ejes 
ortogonales, (x',y',z/) las coordenadas del mismo punto respecto a los otros 

ejes ortogonales, y llamamos al coseno del ángulo formado por el eje i' 

(x',y',z') con respecto al eje j (x,y,z), se puede escribir:

axxx + axyy +«xzz

y' = a^x + ayyy + ayzz (7.12)

z' = azxx + azyy + azzz

o bien:

* =®XX* + ^yx^ + azx^

y = axyx' + a^y' + azyz' (7.13)

~ axz^ + ayzY + azz^

Estas dos transformaciones lineales se representan en notación matricial 

como:

r = A r' (7.14)
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r'= A 1 r = Á^r (7.15)

en donde A es la matriz de la transformación lineal (7.13) y A~es la matriz 

traspuesta. Se llama matriz ortogonal a la que cumple:

A-1 = A (7.16)

Las matrices ortogonales cumplen también las siguientes propiedades:

• Si A es ortogonal el ^producto X A es la matriz unidad, por 

consiguiente:

^kl^kj ~ (7-17)

k

• La suma de los cuadrados de los elementos de cualquier columna de 
una matriz ortogonal es la unidad:

V^=l (7.18)

• El producto de varias matrices ortogonales es una nueva matriz 
ortogonal:

AX= A ; B-1= B ; A B = C => C'^C (7.19)

7.2.1 Transformación de un potencial armónico tridimensional cualquiera en uno 
diagonal.

Según (7.2) el potencial armónico tridimensional se puede escribir 
como:

2V = r" K r (7.20)

Aplicando (7.15) se obtiene:

2V = r^ K A r' (7.21)

El producto de las matrices K - A es otra matriz K' que puede ser diagonal 

aunque K no lo sea:
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K'=A K- A (7.22)

El álgebra matrícial garantiza que: "dada una matriz simétrica K, 

existe al menos una matriz ortogonal A tal que el producto A ■ K ■ A es una 

matriz diagonal”.

7.2.2 Diagonalizadón de una matriz.

La forma más simple de obtener la matriz ortogonal A que diagonaliza 

la matriz K consiste en multiplicar por A (a la izquierda) la expresión:

A - K A = A-1- K- A = A (7.23)

como"A = A-1, la expresión resultante es:

K A = A A (7.24)

desarrollando ésta término a término:

k|kAkj =^^A¡kA|g =A¡jXj (7.25)

k k

donde Xj = Ajj son los elementos de la matriz diagonal A. Como la relación 

(7.25) se debe cumplir para todos los valores de i y j, se obtiene un conjunto 
de n sistemas lineales de n ecuaciones cada uno. Por ejemplo para j=l se 
obtienen n ecuaciones homogéneas al variar i desde 1 a n.

(kiiAii - ^iAn)+ k12A21 + + kinAni - o

^21^11 + 0*22^21 - ^1A21)+ + k2nAnl - O
(7.26)

knl^ll + kn2^21 + + (kno^nl “ XiAnlO

en las que las incógnitas son los elementos Au que forman la primera columna 
de la matriz A, así como el primer elemento de la matriz diagonal Xi. 

Abreviadamente:
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^(^-8^=0 (7.27)

j

Planteando (7.25) para todos los valores posibles del índice j se 
obtienen los n sistemas lineales de ecuaciones homogéneas:

n
^(kik -8(kXj)AkJ=0 (j=l,2,...,n) (7.28)

k=i

Estos sistemas homogéneos sólo tienen solución distinta de la trivial (Akj=0) 
cuando el determinante de ese sistema vale cero, es decir:

det|kik-8^ = 0 (7.29)

Desarrollando el determinante se obtiene un polinomio en A. igualado a cero. 

Cada una de las raíces de este polinomio es uno de los términos Xj de la 
matriz diagonal, A, y a cada uno de éstos le corresponde un sistema de 
ecuaciones que determina una columna de la matriz A. Cada una de estas 

columnas se suele llamar vector propio, correspondiente al valor propio X,.

7.3 Sistemas de varias partículas.

Las coordenadas más adecuadas para expresar el potencial de vibración 
de un sistema de partículas son las coordenadas cartesianas de 
despiazamien to:

*i=X¡-X0<

(7.30)

x2N+¡ = Zi -

donde (X¡, Y¡, Z¡) son las coordenadas de la i-ésima partícula respecto a un 
origen fijo, y (X,°, Y,°, Z,°) son las coordenadas de la posición de equilibrio de 

esa partícula, respecto al mismo origen. Si el número de partículas es N, el 
número de coordenadas de desplazamiento es 3N.

El potencial armónico generalizado, en coordenadas cartesianas de 
desplazamiento es:

(731)

¡ J
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y las constantes de fuerza fj corresponden, aproximadamente, a las 

derivadas:

Si x es la matriz columna de las coordenadas cartesianas de 

desplazamiento, 9 la matriz fila traspuesta y Fx la matriz cuadrada de las 

constantes de fuerza, el potencial armónico generalizado se puede escribir 
como:

V(Xi) = |x - x (7.33)

Es conveniente definir un operador columna px y su traspuesto el 

operador fila, P , mediante expresiones del tipo:

También conviene definir una matriz M con las masas m¡ en la diagonal y 

ceros fuera de ella:

Mu =1^ (7.35)

de manera que M'1 sea la matriz inversa de M:

(7.36)

Con estas definiciones, la ecuación de Schródinger de vibración de un sistema 
de partículas se puede representar en una forma matricial como:

M1 px + x Fx x)v = EV (7.37)

7.4 Coordenadas normales y modos normales.

Las coordenadas normales son aquellas respecto a las que la matriz M y 

la Fx son matrices diagonales. Pueden obtenerse a partir de otras coordenadas
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mediante una matriz de transformación B que sea adecuada. Si se definen las 

coordenadas q como:

q = B x <=> q = x B (7.38)

entonces:

Px = B pq « Px = Pq B (7.39)

Si se sustituye (7.38) y (7.39) en (7.36) se ve que ésta se transforma en:

-|pq B M1 B pq + q B1 Fq B1 q)y=E V (7.40)

de manera que para que q = B x conduzca a unas coordenadas normales 

basta que los productos:

BM’1B = Am (7.41)

(7.42)

constituyen matrices diagonales. El procedimiento sistemático para hallar B 

consiste en:

1. Un cambio de coordenadas preliminar:

x = M n <=> x’=n (7.43)

con el que:

u ~ y
Px = M Pq « Px = h M (7.44)

2. Obtención de las coordenadas normales a partir de las q. Se realiza 
mediante la transformación:

q =N Q (7.45)

siendo Q la matriz columna de las coordenadas normales y N la matriz 

ortogonal que diagonaliza la matriz Fn correspondiente a las en coordenadas 

preliminares:

F„ =M (7.46)
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Por lo tanto, las coordenadas normales Q¡ se relacionan con las 
coordenadas cartesianas de desplazamiento mediante la transformación:

X NpQ = L Q <=> Q =ÍÑ-M^) X = L’1-X
(7.47)

donde la matriz L no necesita ser ortogonal.

En las coordenadas normales, la ecuación de Schródinger de vibración 
se reduce a:

y(748)

que resulta separable en ecuaciones monodimensionales, de tipo oscilador 
armónico con masa unidad. Por lo tanto, los niveles de energía de un sistema 
con potencial armónico generalizado deben ser:

y dependen de tantos números cuánticos v, como grados de libertad tenga el 
sistema. Los parámetros An son una especie de constantes de fuerza 
efectivas, que se obtienen diagonalizando la matriz (7.46).

Cada coordenada normal Q¡ es una combinación de coordenadas de 
desplazamiento:

j

Un modo normal de vibración es una representación intuitiva de una 
coordenada normal, obtenida dando a las coordenadas de desplazamiento x, 
valores tales que sólo cambie la coordenada elegida, quedando constantes 
todas las demás. Para lograr esto basta que los desplazamientos sean 
proporcionales a los elementos L¡k de la k-ésima columna de la matriz L, ya 

que en este caso resulta:

Q¡ = e “ e$ik (7-51) 
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siendo e la constante de proporcionalidad. Con esta elección de las x¡ se 
obtiene Q, = 0 excepto cuando i=k, esto es "se mueve sólo Qk".

Ejercicios Resueltos

Problema 7.1 ®

Demostrar que la matriz de la transformación lineal de coordenadas 
que convierte el eje X en el Z', el Y en el X'y el Z en el Y', es una 
matriz ortogonal.

______________________________________ I

La transformación para pasar de las coordenadas x,y,z a las x',y',z' 
es:

x = ax'xx + ax'yy + ax'zz

y ” + “y'yY + ®y'ZZ

z' = az-xX + az-yy + ™z’2z 

con a¡j igual al coseno del ángulo que forman el eje i con el eje j. Por lo tanto, 
en el caso que tratamos debe ser:

x' = cos90 x + eos0 • y + eos90 z

y' = eos 90 ■ x + eos 90 y + eos 0 z

z' = cosO x + cos90 • y + eos90 z

por lo que obtenemos,
x' = y

y' = z

z' = x
Esta relación se puede escribir en forma matricial r = A r', definiendo:

0 10)

A= 0 0 1 

10 0
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cuya traspuesta, A, es:

/O 0 n

oA = 1 0

0 10 /

El problema pide demostrar que la matriz de la transformación de 

coordenadas es una matriz ortogonal. Para ello basta probar que el producto 

Xaes la matriz unidad:

A I

0

1

0

A

o 

1 

o

0'

o

1

por consiguiente, la matriz de la transformación lineal de coordenadas
consideradas es una matriz ortogonal.

Problema 7.2 OQ

Encontrar en qué se convierte el potencial:

V(xz yzz) = x2 + 2y2 + 3z2 + 3xy + 2xz + yz

cuando los ejes de coordenadas se giran 45° alrededor del eje OZ. 
¿De cuántos grados tendría que ser el giro, para que el término del 
potencial en que aparece el producto (x' - y') fuese nulo?

El potencial del problema es un potencial armónico tridimensional, cuya 

fórmula general es:

V(x, y, z) = 1 kxx2 + | kyy2 + y kzz2 + kxyxy + kxzxz + kyzyz

o, en forma matricial:
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(k
V(x,y,z) = l(x

xy
kxz

kxy 

ky 

kyz

kxz 

kyz 

kz J

X

y 

z

= i r Kr
2

La matriz de constantes de fuerza para el potencial, V(x,y,z)= x2 

+ 3xy + 2xz + yz, del problema es:

2y2 + 3z2

kx 

kxy 

kxz

ky kyy = 3 4

kyz kz 2 1

2

1

6

como se comprueba desarrollando la expresión matricial:

v(x,y,z) = |(x
2 3 2Hx 

z) • 3 4 1 ■ y

2 16 z

1 ~
= —r Kr

2y

La transformación para pasar de las coordenadas x,y,z a las x',y' 
se da un giro de 45° alrededor del eje OZ, viene dada por:

x' = eos (360°- 45°) x + eos (45°) y + eos (90°) z

/ = eos (180°+ 45°)- x + eos (360o- 45°) • y + eos (90°)-;

z' = eos (90°) • x + eos (90°) • y + eos (0°) • z

,z' cuando

en definitiva:

x' = eos (315°) x + eos (45°) ■ y + eos (90°) ■ z

/ = eos(225°)- x + eos(315°)- y + eos(90°) z 

z' = eos (90°) • x + eos (90°) ■ y + eos (0°) ■ z

por lo que obtenemos:
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En forma matricial r' = A ■ r, donde la matriz A es:

0 0 1

Si queremos transformar de r a r' aplicaremos r = A r' donde A es la 
traspuesta de A:

0 0 1

de manera que:

z = z'

sus cuadrados serán:

Ahora podemos escribir el potencial en las nuevas coordenadas:
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J 2/2
V =2—x72 42-/2 -x'/+ x'2 + /2 + 2xy+ 3z'2 +yx'2 -2 + 72 x'z'-72 y'z'

72 , , 72 ,,
+ — xz +--- Vi

2 2

Simplificando, obtenemos:

V = 3x'2 + 3z'2 + x'y' + ^^-x'z' - —y'z' 
. 2 2

El problema se puede resolver también mediante cálculo matricial, que es la 
forma en que se plantean los casos reales de vibraciones moleculares. El 
potencial armónico tridimensional al cambiar las coordenadas se puede 
escribir como:

rw A/ rv
V =2— r K r =¿ r' A K Á r' = ¿ r' K1 r'

entonces,

(óx'2 + 2x'y' + 372x'z' - 72y'z' + 6z'2 )= 3x'2 + 3z'2 + x'y' + ^¡^x'z' _ 2^ y'2'

* 2 2
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es decir, obtenemos el mismo resultado como cabía esperar.

b) Girando un ángulo a distinto de 45°, se puede conseguir que el término 
(x' y') sea cero. Este término procede del x2, del 2y2 y del 3xy

, í w i j eos a ■ x + eos — + a y 
2

.2
- í n2 cosacos —i-a

2

(3n ,
eos — + a x + eos a ■ y

.2 _ ( 3jt )
2 eos —+ a cosa

2

xy eos2 a + eos 7t ) 
— + a eos
2

3n
— + a
2

es decir, necesitamos que se anule la suma x2 + 2y2 + 3xy:

2cosacos!+ a l+4cos :osa + 3cos2a +

_ (n 1 (3n 'I n
+ 3 eos — + a eos — + a = 0(2 rl2 J

Simplificando:

2 sen acos a + 3 eos2 a - 3 sen2 a = 0

y por tanto:

sen 2a + 3 eos 2a = 0 

sen 2a = -3 eos 2a 

tg 2a = -3

obtenemos dos valores posibles para el ángulo a:

288.43° -> a = 144.2°

2a =

108.43° -» a = 54.2°
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cada uno de los cuales permite eliminar el término en (x7 • y') del potencial

Problema 7.3

Encontrar una transformación octogonal de coordenadas que reduzca 
el potencial armónico bidimensional:

V(x,y) = x2 + 2y2 + 2xy

a un potencial que sólo posea términos diagonales. Emplear el 
resultado para calcular los niveles de energía de una partícula 
sometida a este potencial.

Los potenciales de vibración se pueden expresar respecto a cualquier 
sistema de ejes coordenados. Esta posibilidad permite buscar coordenadas 

respecto a las cuales el potencial queda simplificado (lo cual es fundamento 
del método de las coordenadas normales para hallar los niveles de energía de 

vibración).

Las transformaciones lineales de coordenadas pueden describirse 

mediante matrices:

f A11 A12 j Qi j

V) [A21 A22 J ^2 J

o abreviadamente:

x = A • q

Cuando las coordenadas iniciales (x) y finales (q) se definen ambas respecto a 
ejes de coordenadas perpendiculares, la matriz de paso A es ortogonal, esto 

es cumple la propiedad:

A 1 = A

donde A representa a la matriz traspuesta de A, (Ay = aJ, y A-1 a la matriz 

inversa de A (a-1 A = aa1 = 1).
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Los potenciales armónicos se pueden expresar fácilmente en forma 
matricial:

V(x¡) =

de manera que cualquier transformación lineal de coordenadas convertirá el
producto (xKx) en (q AKAq) y el potencial en:

V(q¡) = |qAKAq 4XXkijq¡qj
¡ í

Evidentemente, el producto de matrices AKA está formado por las 

constantes de fuerza kjj respecto a las coordenadas (q):

, , 1 1 /
V(q) = — q A K A q = — q K q

Una vez que se comprende lo anterior, queda claro que bastará escoger 

la matriz A de cambio de coordenadas de manera que XkA sea una matriz 

diagonal, para que el potencial V(qi) no contenga términos cruzados:

V(q¡) = ^k|¡ q?

i

(si AKA es diagonal)

a) El potencial se puede expresar como: 

por lo que, llamando K a la matriz de constantes de fuerza, será:

(2 2^
K = 1

Para diagonalizarla hallamos sus valores propios:

2-1 2 l=°4 - 1¡
(2-1) (4-l)-4 = 0

2
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X2 - 6X + 4 = O

, 6±V36-16 
A = = 3 ± 75

2

por tanto,

ya tenemos la matriz diagonal (aka = A).

Una vez conocida A (y K, que es un dato), puede calcularse la matriz a 
del cambio de coordenadas. Una forma de hacerlo es deducir sistemas de 
ecuaciones lineales de la igualdad ka = aA que se obtiene de multiplicar 

por a la igualdad aka = A (y recordando que a = a-1).

• De X = 3 + 75 , se pueden obtener los términos Ah y A2i :

¡2 - (3 + 75)]au + 2A21 = 0

2An + [4 - (3 + 7s)]a21 =0

3.236An = 2A21

2A1X = 1.236A21

resolvemos el sistema:

An = = 0.618A21
11 3.236 21

An=^y^ = 0.618A21

normalizando mediante la condición

(O-ólS^Ali +A1j = 1 

obtenemos:
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Coordbudas Normales

A21 = 0.8507

An = 0.5257

• De X = 3 - 75 , se pueden obtener los términos A12 y A22:

¡2 - (3 - 7s)]a12 + 2A22 = 0 1.23 6A12 + 2A22 = 0

2
2A12 + [4-(3-75)]a22 = 0 A12=’T236A22

de donde:

A|2 = -1.618A22

y normalizando:

A22 +(—1.618)^A22 = 1

A^2 (1 +2.618) = 1 => A22 = 0.276

obtenemos:

A22 = 0.526

A12 = -0.8507

Por lo tanto la matriz A será:

0.5257

0.8507

-0.8507'

0.5257

Podemos comprobar que aka = A

[' 0.5257 0.8507^2 2^0.5257 -0.8507'|
I-0.8507 0.5257, y2 4, jo.8507 0.5257 j

['2.7528 4.4542'

-0.65 0.4014V 7

'0.5257

0.8507

-0.8507'

0.5257
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'5.236

0 0.764 7

0

Así pues, el potencial sería:

V = i (5.236 x'2 + 0.764 y'2)

b) La energía de un oscilador bidimensional diagonal está dada por la 

expresión:

Empleándola para calcular los niveles de energía de una partícula sometida al 
potencial calculado anteriormente, tenemos:

_ , 1V Í5.236 f., 1V Í0.764
E = Vj + - ■ h • J—— + V2 + - p • y!——

I 21 V m I 2 1 V m

por tanto:

Eo o =-=(1.144 + 0.437)= 1.581-= 
' Vm Vm

E01 =-=(1.144 + (3 x 0.437)) = 2.455-=
' Vm Vm

E10 = -L((3x 1.144)+ 0.437) = 3.869 -1=
' Vm Vm

°rob/ema 7.4 ®®®

Diagonalizar una matriz cuadrada de dimensión 3, cuyos términos 
valen -todos ellos- la unidad. Emplear primero el método "valores 
propios + vectores propios", y luego el programa JACOBI. Comparar 
los resultados de ambos procedimientos y explicar las diferencias 
entre ellos.
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Coordhmdas Normales

Para diagonalizar la matriz M, siendo: 

1 1 r

M = 1 1 1

puede comenzarse por hallar sus valores propios, esto es las raíces de la 

ecuación:

1-X 1 1 ’

1 1-X 1 =0

1 1 1-X

Operando,

(1 - X)3 + 1 + 1 - [(1 - X) + (1 - X) + (1 - X)] = o

3X2 - X3 = 0 X2(3-X) = 0

cuyas raíces son X=0, X=0 y X=3. 
forma:

Por lo tanto la matriz diagonal tiene la

Í0

0 

o

A =

0 01 

o o

0 3,

Cada columna de la matriz A que diagonaliza a la matriz M está relacionada 

con uno de los valores propios contenidos en A, mediante un sistema de 
ecuaciones homogéneas que reciben el nombre de ecuaciones seculares,

• para X=0, este sistema es:

(1 - 0)An + A2i + A31 = 0

Aii + (1 - o)a21 + A31 = 0

An + A2i + (i - °)A31 = 0

A31 - “A21 _ A11

La columna de A que corresponde a este valor de X es entonces:
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íAn

Azi

A31 I

Ah

A21

I - Au - A21

• para el siguiente valor X=0, este sistema es:

(1 - 0)A12 + A22 + A32 = 0

A12 + (1 - 0)A22 + A3^ = 0

A12 + A22 + (1 - o)a32 = 0

A32 - - A22 - A12

En este caso, la columna de A que corresponde a este valor de X es 

entonces:

A12

A22

A32 ,

A12

A22 

- A12 - A22

• para X=3, este sistema es:

(1- 3)A13 + a23 + A33 = 0

A13 +(1- 3)A23 + a33 = 0

A13 + A23 + (1- 3)A33 = 0

restándole a la segunda ecuación la primera, obtenemos:

3A13 - 3A23 => A13 - A23

y restándole a la tercera ecuación la segunda:

3A23 - 3A33 A23 = A33

La columna de A que corresponde a este valor de X es entonces:
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normalizando,

A13 + A?3 + A}3 = 1

3A?3 =1 => A13 = -L -
V3 3

Por consiguiente, la matriz A tiene la siguiente forma:

Normalizando la primera columna,

A?i + A3i + [- (An + A21) f = 1

Aii + A21 + An + A21 + 2AnA21 = 1

2Aii + 2A21 + 2AnA21 = 1

normalizando la segunda columna, obtenemos,

A12 + A22 + [- (A12 + A22) f = 1

2Aj2 + 2A|2 + 2A12A22 = 1

Todavía tenemos más incógnitas que ecuaciones. La solución no está 
completamente definida debido a la existencia de dos valores propios iguales. 
La forma más habitual de obtener una solución concreta (aunque no es la 
única posible) es obligar a que dos de los vectores propios sean ortogonales. 
Así pues, vamos a ortogonalizar:

• Ia y 3a columnas — Au +—A21 An A21 = 03 11 3 21 3 1 3

Esta ecuación no nos proporciona información.
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. 2a y 3a columnas ^-A12+^-A22-^-A12-^-A22 = 0

Esta ecuación tampoco nos proporciona información.

• Ia y 2a columnas —> A||A^2 + A2iA22 + (— An — A21)(“ Aj2 — A22) ~ 0

A11A12 + A21A22 + A11A12 + A21A22 + A11A22 + A21A12 = 0

2A11A12 + 2A21A22 + A11A22 + A21A12 = 0

Nos encontramos ahora con tres ecuaciones:

(1) 2AiX + 2A21 + 2A11A21 = 1

(2) 2AÍ2+2A12 + 2A12A22 =1

(3) 2AnA12 + 2A21A22 + AnA22 + A21A12 = 0

Si en la ecuación (1) tomo An=0 , tengo:

2A11=1 => A21=2^

Aplicando estos valores en (3), se obtiene:

^^ + ^^2 =°

2A22 + A12 = 0 => A12 = -2A22

y sustituyendo estos resultados en la (2):

2Ai2 + 2A22 + 2A12A22 = 1

2 • 4A22 + 2Aj2 - 4A22 = 1

6A22 =1 => A22 = = 2^

V6 o

por tanto,
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La matriz A puede ser:

pero repárese en que A no es única. El problema posee una infinidad de

soluciones igualmente válidas.

Una vez obtenida la matriz A, podemos comprobar que cumple la

relación AM A = A :

0 0 0’

0 0 0

0 0 3\ ./

b) Si empleamos el programa JACOBI, una vez introducida la matriz a 
diagonalizar nos pregunta "ordenar resultados? (s/n)". Si la respuesta es 
negativa obtenemos como valores propios " 0, 2.99999, 0 ", lo que significa 
que la matriz diagonal tiene la forma:

,0

0

0

0 0^

3 0

0 0

y como vectores propios:
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( 0.7071068 0.5773503

A = -0.7071068 0.5773503

0 0.5773503

- 0.4082483

- 0.4082483

0.8164966

En caso de que la respuesta a ordenar los resultados sea positiva el programa 
ordena los valores propios de mayor a menor, obteniéndose en este caso:

se ve que en ningún caso se obtiene la misma matriz A, sin embargo las tres

matrices obtenidas en este problema son igualmente válidas y todas cumplen 

la relación ama = A.

Problema 7.5 ©O©

Encontrar las coordenadas normales y los niveles de energía del 
sistema formado por dos masas mt y m2 que se mueven únicamente 
sobre el eje OX, en un potencial:

V(x1x2) = l(x1-x2f

siendo x¡ • X¡ - X° coordenadas de desplazamiento.

Este problema se resuelve aplicando la teoría explicadas en las 
secciones 7.4 y 7.5 del texto Mecánica Cuántica Molecular de M. Fernández y 
P. Ríus. Es importante que las revise cuidadosamente antes de intentar 
resolverlo.

El potencial propuesto se puede escribir en forma matricial ixfyx:
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V(X1X2) = jfa - x2f = i(x? + xi - 2XjX2) = + xi - XjX2 - x2xj

de manera que la matriz F. tendrá la forma:

y la matriz M que contiene las masas en su diagonal y ceros fuera de ella, en

este caso mi y m2:

(mi 
M =

k 0

0 I 

rrij

de forma que M 1 mi 

0
1 

m2

, por ser M diagonal.

k

El primer cambio de coordenadas equivale a escribir = 7m¡ x¡, en nuestro 

caso:

m = 7mTxi
^2 - 7m2 ' X2

La matriz Fn se obtiene transformando la Fx:

Como la matriz Fn es simétrica, se puede encontrar una matriz ortogonal N tal 

que:

N-1 • Fn • N = A
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siendo N"1 = N, por serN ortogonal. Se hallan los valores propios de Fn:

— -X 
m2

obtenemos:

i x__ L + x2__ —
01^2 mj m2 mjm2

X = 0

mx m2

y, por tanto:

O 1
1 1 — + — 

ml m2 j

Para hallar la matriz N operamos como en el problema 7.4:

• Para X=0

= O

1=n11+U__o|N2i

^mjmj l m2 J
= O

De aquí obtenemos que:

"r=N“=^~N2i 
^m1m2 m2
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Normalizando:

y por lo tanto:

m2

= 1

N2í =

N21 =
Vm2

£M1 + ní1 = i
m2

1 m2

+ m 2

N = í^i I m2 = I mi
11 jm2 ^mi + m2 (|'m1 + m2

• Para X = — + 
mt m2

1 1 IU

1 .. 1(1
—' — N1 2 + •   ” |  
^‘m1m2 ^mz

De aquí obtenemos que:

-J-V-.U-----N22 =0
m2) 7m!m2

— H------ i N12 - 
mi m2 JJ

--J=N22 = 0 
i/mjm2

| 22 
m2 JJ

= 0

Normalizando:

N22+^2.N22=1 n22 =
mi

mi
mx + m2
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y por lo tanto:

. í™? | mi

y mj y mt + m2

de manera que, la matriz N es:

mi
y +jr2

I m2
y m] +m2

y su traspuesta es:

N =

i ni!
y mj + m2

_ I m2
Vmi + m2

1
mT + m2

I m2 
y mj + m2
P mi 

y mj + m2

La matriz de paso a coordenadas normales es:

I m2
L“l = Ñ ■ M1/2 = ’ mi + m2 Vm» + m?

- 1 m2 ml
(mj + m2 y m-! + m2

mx m¿

^*2 ^2

1 011012 1 011012
y mj + m2 V mi + m2

ÍTh 0 1 

0

de manera que las coordenadas normales son:

y, por consiguiente:
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Qi = -¡=^1---- Xj + —- x2 = -—L—^¡Xj + m2x2)
+ m2 Vmi. + m2 ymj + m2

I m¡m2 I m,m2 I m1m2 , 
,——x, + —1 <x2 = .1—1 ¿ (x» - x 

\'m1 + m2 ym1+m2 l|m1+m2

El potencial será:

v(qi/<k) = j [¿- + j<é I
2 l( m2 1

(independiente de

y las energías propias

Ev2 - v2 +
2j V rn^m2

Obsérvese que + = — es la inversa de la masa reducida de las dos
mim2 P

partículas.

Problema 7.6 ®G®

Encontrar las coordenadas normales y los niveles de energía de un 
sistema formado por tres masas iguales que se mueven sobre el eje 
OX, sometidas a un potencial:

V(x1x2x3)=|k(x1 -x2/ +ik(x2 -X3)2

en el que las x¡ son coordenadas de desplazamiento.

Al igual que en el problema anterior, para resolver éste hay que aplicar 

la teoría estudiada en las secciones 7.4 y 7.5 del texto de teoría.

El potencial lo podemos expresar como:

■ami.iiM isa# m mw bu
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V(x1x2x3) = |k(x1 -X2)2 +|k(x2 -x3)2

= y k(x2 + x2 - 2x3x2 + x2 + x3 - 2x2x3)

= y k(xf + 2x2 + x3)- kxjx2 + kx2x3

por lo que la matriz Fx vendrá dada ^Br:

( k

-k

0

-k 0 ) 

2k -k

-k k

y la matriz m que contiene las masas en su diagonal y ceros fuera de ella,

como las tres masas son iguales, es:

(m 0 O1

M = 0 m 0

0 0 m

Por consiguiente:

M 1

(1

m

0

0

0 0

— 0 
m

o —

Para hallar F„ = M“1/2 ■ K • M-1/2 •I A se multiplican las tres matrices:
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Se debe encontrar una matriz N tal que N Fq N = A. Vamos a calcular A:

m
2k _k_

m m m

resolvemos:

_X3 + ^X2- 
m m~

3k2 , n—= 0

x2+—=> 
m rn2 J

en el segundo caso,

X= 0

m m2

4k± 16k2 12k2

m' m2 m2 _ 2k + k
2 m - m

m
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por tanto:

0 0 0

m

0 0

0

3k 
m

Vamos a hallar ahora N: 

• Para X=0

¿N„ k
---- N21 + 0N3i =0 

m

k
N11 

m

2k,, k ,, _
+ — N2i N31 = 0

m m

k k
0Nn - —N21 + —N31 = 0 

m m

De la primera ecuación obtenemos:

k k
~NH=“N21 => N11 = N21
m m

y de la tercera:

k k
--N21—-N31 => N21=N31

m m

Normalizando:

Nn+NÍi + N^ =1

Nn = N21 = N31 = A 

V3

• Para X = — 
m

k
0 Nj2 — — N22 + 0 N32 - 0
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k m k .. k _N12+— N22 N32 =0
m m m

L
on12 —n22 + on32 = o

m

De la primera ecuación obtenemos:

k „
N22 = 0 

m
N22 =0

de la segunda:

k k
N1 n32 = 0 

m m
N12 = -N32

y de la tercera:

k „
n22 =0 m

N22 =0

Normalizando:

N12 -

Nf2+Nl2 =1

n32=-4

Para X = — 
m

7k k
N13 --N23 

m m
+ o n33 = o

k k k
“N13"—^3-—N33=0 

m m m

k 2k
0N13--N23-—N33 =0 

m m

De la primera ecuación obtenemos:
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2k k
- —N13-—N23 

m m
= O

-2N13 -N23 = O

N13 = -|n23

y de la tercera:

k ... 2k.. . „
- —n23 - —N33 =*0 m m

-2N33 = N23

n33 = -|n23

por tanto, N13 = N33 = - jN23 , normalizando:

—N23 + N^3 + —N23 = 1

entonces N13 = - N23 Y N:■33 =-
76
o

Ahora ya conocemos la matriz N que será:

1 í 76 '
?3 72 ’ 6

1 1 76
?3 7? 6

y, por tanto N:

1 1 1 ’

73" 73 73"

76 76 76
6 3 6

252



Coordbiadas Normales

Como:

/rñ l2m _ /m
<6 V 3 U

obtenemos:

- Im ím [m
(traslación global)

Q2=^X1-^X3
(tensión simétrica)

_ /rñ Í2m [m
X2J-X3 (tensión antisimétrica)

El potencial en coordenadas normales será:

v = = +3Q^
2 Lm m j 2 m

y como:
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entonces:

Problema 7.7 ®®®

Las vibraciones de tensión en la molécula (lineal) CO2 pueden 
describirse aproximadamente mediante un potencial:

V(x1x2x3)=^k(x1 -Xjf + ^k(x2 -X3)2

en el que xt y x3 son las coordenadas de desplazamiento de los 
átomos de oxígeno. Determinar el valor de la constante de fuerza k, 
en milidinas/Angstrom, sabiendo que en el espectro de IR de esta 
molécula aparece una banda a 2400 cm'1 y en el espectro Raman una 
a 1300 cm'1.

1 J ^mjmj

Este problema se parece al 7.6, pero al ser las masas diferentes (0=16 
u.m.a.; C=12 u.m.a.) hay que empezar por hacer el cambio de escala

r- / \
H¡ = ^m, • x¡, con lo que al ser (FL1 = ■ , se tiene:

1-10' 0.0625 -0.0722 0

Fx = k — 1 2 -1

0-11

Fn =k 0.0722 0.1667 -0.0722

0 -0.0722 0.0625

254



Coomswdas Normales

Las coordenadas normales se relacionan con la matriz N que diagonaliza Fn 

por:

x = (w 1/2n)q = LQ

Hay que prestar atención a que L ya no es necesariamente una matriz 

ortogonal, esto a que L-1 ya no tiene porque ser igual a Ly, por tanto 

Q = [ÑM1/2[ X .

Diagonalizando F„ mediante el programa JACOBI encontramos:

N

ÑFn

-0.369 -0.707 0.603

0.853 0 0.522

-0.369 0.707 0.603
i ■

0.229 0 0'

= 0 0.0625 0

0 0 0

(- 0.369 0.853 -0.369' 4 0 0'

Q = (nm1/2)-x = -0.707 0 0.707 0 3.464 0 X

0.603 0.522 0.603 0 0 4.

luego:

Qi = -1.477XJ + 2.954x2 - 1.477x3

Q2 = -2.828x1 + 2.828x3

Q3 = 2.412X! + 1.809x2 + 2.401x3

Por tanto, los niveles de energía son E(vlzv2)= ej+ e2+e3 con:

ei =^ + 1 jfi-7°-229k 

e2 = ^2 + ^1» ■ 70.0625k 

e3 = 0
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Las energías están en unidades un tanto arbitrarias, ya que se han empleado 
u.m.a. Vamos a calcular el factor de conversión para obtener e en cm'1 a 

partir de esos resultados (m en u.m.a., k en milidinas/Angstrom, í = 1). Para 

fk”
un oscilador lineal armónico AE = — . La energía, AE, vendrá expresada en 

V m
ergios si k viene expresado en dinas/cm, la masa m en gramos y h en 
ergios.segundo. Así pues:

(dinas . (milidinas 1 dina 1A ,„51 f milidinas
—5----------------- s— = 10 k>------------
l(r milidinas 10'8cm A

migramos) =
m(u.m.a.)

6.022xl023

por tanto:

AEferg;
fk _ h I 10 ^(mdinas/A)

(6.022 xl023fm(u.ma)

La frecuencia viene determinada por la expresión vfs 1) = — si AE se expresa 
h

en ergios. Por otro lado, el numero de ondas es:

rvf -i) v AE 76.022 xlO28 |k(mdinas/A) . _n_ o
v (cm 1) = — _-----=---------------------------- J—i------—í—2. = i j0¿. 8

C he 27tC(crr/s) y m(u.m.a.)
kfmdinas/A) 

m (u.m.a.)

Por tanto el factor de conversión es 1302.8.

Las primeras transiciones de vibración se producirán entre el estado 
fundamental |0,0,0) y los estados |l,0,0) y |0,l,0). Las energías puestas en 

juego serán:

Ei,o,o _E0/0/0 = 1302.8- h- .Jo.229 k(md¡nas/A) = hvj

Eo,i,o - Eo,o,o = 1302.8- h 0.0625 k(mdinas/A) = hv2 
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El número de ondas mayor por tanto mayor energía (2400 cm’1) 
corresponderá a la primera de las dos transiciones y el de menor (1300 cm'1) 

a la segunda.

De la primera deducimos:

2400cm 1 = 1302.8 70.229 k

. ( 2400 f 1 . . o ..... .,
k = --------- ------- = 14.8 mihdmas/Angstrom
l1302.8 ) 0.229

De la segunda:

1300cm-1 = 1302.8, J.0625k

k = f 1300 Y —1— _ 15 g milidinas/Angstrom 

(1302.8) 0.0625

La diferencia permite estimar el grado de aproximación del modelo de 
potencial (ya que si éste hubiera sido exacto, debería haber salido el mismo 

resultado). Sus principales defectos son:

a) despreciar una de las constantes de fuerza cuadráticas (f13 * 0).

b) despreciar los términos de orden superior al cuadrático.

Normalmente la más grave de las dos aproximaciones es la más primera.

Nótese que la coordenada Qi es una tensión antisimétrica y por consiguiente 
es activa en IR mientras que la Q2 es una tensión simétrica activa en Raman.
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Capítulo VIII:
Vibraciones moleculares

• Coordenadas de valencia

• Separación de la traslación y la rotación

• Acoplamiento vibración-rotación

• Coordenadas de simetría

Teoría Básica

8.1 Coordenadas de valencia.

Para el estudio de las vibraciones moleculares suelen emplearse 
coordenadas internas. Éstas son combinaciones lineales de coordenadas 

cartesianas relacionadas con las propiedades geométricas de la molécula 

considerada.

Las coordenadas internas más empleadas son las coordenadas de 
valencia y las coordenadas de simetría. Las primeras se relacionan con las 
distancias y ángulos de enlace de la molécula y las segundas con las 
operaciones de simetría que puedan definirse en ella. Ambas permiten 
describir el potencial de vibración molecular en función de un número de 
constantes de fuerza muy inferior al que se necesita cuando se emplean 
coordenadas cartesianas.

Empleando notación matricial, cualquier conjunto de coordenadas 

internas puede representarse como:

q = B x (8.1)
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siendo x un vector columna cuyas componentes son las coordenadas 
cartesianas de desplazamiento. La matriz de constantes de fuerza Fq, 

correspondiente a las coordenadas internas q, puede obtenerse a partir de la 
correspondiente a las coordenadas cartesianas, Fx (si se conoce), o puede 

representar directamente a un potencial de vibración desconocido:

V(qD = (8.2)

Si se eligen de forma adecuada las coordenadas q¡, puede conseguirse que 

este potencial sólo contenga términos diagonales:

(8.3)

i

por resultar nulas (o despreciables) todas las constantes Fj con i*j.

Las coordenadas de valencia son las variaciones de las longitudes o 
ángulos de enlace de una molécula respecto a sus valores de equilibrio. 

Obsérvese que estas coordenadas no son las propias longitudes o ángulos, 
sino los cambios que experimentan estas magnitudes por efecto de la 
vibración. Las hay de cuatro tipos (figura 8.1):

Figura 8.1. Tipos de coordenadas de valencia: a) tensión, b) flexión, c) flexión 
fuera del plano y d) torsión.
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• Tensión de enlace. Miden la variación de las longitudes de enlace en la 
vibración.

• Flexión de enlace. Miden la variación del ángulo entre dos enlaces 
contiguos.

• Flexión fuera del plano. Miden la variación del ángulo formado por un 
enlace y el plano que corresponde a otros dos.

• Torsión. Miden la variación del ángulo diedro formado por tres enlaces 
consecutivos.

El potencial de vibración en coordenadas de valencia, q, puede expresarse 
de la forma:

V(q¡) = |^F^qj = |q Fq q (8.4)

i j

y el operador de energía cinética en la forma:

t(qt)==|pqGpq (8.5)

। "j"

La ecuación de Schródinger vibracional expresada en coordenadas de 
valencia puede resolverse directamente. Esta resolución directa equivale a 
encontrar una transformación lineal:

q = L Q (8.6)

tal que para las nuevas coordenadas Q la matriz H=T+V sólo tenga términos 
diagonales:

H(Q) = T + V = + XiQ?) (8.7)

i

La transformación se determina en dos pasos. El primero consiste en 
buscar la transformación:

q = A x (8-8)

que reduzca a (8.5) a forma diagonal:
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T(z) = |pqPq =^p2 (8.9)

Se puede demostrar que la matriz A es la matriz simétrica G1/2, luego:

q = G1/2 x (8.10)

La obtención de la raíz cuadrada de una matriz sólo resulta trivial con 
matrices diagonales, para las cuale'S'puede escribirse (a1/2)¡ = 7^7. Como la 

matriz G no tiene porqué ser diagonal, su raíz cuadrada ha de obtenerse 

mediante métodos como el explicado en el apartado 8.1 del texto de teoría. 
Según éste:

G1/2 = U A1/2U-1 (8.11)

siendo U una matriz ortogonal que diagonaliza a la matriz G: U-1GU =A. El 

cálculo informatizado de G1/2 se encuentra incluido dentro del programa 

WILSON.BAS.

Por otro lado la matriz G puede hallarse a partir de la definición:

G = BM-1B (8.12)

siendo B la matriz que relaciona las coordenadas de valencia con las 

cartesianas q= Bx . Así es como se hace en el programa BYG.BAS. Sin 

embargo, también es posible recurrir a fórmulas explícitas de los elementos 
G¡j obtenidas por el método de los vectores de Wilson. En el caso de las 
coordenadas de tensión de enlace:

di = ARap qj - ARp7

resulta, para los elementos diagonales:

m„ mp 

cuando q¡ y qj son tales que tienen el núcleo p común

= _ mp

mientras que:

(8.13)

(8.14)
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Gy = 0 (8.15)

cuando las coordenadas de tensión q¡ y qj corresponden a enlaces 

independientes.

La matriz de constantes de fuerza Fx se obtiene a partir de Fq, de 

manera que:

Fx = G1/2 • Fq • G1/2 (8.16)

Aunque no es evidente, el producto obtenido, Fx> resulta ser una matriz 

simétrica, luego puede encontrarse una matriz ortogonal N tal que:

N-1 Fx N = A (8.17)

siendo f* una matriz diagonal. En consecuencia, la transformación (8.6) 

buscada es:

q = G1/2NQ = L-Q (8.18)

Las coordenadas normales de vibración Q¡ pueden obtenerse, entonces, 

a partir de las coordenadas de valencia mediante la fórmula:

Q=Lxq (8.19)

es decir Qx =

Es importante subrayar que L no tiene porqué ser una matriz ortogonal, 

L-1 * L, es decir su matriz inversa no tiene porqué coincidir con su 

traspuesta.

8.2 Separación de la traslación y la rotación.

Cuando se obtienen las coordenadas normales de una molécula a partir 
de sus 3N coordenadas de desplazamiento se ve que varias de ellas tienen 
frecuencia nula, A¡ = 0. El número de éstas últimas depende del tipo de 

molécula: cinco en moléculas lineales, seis en no lineales rígidas y más de 
seis en moléculas con rotaciones internas que puedan considerarse libres.

La existencia de este tipo de coordenadas normales puede aprovecharse 
para reducir a priori el orden de las matrices F y G. Para ello basta incluir
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entre las coordenadas internas directamente a las coordenadas normales de 
frecuencia nula. De ese modo tanto q como B pueden separase en 

submatrices:

q =
Ai

q2
(8.20)B =

donde qlf Bi se refieren a las M coordenadas de frecuencia nula y q2, B2 a las 

restantes. Las matrices Bj y B2 son por lo tanto rectangulares. Como el 

potencial de vibración no depende de las coordenadas qi, la matriz F debe ser 

de la forma:

F = (8.21)
O IFj

donde O representa una matriz nula de las dimensiones adecuadas y F; es 

una matriz de constantes de fuerza que se refiere sólo a las 3N-M 

coordenadas q2.

La matriz G tendrá la forma:

G = BM1 5 = (8.22)
B2M B2M1B2

si las coordenadas q2 se eligen de manera que b2m1B1 y Bj M 1B2 sean 

nulas, G queda semidiagonalizada también en dos cajas independientes:

G = (8.23)
«2

Cuando F y G están ambas semidiagonalizadas en dos cajas de iguales 

dimensiones puede operarse separadamente con las cajas superiores e 
inferiores, pues la obtención de las coordenadas normales sólo mezclará 
coordenadas internas de la misma clase. Ello permite obtener, de forma 
rigurosa, las coordenadas normales a partir de solamente las 3N-6 (ó 3N-5 en 
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moléculas lineales) coordenadas internas que acompañan a las de frecuencia 
nula que, normalmente ni siquiera se toman en cuenta.

8.3 Acoplamiento vibradón-rotación.

Los efectos principales de la rotación sobre los niveles de vibración de 
las moléculas diatómicas son, en principio:

• Introducir un término de energía de rotación pura:

AE, = +^~ (8.24)

2gr¿

donde n es la masa reducida.

• Alargar un poco el enlace, tanto más cuanto mayor sea el momento 
angular.

• Aumentar un poco la constante de fuerza, tanto más cuanto mayor 
sea el momento angular.

Como ecuación para describir los estados de vibración-rotación de una 
molécula diatómica puede tomarse:

ft2 d2S f^(f + l)ft2 1. 2V r c, >
T+ \ _i +T-keq S(q) = E S(q) (8.25)

2g dq2 [ 2nr2 2 J

cuyas funciones propias S(q) son prácticamente iguales a las del oscilador 
armónico y cuyas energías propias Ev, difieren de las de éste en el término 
correctivo:

AE¿ = (8.26)
2^r2

el cual tiene en cuenta los efectos de la rotación de manera totalmente 

Independiente de los de vibración.

Los efectos en las moléculas poliatómicas son parecidos, pero su 
estudio detallado resulta mucho más complicado que en el caso de las 
moléculas diatómicas.

265



PRQBLaus de tfcrÁnimA Cuántica Molecular

8.4 Coordenadas de simetría.

La consideración de la simetría molecular en el estudio de las 

vibraciones moleculares, permite utilizar el formalismo matemático de la 
teoría de grupos para clasificar los modos normales de vibración de acuerdo 
con sus propiedades de simetría. Partiendo de las coordenadas internas y 
haciendo uso de la simetría, se puede definir un nuevo conjunto de 
coordenadas que tenga las mismas propiedades de simetría que las 
coordenadas normales. Estas coordenadas reciben el nombre de coordenadas 
de simetría y, utilizándolas se consigue que las energías cinética, G, y 

potencial, F, queden factorizadas en tantos bloques como especies de simetría 

tenga el grupo puntual al que pertenezca la molécula. Todo ello se traduce, en 

la práctica, en que se pueden estudiar las vibraciones pertenecientes a cada 
especie de simetría de forma independiente de las demás.

El procedimiento a seguir es el siguiente:

• Clasificar a la molécula en un grupo de simetría.

• Determinar a que especie de simetría pertenece cada coordenada normal.

• Obtener las coordenadas de simetría. Para obtenerlas basta aplicar a cada 
coordenada interna el operador proyección:

(8 27)

R

donde R son todos los operadores de simetría del grupo y %¡(R) es el 

carácter de la operación de R en la i-ésima representación irreducible.

• El siguiente paso es escribir la relación entre las coordenadas de valencia 
y las coordenadas de simetría S=U-q

• Obtener la matriz JF para las coordenadas de simetría mediante la 

expresión:

FS=U- Fq U1

• Obtener la matriz Gs :

GS=Ú Gq'Ú 1
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Los problemas relativos a este apartado (8.6, 8.7 y 8.8) sólo pueden 
resolverse si se poseen conocimientos suficientes de la Teoría de Grupos.

Ejercicios Resueltos

PnMemafll ®

Obtener la matriz G para las coordenadas de valencia:

q1=x2-x1

q2=x3-x2

del sistema formado por tres masas iguales moviéndose sobre el eje 
OX.

La matriz G es el producto:

-i G = BMX B

en el que B representa a la matriz que define a las coordenadas q¡ a partir de

las cartesianas. La matriz M es la que contiene a las masas, esto es:

fm 0 0 ' m
0

X
0

M = 0 m 0 => M X = 0
1 
m

0

0 0 m 0 0
1 
m

Por otro lado, q = B • x, y en nuestro caso:

qi = x2 - Xí

q2 = x3 - x2

267



Prohibías de Mecánica Cuántica molecular

por tanto, podemos escribir:

donde B =
1

-1

'di 1 1
^2 J 0 -1

%

X2

*3'

0 '

1

0

1

Una vez conocidas las matrices B y M , se multiplican para calcular G:

G =

0

0

1

'-1

0

oí m 
■ o

1J 
o

o 

1 
m 

0

-1

1

0

O

-1

1 ,

m 
1 1
m m

L2_ 
m

O

f 2 _A 1 
m m 
_1 2

s m m ,

Problema 8.2 ©O®

Obtener las coordenadas normales del sistema formado por tres 
masas iguales que se mueven sobre el eje OX sometidas al potencial

V(qi,q2)=^kq?+|k^

siendo qi=Ar12 y q2=Ar23 las coordenadas de valencia para la tensión 
de los enlaces 1-2 y 2-3.

En primer lugar tenemos que calcular la matriz G. En el caso de las 

coordenadas de tensión de enlace, los elementos diagonales G» son:
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Gh
1 1 ~ - -♦---- 

ma rrip

El valor de los no diagonales depende de la situación de las coordenadas q¡ y 

qj consideradas. Si corresponden a enlaces contiguos:

G..2íSfc

'11 1 — + —---- 
m m m
111--— 4- — 

. m m m

donde p es el núcleo común. Cuando q, y qj no comparten ningún núcleo:

G¡j=0

En nuestro caso, teniendo en cuenta que las tres masas son iguales y 
que el ángulo 6123 es de 180°, obtenemos:

2_ 
m m 
1 2
m m

Una vez conocida G tenemos que calcular G1/2, para lo cual es 

necesario realizar una diagonalización. Debemos encontrar una matriz U tal 

que U—1GU = A. Puede hacerse de varias formas, una de ellas empieza por 

calcular los valores propios de G igualando a cero el determinante:

—-X 
m

m

1
m

m

= 0

operando:

^m ) nr
x2 x + -5- = o 

m m2 

4 + jl6 _ 12
m ~ Vn? n? = 3_+ A

2 m - m
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x = — m X = — 
m

por tanto:

0

3 
m ,

como es una matriz diagonal (a1/2)í = 7^7, de manera que:

Por último se hallan los vectores propios correspondientes a los dos valores 
propios obtenidos. Con ellos se forma la matriz u, ya que son sus columnas:

¿Uil-¿U21=0 
m m

=> Un = U21
-ÁUn+lu,! =0 

m m

Normalizando:

Uh + Uii =2Uh =1 Un = U21 = -U
V2

3
• Para X - — 

m

=*  U12 = -U22

• Para X = — 
m

Normalizando:
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U?2+l^2 =2Uf2 =1 =>

Ahora ya conocemos la matriz U:

1 11

como U'1= Ü (por serlU una matriz ortogonal):

En este caso U'1 coincide con II. Es una propiedad sorprendente de algunas 

matrices (ino es un error!).

Ahora ya estamos en disposición de calcular g1/2 = ua1/2u 1

En definitiva, obtenemos:
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1-73

El siguiente paso es calcular la matriz de constantes de fuerza Fx a 

partir de ]Fq:

Fx = G1/2 • Fq • G1/2

en nuestro caso Fq es:

Fq
fk 0^1

por consiguiente:

1-73
2-Jm

1 + 73
2-Jm t

'k

0

1 + 73 
°1 27m 
kj 1-73 

27m

luego:
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FX =

2k 
m 
-k
m

-k '
m
2k
m ,

Ahora hay que realizar una segunda diagonalización:

N-1 ■ Fx ■ N = A

Calculamos los valores propios de JFX:

2k .
■ 11 — A 
m
-k
m

-k 
m

2k
m

= 0

resolvemos:

4k 16k2 12k2 3k

m V m2 m2 _ 2k + k

2 m - m X = —
m

Por tanto:

0

3k 
m

Vamos a hallar ahora N (yuxtaponiendo los vectores propios de Fx):

Para X - — 
m
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k k .. _
~N11 _ ~N21 = 0 
m m

k .. k .. _
Nn+—N21 =0 

m m

=* Nn = N2i

Normalizando:

NÍi + N21 = 2N^ = 1

„ , 3k
Para X = — 

m

k k--N12-£n22=0 
m m

k k _
- —n12- —N22 =0 m m

=> N12=-N22

Normalizando:

N12 + N22 = 2N12 = 1 =>

Luego la matriz N es:

Ahora ya estamos en disposición de calcular L como L = g1/2N :
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' 1 1 + 73 1 1-73

72 2>/rn_ 72 2-Jrñ

1 1

1 El menor de cada elemento A|¡ de una matriz A es el determinante que resulta de 

eliminar la fila y columna del elemento multiplicado por (-l)l+j.

o bien:

72 27m 77 27m 

1 1 + 73 1 1-7T 
"77 27m_ 72 27m_

1 1 1±Á
77 27m 72 27m

y, como q = L Q, las coordenadas normales Q, pueden obtenerse a partir de:

Q=LJq

* —1Dado que L no tiene por que ser una matriz ortogonal, L * L , es necesario 
determinar la inversa. Para ello basta construir una matriz compuesta por los 
menores1 de L, trasponerla y dividirla por el determinante de L.

El determinante es:

por tanto:
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Qi = fax + q2) tensión simétrica

Q2 = (qi - q2) tensión antisimétrica

Problema 8.3 O®

Los niveles de energía de vibración de una molécula diatómica son:

siendo k la constante de fuerza y ji la masa reducida:

M- =
mtm2 

mj + m2

Obtenga este resultado aplicando el método de las matrices F y G 

tomando como coordenada de valencia la distancia internuclear. 
Repita el cálculo tomando como coordenadas internas las 
coordenadas cartesianas de los dos núcleos de la molécula.

Los niveles de energía de una molécula diatómica se obtienen en la 
mayoría de los textos de Química Física a partir del oscilador armónico 

monodimensional y la separación del movimiento del centro de masas. La 
ventaja del método propuesto aquí es que se puede aplicar a las moléculas 
poliatómicas mientras que el de la masa reducida no es aplicable.

En el primer caso tenemos una única coordenada de tensión que 
vendrá definida por q=Ari2. La matriz G será una matriz de lxl, de manera 

que:
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donde es la masa reducida. Obviamente es una matriz diagonal, por tanto:

Por otro lado la matriz F será sencillamente:

F = (k)

y por tanto

Esta matriz obviamente no necesita ser diagonalizada. Por tanto los niveles de 
energía que venían dados por la expresión:

en nuestro caso son:

tal como queríamos comprobar.

En el segundo caso tenemos dos coordenadas xi y x2. El potencial será 

del tipo:

V = jk(x2 - xx)2 = |k (xl + x? - 2xxx2)

La matriz F en este caso será:

( k -k
F= 

^-k k

Para calcular G en coordenadas cartesianas, recurrimos a la definición de esta 

matriz:

Gij¡ = (bm-1b)j
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La matriz M es la que contiene a las masas, esto es:

M =
0 1 

m2

que ya es una matriz diagonal, por tanto:

0

1
G =

0
m2

y, por consiguiente:

El siguiente paso es calcular la matriz de constantes de fuerza Fz a

partir de JF:

Fx = G1/2 -F-G1/2

esto es:

-k 1

Calculamos sus valores propios:

mi
-k — -X

m2

= 0
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X2 -Xkf—+ —1= 0

I mj m2 1

1 1 m, + m2 1
pero — + = —1----- = —, entonces:

mi m2 m,m2 p.

X = 0
x2-x- = o =>xfx--]=o =*. k 

H x = ^-

Como los niveles de energía vienen dados por la expresión:

donde los Au son los valores propios, y sólo hay una valor propio no nulo, 
obtenemos:

con lo que, tal como cabía esperar, se reencuentra la expresión habitual para 
los niveles de energía de vibración de una molécula diatómica.

PnMema 8.4 G®

El HCN es una molécula lineal con distancias de enlace dCH=l-06A y
O 

dCN=l-16A. Los elementos de su matriz G correspondientes a la 

coordenada de flexión 0 (entre los núcleos H-C-N) valen:
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1 1 1 í 1 12 eos d> |
<□ w =--------------+----------------+---------!-------- +-------------------------- - I

mHrHC mN^NC mC ^HC rCN J

_ -senip 
= rxcmc

Obtener, para esta molécula y su derivado deuterado DCN:

a) Las matrices G

b) Las frecuencias fundamentales de vibración (en cm' ) 
empleando el programa WILSON. Las constantes de fuerza en 
milidinas/Angstrom valen: kCH=5.9 ; kCN=18.0 ; kHcN=0.25

1

1 1 + 1 í 1 1 2 eos 180° ) =
1(1.06]? * 14(1.16/ + 12 (1.06/ + (1.16/ + (1.06)(l. 161 j ”

a) Estamos ante un sistema con tres coordenadas internas de valencia, dos 
tensiones y una flexión, que denominaremos:

qi=ArCN ; q2—ArCH ; q3“A<|>HCN

Para construir la matriz G de la molécula HCN utilizaremos las ecuaciones 

(8.13)-(8.15) en el caso de las coordenadas de tensión de enlace, y para la 
flexión las que nos proporciona el enunciado del problema. Dado que el 
programa WILSON.BAS opera con los elementos de G en moles/gramo, las 

masas deben expresarse en u.m.a. (unidad de masa atómica y no unidad 
atómica de masa, ver sección 6.2), que es lo más cómodo. Por consiguiente:

Gn
lili

------ F-----—------ 1-----
mc mN 12 14

0.155

G22 = ± 
mc

1
mH

= ± + l = 1.083

1 1 1(1 1 2 eos ó
33------- -------------------- ' —*—5-------------

mHrHC mNrNC mc ^rHC rCN rHcrCN
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g12=g21=^ = í^1^ = -0.08 

mc 12 

G13 = G31
-sen^ 

rNCmC

-sen 180° _ _ 
(1.16)12“ '

G23 = G32 -
-seni> 

rHCmC

- sen 180° 
(1.06)12 "

entonces:

(0.155 -0.08 0 )

g(hcn) = -0-08 1.08 0

0 0 1.21

Para el derivado deuterado, suponiendo que las distancias de enlace no se 
modifican, sólo cambian los elementos G22 y G23. Calculamos estos 

elementos:

_ 1
G22 = — + 

mc

1 

mD

1
12

+ — = 0.58 
2

G33
1 1 1 ( 1 1 2cost>
. +-----------1------ I----- + ——-----------— 

mDrDC mNrÑC ^rDC rCN rDCrCN

1 1 1 í 1 1 2 eos 180°
2(1.06)Z + 14(1.16)2 + 12^0^067 + (1-16)2 + (l-06)(1.16)

luego la matriz G será:

(0.155

g(dcn) = -0.08 

0

-0.08 0 )

0.58 0

0 0.77

b) Suponemos que la matriz F es una matriz diagonal:
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(18.0

F = 0

0

0 0 1

5.9 0

0 0.25

común para las dos moléculas.

Utilizando el programa WILSON.BAS obtenemos los siguientes 

resultados:

HCN DCN
Asignación

¡U v( (cm"1) i. vi (cm'1)

6.57 3339.3 3.99 2602.1 Tensión C-N

2.61 2104.8 2.22 1942.5 Tensión C-H (D)

0.30 716.5 0.19 571.6 Flexión

De los espectros infrarrojo y Raman del HCN se deduce que las 
frecuencias fundamentales experimentales se encuentran a 3312 cm'1, 2089 
cm'1 y 712 cm'1, en muy buen acuerdo con lo calculado. Para el DCN las 
frecuencias experimentales son 2629 cm'1, 1906 cm'l y 569 cm'1. La causa 

de la discrepancia entre frecuencias calculadas y experimentales es, 
sobretodo, la existencia de términos no diagonales en la matriz JF que aquí se 

han despreciado. También influye, aunque en menor medida, el hecho de que 
el verdadero potencial de vibración no es completamente armónico.

Problema 8.5 ®®®

Las frecuencias de vibración fundamentales del CO2 (corregidas para 
eliminar los efectos de la anarmonicidad), son:
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2396 cm'1 1354 cm'1 673cm-1

a) Determinar, haciendo uso del programa WILSON, el valor de las 
constantes de fuerza ku, k22 y k33 correspondientes a un campo 
de valencia simple (es decir, kjj=O si i#j) cuando:

Ai = ¿Reo, A2 = ARcoa A3 - Moco

b) Corregir el campo de valencia simple con las constantes de 
fuerza de interacción k12 y k21 que relacionan las dos 
coordenadas de tensión.

c) Corregir el resultado precedente añadiendo el efecto de las 
constantes de fuerza k23=k23

d) Estudiar los efectos de suponer totalmente independientes las 
vibraciones de tensión y de flexión.

Para resolver este problema hay que seguir un procedimiento de 
prueba y error, pues no se pueden calcular las constantes de fuerza de forma 
directa. El primer paso es calcular la matriz G, para ello podemos emplear el 

programa BYG.BAS. Este programa necesita como datos las coordenadas 
cartesianas de equilibrio en Angstrom y la masa en u.m.a., para cada núcleo 
de la molécula. En la tabla se muestran estos datos que se obtienen de 
considerar que la molécula es lineal y la distancia de enlace CO de 1.16Á .

Átomo n° x y r Masa

O 1 0 0 0 16

c 2 1.16 0 0 12

0 3 2.32 0 0 16

Además hay que suministrar al programa la definición de las coordenadas de 
valencia elegidas. En este caso tenemos 3 coordenadas, que son las 

siguientes:
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coordenada Tipo
Átomos 

implicados

di tensión 1 2

q? tensión 2 3

q3 flexión 1 2 3

con ello obtenemos:

C 0.14583 -0.08333 0.00000’

G = -0.08333 0.14583 0.00000 

0.00000 0.00000 0.34062

Esta matriz también se puede calcular a partir de las ecuaciones (8.13)-(8.15) 
en el caso de las coordenadas de tensión de enlace y para la flexión las que 
nos proporciona el enunciado del problema anterior, de manera que:

1 1
Gn

mc m0
—+ — = 0.14583
12 16

G12
eos 180

mc
— = -0.08333 = G,i12 21

G13
-sen 180 

dco ’ mc
= 0 = g31

g22
mc m0

Á + ¿ = ° 145831 1

G23
-sen 180—----------= o = g32
dco ■ mc
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_ 1 1 1 f 1 1 2cosl80^
G33 =---- —— +---- —— +---- 1 —— + —5---------- =-----

modco modéo mc(d¿0 d¿0 d¿0

2 4 2 4
mod£o + mcdco ~ ^(l-ló)2 + 12(1.16)? = 0.34062

Se obtiene, como cabía esperar, el mismo resultado que con el programa 
BYG.BAS.

a) En el primer apartado hay que determinar el valor de las constantes de 

fuerza kn, k22 y k33. Dado que kn y k22 son las constantes de fuerza de la 
tensión C-O, ambas son ¡guales, con lo que matriz F es una matriz con sólo 

dos incógnitas:

íkn 0 0 1

F = 0 kn 0

0 0 k33

Utilizamos el programa WILSON.BAS para ensayar valores. Si introducimos:

kn - k22 — 2

k33 ~ 1

obtenemos:

Vi =881 v2=760 V3 = 462

resultados muy lejos de los experimentales. Si aumentamos kn=k22:

kn = k22 = 10

k33 = 1

obtenemos:

Ví =1971 V2= 1034 V3 = 760
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Este resultado indica que habría que aumentar kn=k22 y disminuir k33. 
Elegimos:

kn = k22 = 14

k33 = 0.7

obtenemos:

Vi = 2332 v^= 1223 V3 = 636

Este proceso lo repetimos hasta que la suma de las desviaciones (v-Vcai)2 sea 

mínima. Con un poco de paciencia encontramos que los mejores valores son:

kn = k22 = 14.8

k33 = 0.785

a los que corresponden las frecuencias:

V! = 2398 V2= 1258 v3 = 674

b) Este segundo apartado se trata de corregir el campo de valencia simple 
con las constantes de fuerza de interacción ki2=k2i que relacionan las dos 
coordenadas de tensión.

En una primera aproximación mantenemos los valores anteriores y 
asignamos a ki2=l, esto es:

kn = k22 = 14.8

k33 = 0.785

ki2 = 1

obtenemos:

Vi =2316 V2= 1299 V3 = 674

como nos ha disminuido la primera frecuencia vamos a aumentar kn=k22 y 
vamos a disminuir ligeramente k33 para mejorar v3 probamos:

kn = k22 = 15
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k33 = 0.783

ki2 = 1

obtenemos:

Vi = 2332 V2 = 1308 V3 = 673

El valor de k33 parece bastante bueno, sin embargo se necesitaría aumentar 
las otras tres constantes, ensayamos los valores:

ku = k32 =16

k33= 0.783

k12= 1.4

obtenemos:

Vi = 2382 V2= 1368 V3 = 673

A la vista de estos resultados vemos que vj sigue por debajo del valor 
experimental pero v2 está por encima. Vamos a mantener todas las constantes 
y modificar ligeramente k12:

ku = k22 = 16

k33= 0.783

ki2= 1.3

obtenemos:

Vj = 2390 V2 = 1360 V3 = 673

Volvemos a modificar k12:

ku = k22 = 16

k33 = 0.783

ki2= 1-2

y obtenemos:

Vi = 2398 V2= 1356 V3 = 673

287



Problbus de Mecánica Cuántica Molecular

Estos valores están muy cerca de los experimentales (2396, 1354 y 673 
cm-1).

c) Ahora vamos a corregir el resultado precedente añadiendo el efecto de las 
constantes de fuerza ki3=k23. Elegimos por ejemplo:

ku = k22 = 16

k3^= 0.783

k12= 1.2

ki3 = k23= 1

obtenemos:

Vi = 2398 V2= 1356 V3 = 607

El efecto de estas nuevas constantes de fuerza no es mejorar vx y v2 sino 
empeorar el resultado de v3, por tanto vamos a disminuirla drásticamente e 
intentaremos modificar las otras constantes. Por ejemplo ensayamos los 
valores:

ku = k22 = 16

k33 = 0.783

k12= 1.21

kn = k23 = 0.01

obtenemos:

Vi = 2397 v2= 1356 v3=673

Volvemos a modificar las constantes:

kn = k22 = 15.98

k33 = 0.783

kí2 = 1.21

ki3 = k23 = 0.01
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y obtenemos:

Vi = 2396 V2= 1355.8 V3 = 673

Volvemos a disminuir ki2,

kn = k22 = 15.98

k33 = 0.783

k12= 1.205

k23 = k23 = 0.01

obtenemos:

Vi = 2396.4 v2= 1355.6 v3 = 673.2

Vamos a probar a disminuir kn = kZ2 y k12,

kn = k22 = 15.97

k33 = 0.783

k12= 1.2

k13 = k23 = 0.01

obtenemos:

Vi = 2396.0 v2= 1355.0 V3 = 673

Disminuimos un poco más hasta llegar:

kn = k22 = 15.965

k33 = 0.783

k12= 1.19

k13 = k23 = 0.01

obtenemos:
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Xj = 3.383475 Vi = 2396.4 (experimental: 2396)

X2 = 1.08077 V2 = 1354.4 (experimental: 1354)

X3 = 0.2669978 V3= 673.2 (experimental: 673)

por tanto la matriz F que mejor reproduce las frecuencias experimentales

corregidas es:

15.965 1.19 0.01 '

F = 1.19 15.965 0.01

0.01 0.01 0.783 J

PrnUema 8.6 ffi®®®®

Considérese, para la molécula de benceno (grupo D6h) las siguientes 
coordenadas internas:

a) las seis tensiones de enlace CC(r¡)

b) las seis tensiones de enlace CH(h¡)

c) los doce ángulos de enlace CCH(a, y p¡)

d) los seis ángulos de torsión HCCH(g¡)

Comprobar que cada uno de los conjuntos (a), (b), (c) y (d) es un 
conjunto de coordenadas de valencia equivalentes. Calcular el 
número de vibraciones para cada especie de simetría en cada 
conjunto de coordenadas equivalentes, y en total. Determinar la 
forma de las coordenadas de simetría para la especie Aig y para la 
Eiu.

Nota: Este problema sólo podrá resolverlo si dispone de conocimientos 
suficientes acerca de la teoría de grupos. Tiene que emplear la tabla de 
caracteres del grupo D6h que se adjunta.
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Tabla de caracteres del grupo Du,

Dsh E 2C6 2C3 c2 3Cj 3C? ¡ 2S3 2S6 Oh Od 3g„

Ajg 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

A2g 1 1 1 1 -1 -1 1 1 1 1 -1 -1

Blg 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1

Bje 1 -1 1 -1 -1 1 1 -1 1 -1 -1 1

El, 2 1 -1 -2 0 0 2 1 -1 -2 0 0

E29 2 -1 -1 2 0 0 2 -1 -1 2 0 0

Aju 1 1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1 -1

Aju 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 1 1

Blu 1 1 1 -1 1 -1 -1 1 -1 1 -1 1

B2u 1 -1 1 -1 -1 1 -1 1 -1 1 1 -1

Eiu 2 1 -1 -2 0 0 -2 -1 1 2 0 0

E2u 2 -1 -1 2 0 0 -2 1 1 -2 0 0

En esta clase de problemas es muy importante definir la nomenclatura 
empleada sin ambigüedades, y mantenerla invariante a lo largo de todos los 
cálculos. La que utilizaremos nosotros puede verse en las figuras 8.2 y 8.3.

Un conjunto de coordenadas se consideran simétricamente 
equivalentes, cuando es "cerrado" respecto a todas las operaciones de simetría 
del grupo que se esté considerando. Es decir, cuando las coordenadas se 
transforman unas en otras por efecto de todas las operaciones de simetría. En 
las tablas 8.1 a 8.4 se indica el resultado de efectuar, sobre cada coordenada, 
todas las operaciones de simetría del grupo D6h. Como el resultado es siempre 
otra coordenada del mismo conjunto (hubiera servido también una 
combinación lineal), podemos afirmar que los cuatro conjuntos considerados 
son simétricamente equivalentes.

291



Probibus de Mecánica Cuántica Molecular

Figura 8.2. Representaciones gráficas de las coordenadas consideradas: (a) las 
seis tensiones de enlace CC (n), (b) las seis tensiones de enlace CH (h,), (c) los 
doce ángulos de enlace CCH (a, y p,) y (d) los seis ángulos de torsión HCCH (<p.)
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Figura 8.3. Representación de los ejes elegidos para cada operador de rotación (a) 
y (b), y de los planos correspondientes a los operadores de reflexión (c) y (d). El 
operador corresponde, evidentemente, al plano de la molécula.

293



Problbus de Mecánica Cuántica Molecular

Tabla 8.1. Efecto de las operaciones de simetría del grupo D6h sobre las 
coordenadas del conjunto (a)

* ttm
£

Operación : r» r3 Kt rs

2C6
c6 r2 r3 r4 r5 r6 Ti
C| r6 ri r2 r3 r4 rs

2C3
C3 r3 r4 r5 r6 ri r2
C3 v r5 r6 n r2 r3 r4

c2 C2 r4 r5 r6 r2 r3

C2(l) r6 r5 r4 r3 r2 ri
3C2 C2(2) r2 r6 r5 r4 r3

C2(3) r4 r3 r2 r3 r6 r5

c2(i) ri r6 r5 r4 r3 r2
3C1 C2(2) r3 r2 Ti r6 r5 r4

C2(3) rs r4 r3 r2 n r6

i i r4 r5 r6 n r2 r3

2S3
s3 r3 r4 rs r6 ri r2
S3 r5 r6 r2 r3 r4

2S6
S6 r2 r3 r4 r5 r6 ri

Si r6 ti r2 r3 r4 r5

Oh Oh ri r2 r3 r4 r5 r6

o„(l) fe r5 r4 r3 r2 Ti
3ov ov(2) r2 ri r6 r5 r4 r3

ov(3) r4 r3 r2 n r6 r5

Od(l) ri r6 r5 r4 r3 r2
3od Od(2) r3 r2 ri r6 r5 r4

Od(3) r5 r4 r3 r2 n r6

294



VmRAODfCS MOLECULARES

Tabla 8.2. Efecto de las operaciones de simetría del grupo D6h sobre las 
coordenadas del conjunto b).

ciase Operación h* hj 
.1

ha I14 he

c6 h2 h3 h4 hs hs hi
^6 Ci he hi h2 h3 h4 h5

c3 h3 h4 hs hs hi h2

hs hs hi h2 h3 h4

c2 c2 h4 hs hs hi h2 h3

c2(i) hi hs h3 h4 h3 h2

3c;
C2(2) h3 h2 hi h6 hs h4

C2(3) hs h4 h3 h2 hi ^6

c2(i) h2 hi hs hs h4 h3
3C"2 C2(2) h4 h3 h2 hs hi hs

C2 (3) he hs h4 h3 h2 hi

i i h4 hs hs hi h2 h3

S3 h3 h4 h5 hs hi h2
Si hs hs h3 h2 h3 h4

S6 h2 h3 h4 hs hs hi
-—6

hs ht h2 h3 h4 h5

Oh Oh hi h2 h3 h4 h5 hs

Gv(l) hi hs h5 h4 h3 h2
3ov Ov(2) h3 h2 hi h6 hs h4

Ov(3) h5 h4 h3 h2 hi hs

Od(l) h2 h3 hs hs h4 h3
3od Od(2) h4 h3 h2 hs hi hs

od(3) hs hs h4 h3 h2 h3
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Clase Operaciónj O1 «2 Os W * 
i W

 , 
: ** ; F F 

i

1

06

2C6

O
 o 

oí
 tn

 en o2

«6

O3

Oí

04

a2

05

“3

«6

04

«i 

as

02

06

03

01

04

02

05

03

06

04

0i

05

C3 a3 04 a5 O1 a2 03 04 05 06 0i 02

C1 a5 a6 O1 «2 a3 04 05 06 01 02 03 04

c2 c2 04 a5 06 O1 a2 a3 04 05 06 01 02 03

C'2(l) 0i 06 05 04 03 02 Oí «6 Os O» O3 a2

3C,
C2(2) 03 02 0i 06 05 04 o3 a2 Oí 06 Os 04

c2 (3) 05 04 03 02 01 06 Os 04 03 o2 ai 06

C'2(1) 02 01 06 05 04 03 a2 ai «6 Os 04 a3

3C2 C2(2) 04 03 02 01 06 05 O4 a3 a2 Oí «6 Os

C2(3) 06 05 04 03 02 01 06 05 O4 «3 a2 «1

¡ 1 «4 O5 «6 O1 a2 a3 04 05 06 01 02 03

S3 03 0(4 a5 «6 O1 a2 03 04 05 06 01 02
C2^3 “5 06 O1 o2 a3 04 05 06 01 02 03 04

S6 a2 «3 04 Os «6 O1 02 03 04 05 06 01
q5S6 «6 Oí a2 a3 OC4 a5 06 01 02 03 04 05

ah Oh O1 o2 a3 04 Os 06 01 02 03 04 05 06

Ov(l) 0i 06 05 04 03 02 Oí “6 05 «4 o3 O2

3av av(2) 03 02 01 06 05 04 03 a2 Oí «6 Os

ov(3) 05 04 03 02 01 06 as 04 O3 O2 «i «6

ad(l) 02 01 06 05 04 03 a2 ai «6 Os «4 o3

3ad od(2) 04 03 02 01 06 05 04 a3 o2 ai «6 Os

od(3) 06 05 04 03 02 01 “6 a5 04 a3 a2 Oí

Tabla 8.3. Efecto de las operaciones de simetría del grupo D6h sobre las 
coordenadas del conjunto c).
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Clase Operación w 93 94 Os 96

2CS
c6 92 93 94 9s 96 9i

el «Pe 9i 92 96 94 95

2C3 c3 93 94 9s 96 91 92

c3 9s 96 91 92 93 94

c2 C2 94 9s 96 9i 92 93

c2(i) 96 9s 94 93 92 91

3C2 C2(2) 92 91 96 95 94 93

C2(3) 94 93 92 9i 96 95

C'2(l) -91 -96 -95 -94 -93 -92

3C^ ^(2) -93 -92 -9i -96 -95 -94

C2(3) -95 -94 -93 -92 -91 -96

i i -94 -9s '96 -91 -92 -93

2S3 s3 -93 -94 -95 -96 -9i -92
C2 

3
-95 -96 -9i -92 -93 -94

2S6 S6 -92 -93 *94 -9s -96 -9i

S¡ -96 *91 -92 -96 -94 -9s

Oh Oh -9i -92 -93 -94 -9s -96

ov(l) -96 -9s -94 -93 -92 -9i

3ov av(2) -92 -9i -96 -9s -94 -93

av(3) -94 -93 -92 -9i -96 -95

Od(D -91 -96 -9s -94 -93 -92

3ad <Jd(2) -93 -92 -91 -96 -95 "94

0d(3) -9s -94 -93 -92 -9i -96

Tabla 8.4. Efecto de las operaciones de simetría del grupo D6h sobre las 
coordenadas del conjunto d).
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Para calcular el número de vibraciones normales de cada especie de 
simetría que corresponden a un conjunto de coordenadas simétricamente 

equivalentes se aplica la fórmula:

n(r¡) = 1^»^) xW= |^axiW-x^)
r clases

en la que n(r¡) es el número buscadg, y "g" es el orden del grupo, esto es el 

número de sus operadores2 de simetría incluyendo el de identidad E (para el 

grupo D6h, vale por consiguiente g=24). El símbolo R representa a cada 

operador de simetría como C6, C| =C^, óv(l), ov(2), etc. Obsérvese que 

C| ó no se cuentan, pues ya quedan contados como C3 ó C2. Por último, 

la nomenclatura x¡^) Y x(&) representa el carácter del operador R en las 

representaciones x¡(k) en la i-ésima representación irreducible y x (&) en la 

representación engendrada por las coordenadas que se estén considerando.

2 NOTA: No confundir el número de operadores de simetría con el número de clases, 

que es menor.

Los caracteres x¡^) se toman de la tabla de caracteres. Para calcular 

X^) hay que sumar "+1" por cada coordenada que R deje invariante, "-1" 

por cada coordenada que convierta en menos si misma, y "0" por cada 
coordenada que cambie la considerada en otra. En la tabla 8.5 podemos ver 
los caracteres x(r) correspondientes a los cuatro conjuntos de coordenadas 

analizados:

Tabla 8.5. Caracteres x(^) correspondientes a los cuatro conjuntos de 

coordenadas analizados.

r E 2C6 2C3 c2 3C2 3C$ i 2S3 2S6 Oh 3cd 3av

a) 6 0 0 0 0 2 0 0 0 6 2 0

b) 6 0 0 0 2 0 0 0 0 6 0 2

c) 12 0 0 0 0 0 0 0 0 12 0 0

d) 6 0 0 0 0 2 0 0 0 6 2 0
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Con los datos de la tabla 8.5 y la tabla de caracteres del grupo D6h podemos 
hallar finalmente, el número de vibraciones de cada especie de simetría en 
cada conjunto. Por ejemplo, para el conjunto a) tenemos:

n(ra) = ~^ ^í-Xí-X 

clases

para Alg todos los caracteres % valen la unidad de manera que:

n(A10) = — [1-1-6+ 2-1-0+ 2-1-0+ 1-1-0+ 3-1-0+ 3-1-2+ 1-1-0+ 2-1-0 + 
24

+ 2-1-0 + 1-1-6 + 3-1-2 + 3-1-0] =1

para A2g:

n(A2g) = -^- [1-1-6 + 2-1-0 + 2-1-0 + 1-1-0 + 3-(-l)-0 + 3-(-l)-2 +1-1-0 +

+ 2-1-0 + 2-1-3 + 1-1-6 + 3 (-1)-2 + 3-(-l)-0] = 0

y prescindiendo, en adelante de los términos nulos por tener ra(R) = 0 :

n(B2g) = — [l-l-6+3-(-l)-2+l-(-l)-6+3-l-2]=0 
24

n(B2g) = —[l-l-6+3-l-2+l-(-l)-6+3-(-l)-2]=0
24

n(Elg) = — [l-2-6+3-0-2+l-(-2)-6+3-0-2]=0 
24

n(E2g) = —[l-2-6+3-0-2+l-2-6+3-0-2]=l
24

n(Aiu) = —[l-l-6+3-l-2+l-(-l)-6+3-(-l)-2]=0
24

n(A2u) = — [l-l-6+3-(-l)-2+l-(-l)-6+3-l-2]=0
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n(Blu) = — [l-l-6+3-(-l)-2+l-l-6+3-(-l)-2]=0 
24

n(B2u) = ^-[l-l-6+3-l-2+l-l-6+3-l-2]=l

n(Elu) = — [l-2-6+3-0-2+l-2-6+3-0-2]=l 
24

n(E2u) = — [l-2-6+3-0-2+l-(-2)-6+3-0-2]=0 
24

por consiguiente:

r(a) = Alg + Elg + B2u + Elu

Con las seis coordenadas r¡ (¡=1-6) podemos construir seis coordenadas de 
simetría, una Alg otra B2u , dos E2g degeneradas y dos Elu degeneradas. 
Operando análogamente con las coordenadas del conjunto (b):

n(Alg) = ^[ll-6+3-l-2+ll-6+3-l-2]=l

n(A2g) = — [l-l-6+3-(-l)-2+l-l-6+3-(-l)-2]=0 
24

n(Blg) = —[l-l-6+3-l-2+l-(-l)-6+3-(-l)-2]=0 
24

n(B2g) = ^-[l-l-6+3-(-l)-2+l-(-l)-6+3-l-2]=0

n(Elg) = [l-2-6+3-0-2+l-(-2)-6+3-0-2]=0

n(E2g) = — [l-2-6+3-0-2+l-2-6+3-0-2]=l
24

n(Aiu) = — [l.l-6+31-2+l(-l)-6+3-(-l)-2]=0
24

n(A2u) = [l-l-6+3-(-l)-2+l-(-l)-6+3-l-2]=0
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n(Blu) = — [l-l-6+3-l-2+l-l-6+3-l-2]=l 
24

n(B2u) = — [l-l-6+3-(-l)-2+l-l-6+3-(-l)-2]=0
24

n(Elu) = — [l-2-6+3-0-2+l-2-6+3-0-2]=l 
24

n(E2u) = —[l-2-6+3-0-2+l-(-2)-6+3-0-2]=0
24

luego:

r(b) = Alg + E2g + B1U + E1U

Operando con las coordenadas del conjunto (c):

n(Aig) = ^-[1-1-12+1-1-12]=1
24

n(A2S) = ^[1-1-12+1-1-12]=1

n(Blg) = ¿[l-l-12+l-(-l)-12]=0 
24

n(B2g) = ¿[l-l-12+l-(-l)-12]=0 
24

n(Ei9) = ¿-[l-2-12+l-(-2)-12]=0

n(E2g) = ^.[l-2-12+l-2-12]=2

n(Aiu) = ¿ [l-l-12+l-(-l)-12]=0 
24

n(A2u) = ¿[l-l-12+l-(-l)-12]=0 
24

n(Blu) = ¿-[1-1'12+1.1-12]=1 
24
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n(B2u) = A.[l-l-12+l-l-12]=l 
24

n(Eiu) = — [l-2-12+l-2-12]=2 

n(E2u) = ^L[l-2-12+l(-2)12]=0

luego:

r(c) = Alg + A2g + 2E2g + Blu + B2u + 2EÍU

y operando, finalmente con las coordenadas del conjunto (d):

n(Aig) = A.[1-1-6+3-1-2+1-1-6+3-1-2] = 1

n(A2g) = A-[1-1-6+3-(-1)-2+1-1-6+3-(-1)-2]=O

n(Big) = ^[l-l-6+3-(-l)-2+l-(-l)-6+3-l-2]=0

n(B2g) = —[l-l-6+3-(-l)-2+l-(-l)-6+3-l-2]=0 
24

n(Elg) = i^l-2-6+3-0-2+l-(-2)-6+3-0-2]=0

n(E2g) = ^-[l-2-6+3-0-2+l-2-6+3-0-2]=l

n(Aiu) = — [l-l-6+3-l-2+l-(-l)-6+3-(-l)-2]=0 
24

n(A2u) = — [l-l-6+3-(-l)'2+l-(-l)-6+3-l-2]=0
24

n(Blu) = —[l-l-6+3-(-l)-2+l-l-6+3-(-l)-2]=0 
24

n(B2u) = — [l-l-6+3-l-2+l-l-6+3-Í-2]=l
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n(Elu) = — [l-2-6+3-0-2+l-2-6+3-0-2]=l
24

n(E2uj = — [l-2-6+3-0-2+l-(-2)-6+3-0-2]=0
24

luego:

r(d) = Aig + E2g + B2u + Eiu

Para encontrar las coordenadas de simetría correspondientes a una especie de 
simetría no degenerada basta construir el operador de proyección adecuado y 
aplicarlo a una cualquiera de las coordenadas internas. El operador de 
proyección correspondiente a una especie de simetría r(i) es:

^) =
R

siendo %¡ los elementos de la tabla de caracteres que correspondan a la 
especie elegida. Es el caso de la especie Alg todos los elementos %¡ valen la 

unidad, de manera que:

PAig = É + C6 + C¿x + C3 + C31 + C2 + C2(l) + C^(2) + C2(3) + C2(l) + C2(2) +

+ C2(3) + i + S3 + S31 + +¿6 + Sg1 + óg + ód(l) + ód(2) + ód(3) + óv(l) +

+ óv(2) + ó3(3)

Si lo aplicamos a la coordenada rt del conjunto (a) obtenemos:

^Aig1! = ri + r2+r6+r3+r5+r4+r6+r2+r4 + r1+r3 + r5+r4 +

+ r3 + r5 + r2 + r6 + q + rx + r3 + r5 + r6 + r2 + r4

= 4t! + 4r2 + 4r3 + 4r4 + 4r5 + 4r6

PAlgrl = 4 (ri + r2 + r3 + r4 + r5 + r6)
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qa(Alg) = -U (ri + r2 + r3 + r4 + r5 + r6)

Aplicando el mismo operador de proyección a la primera coordenada del 
segundo conjunto y normalizando obtenemos:

N ■ PAig ■ bj = -pr (hj + h2 + h3 + h4 + h5 + h6)

y análogamente:

PAlgal = al + a2 + a6 + a3 + a5 + a4 + P1 + P3 + Ps + P2 + P4 + Pe

+ a3 + a3 + a2 + a6 + ay + a2 + p2 + p4 + Pg + Pi + p3 + P3

^Aig^i = 2ccj + 2a2 + 2a3 + 2a4 + 2a3 + 2ag + 2p3 + 2p2

+ 2p3 + 2p4 + 2p5 + 2p6

Qc(Aig) = -f= («i + «2 + a3 + a4 + a5 + a6 + Pi + P2 + P3 + P4 + P5 + P)

Para especies no degeneradas el resultado de aplicar el proyector a cualquiera 
de las coordenadas equivalentes es el mismo. Para especies degeneradas se 
obtienen distintos resultados según que P(r¡) se aplique a unas coordenadas o 

a otras. Así por ejemplo, al ser:

PElu - 2É + C6 + Cg1 - C3 - C31 + 2C2 - 2i + S3 + Sg1 + S6 + Sg1 - 2ch 

su aplicación a n da:
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= 2ri + r2 + r6 - r3 -r5 + 2r4 - 2r4 + r3 +r5 + r2 +r6 -2^

Pei/i = 2(r2 +r6)

ya r2 da:

PElur2 - 2r2 + r3 + Tj - r4 - r6 + 2r5 - 2r5 + r4 + r6 + r3 + q - 2r2

P£lur2 = 2(rl +r3)

Así, podemos tomar:

qi(Eiu) = ^=42 +r6)

q2(Eiu) = 4=(ri +r3) 

V2

Las coordenadas qt = r¡ y q2 = ’ C2i r¡ obtenidas son ya

ortogonales, pues cumplen la condición:

<qilq2>* = 0

Cuando el operador de proyección conduce a dos coordenadas qi y q2 de la 
misma especie que no sean ortogonales, es preciso ortogonalizarlas. Puede 
emplearse para ellos el método estudiado en la sección 4.6 del libro de teoría, 
o tomando simplemente:

qi =N(q1 + q2)

q2 =N(qi-q2)

ya que:

<qi |q2 >= N2(<qj |qx> + < q3 |q2 > + <q2 |qj > - <q2 |q2 >)
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y si qiy q2 están normalizadas :

<qi Iqi > = <qzlq2>

<qí Iqá > = o

Problema 8.7 G

Las coordenadas normales de la molécula de agua son las 
representadas en la figura 8.2 y la tabla de caracteres del grupo C2v 
es:

C2V E C2(z) GV(ZX) a,(zy)

A2 1 1 1 i z

a2 1 1 -1 -i Rz

Bi 1 -1 1 -i X Ry

b2 1 -1 -1 i y Ry

a) Demostrar que la molécula de agua pertenece al grupo C2v.

b) Determinar a que especie de simetría pertenece cada una de las 
tres vibraciones normales de la molécula de agua.

a) En general, para clasificar a una molécula en un grupo de simetría hay que 
comenzar por ver que elementos de simetría posee. En el caso que nos 
ocupa, la molécula de agua, el eje propio de orden superior es un eje C2 que 
atraviesa el átomo de oxígeno. Además posee dos planos de simetría, uno de 
los cuales es el molecular y el otro abarca el átomo de oxígeno y es 
perpendicular al plano molecular. Así pues la molécula de agua que posee los 
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elementos de simetría E, C2, cv(xz) y ov(yz) pertenece al grupo C2v como 
queríamos demostrar.

b) La molécula de agua tiene 3n-6=3 coordenadas normales, que son una 

tensión simétrica (Qi), una flexión (Q2) y una tensión antisimétrica (Q3), 
descritas en la figura 8.4.

Figura 8.4. Descripción de las coordenadas normales para la molécula de agua.

Comparando los diagramas que aparecen en dicha figura con la tabla de 
caracteres C2v que nos proporciona el enunciado, vamos a ver a que especie 
de simetría pertenece cada modo normal. Para ello suponemos la molécula 

situada en el plano xz, aplicamos los operadores de simetría a cada 
coordenada y asignamos carácter (+) cuando no cambian y carácter (-) 
cuando cambian de signo. Obtenemos:

E C2(z) av(zx) ov(zy)

Qi 1 1 1 1 Ai

Qz 1 1 1 1 Ai

Q3 1 -1 1 -1 Bi

Por tanto la tensión simétrica y flexión pertenecen a la especie Ai y la tensión 
antisimétrica a la Bi.
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Problema 8.8

Partiendo de ias coordenadas internas para la molécula de agua 
Qt = ArOH , q2 = ArOH2 y q3 = AaHOH, hallar las coordenadas de 

simetría y las matrices fb y gs que les corresponden. Emplear la 

tabla de caracteres del problema 8.7.

Las coordenadas de simetría (S¡) se obtienen como combinaciones 
lineales de las coordenadas de valencia equivalentes (q¡), esto es, que se 
transforman unas en otras por la acción de los operadores de simetría. En 
nuestro caso puede tomarse Ar0Hi y Ar0Hz como primer conjunto de 

coordenadas de valencia equivalentes y AaH0H como segundo conjunto, 

formado por una sola coordenada. Como éste último conjunto posee 
únicamente una coordenada y es simétrica respecto a todas las operaciones 
del grupo, podemos afirmar que AaHOH es ya una coordenada de simetría Ai. 

Para obtener la forma de las coordenadas de simetría en el primer caso basta 

aplicar a cada coordenada el operador proyección:

= VxiíR^
R

donde R son todos los operadores de simetría del grupo y x¡(R) es el 

carácter de la operación de R en la i-ésima representación irreducible. 
Esto es:

* P(Ai )ArOHi = (É + C2 + ó + á')Ar0H1 = Ar0H1 + Ar0H2 + Ar0H1 + Ar0H2

= N (ArOH! + ArOH2 )

y normalizando con la condición C? = 1:

i

S? = yj (ArOH1 + Ar0H2 )

Análogamente:
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• P(^2)AroH1 = (É + C2 - ó - ó')Ar0H1 = Ar0H1 + Ar0H2 - Ar0H1 - Ar0H2 = 0

• P(Bi)Ar0H1 = (É - C2 + ó - ó')Ar0H1 = Ar0Hi - Ar0H2 + Ar0H1 - Ar0H2

= N (Ar0Hi _ Ar0H2 )

y normalizando:

S3 = (ArOHi - ArOH2 )

* PfeMroHj - - C2 - ó + ó')Ar0H1 - Ar0H1 - Ar0H2 - Ar0H1 + Ar0H2 - 0

Por tanto, la serie completa de coordenadas de simetría para la vibración 
de la molécula de agua es:

Ai

s2 =4=(Ar

Si- AaH0H

El siguiente paso es escribir la relación entre las coordenadas de valencia y las 
coordenadas de simetría S=U-q.

ArOH!

ArOH2

AaHOH
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Consideremos la matriz f en coordenadas de valencia:

ku k12 k13

F - k21 k22 k23

l<31 *<32 *<33

En ella, kn y k22 son las constantes de fuerza para la tensión del enlace OH y 

por tanto deben ser iguales, las designaremos como kr. La constante k33 es la 
constante de fuerza de la flexión del ángulo HOH (ka), ki2=K21 es la 
interacción de la tensión de un enlace con el otro enlace, que 
representaremos por krr. Por último k13=k3i= k23=k32 es la constante de 
interacción de la tensión de un enlace con la flexión del ángulo y la 
designaremos como kra. Esto equivale a escribir la matriz IF como:

k k k■'r *rr ^ra

F — krr kr kra

kr„ k., ra ra a

La matriz F para el nuevo conjunto dé coordenadas, esto es para las 

coordenadas de simetría, la podemos obtener fácilmente sin más que 
aplicar:

FS=U- Fq-U"1

siendo U la matriz de transformación entre los dos conjuntos de 
coordenadas.

La inversa de la matriz U es simplemente su transpuesta, puesto que 
U describe una transformación ortogonal lineal, por tanto, para el caso del 
agua:
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1

0

0

k

k,

k

~rk 
V2

' ko ^km o

J2km kr + ka o 

0 0 kr - kn-

Nótese que la matriz F resulta factorizada en un bloque 2x2 para las dos 

vibraciones Ai y en un bloque unidimensional para la vibración única de la 
especie Bi.

La matriz Gs puede determinarse por un procedimiento análogo al 

empleado para la matriz 1FS. Así se cumple:

Gs=U‘Gq-lT1

Para la molécula de agua la matriz G vendrá dada, teniendo en cuenta que es 

una matriz simétrica y que gn=g22 y 913=923/ por:

9ii 912 913

Gq = 912 911 913

1913 913 933

por tanto el resultado de la multiplicación matricial será:

0 0 i 0
1 i

Í9u 912 913 72 77
1 1 1 i

Gs - 72 77 0 912 911 913 0 77 77
1

TÍ
__i_ 

77 0
1.913 913 933

1 0 0
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0 0 1

7?
1 

72

913

913

933

^(911 + 912) ^(911-912)

-^(912+911) ^(9i2_9ii)

2-fe 913 0

933 72g13 0

J2g13 911+912 0

0 0 911 -912

La ventaja de este método es que ahora se puede operar 
separadamente para cada especie de simetría. En el caso del agua, tenemos 
por un lado las dos vibraciones Ai para las cuales las matrices FyG serán:

( ka 72kra f g33 V2g13

|A/2kro kr + krrJ [V2g13 gn + gi2,

y por otro la Bj para la cual las matrices FyG son unidimensionales:

F = (kr-krr) ; G = (gn-g12)
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Capítulo IX:
Origen del Enlace Químico y del 
Potencial Internudear de las 
Moléculas

• Separación de movimientos electrónicos y nucleares

• Funciones de onda electrónicas de las moléculas

• La molécula ion de hidrógeno

• Métodos de combinación lineal

• Soluciones aproximadas en el sistema H2

Teoría Básica

9.1 Separación de movimientos electrónicos y nucleares.

Las moléculas están formadas por núcleos y electrones unidos como 
consecuencia del comportamiento cuántico de los electrones. El 
comportamiento cuántico es tanto más acusado cuanto más pequeña es la 
masa, de manera que, para estudiar las moléculas, se puede considerar que 

los núcleos son aproximadamente partículas clásicas y los electrones entes 
cuánticos. Ello conduce a la conclusión de que el movimiento de los núcleos se 

efectúa bajo el potencial obtenido sumando la energía electrónica (de 
naturaleza mecanocuántica) y la energía electrostática de repulsión 
internuclear (de naturaleza clásica):

Vhuc(Ra)= Eei(RA)+ Erep^) (9-1)
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siendo Eei el valor propio de la ecuación:

con:

^el Vel = Ee| ' Ve

e2

4^0^

y

(9-2)

(9.3)

(9.4)

La existencia de una molécula está determinada por la existencia de mínimos 
suficientemente profundos en el potencial (9.1), cuya situación determina las 
geometrías de equilibrio posibles (esto es, los distintos conformeros).

Mientras que los núcleos no se alejen demasiado de sus posiciones de 
equilibrio, el potencial internuclear (9.1) se puede representar con suficiente 
aproximación como un potencial armónico generalizado:

VnUc(RA)= V(q¡) = Ve +l^^FiJqiqj (9.5)

i J

en donde q¡ pueden ser coordenadas de valencia o cartesianas de 
desplazamiento, Ve es el potencial (9.1) calculado en una geometría de 
equilibrio {r^} y F¡3 son las constantes de fuerza:

' &\¡
(9.6)

Las constantes de fuerza diagonales F¡| se pueden determinar por vía 
teórica aplicando la expresión: 

F¡¡ = lim _ 211 £—*C
V¡(e) - Ve 

£2
(9.7)

en donde V^ejes el potencial calculado con q¡ = e y qj#¡ = 0. El valor de e 

debe ser pequeño para que se cumpla la hipótesis de armonicidad, pero no 
tan pequeño que (9.7) carezca de sentido por la acumulación de errores en la 

diferencia V,(e) - Ve. También es fundamental usar unos datos de equilibrio

R^ suficientemente precisos.
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Para determinar los valores de constantes de fuerza no diagonales, Fy 
basta calcular la energía electrónica con q¡ = qj = e y qk = 0 sik^i, j. El 

potencial para esta geometría se puede calcular como:

V¡j(e) = Ve + y (Füe2 +Fjje2 +F¡je2 +Fj¡e2) (9.8)

Como Ffj = Fj, y como Fu y Fjj se pueden suponer calculados por (9.7), 

podemos despejar:

VijU) - V, 
e2

(9.9)

9.2 Funciones de onda electrónicas de las moléculas.

La ecuación de Schródinger electrónica molecular (9.2) se plantea por lo 

común en unidades atómicas:

y sólo es resoluble por métodos exactos cuando corresponde a un solo 
electrón. Pero en la actualidad hay medios para obtener soluciones de (9.10) 
casi tan aproximadas como se quiera, al menos para sistemas con un número 

moderado de electrones.

La mayoría de los métodos aproximados para resolver la ecuación de 
Schródinger electrónica molecular están basados en el principio variacional, 
que aunque no da por sí mismo la solución de la ecuación de Schródinger, 
sirve para seleccionar entre varias soluciones plausibles cuál es la mejor. 
Cuando las soluciones aproximadas de una ecuación de Schródinger dependen 

de algún parámetro, p, el principio variacional permite decidir cual es su 
mejor valor, p0, que estará determinado por la condición necesaria de 

mínimo:

(9.11)

Cuando los sistemas son polielectrónicos, la forma más sencilla para la 

función v es un producto simple de espinorbitales monoelectrónicos:
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? = ^(l)-02(2)-<t>n(n) (9.12)

Sin embargo, para que se cumpla el principio de antisimetría es conveniente 
construir el determinante de Slater:

01(1) 01(2) ... 0i (n)

0z(l) 02(2) — 0z(n)

y
0n(l) 0n(2) - 0n(n)

(9.13)

Cuando los espinorbitales ú¡(|i) son ortonormales, la constante de 

normalización del determinante (9.13) vale:

N = (n!)1/2 (9.14)

y la energía aproximada que le corresponde es:

n

1=1 i<j

(9.15)

con los parámetros determinados por los orbitales <t>i: 

(9.16)

(9.17)

(9.18)

y con las integrales incluyendo a la coordenada de espín, di = dV do

9.3 La molécula ion de hidrógeno.

Es la más simple de todas las moléculas. Está formada por dos núcleos 

de hidrógeno y un solo electrón, H2. Su importancia radica en que es la única 

molécula cuya ecuación de Shródinger electrónica puede resolverse de forma 

exacta.
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Llamando ra y rb a las distancias del electrón a cada núcleo, el 

hamiltoniano electrónico es, en unidades atómicas:

H = (9.19)
2 ra rb

La ecuación de Schródinger electrónica del se resuelve en 

coordenadas esferoidales X, g y <p. Las dos primeras se definen a partir de las 
distancias ra, rb del electrón a los núcleos A y B (véase figura 9.1):

X = (ra+rb)/R

H = (ra-rb)/R

(9.20)

(9-21)

siendo R la distancia entre los dos núcleos. La coordenada esferoidal <p es 
idéntica a su homónima de las coordenadas polares esféricas:

<p = arctg^j
(9.22)

Las relaciones entre estas coordenadas y las cartesianas son:

(9.23)

Figura 9.1. Sistema de coordenadas empleado en el estudio de la molécula-ion de 
hidrógeno (coordenadas esferoidales).

317



PROBLEMAS DE MECÁNICA CUÁNTICA MOLECULAR

y = |ysen<p| - 1)(1 - p2)
(9.24)

R , 
Z = yXn (9.25)

y a partir de éstas, es fácil determinar (véase problema 9.2) la forma del 
elemento de volumen y la del operador laplaciano en coordenadas

esferoidales:

(9.26)
dV =^-(x2 -^jdXdudtp

Empleando estas coordenadas, la ecuación de Schródinger electrónica del HJ 

es:

7^ 2 2 Vr(^«p) (9-28)

y puede resolverse por el método de separación de variables.

9.4 Métodos de combinación lineal.

La generalización de la resolución exacta de la ecuación de Schródinger 

electrónica del HJ a moléculas más complicadas es prácticamente imposible. 

Sin embargo, tanto el HJ como cualquier otra molécula pueden estudiarse 

mediante métodos aproximados basados en el principio variacional, que 

puede combinarse con la suposición de que la función de prueba y sea una 

combinación lineal de funciones xP conocidas, que constituyen lo que se llama 
la "base" del cálculo aproximado:

V = ^CpXp
(9.29)
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Denominando Hpq a las integrales:

Hpq = Xp ^el Xq ■■ *din (9.30)

la energía aproximada de una molécula con un solo electrón vale:

E = CpCg JXpHXqdx = 'CpCqHpg (9.31)

p q p q

La ecuación (9.11) permitiría obtener entonces, igualando a cero las 

derivadas de (9.31) respecto a los coeficientes Cp, tantas ecuaciones 
homogéneas como funciones compongan la base:

~ = > Cq(Hpq + Hqp) = 0 (p = 1,2,3,...) (9.32)
íK-p

q

Además, como normalmente Hqp= Hpq, estas ecuaciones equivalen a:

^CqHpq=0 (p = 1,2,3,...) (9.33)

q

No obstante, las igualdades (9.32) ó (9.33) no son del todo correctas, pues 
en su obtención se ha "olvidado" que escribir el principio variacional en la 

forma (9.11) da por supuesto que la función de prueba í¡» está normalizada.

La minimizacíón de E respecto a los coeficientes Cp por consiguiente, debe 
llevarse a cabo introduciendo en los cálculos la condición de normalización. 
Esto puede hacerse por aplicación del método de los multiplicadores de 
Lagrange, o bien directamente (véase problema 9.6).

Empleando el método de los multiplicadores se llega a las ecuaciones:

Cp (Hpq - XSpq) = 0 (q = 1,2,3,...,n) 

p-i

en las que Spq y Hpq son las integrales:

e
Spq - | Xp Xqdt

(9-34)

(9.35)
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Hpq - J x;Hxqdt (9.36)

y n representa el número de funciones de base empleadas. Un sistema así 
posee soluciones distintas de la trivial Cp=0 , sólo para los valores de X que 
anulen el "determinante secular":

det |Hpq - XSpq| = 0 (9.37)

La resolución del sistema para cada uño de los valores de X determinados por 

(9.37) permite obtener un conjunto de soluciones variacionales de la ecuación 
de Schródinger que se esté tratando. Entre éstas se deberá seleccionar la 
adecuada, que normalmente será la correspondiente al valor mas bajo de la 

energía E .

9.5 Soluciones aproximadas en ei sistema H2+.

El método más sencillo para abordar la obtención aproximada de un 
orbital molecular es el de combinación lineal de orbitales atómicos. Para 
aplicarlo en el caso de la molécula-ion de hidrógeno se supone (en la versión 

más sencilla) que la función de prueba es:

V - CaÓa + Cb0b (9.38)

con <|>A y <|>B orbitales hidrogenoides ls centrados, respectivamente, en los 
núcleos A y B. Esta función de prueba conduce, suponiendo normalizadas las 

funciones de base óa y ób a las ecuaciones seculares:

(«-e)ca + |p - es)cb =0 

|p - Es)cA + (a - e)cb = 0
(9.39)

en las que:

Sj2 — I ^A^B^T — 9

h12 = I 0ah*bcIí = P

H11 = I <I>ah ÓAÚT =a

(9.40)

(9.41)

(9.42)
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y, por supuesto:

Hz2= Hh ; H21” H12 ; S21” S12

El sistema de ecuaciones homogéneas obtenido sólo posee solución no nula si 

su determinante es cero, es decir si:

é=T7s (943)

0 bien si:

(9.44)

Resolviendo el sistema para cada una de las dos posibilidades se comprueba 
que a la energía (9.43)- que es la más baja, por ser p una integral con valor 
negativo - le corresponde la función de onda:

y a la energía (9.44) la función de onda:

i™ (9-45)
V2(l + S)

9. =-_2—-(♦*-*) (9.46)
^2(1 - S)

Las integrales de tipo (9.40), (9.41) y (9.42) se calculan empleando las 
coordenadas esferoidales X y jl, introducidas en conexión con la resolución 
"exacta" de este problema. Los resultados son funciones de la distancia 
internudear R y del exponente i asignado a los orbitales Is:

( A
S = e-^l + §R + ^-l (9.47)

a = Hn =H22 =¿-^-l + e-2^ + ^ (9.48)

P = H12 =-^ + ^-2)(l + ^R)e^R (9.49)

321



Problemas de Mecánica cuántica Molecular

Ejercicios Resueltos

Problema 9.1

La energía total E=Eei+EreP de la molécula de dióxido de carbono 
(lineal, con el núcleo de carboneen su centro) vale, en función de las 

distancias de enlace CO(1) y CO(2) expresadas en Angstroms:

CO(1) CO(2) Etotal(U.a.) Observaciones

1.158 1.158 -187.327981 Mínimo energético absoluto

1.168 1.168 -187.327529 Alargamiento simétrico

1.148 1.148 -187.327563 Acortamiento simétrico

1.168 1.158 -187.327779 Alargamiento de un solo enlace

1.148 1.158 -187.327796 Acortamiento de un solo enlace

A partir de estos datos (obtenidos con el programa MICROMOL y base 
4-31G), calcular:

a) Las constantes de fuerza kn=ka y k12 del potencial que determina 
las vibraciones lineales de la molécula:

V(qiq2)=yklx^ +q^)+k12q1q2

b) Los números de ondas (cm'1) de las dos vibraciones de tensión de 
la molécula y sus modos normales.

c) Estimar el orden de magnitud de los efectos de la anarmonicidad 
en esas vibraciones, y compararlos con el efecto de despreciar la 
constante de fuerza k22.

Una vez calculadas las constantes ky haga el planteamiento del 
problema analíticamente, y los cálculos mediante el programa 
WILSON.
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Los datos suministrados en el enunciado transformados a unidades 

atómicas se muestran en la tabla 9.1. En ella las coordenadas qi y q2 se 
obtienen por diferencia entre los diferentes valores de distancias de enlace y 
la distancia de enlace en el mínimo energético absoluto. Por otro lado, dado 
que el potencial de vibración:

V(qiq2) = |kix^ + q2)+

vale cero cuando qi=q2=O, debemos interpretar que el potencial de vibración 
es la variación de la energía total respecto a su valor en qi=q2=O.

Tabla 9.1. Valores de las coordenadas qi y q; y del potencial de vibración en 
unidades atómicas.

—
i q¡x 1O2 (u.a.} q2 * i O2 (u.a.) Stoai V(q1q2)*10*(u.a.)

0 0 0 -187.327981 0

1 1.8897 1.8897 -187.327529 4.52

2 -1.8897 -1.8897 -187.327563 4.18

3 1.8897 0 -187.327779 2.02

4 -1.8897 0 -187.327796 1.85

a) Si no hubiera anarmonicidad, es decir, si el potencial de vibración tuviera 
exactamente la forma supuesta, debería cumplir que:

V(qi,O) = lknqf

por tanto,

2 V(qi,0)

Con los datos suministrados podemos obtener dos valores algo distintos 

para ku:
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• con qi=1.8897* 10’2 u.a. , entonces kn(+)=1.13 u.a.

• con qj=-1.8897* 10'2 u.a. , entonces ku(-)=1.04 u.a.

como constante de fuerza se debe tomar la media, esto es:

O .
milidinas A 1

_ x 15.569 --------------- _ ú ,
k = 1.09 + 0.05 u.a. ---------- -------- > kn = 16.9 milidinas ■ A-1

donde la constante de fuerza se ha pasado a milidinas * Angstroms-1 por ser 

ésta la unidad habitual en los trabajos sobre espectroscopia de vibración.

Para obtener el valor de la constante no diagonal k12 podemos aplicar'

v(q2 = qi) = |kn(2qí)+ki2qi

de donde obtenemos:

kl!.Yfe;sü_kl, 

qf

Cuando se obtiene kJ2 por este procedimiento se presenta el problema 

de decidir que valor de kn conviene emplear kn(+), kn(-) o kn. El resultado 

depende mucho de la forma de operar, debido a que se obtiene como 
diferencia de dos números parecidos. Con los datos de alargamiento simétrico 
conviene usar kn(+) y con los de acortamiento kn(-). Con ellos obtenemos:

4 52 * 10^
k12(+) = —-kn(+) = 1-27 -1.13 = 0.14 u.a.

(1.8897 * 10-2J

4 18 * 10-4
ki2(-) = _ kn(-) = 1.17 - 1.04 = 0.13 u.a.

(1.8897 *10"2f

por consiguiente, el valor medio será 0.135 u.a. con una incertidumbre de 
0.005 u.a:

_ O'l
k12 = 0.135 ± 0.005 u.a. o 2.10 milidinas • A

En caso de haber empleado kn habríamos obtenido para k12 los 

valores:
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k12=0.18 u.a. con el alargamiento simétrico

k12=0.08 u.a. con el acortamiento simétrico

el valor medio será en este caso k12= 0.13 ± 0.05 u.a. La incertidumbre es 
ahora del orden del 30%, a pesar de manejar los mismos datos que antes.

Otra forma de obtener kn y k12, algo más compleja que la expuesta 

pero que tiene la ventaja de poderse generalizar con facilidad, consiste en 
plantear y resolver un sistema de ecuaciones sobredeterminado. En nuestro 

caso podemos plantear cuatro ecuaciones para determinar solo dos 
incógnitas:

|(qí+ q21kii + (qiq2) ki2 = v¡ con ¡ = i, 2,3,4

Con los datos de la tabla 9.1, sustituimos: 

^[2 (1.8897 • 1O*2)2] ■ kn + (1.8897 ■ ÍO"2^ • k12 = 4.52 • 10’4

^2 (- 1.8897 • 10*2)2] • ku + (-1.8897 ■ 1O”2)2 • k12 = 4.18 • 10"4

(1.8897 • 10'27 j kn = 2.02 • 10’4

i[ (-1.8897 -10’2^ kn =1.85 10"4 

y obtenemos:

kii +k12 = 1.2658

ku + k12 = 1.1706

lku =0.5657

lkn =0.5181
2
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Dado que este sistema no puede cumplirse con exactitud ( > a^j # b¡) hay

que resolverlo aplicando la condición de mínimos cuadrados a los residuos:

N N r N

• i L j
auXi = MÍNIMO

N

X2
N

N N N

= 0

N ( N A N

El sistema de N ecuaciones con N incógnitas que se obtiene, en notación 
matricial puede escribirse:

AAX = Ab

siendo A la matriz rectangular formada por los coeficientes del sistema 
sobredeterminado, b el vector de términos independientes y X el vector de 
soluciones. En el caso que nos ocupa, el sistema original AX = bes:

1 11 1.2658

1 1 1.1706

1/2 0
^12 J

0.5657

1/2 0 0.5181

El sistema ordinario AAX = Ab es:

'5/2 kn 

ki2

2

22

'2.9783'i

2.4364 /

y obtenemos:
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kn=1.0838 u.a. o 16.87 milidinas/A

O
ki2=0.1345 u.a. o 2.09 milidinas/A

resultado que está en muy buen acuerdo con el obtenido por el primer 
procedimiento.

b) Para obtener las frecuencias de vibración y los modos normales hay que 
diagonalizar el producto G1/2F G1/2, en el que F es la matriz de constantes de 

fuerza:

1F =
i ki2 
K

ki2
kn J

y G es la matriz de Wilson, cuyos elementos:

Gtj =
5^ ^ik^jk 

mk 
k

se calculan a partir de las masas de los núcleos y de los elementos de la 
matriz B que relaciona a las coordenadas internas empleadas con las 

cartesianas de desplazamiento:

q = B x

3N

La matriz G correspondiente a nuestro problema se puede calcular con el 

programa BYG. Si empleamos mi=m3=16 u.m.a. y m2=12 u.m.a. y Ri2=R23=
O

1A (el valor es, en este caso, indiferente), obtenemos:

G =
' 0.1458

-0.0833

-0.0833

0.1458

O
Empleando ahora el programa WILSON (con kn y k12 en milidinas/A):

(16.87 2.09 
F = |

2.09 16.87
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obtenemos los números de ondas

vi=2397 cm'1

v2=1418 cm'1

para las dos vibraciones de tensión de la molécula.

A partir del espectro infrarrojo del CO2 podemos obtener los valores 
experimentales vx=2349 cm'1 y v2=sT410 cm'1, la primera de forma directa 

pues corresponde a una transición permitida y la segunda por diferencia entre 
dos transiciones observables (pues la tensión simétrica, a la que corresponde, 
es una transición prohibida en infrarrojo).

Los modos normales de vibración, es decir los desplazamientos de las 
coordenadas empleadas que representan a cada coordenada normal, son las 
columnas de la matriz L que relaciona a las coordenadas normales con las 

empleadas para definir F y G:

Q.= Lq

Mediante el propio programa WILSON obtenemos para la coordenada de 
mayor frecuencia vi:

Ln=-0.3385 L2i=0.3385

lo que significa que es una tensión antisimétrica (L2i=-Ln), y para la de 
menor frecuencia v2:

L2i=0.1768 L22=0.1768

lo que significa que es una tensión simétrica (L2Í=L22).

c) En la siguiente tabla comparamos los resultados de emplear como matriz F

1. El valor obtenido de kn y despreciando ki2.

O
2. Variando kn en las 0.005 u.a.=0.08 milidinas/A (que, tal como hemos 

visto al principio del apartado (a) es una estimación del error debido a 
la anarmonicidad).

O
3. La obtenida anteriormente, esto es kn=16.9 milidinas/A y ki2=2.1

O
milidinas/A.
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Matriz F (milidinas/ A) vf y Va (cm'1) Matriz L

caso 1
Í16.87 0 'I 2561 (-0.3385 0.1768'l

l 0
16.87 J

1338 0.3385 0.1768

caso 2
(16.79 
[ 0

0 1

16.79 j
2555

1335

-0.3385 

0.3385

0.1768^

0.1768J

caso 3
(16.87 2.09 'I 2397 (-0.3385 0.1768'1
[2.09 16.87 |

1418 0.3385 0.1768 j ¡

Se observa entonces, que la influencia del término no diagonal k12 es mucho 
mayor que la de la anarmonicidad, ya que cambia las frecuencias calculadas 
del orden de un 7%, mientras que la segunda sólo las cambia del orden del 
0.2%. La influencia de cualquiera de las dos cosas sobre los modos normales 
es, en cambio, despreciable.

Problema 9.2 O©©

Demostrar, para las coordenadas esferoidales:

X = ■* ~ ; ; <p = arctg(y/x)
R R

a) Que son coordenadas ortogonales

b) Que su elemento de volumen vale:

dV = ^|k2 -ji^jdXd^dq)

c) Que el operador laplaciano vale:
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NOTA: Las coordenadas ortogonales son las que cumplen:

( dx I dx 1 ( dy ) í dy í dz } dz 1
----i I----- l+i — I I—— *1----- ---- = CERO Si l * ]

| dq¡ I dqj J [dq¡ J ^dqj J ^dq, J [dqj J

Para esta clase de coordenadas, el elemento de volumen es:

dV=hi h2 h3 dqx dq2 dq3

y el laplaciano es:

V2
1 F d (h2h3 d 1 d (h}h3 d ) d (h|h2 d 

h1h2h3 dqx 1 h3 dq3 F dq2 h2 dq2 j+dq3 1^ h3 dq3

donde:

a) Para demostrar que son coordenadas ortogonales tenemos que demostrar 
que se cumple:

dx Y dx , dy Y dy Y—
= 0

para ello utilizamos las expresiones dadas en el resumen teórico (9.23) - 
(9-25):

z = yXp
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y calculamos las diversas derivadas parciales. Para la coordenada x 
obtenemos:

para la coordenada y:

dy R
-f- = — sen
dA. 2

ay 
dp

= y eos <p T^lJ^-P2) 
o(p z

y, por último, para la coordenada z:

3z _ R_ . dz _ R ■ 21
ax 2 ' a^ 2 ' a<p

Ahora basta sustituir en las expresiones anteriores cada derivada parcial por 
su valor, esto es:

í ax Y ax 1 f ay Y ay y (az Y az) 
^ax J^pdx|agJ\axJ[agJ

— eos <p Vi - (l2 -j [ - —Icos (p Vx2 - 1 I +
2 77^1 Ví-p2

R 
y sen q> 71-p2 X

V x2 -1
( R1
j-------tsen ip

l 2J
'a2 -1 , g

Vi -p2
R R, — Ll —X
2 2
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R2, / 2 2 ' R2, R2, R2,
----- Xn |cos <p + sen <pi + —n =------Zp + — k p = 

4---------------------'444

R 
—eos

2

^•sencp^l-M2 .X í^lcostpvY2-l)(l-p2) + ^-H0 = FjJ

2 VX2-ll2J 2

dx Yax ) | í dy Y ¿y Y ( az Y dz =
3p Jl J [ Su dtp J 3p 3<p J

- ycos<p7á2 -1 -~== V1 - f-■y'lsencp Vl\2 -1 - g2. +

2 Vl-n2 l 2J

Í-— IsentpVx,2-! _ í— Icostp^2 -l)(l-p.2) + —Ji O = | 0 |

l 2J vi-g2l2J 2

Consecuentemente, las coordenadas esferoidales son coordenadas
ortogonales.

b) El elemento de volumen para estas coordenadas es:

dV =h^ hp h.pdX dn d<p

con:

Calculamos h^,
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donde,

sustituyendo,

Calculamos ahora hg:

donde,

sustituyendo,
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y, por último, calculamos h^:

sustituyendo,

Una vez calculados h^, hH y hv los introducimos en la expresión del elemento 
de volumen:

dv = hÁhgh9dXdnd<p = - \ « - — *i —VX--lvl-pz
2 VX2-1 2 Vl-M 2

y, por lo tanto:

dv = —(x2-p2)dXdpd<p
8
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c) El operador laplaciano tiene la forma:

V2
1 2 3^9 ,ítvh9 9 Y a fh^ 3 V

hXhA> hx 9Xj+ 9^ hR 9pj 9<p^ h, 9<pJ

sustituyendo los valores calculados en el apartado anterior para hx, hg y h9:

+ —
3p

2 #-i 2 _ _ a
R ^X2 - |?

2 7i-p2

R - p2 R ft2 -p2 

. A 2 & -1 2 7i-u2 3

| ^~í ^7? 3(p

9

operamos,

9 (R - ¿) ^'| 

9<P [2 - 1X1~P5") 3<P J

sacando factor común — y operando se llega a:

V2 4 9
9X

que es la expresión buscada.
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Problema 9.3 ®O®

Las funciones de tipo:

«Pn =(<Pi)n = (x + a)n(x-a)n

son simétricas respecto al origen y se anulan en los puntos x=a y 
x=-a, por lo que resultan adecuadas para representar funciones de 
onda pares de la partícula en una caja de anchura L=2a. Sabiendo

. a -S2 32
que para este sistema es H =-------- :

2m ax2

a) Estimar la energía del primer nivel de la partícula en esa caja a 
partir de la función de prueba:

<Pi=(x-a)(x+a)

y comparar el resultado con el valor exacto:

E,<= h2/8mL2= h2/32ma2

b) Repetir el cálculo tomando como función de prueba variacional:

V = C1<P1 + C2*P2

c) Proponer una aproximación polinómica sencilla para el primer 
estado impar de la caja, y calcular su energía.

a) Empleando unidades atómicas H =--------así pues el valor medio de la 
2 dx2

energía será:
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5
L2

La energía exacta del estado fundamental es:

~ h2 it2
E = -----y = —y U.a.

8mL2 2L2

es decir 4.9348/L2 , lo que significa que el error cometido tomando E = -¡y es

sólo del 1.3% (por exceso, en buen acuerdo con el principio variacional).

b) Cuando fjf = + C2<p2 los coeficientes y la energía aproximada E están

determinados por el sistema homogéneo:

(h11-es11)c1 + ^12-es12)c2 = o

ki-ES21)c1 + (H22 -ES22)c2 =0

Calculando las integrales (preferentemente con el programa DERIVE o alguno 
similar) obtenemos:

a
S22 = J(x2 - a2)Tdx = 0.812698 a9

-a

como:

¿ 1 d2 [ 2 •

2 dx4
-1
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H?2 = = -|~(4x3-4a2x)=2a2-6x2
2dx 2 uX

entonces: 
a

Hn = J(x2 -a2)(-l)dx = 1.333333 a3 

-a

Vi a
H22 = J(x2 - a2^ (12x2 - 4a2)dx = 1.219048 a7 

-a 

a
H12 = H21 = J(x2 - a2^ (-l)dx = -1.066666 a5 

a

con lo cual, las ecuaciones seculares resultan:

(1.333333 a3 -1.066666 a5 e)cj+ (-1.066666 a5 +0.914286 a7 e)c2 =0

(- 1.066666 a5 + 0.914286 a7 e)^ + (1.219048 a7 - 0.812698 a9 e)c2 = 0

dividiendo por a3 y definiendo a2 E = x y a2 C2 = C2:

(1.333333 - 1.066666 x) Cx + (- 1.066666 + 0.914286 x)C2 = 0

(- 1.066666 + 0.914286 x) Cj + (1.219048 - 0.812698 x) C2 = 0

Desarrollando el determinante del sistema obtenemos la ecuación 
característica:

0.154792 x2 -2.16719 x +2.43810 = 0

cuyas raíces son: 

x=l.23371 y x=12.7669 

a las que corresponden energías:
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- i-23371 _ 4.93484 
a2 L2

12.7669 51.04
= a2 = L2

valor exacto
4.93480 )

L2 J

valor exacto n = 3,
44.4132'i

L2 J

El resultado pone de manifiesto que <p2 era muy buena para corregir a <plf pero 
mala como aproximación a un estado excitado.

Con Ei, x= 1.23371 la fundón de onda está determinada por la ecuación:

0.017387 Ct +0.061289 C2 = 0

por otra parte,

_C¿_ 0.017387 Cj__ 0.28369 
~ 0.061289 a2 ~ a2 1

así pues, la función aproximada será:

^cJ^-O^^-a2)2

L a

Normalizando:

1 =
~2 . r-zí f 2 j (0.28369Í f 2 .
V dx = Cf I <pf dx + i----- j------ I <P2 dx —

LJ a J

2 (0.28369) f .--- *--- -------¿ I ^2 dx

J

1 = C?[l.066666 a5 + (0.28369)2 ■ 0.812698 a5 + 2 0.28369 ■ 0.914286 a5]

1 = C|[l.066666 a5 + 0.065406 a5 + 0.518747 a5]= C? • 1.650819 a5

Cj - ------ ------ =- => Ct = J 1 = 0.7783 a’572

1.650819 a5 x.650819 a5

por tanto:
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í¡í = 0.7783 a“5/2|(x2 - a2)- — ® — (x2 - a;!f |

Es interesante constatar que cuando se dibujan con DERIVE la función:

í¡í = 0.7783 |(x2 -1)-0.28369(x2 -1N = 0.7783(x2 -1)- 0.2208(x2 -if

y la función exacta para a=l:

, .'t í ttX j
v(n = 1) = eos i — |

resultan prácticamente indistinguibles a la escala de la pantalla (cambiando el 
signo de una de ellas. Obsérvese que el signo de las funciones de onda es 

totalmente irrelevante, ya que si cumple la ecuación Hy^E^vx, la 

función - también la cumple). Por otro lado, recordando que el parecido 

entre funciones se comprueba calculando su ángulo cuando se consideran 
como vectores (véase problema 3.6.b):

= 0.999996

lo que corresponde a un ángulo de sólo 0.16°.

c) El primer estado excitado sabemos que es una función impar, luego si no 

.. _ . >tx . . . ,,
conociéramos su forma exacta, sen —, podríamos emplear un polinomio 

2a

impar que se anulase en ±a, por ejemplo:

(¡/ = x(x2 - a2)

como Hy = --7(x3 -a2x)= -3x , la energía será:
2 dx2

■exacto IT2 4.93 1
2 7"J
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La aproximación no es demasiado buena, pero podría mejorarse tomando:

V = C1x^íz a2)+C2x^2-a,!^

o bien:

$ = C,x (x2 - a2)+ C2x3 (x2 - a2)

Problema 9.4 ©

Determinar, aplicando el principio variacional, el valor que debe 
tomar el parámetro p de la función yp(x)=N-exp(-px2) para que ésta 
constituya la mejor aproximación a la función de ondas del estado 
fundamental de un oscilador armónico de hamiltoniano:

id1 1 2
------ - + — x'
2 dx2 2

Operar como si el resultado exacto fuera desconocido.

En primer lugar vamos a calcular la constante de normalización:

= N2 = 1

Si recurrimos a las tablas nos encontramos que , por

tanto:

N2
.1/4

N == 1

El siguiente paso es evaluar y Hv : 
dx^
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— = -2 p N x exp (- px2 
dx

) = -2px y

= -2p^(xy) = -2py+ 4p2x2y = (4p2x2 -2p)y

Como el hamiltoniano para un oscilador armónico monodimensional tiene la 

forma:

ú 1 d2 1 2
H =------- T + —x

2 dx2 2

entonces:

* 2 2 X2

Hv|f = -2p*x y + py + — y

por último se calcula la energía E(p) y se optimiza p:

y*x2y dx + p I y‘y dx

La primera integral da como resultado:

pues

| y*x2ydx = N2J x2 exp(-2px2)dx 1 
4p

P x2 exp (-ax2) dx 1 íñ

2a Va
. Obtenemos para E(p), por lo tanto:

a ' ( t 2 l'l 1 P 1E(p) = -2p2+- | —+ p=^ + — 
( 2 i 4p 2 8p

El valor óptimo de p está dado por la condición:

SE 1 1 „ 1
---  ------------T = 0 => P = —
3p 2 8p“ 2

y la energía optimizada:
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E (optimizada) = ±

igual al valor exacto de la energía del estado fundamental, pues n1/4e x2/2 

es precisamente la primera función propia de este oscilador.

Problema 9.5

Proponer algún método que sirva para estimar la función de ondas de 

una partícula sometida a un potencial V(x)= — kx2 + Xx3, en el estado 
2

fundamental, expresándola como combinación lineal de las primeras 
funciones propias de un oscilador armónico.

Si llamamos 'Po y ¥1 las dos primeras funciones propias del oscilador 
armónico correspondientes a v=0 y v=l respectivamente, podríamos definir 
la función de prueba como:

$ = Co^o + CíTí

En general podría también tomarse ¥ =

N

Y cv% con N mayor que 2, pero

nos limitaremos a tratar el caso más simple, N=2.

Por usar una combinación lineal los coeficientes Co y Ci estarán 
determinados por el sistema secular:

[Hoo - ÉS00 ICo + lH01 - ES01 JCj = 0

(h01 - ÉS01 )c0 + fHn - ÉSn JC, = 0

Tomando To y Vi normalizadas:
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Cnn V/4 2 (o V/4 ,
Vo =. — I e P°x ; Vi = [ 1 2P0x e"p°x

x2<|>n - —y G/n(n -1) <t>n-2 + (2n + l)4»n + ^(n + 1 l(n + 2) <t>n+2) 
2a

x\ = ^375 + (n - l)7ñ + (2n +1)Vñ0n_j

+ (2n + l)Vn + 1 <|>n+1 + (n + 2)Vn + 1 <|>n+1 + ^(n + l)(n + 2)(n + 3) <t>n+3)

. . Vmk
<t>m<l>ndx = 8mn y « = ——, entonces: 

n

ir j (2n I

_ Vmk . .„ , ,
con Pn =------ , el sistema secular se reduce a:

u 2h

Ko-eJco + Ki-ésJcj =0

^oí-EsJco^h-eJcj =0

donde S= I yQ^dx = 0 por ser funciones propias de H0=H-Xx3 con

E° * E° , y:

H \|r¡ (Aq + Xx3 )\|/j di = Ej1 i ViVj dx + X y, x3\|/j dx

Ahora bien, de las propiedades de las funciones propias del oscilador 
(Apartado 3.6 del libro de teoría) se deduce que:

Mn - ' + 1 <t>n+l)
a<2

y como además
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¿mlx3|n) = 0 si m*n + l,n±3

/n + l[x3¡n\ = 3^3Ín +
\ 11/ |^2mk J

M + 3lx3ln^ = 7(n + 1 (n + 2;(n + 3! -—
* 1 1 ' ^mkp 

Con lo cual:

3A3 

(2mk)3/'2
Ct = 0

, 3fi3 + f— /F 
^mkp2^ (zVm EJC1

y como el determinante debe ser cero, tenemos:

= 0

Operando:

Eo-E

xh12
xh12

3E0-E
= 0

E2 -4E0 E + 3E¡
(2mk)3

de donde:

E = eJ 2 ± 11 + X2 —■
Y (2mk^2

En general se cumple que si x<<1 entonces 71+ x , x I- I~ 1 + —. En el caso 
2

que

g 6
nos ocupa si X2 -------------« 1 se puede sustituir: 

(2mk)3 E2

'1 ?2 9* - . 1 i Xa 9*
(2mk)3Eo 24(mk)3Eo
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Por consiguiente:

E = E0 2± 1 + X2
9/i6 )

24(mk)3Eo [

= 3E0 + X2

= Eo - X2

9^6

9/i6
24(mk)3E0 = °’E

. . ,2 9/¡6
donde e = X —-------— .

24(mkpE0

Obsérvese que la diferencia de energía entre el nivel fundamental y el 
primer estado excitado (que determina la frecuencia de vibración del oscilador 

anarmónico estudiado) varía en una magnitud 2e respecto a la que tendría el 

oscilador armónico, y que al ser e proporcional a X2 aumenta rápidamente con 

la constante de anarmonicidad X.

Problema 9.6 ®

Comprobar que las ecuaciones:

^Cp(Hpq-ESpq) = O

que determinan los coeficientes óptimos de una función aproximada 
de tipo combinación lineal:

pueden obtenerse minimizando directamente la función:

E

en vez de aplicando el método de los multiplicadores de Lagrange.
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Minimizamos É respecto a Cp, esto es:

por tanto, obtenemos: 

.^pg ESpq)“O

que es el mismo sistema de ecuaciones homogéneas que se obtiene aplicando 

el método de los multiplicadores de Lagrange.
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Problema 9.7

Calcular, aplicando las coordenadas esferoidales, el valor de la 
integral de solapamiento entre dos orbitales hidrogenoides Is con 
distintos centros, en función de la distancia R entre éstos. Los 
orbitales, en unidades atómicas son:

lsA =
(i Y/2

exp(-ra) lSg =
(i Y/2 

expf-rb;

La integral de solapamiento será:

SAB

Ahora bien, en coordenadas esferoidales:

y = k q> = arctg — 
R x

y
D 3 . 

dt = —
8

- y2)dX dy d<p

luego e = e y la integral de solapamiento toma la forma: 

siendo los límites de integración:

1 < A. < <x>

-1 < y < 1

0 < <p< 2n

Por tanto:
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2n “ 1

0 1-1

le ^d?idg

Resolvemos primero la integral respecto a cp:

§3r3

Ahora resolvemos las integrales con respecto a jx, obteniendo:

Sab =
2 I* ^e'^dX | Í e 5RAdX

¡i J
i i

Acudiendo a la tabla de integrales del apéndice, vemos que:

por tanto:

fxne-axdx - fxne-axdx - fxne’ax dx = V -
I J J an+1 Z^j!
10 0 >°

luego:

$ab - 2 
4

2e^R 1 + ¡ÍR+^- 2e_^ 

3 ^R
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= e~^ i + ^ + SA_
2 6

y agrupando convenientemente los términos:

c _ p-!;rÍ 1 ep ^R‘ ’ 
bAB - e j 1 + + —-—

Problema 9.8 ®®

Calcular la energía del H2 a distancia internuclear R=2.0 u.a. 

empleando orbitales hidrogenoides Is con exponente £ variable. Usar 
las integrales:

r ( ^2D2\S= |0102dV = e-^|l + ^R+^—
J l 3 J

a= í0!hdx = ¿—^“ + e
I 2 R i R iw \ J

P = í 0x h 02 dx = -^ + ^ fe - 2)(1 + 5R)e^R

y buscar el mejor valor del exponente £ para esa distancia 
internuclear.

Los orbitales hidrogenoides ls con exponente variable serían:

3^13 i

Óa = — I exp(-^ra) 
n

exp(-^rb)

de manera que la función de ondas será una combinación lineal de ambos 
orbitales:

V " CA0A + CB0B
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que puede normalizarse aplicando la condición:

1 = V2dt = C1SU +C|S22 + 2CACBS12

donde Sy =

Como <|>A y 0b están normalizados Sn=S22=l y Si2=S. Sabemos además 
que los coeficientes CA y CB son ¡guales, de manera que:

Ca = Cb = ^Ts)

por tanto la función tiene la forma:

~ _ (0 a + 0b)

La energía electrónica será entonces:

। <x + P 
1 + S = 1 + S

Calculamos ahora el valor de Eei para unos cuantos valores de En el caso de 

^=1, tenemos:

( 221
S= 1 + 2 + — e 

3
,-2 = 0.586452

a = — -1- —+ Í1 + —Y e-4 = -0.972526
2 2 ( 2j

P = _ °-588452 + (i _ 2). (1 + 2)- e~2 = -0.699231

Ee, = — 5 = -1.05377 u.a. 
el 1 + S

Operando de manera igual para otros valores de obtenemos las energías 

electrónicas que figuran en la siguiente tabla:
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ICSSS?»

i 1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5

-1.05377 -1.075466 -1.085645 -1.084338 -1.071424 -1.046694

de donde se deduce que el valor óptimo está comprendido entre ^=1.2 y 

^=1.3.

Para calcular el valor de £ que minimiza la energía, calculamos el valor 
de Eei en un punto intermedio ^=1.25 (Eei=-1.086432) e interpolamos con una 
parábola:

E = 3q + a¡4 + a2^2

ajustada a los tres valores Eei(^= 1.2), Eei(^=1.25) y Eel(^= 1.3), esto es:

-1.085645 = a0 +1.2 ai + (1.2)2 a2

-1.086432 = a0 +1.25 ai + (1.25)2 a2

-1.084338 = a0 +1.3 ax + (1.3)2 a2

Resolviendo este sistema de ecuaciones obtenemos:

a0 = -0.199713 ai = -1.43184 a2 = 0.577978

El valor óptimo de £ que minimiza la energía será:

=3^ + 232^0=0
l Ao

Sustituyendo, obtenemos:

1.43184

2 0.577978
= 1.24
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Problema 9.9 ®®

Elaborar un programa que determine la energía del H2 a partir de las 

funciones de base: 

exp(-^rb)

tomando como datos la distancia R y el exponente Emplear el 
programa para calcular la distancia de enlace y la energía de enlace 

del H2 por el método de Filkenstein y Horowitz.

NOTA: Las integrales necesarias valen:

S=e-^1^R + ^ 

l 3 J

Hí2 =^^ + ^-2)(l + ^R) e^R

Dada la simetría del problema, la función de onda correspondiente al 

estado fundamental, esto es:

V = C1(P1 + C2<P2

donde, por comodidad, representamos lsA como q>i y lsB como <p2, tiene 

necesariamente C2=Cj:

V = C1(<p1 + <p2)

que normalizada por la condición:

1 = Y2dx = C?SU ^C2S22 + 2QC2SÍ2
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suministra:

~ - fot +92)

La energía electrónica será entonces:

V2 1 1 HU +.H1¿
1 + S

V2 1 1
donde H¡j = I <Pi--------- -------<Pj dx y sus soluciones están incluidas en los 

datos del problema. Por último, hay que sumar la repulsión internuclear 1/R y 

entonces obtenemos la energía total.

En BASIC el programa puede ser, para R en Angstroms y energías 
totales en electronvoltios:

INPUT "Introduzca R en Angstroms"; R
R = R / .529177 'factor de conversión de Angstrom -> Bohr 
INPUT "xi"; X

XR = X * R
S = (1 + XR + XR * 2 / 3! / EXP(XR)
Hll = .5*XA2-X-1/R+ (X + 1 / R) I EXP(2 * XR)
H12 =-.5*Xa2*S+X* (X - 2) * (1+ XR) / EXP(XR) 
EEL = (Hll + H12) / (1+S)
E = (EEL + 1 / R) * 27.2114
'27.2114 es el factor de conversión de Hartrees -> eV

PRINT "Energía total = "; E; " eV"
PRINT : INPUT "Desea finalizar?(S/N)"; Res$

LOOP UNTIL Res$ = "S" OR Res$ = "s" 
END

Para encontrar la distancia de enlace pueden seguirse varias estrategias. Una 
que permite encontrarlo con un número reducido de evaluaciones de E 
consiste en seguir los siguientes pasos:

a) Se busca Re con 4= 1
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R E(E=11 R Eí£=l)
0.8 -13.53601 1.36 -15.36502
0.9 -14.36756 1.34 -15.36855
1.0 -14.87643 1.32 -15.36984
1.1 -15.17026 1.30 -15.36869
1.2 -15.31880 1.28 -15.36491
1.3 -15.36869
1.4 -15.35190

Luego Re(4=l)=1.32

b) Con Re=1.32 se busca ^ópHmo:

& 60^=1.32) £ E'Re=1.32>
1. -15.36984 1.22 -15.68309
1.1 -15.70491 1.18 -15.74210
1.2 -15.71910 1.16 -15.75215

1.15 -15.75232
1.14 -15.74927
1.12 -15.73352

Por tanto para Re=1.32, ^=1.15.

c) Con ^=1.15 se vuelve a buscar Reí

R E(5=1.15J R E(E=1.15)
1.00 -15.74728 1.140 -15.878939
1.02 -15.78450 1.142 -15.878985
1.04 -15.81470 1.143 -15.878992
1.06 -15.83846 1.144 -15.878988
1.08 -15.85630 1.146 -15.878952
1.10 -15.86870
1.12 -15.87611
1.14 -15.87894
1.16 -15.87756

En este caso Re(^=1.15)=1.143

d) Con Re= 1.143 volvemos a optimizar 4=

E, E(Re= 1.143) £______ E(R.= L143)

1.15 -15.878993 1.202 -15.931711
1.16 -15.895765 1.204 -15.932031
1.18 -15.919837 1.206 -15.932223
1.20 -15.931264 1.208 -15.932290
4 nn i c "□ o m 4 4 "4 4 A i r nomin
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Por tanto para Re= 1.143, ^=1.208

e) Con ^=1.208 se vuelve a buscar

R E(£=1.208)
1.00 -15.896276
1.02 -15.919216
1.04 -15.935442
1.06 -15.945517
1.08 -15.949961
1.09 -15.950220
1.10 -15.949251

f) Con Re= 1.09 volvemos a optimizar^:

£ E;Re=1.09} E'Re=1.09;
1.200 -15.944485 1.222 -15.955424
1.210 -15.951342 1.224 -15.955664
1.214 -15.953206 1.226 -15.955778
1.218 -15.954566 1.228 -15.955628
1.220 -15.955058
1.230 -15.955628
1.240 -15.953051

Finalmente, con ^=1.226 calculamos Re y Ee obteniendo:

R £(£=1.208'
1.00 -15.921364
1.02 -15.939806
1.04 -15.951625
1.06 -15.957381
1.07 -15.958151
1.08 -15.957598
1.10 -15.952747

Re=1.07 A

Ee=-15.958153 eV =>De=2.35 eV

0

Los valores experimentales son Re=1.06 A y De=2.79 eV. Obsérvese 
que si no hubiéramos " optimizado" el exponente E, hubiéramos 

O
obtenido Re(^=l) = 1.32 A y De = 1.76 eV.
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Capítulo X:
Funciones de Onda de las Moléculas 
Polielectrónicas

• Ecuaciones de Hartree-Fock

• Método de Roothaan

• Funciones de Base. Cálculo de las integrales 
moleculares

• Orbitales para moléculas con electrones desapareados

Teoría Básica

10.1 Ecuaciones de Hartree-Fock

Son las que determinan los orbitales óptimos para una función de onda 
polielectrónica monodeterminantal de electrones apareados:

(10.1)

Cuando los espinorbitales con que se construye (10.1) son 

ortonormales, y se encuentran apareados en la forma , la energía

aproximada E , para sistemas que tengan sus electrones apareados, es:

(10-2)

i=l i j
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Hh = (10.3)

Kü

— Vj(v) <Pj(v)dV^dVv 

rMV
(10.4)

’’pv
(10.5)

A

Normalmente se llaman orbitales a las funciones tp,, y espinorbitales a las 01 
que incluyen la coordenada de espín.

Para que la expresión (10.2) de la energía sea válida, los orbitales <p, 
deben ser ortonormales:

S¡j = <p¡*<PjdV = 6y (10.6)

y minimizando E (10.2) con las condiciones (10.6), se llega a las ecuaciones:

+ X fek)- KjWUiW=X Xij /2)' (10‘7)
en las que Xy son multiplicadores de Lagrange, y:

hR = -^--y^. (10.8)
2 rA(l 

A

JjW= f (9.10)
J *PV

y el operador de canje Kj está definido por la propiedad:

KjWtPi W= <PjW f<p‘(v)^-<Pj(v)dvv (10.10)

J 'pV

Debido a que el conjunto de orbitales <p¡ que suministran una función 

determinantal {p dada no es único, podemos seleccionar entre todos los 
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posibles conjuntos de funciones 9 que cumplen (10.7), uno para el que los 
multiplicadores Xg valgan cero si i * j:

= -2ej8¡j (10.11)

con lo que las m ecuaciones (10.7) se reducen a una sola, igual para todos los 
electrones:

(10.12)

o abreviadamente:

F <p¡ = e¡9¡ (10.13)

donde F es el operador de Fock, común a todos los electrones. Ésta es la 

ecuación de Hartree-Fock, que sirve para todos los electrones a condición de 
emplear una solución diferente para cada uno de ellos.

La búsqueda de soluciones de la ecuación de Hartree-Fock (10.12) es 

iterativa: Se comienza postulando unas soluciones razonables <p-0) con las que 

se construye una primera aproximación a los operadores J y K, que se usa 

para obtener unos orbitales mejorados . Repitiendo sucesivamente este 

proceso hasta obtener <p¡n+1) = <pfn), se obtienen los orbitales autoconsistentes 

de Hartree-Fock.

10.2 Método de Roothaan

Aunque las ecuaciones de Hartree-Fock son en principio resolubles, en 
la práctica sólo pueden tratarse con ellas problemas atómicos. Para resolver 

los problemas moleculares se supone <p¡ = Cp¡ %p, de manera que las 

p

ecuaciones integrodiferenciales (10.12) se conviertan en unas ecuaciones 

algebraicas:

k
^(Fpq-e¡Spq)cpi=0 (q = l,2,...,k) (10.14)

p=i

llamadas ecuaciones de Roothaan. En ellas:
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Fpq +

j r s

2C'nCsj (pq|rs)-l(ps|rq)]

Spq ~ I XpXqdV

Hpq = | Xp(n) h¡XqW<% 

•

(pq | rs) = [ fxpWXqW— X?(v)Xs(v)dVpdVv 

j J Flv

(10.15)

(10.16)

(10.17)

(10.18)

La manera de resolver estas ecuaciones es la siguiente:

a) Se elige un conjunto de funciones de base %p.

b) Se construye un conjunto de orbitales moleculares aproximados , 

definidos por unos coeficientes de orden cero C™ .

c) Se construye una matriz de Fock de orden cero F™, con estos coeficientes

r(0)
'-pi ■

d) Se resuelve la aproximación al sistema de ecuaciones (10.14) obtenida con 

los coeficientes , lo que conduce a nuevos valores :

^^-^pq^-O
(10.19)

e) Con los coeficientes obtenidos C™ se construye una matriz de Fock 

mejorada F^, con la que se plantea un sistema de ecuaciones (10.17) más 

próximo al exacto que el (10.22):

(^PA eiSpq)^-0
(10.20)

f) Se repite el ciclo (d-»e-»d) hasta que los coeficientes obtenidos no se 
diferencien significativamente de los del ciclo precedente,

pi ^pí (10.21)

Se dice, entonces, que "se ha alcanzado la autoconsistencia en coeficientes".
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Aunque en cada iteración las ecuaciones de Roothaan pueden 
resolverse como se quiera, por lo común se hace matricialmente. Las 
ecuaciones del tipo (10.20) son equivalentes a la ecuación entre matrices:

FC = SC A (10.22)

en la que A es una matriz diagonal formada por los valores propios e¡. 

Calculando la matriz S‘1/2 y definiendo:

D = S1/2C (10.23)

se ve que (10.22) es equivalente a la ecuación:

(S'V2 F S'1/2) D = D A (10.24)

que puede resolverse por diagonalización. Por último, los coeficientes Cp¡ se 
obtienen mediante la relación inversa de (10.23):

C = S1/2 D (10.25)

La energía total del sistema polielectrónico debe calcularse 
sustituyendo los valores autoconsistentes de los coeficientes Cpi en la 
expresión:

(10.26)

i p q

o bien:

(10-27)

p q

en donde Tr significa "traza" (=suma de elementos de la diagonal de una 
matriz) y p representa a la matriz densidad correspondiente al estado 

polielectrónico considerado:

n

Ppq - n¡CpiCq¡

i=l

(10.28)

donde n¡ es el "número de ocupación" (0, 1 ó 2) de cada orbital. Para el 
estado fundamental de un sistema de electrones apareados con m pares de 
electrones:
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(10.29)

10.3 Funciones de base. Cálculo de las integrales moleculares

Las bases ^p} más usadas se clasifican:

a) Atendiendo a la clase de funciones utilizadas: La base puede estar formada 
por Orbitales de Slater (STO) con exponentes atómicos, STO con 
exponentes moleculares, STO con exponentes optimizados, o puede estar 
formada por Orbitales Gaussianos (GTO).

b) Atendiendo al número de funciones utilizadas: La base puede ser mínima, 
doble-zeta, extendida, polarizada, o flotante.

Las funciones STO se caracterizan por incluir un factor de tipo exp(-ar) 
en cada función de base, en el que el valor de a puede ser directamente el 
que corresponda al átomo aislado, ser un valor adaptado al hecho de formar 
parte de una molécula (pero fijo para cada clase de átomo), o ser un valor 
obtenido mediante una minimización de la energía independiente para cada 
función de la base empleada. Las funciones GTO poseen, en lugar del factor 
exp(-ar) un factor expí-pr2) que facilita decisivamente el cálculo de las 

integrales (pq|rs).

Las bases mínimas contienen únicamente a los orbitales atómicos de 
las subcapas ocupadas (total o parcialmente) en el estado fundamental del 
átomo considerado. Las bases doble-zeta contienen doble número de 
funciones que las mínimas, pues emplean dos orbitales, con distinto valor del 
exponente a, por cada orbital de una base mínima. Las bases extendidas son 
las que incluyen orbitales de capas más "altas” que las ocupadas en el estado 
fundamental. Las bases polarizadas incluyen funciones con armónicos 
esféricos más "altos" que los correspondientes a las subcapas ocupadas. Por 
último, base flotante es aquella en que las funciones no están 
(necesariamente) centradas sobre los núcleos de los átomos.

Los orbitales de moléculas con mas de dos núcleos no se han podido 
conocer con precisión hasta que se han empleado funciones de base 
gaussianas (GTOs, por "Gaussian Type Orbitals"). Estas pueden ser de tipo 
"polar":

Zp(r,0, q») = N • f(r)exp(-pr2) • Y^e, q>) (10.30) 
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o bien de tipo "cartesiano":

Xp(r, 8,<p) = N Xnxynv2nz exp(-pr2) =
(10.31) 

N . Xnxe-Í>x2 ynye-py2 . Znze-?z2 = Gjx) .

Los orbitales gaussianos poseen la propiedad - inaplicable a los 
orbitales de tipo Slater - de que el producto de dos GTO de distinto centro es 

un tercer GTO centrado en un punto intermedio. Llamando G(R,p) a una 

gaussiana de exponente p centrada en el punto R :

Gp^iPi) Gq(R2p2)=Gpq(R3p3) (10.32)

PiAi + 02^2

3 01+02

03 = 01 + 02

Esta propiedad tiene por consecuencia que al emplear bases gaussianas las 
integrales (pq|rs) sean como máximo bicéntricas, ya que:

JjGpGq(l)^GrGs(2>1dz2 = JjGpq(l)^-Gre(2)dt1dx2 (10.33)

Pese a sus ventajas en lo relativo a la integración, las bases formadas por 
funciones gaussianas son "peores" que las formadas por funciones de Slater. 
La solución a este problema es emplear, como funciones de base a 
combinaciones lineales de gaussianas:

Xp = (10.34)
x

con coeficientes y exponentes elegidos de tal forma que cada combinación 
reproduzca lo mejor posible al STO que emplearíamos si no hubiera problemas 
de integración. Así, cada integral (pq|rs) se puede calcular como combinación 
de integrales entre gaussianas (Xp|po). Los coeficientes apX de (10.34) se 
eligen de forma que el error cuadrático del ajuste de %p al orbital de Slater <|>p 
deseado sea mínimo:

J(<hp-^apJGx)2 = MÍNIMO (10.35)
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Así aparecen las bases de tipo STO-nG (donde n suele valer entre 2 y 6), que 
son bases mínimas en las que cada STO está sustituido por su aproximación 
con n gaussianas. De tipo parecido son las bases n-31G, en las cuales se 
emplea una aproximación con n gaussianas a cada orbital que no sea de 
valencia, y dos funciones de base por cada orbital de valencia, de las cuales 
una es una aproximación a un STO hecha con tres gaussianas y la otra es una 
aproximación a otro STO hecha con una sola gaussiana.

10.4 Orbitales para moléculas con electrones desapareados

En general, la construcción de la función de ondas de un sistema con 
electrones desapareados debería hacerse a partir de varios determinantes de 
Slater. Sin embargo, una función monodeterminantal que en muchos casos da 
buenos resultados es la obtenida asignando espín a a unos orbitales y espín p 
a otros sin obligar a ios electrones a estar apareados. Por ejemplo, para un 
sistema con n=na+np electrones, se puede construir un determinante:

(10.36)

Si no se supone 0“ = , es decir si no "apareamos" ningún electrón, 

se dice que y es un determinante de Slater no restringido.

La energía media correspondiente a la función de ondas (10.36) es:

(10.37)

con la suma "de 1 a n" referida a todos los orbitales, las sumas de "1 a na" 
sólo a los orbitales con espín a, y las sumas de "1 a np" sólo a los de espín p. 

Las integrales K“ son sobre orbitales de espín a

Kd (2)^i4r2 (10.38)

y, análogamente, las integrales K? son sobre orbitales de espín p:

K? = fJó?-(l)^(2)J-0P’(l)^(2)dT1dT2
(10.39)
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Definiendo una energía monoelectrónica para los orbitales 0“ y otra 

para los d?:

j=l >1

(10.40)

(10.41)

y escribiendo:

0“

p

(10.42)

tf^c^p 

p

(10.43)

se llega, sin demasiadas dificultades, al sistema de ecuaciones acopladas (a 
través de los términos Fpq):

(F» -e“Spq)=0 (10.44)

p

(10.45) 

p

llamadas Ecuaciones de Pople-Nesbet. En ellas:

Fp“q = Hpq + [Prs (pq | rs) - P£ (ps | rq)] (10.46)

r s

Fpq +X^^[Prs(pq|rs)-P^(ps|rq)] (10.47)

r s

pp“q = ^CPJCqj (10-48)

J=1
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"B

ppq = <10-49)

j=i

Ppq=P£+Pfq (10.50)

La resolución de las ecuaciones de Pople-Nesbet es, como la de las 
ecuaciones de Roothaan, iterativa. Se parte de una base y dos conjuntos 

de coeficientes { C“¡ }° y {C^}° razonables. Se construye con ellos F“q y F^q y 

se resuelven, independientemente, los dos sistemas de ecuaciones (10.44) y 

(10.45). El primero da un nuevo conjunto de coeficientes {Cp,}11’ mejorados, 

y análogamente, (10.45) suministra otro conjunto Repitiendo el

cálculo de F“q y F^ con los nuevos coeficientes se entra en un ciclo que 

puede repetirse hasta alcanzar el grado de autoconsistencia que se desee.

Ejercicios Resueltos

Problema 10.1 ®®

Considérese un sistema bielectrónico cuyas matrices F y Hc sean, en 

una base formada por dos funciones ortonormales:

(-0.2637 0.5012^ (-1.1989 -0.2210'
F = Hc =

[0.5012 -0.2637J [-0.2210 -1.1989

Determinar los orbitales autoconsistentes, la función de onda 
electrónica del estado fundamental, y la energía electrónica del 
sistema.

a) Como las funciones son ortonormales <Xp|%q>=8pq y las ecuaciones de 
Roothaan serían:
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(^pq £|5pq)Cp¡ - 0 

p=l

para q = 1,2

o bien, en notación matricíal:

C"1 FC = A con C1 =?í

El discriminante será:

det
-0.2637-e

-0.5012

-0.5012

-0.2637-e
= 0

y definiendo a= -0.2637 y p= -0.5012, tenemos:

a - e P
det

a -e
(a - e) = +p

P
= 0

por lo tanto tenemos dos valores para la energía:

£1= a+p= -0.2637-0.5012= -0.7649 (u.a.) 

e2= a-p= -0.2637+0.5012= +0.2375 (u.a.)

El estado fundamental se obtiene a partir de Ci por ser la menor energía 

(£i<e2).

Cuando E=a+p las ecuaciones seculares son:

[a - (a + p)Ci + PC2]= 0 -+ -pC! + pC2=0

pCi + [a - (a + P)C2] = 0 -> PCj - PC2 = 0

Obsérvese que la segunda ecuación resulta idéntica a la primera, es decir es 
redundante como corresponde a la condición det|Fpq - £¡6pq| = 0. De 

cualquiera de ellas, por tanto, obtenemos:

C2 = Cx

y, normalizando el orbital <pi = Ci(%i + %2):
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luego:

Por lo tanto el primer orbital molecular será:

91 =^(%1 +%2)

y le corresponde un valor propio Ei=-0.7649 u.a.

Operando de forma análoga con el valor propio e2=0.2375, se obtiene 

como segundo orbital molecular:

92 = ^6ci

Dado que el sistema se supone bielectrónico, este orbital no se usa al 
construir la función de onda electrónica del estado fundamental. Es un orbital 
virtual.

b) La función de ondas del estado fundamental será el determinante de Slater 
construido con <pi con espín a y <pi con espín 0:

01(1) 01(2)

01(1) 0i(2)

donde,

0i = 9i (?) ■ “(s) 

01 = 91(?) ■ P(s)

c) Por último, la energía electrónica es:

Eel “ Cp¡Cq¡ (iFpq + Hpq ) * — Tr [ P (1F + Hc ) ]

i P P

siendo P la matriz densidad, determinada por los coeficientes de los orbitales 

ocupados y los números de ocupación de éstos (n¡ =0, 1 ó 2):
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p
rpq

^^nlCplCql

Para los sistemas de electrones apareados en su estado fundamental n¡ = 2 si 

i í y n, = 0 si i > siendo ne el número de electrones. En el caso que 

nos ocupa:

Pn=2Ch=l ; Pi2 = P2i=2C11C21 = l ; P22=2C&-1

por tanto el producto:

1V-1.4626 - 0.7222^ (-2.1848 -2.18481

1 -0.7222 -1.4626 -2.1848 -2.1848/ k 7

La energía electrónica, por tanto, es:

Ee, =-iTr [p (f + Hc)]= i (-2.1848 - 2.1848) =-2.1848 u.a.

Problema 10.2 ®®®®

Calcular la Integral de solapamiento (is 12s) con orbitales Is y 2s de 

Slater de distinto exponente:

Xi = Nj exp(- ajfj) Yj(e1<P1)

X2 = N2 exp(- a2r2)- Y$(e2<p2)

donde Y°(e1<p1)= Y°(02(p2)= ——=
2Vx

a) Cuando los dos orbitales tienen el mismo centro (ri=r2=r).

b) Cuando los centros están separados por una distancia R.

c) Aplicar lo obtenido en los apartados precedentes con ai=2 u.a., 
a2=l u.a. para R=2 u.a., para R=1 u.a. y para R=0 u.a.
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a) La resolución del problema monocéntrico se realiza en coordenadas polares 
esféricas y es muy sencilla:

Si2 = Ni N2
Jr3 e-(ai+a2)rdr

senededcp

dado que los armónicos esféricos están normalizados, el resultado de esa 
integral es:

_ 3! Nj N2
S12 =7---------

(«1 +a2)

con Ni y N2 determinados por las condiciones:

N2 J r2 e“2“ir dr = 1 y Nj J r4 e“2“2r dr = 1

de las que obtenemos:

Ni-^3=1 -> N^a3'2

9 4’
ní-tt = 1

2 “2

Por tanto:

S12
3! Nt N2

(“i + “2)4

p2^2^2 3!

i 3 ) (aj+a^

simplificando:

Si2 =
192 o^a|

/«i +a2)8

Cuando ai=2 y a2=l, la integral de solapamiento toma el valor:

Si2= 0.4838498
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b) Cuando los centros 1 y 2 no coinciden la integral ha de llevarse a cabo en 
coordenadas esferoidales (véase figura 10.1):

R R

y
<p = arctg— 

x

(Obsérvese que la coordenada <p es la misma que la de las coordenadas 
polares esféricas).

El elemento de volumen en estas coordenadas es:

dx = — (1? - p.2)dX.dgd<p
8

y los límites de integración son:

Figura 10.1. Sistema de coordenadas empleado en la resolución 
de las integrales bicéntricas.
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Como:

0 < <p < 2n

e’“iri • r2 e‘“2r2 = r2 e

y de la definición de coordenadas:

ri = y(* + u) r2 = y(X-g)

por tanto:

R R«iri + a2r2 =— [ajX + a2g + a2X - a2g] = — [(ax + a2)X + (ax - a2)g] =uX + vg

donde se ha definido:

R R
u=2-(“i + “2) Y v=y(«i-«2)

Con ello:

Si2(R) = NXN2 jJJe■ r2 e^2r2 • Yo(01 <P1)- Y0(02 <p2)dx =

1e “lfl ■ r2 e “2r2 ■
.2

dx =

r2 e“^iri+“2r2^ dx =

= NjN2 ¿ JJJy (X - g) • - g2) dX dg d<p =

m 1 r4= n<n2--------1 2 16
1 -1

2n

, e-^*^) dXdg J< 
0
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2n

Dado que I d<p = 2n y las constantes de normalización (calculadas en el

0

apartado anterior) son:

Nj = 2a?/2

sustituimos estos valores en la expresión anterior y obtenemos:

S12(R)=2a?/2

Simplificando:

c (r) R4 „3/2 5/2
S12^~ r\1/2 JJ

1 -1

- X2p - Xp2 + p3) e uX e~vtl dXdp

Definiendo:

i

i -i

ev>ldXdp = Ap(p) Bq(v)

Entonces:

S12(r)= 8 y;¿ af/2 <4/2 [l3o(U/v)-I2i(u,v)-I12(u/v)+IO3(u/v)]

o, lo que es lo mismo:

„ 2 (R)4
12( (a? «i)172 [A3(u) B0(v)- A2(u). B1(v)-A1(u)-B2(v)+ A0(u)- B3(v)]

Las integrales Ap(u) son de la forma:
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Ap(u) =
J\p euX dA. = 

1

r,p+p Zp-i+p^i)^+... + p’ r 

u ( u u2 up Jjj

y sólo convergen cuando u>0. Como u = y(«i + a2) y R, ai y a2 son positivos,

por este lado no hay problema y se tiene:

H U ( U U2

por ejemplo:

A0(u) = ^-

Ai(u) = A0(u) + ^A0(u)

y no es difícil demostrar que:

Ap(u)=A0(u)+^Ap_1(u)

luego:

o-U

Ao(u) = yj-

2
A2(u)= A0(u)+—Aj(u) =

Ai(u)= A0(u)+ÍA0(u) =

e~U fl i P i p2

U u u2

A3(u) - A0(u)+ - A2(u) = —(1 + P + ¿ + P^ 

u U I U u u

con lo que ya tenemos las cuatro integrales de tipo Ap(u) que se necesitan.
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Las integrales Bq(v) con v = — (04 - a2) son de la forma:

_ £21 +v-i + q(q-1)^-2+... + Al
V L V V2 vq

ni

y convergen para cualquier valor de v que no sea cero (en cuyo caso e‘v,1= 1 y 

la integral es mucho más fácil). Es inmediato ver que:

y no es demasiado difícil probar la relación de recurrencia:

= B0(v) + -9-Bq_1(v)

Bq(v) 2ev

con lo cual:

Bo(v)=^

Bi(v)=B0(v)íl+lj-^-

B2(v) = B0(v)+^B1(v)

B3(v) = B0(v) + ^B2(v)--^

si q es PAR

si q es IMPAR

Las expresiones obtenidas para las integrales Ap(u) y Bq(v) permitirán calcular 
Si2(R) para cualquier valor de R, ai y a2.

d) Tomando ai=2 y a2=l se pueden calcular las integrales Ap(u) y Bq(v) para 
cada valor de R. El resultado se muestra en la Tabla 10.1.
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Tabla 10.1. Valores de las integrales Ap(u) y Bq(v) para R=2 y R=1 cuando m=2 y aj=l.

R=2 R*1

u=1.5 v-0.5u—3 v-1

Ao 1.65957 10'2 Bo 2.3504024 Ao 0.1487534 Bo 2.0843812

Ai 2.21276 10'2 B, -0.7357589 Ai 0.2479224 Bi -0.3417414

A2 3.13474 10’2 b2 0.8788846 a2 0.4793166 b2 0.7174155

a3 4.79431 10'2 b3 -0.4495074 a3 1.1073867 b3 -0.2060105

Recordando que la integral de solapamiento tiene la forma: 

S12(R)=-^|j (a? «l)172 [A3(u)- B0(v)-A2(u)- Bí(v)-Ax(u)- B2(v)+ A0(u)- B3(v)]

• Para R=2

S12 =X 23/2[(4.79431 10“2)-(2.3504024)-(3.13474 10“2) (-0.7357589) 

v3

- (2.21276 • 10"2) (0.8788846)+ (1.65957 • 10~2) (- 0.4495074)]

= 0.3554772

• Para R=1

S12 ^^-3 23/2[(l. 1073867)-(2.0843812)-(0.4793166) (-0.3417414)

- (0.2479224)- (0.7174155)+ (0.1487534)- (- 0.2060105)]

= 0.4620371

• Para R=0

Este caso (los centros coinciden) está resuelto en el apartado (a). Recuerde, 
por último, que el valor obtenido allí era S12 = 0.483850.
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Problema 10.3 @®@

a) Demostrar que la constante de normalización de una gaussiana 

monodimensional, G(x)=N-exp(-p(x-a)2) es N = (2p/n)*/4.

b) Demostrar que el producto de dos funciones gaussianas ¡ 
normalizadas, con distinto centro, Gi=Ni-exp(-Pi(x-aj)2) y 
G2=N2-exp(-p2(x-a2)2) es una función gaussiana G=N-exp(-p(x-a)2) 
multiplicada por una constante, Gi(x)-G2(x)=K-G(x). Determine la 
posición "a" y el parámetro 3 de la gaussiana G(x) obtenida, y el 
valor de la constante K en función de Pi, p2, ai y a2.

a) Aplicamos la condición de normalización:

por tanto:

N2 ! e-2^-3)2 dx = 1

llamando t=x-a, nos queda:

= 2N
je 2^ dt =1 

a

Haciendo uso de la integral de la tabla 8 del apéndice:

obtenemos:

2N2 fe’2131 dt = 2N2^=Vñ=N2 E = 1
J 2^23 pp
0
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Despejando la constante de normalización se llega:

H-F 

I n I

como queríamos demostrar.

b) El producto sería:

Gi(x)- G2(x) = NjN2 exp [- ^(x - aj f]- exp ]- p2(x - a2

= NjN2 exp I7 (Pi + P2 )x2 + 2x(p1a1 + P2a2)-01aj - p2a2]

= NjN2 exp[- (pj + p2)x2]- exp[2x (p^ + p2a2)]- exp[- (p^ + p2a^)](1)

Por otro lado:

K N exp [- p (x - 3^]= K N exp [- px2 + 2pax - pa2] =

= K N exp |- 0x2] exp [2xpa]■ exp [- pa2J (2)

siendo N la constante de normalización de una gaussiana de parámetro p y

I 7t j

De la comparación de las expresiones (1) y (2) se deduce que tendría 
que ser:

P = Pi + P2

pa = (Pjaj + p2a2)

K N exp pa2 ] = exp [- + p2a2)]

Las dos primeras igualdades determinan el parámetro p y la posición "a" de la 
nueva gaussiana:

P = P1 + P2

378



funciones de Oh» de ms Moléculas Pouhecirónicas

- _ Plal + Pza2 

P1 + P2

l_a última determina el factor constante K:

K = ■ exp |- (pja? + p2a¿)]- exp ¡3a2]

f^Y74/^^4
L2Ú—I * / exp |-+ p2a2)] • exp

pfo + p2) ] P1+P2
I n I

J^iP^r.e.p

7t(Pi +p2)j
(0131+^232^ _pA2_p a2 =

Pl+P2

^PlPz i / 0102 (al ~ a; )

"(01+02)J 01+02 J

Es decir, el producto de dos gaussianas una de exponente Pi y centrada en a2 
y otra de exponente p2 y centrada en a2 es una constante, K, por otra 
gaussiana:

Gi(x)-G2(x)=K-G(x)

centrada en un punto intermedio:

a _ Plal + 02a2
’ P1+P2

y de exponente p = Pj + p2.

Este hecho se generaliza fácilmente a tres dimensiones ya que:

exp(- pr2) = exp{- px2)- exp(- py2)- exp^ pz2)

y constituye la ventaja fundamental del empleo de gaussianas como funciones 
base: con ellas todas las integrales bicéntrícas se convierten en integrales 
monocéntricas, mucho más fáciles de resolver.
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Problema 10.4 ®®

Hallar las distancias entre las funciones normalizadas (orbitales del 
átomo de litio):

Xi =2.50306 exp[-2.70r] ; x2 = 0.110955 exp [-0.65r]

y las funciones que se obtienen oxtonormalizándolas por el método de 
Lowdin:

01 = 1.01058X1 - 0.08460x2 ¡ 02 = -0.08460xi + 1.01058x2

Repita el problema para el caso en que 01 y 02 se obtengan por el 
método de Schmidt:

01 = Xi í 02 = -0.16861X1 + 1.0141X2

Datos: (xi I Xz) = 0.166264 ; (xi I Xi) = (x2 I X2) = 1

|f-g| = <f-g|f-g> = f - g|2dt

Figura 10.2. La distancia entre dos 
funciones puede suponerse igual al 
modulo de su diferencia.

Por analogía con los vectores, 
la distancia entre dos funciones 
puede suponerse igual al módulo de 
su diferencia, esto es a la raíz del 
producto escalar de éste por sí 
mismo:

a) En el primer caso debemos hallar 
la distancia entre los orbitales 
normalizados del átomo de litio y las 
funciones que se obtienen 
ortonormalizándolas por el método 
de Lowdin. Para ello comenzamos 
calculando la diferencia entre las 
funciones:

Xi -01 = Xi -(1-01058 xi - 0.08460 x2) = 0.01058 Xí - 0.08460 x2
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Xi - 02 = Xi - (- 0.08460 Xi + 1.01058 x2) = 1-08460 Xi - 1.01058 x2

X2 - 01 = X2 - (1-01058 xi - 0.08460 x2) = -1.01058 Xi + 1-08460 x2

X2 - 02 = X2 - (- 0.08460 xi + 1.01058 x2) = 0.08460 Xi - 0.01058 x2

En general estas diferencias tienen la forma:

X - 0L = Ci Xi + C2 X2

por consiguiente:

dx + 2CXC2 XiX2d*

= 7 C? + Cf + 2^2 (0.166264) = j C.I + + 0.332528 Cx C2

Aplicando esta relación obtenemos los siguientes valores:

C, Ci distancia

0.01058 -0.08460 d(Xi,0i )=0-083

1.08460 -1.01058
d(Xi,0^)=l-354

-1.01058 1.08460 d(x2,0t)=1-354

0.08460 -0.01058 d(X2,02)=O-O83

Como se ve, 0X ~ xi y 02 = X2 ■ Esta es la principal ventaja del método de 

ortonormalización de LÓwdin.

b) Análogamente se ve que, para las funciones del método de Schmidt, es:

Xi - 0i = Xi - Xi = 0
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Xi - 0$ = Xi - (- 0.16861 X1 + 1.0141 X2) = 1.16861 X1 - 1.0141 X2

X2 ~ 01 = X2 - X1

X2 - 02 = X2 - (- 0.16861 X1 + 1.0141 X2) = 0.16861 X1 - 0.0141 X2 

por tanto:

Ci Cz distancia
___  . .... _____ |

0 0 d(Xi,0f)=O

1.1686 -1.0141 d(xi,^)=1.414

-1 1 d(X2,^)=1.291

0.1686 -0.0141 d(x2,0Í)=O.167

Obsérvese que la máxima distancia entre las funciones ortogonalizadas 
y las originales es menor si se emplea el método de Lowdin que si se usa el de 
Schmidt.

Problema 10.5

Dada una gaussiana G(r)=N exp(-pr2)

a) Normalizar el orbital 0(r,e,<p) = GfRJ-YT1 (e,<p)

b) Estudiar qué valor debe darse al parámetro p si se quiere que 

G(R)-Y™ (e,<p) represente lo mejor posible a un orbital de Slater Is 

normalizado, 0=(o?/]c)1/zexp(-ar). Obtener el resultado en función 
de las integrales X2(e) y X4(e), siendo:

<•
xnW= |tn exp^t-et2]dt
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NOTA: Las integrales Xn(e) se evalúan por métodos numéricos, explicados en 

el problema 10.10.

a) La condición de normalización es:

por tanto,

dx = 1

desarrollando esta expresión:

Como los armónicos esféricos están normalizados,

sen 0d0d<p = 1

debe ser:

Aplicando la integral de la tabla 8 del apéndice:

n , IXk) । n + 1xnexp(-axp)dx = —— con k=------
pa P

o

p > 0

a > 0

n > -1

con n=2, a=20, p=2 y, por tanto, k=3/2, obtenemos:

N2 fr^e^^dr = N2

J 2(2p?/2
o

La función gamma, r(z), que aparece aquí es una generalización del factorial 

aplicable a números no enteros. Se define sólo para z>0, como:
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t2’1 e-t dt

2 r(3/2)
2”(2p^

G

y cumple las propiedades:

r(z+T) = z • r(z)

Luego:

y por tanto:

Entonces:

N 22 (2p^

y como esta expresión debe valer la unidad:

de manera que la constante de normalización es:

<|>(r, 0, <p) = í I e“pr2 • Yo (6, <p) 
n
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Figura 10.3. Las funciones f y g se 
parecen más cuanto más pequeña 
es su diferencia.

b) Dos vectores o funciones se parecen 
tanto o más cuanto más pequeña sea 
su diferencia. Cuando una de las 
funciones tiene que cumplir ciertas 
condiciones, por ejemplo ser una 
gaussiana, esta diferencia no puede ser 
cero luego habrá que hacerla mínima. 
Esto se hace sobre el cuadrado del 
módulo de la diferencia (véase figura 
10.3):

(f-g|f-g)= |f-g|2dr = MÍNIMO

Si la función a ajustar depende de un 
parámetro p, la integral indicada 

depende también de él, y podrá optimizarse su valor aplicando la condición 
necesaria de mínimo. Por tanto, si queremos que la gaussiana 

g(r,p)=G(R)-Yfm(e,<p) represente lo mejor posible a un orbital de Slater 

normalizado, f(r)=(a3/n)1/2exp(-ar), la condición de mínimo implica que la 

derivada del producto escalar (f - g | f - g) respecto al parámetro p sea cero:

Como la integral de f2(r) no depende de p, su derivada es cero. La condición 

de mínimo es, por tanto:

d 
dp

g2(r, p)dT - 2 f(r) g(r, p)dx = 0

Como el parámetro p y las variables (r, e y <p) son independientes, la 
integración y la derivación resultan conmutables, de manera que la condición 

a aplicar es:

2g(r,p) dx - 2 íf (r)- 5^ dt = 0 
dp I ap

o bien:
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■■M

Como:

írfl^d,
J dp J dp (1)

9g(r,P) = A í 2 P e-pr2 
ap ap [ n J

<7^/4- 7 ,
L. í¿p-l/4e-Pr2_p3/4r2e-pr2

¡2Vf4e-P^f2. ¿ 
l " J l4?

la condición (1) equivale a la igualdad:

í fe (r, P)]2 dx - í r2 [g (r, p)]2 dx = ~ í f(r)- g (r, p) dx - | r2 f(r) g (r, p)dx

La primera integral vale la unidad, por suponerse la gaussiana normalizada. 
La segunda vale:

Jr2 |g(r,p)]2 dx =

e-2Pr2 dr

[^-^j.g(r,p)

ya que los armónicos esféricos también están normalizados.

Haciendo uso de la integral de la tabla 8 del apéndice:
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obtenemos:

Por consiguiente, el valor de p está determinado por la relación:

g(r' P) dT - f<r) g(r'dx

es decir, la condición a aplicar queda reducida, cualquiera que sea la función 

f(r), a:

[ f(r) ■ g(r, P) dx = r2 f (r) ■ g(r, p) dx

Sustituyendo f(r) =
/ 3f2
— exp(- ar), tenemos: 

I n I

Las dos integrales que aparecen son del tipo:
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Haciendo el cambio ar=t, con el que r°dr = «^'^"dt, obtenemos:

■ P
siendo e = ~ y 

or

y, por consiguiente, la condición que determina el valor óptimo de p es:

Obsérvese que la obtención de popt, requiere la resolución numérica de esta 
ecuación. Ahora bien, basta resolver la ecuación para a=l, pues:

Popt.(“*l)=“2Popt.(a = l)

n
En efecto, si hacemos el cambio —y = u, la ecuación se transforma en:

a2

X2(u) = ^ X4(u)

Si Ui es raíz de esta ecuación, entonces p¡ = u¡ • a2 es raíz de la ecuación 

original. Y la ecuación para u es la misma que corresponde a poner a=l en la 
original. Esta propiedad constituye unos de los fundamentos de las bases 
STO-nG de los métodos ab-initio para calcular las propiedades moleculares.
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Problema 10.6 ®&®®

Emplee algún programa de cálculo ab-initio como MICROMOL, o 
GAUSSIAN, para calcular las propiedades de moléculas como la de H2, 
la de HF o la de H2O. Efectúe los cálculos con bases de distintos tipos.

El cálculo teórico de las propiedades moleculares puede hacerse de 
diversas maneras, cada una con sus ventajas y sus inconvenientes. En este 
ejercicio lo realizaremos mediante el método de Hartree-Fock-Roothaan, cuya 
principal característica es el uso de una aproximación mono-determinantal a 
la función de onda electrónica (esto es lo esencial del método de Hartree- 
Fock):

¥(1,2, -,n) =

*i(l)

*1(2)

*2 (1) ’

*2(2) •

' «l’nW

' *n(2)

*i(n) *2(0) • • *n(n

con los orbitales <|>¡ expresados como combinación lineal de las funciones de 
una base adecuada (esto es lo esencial del método de Roothaan):

*i
(r)=y<cpiXp(f) 

p

Las propiedades moleculares en las que centraremos nuestra atención serán:

a) Las distancias de enlace (y el ángulo, en el caso del H2O).

b) La energía de ionización

c) La energía de atomización.

d) El momento dipolar y cuadrupolar.

y las bases con las que trabajaremos serán:

1) STO-3G

2) STO-6G

389



Probibus de Mecánica Cuántica Molecular

3) 6-311++G(3df,3pd)

La base STO-3G es una base mínima (esto es, consta de una función ls 
sobre cada átomo de Hidrógeno, y de las funciones ls,2s,2px,2py,2pz sobre el 
átomo de flúor o el de oxígeno). Además, a efectos de cálculo la base STO-3G, 
"redesarrolla" cada función de base de tipo STO como combinación lineal de 3 
Gaussianas. La base STO-6G es análoga a la anterior (también es mínima'), 
pero expresa cada STO como combinación de 6 gaussianas. Por último, la 
base 6-311++G(3df,3pd) es una de*ías más completas que podemos emplear 
con el programa GAUSSIAN: es "triple zeta" en la capa de valencia e incluye 
funciones de polarización (triple zeta respecto de p y simple zeta respecto de 
d sobre H; triple zeta respecto de d y simple zeta respecto de f sobre F ó 
sobre O).

El cálculo de las distancias y ángulos de enlace lo realiza 
automáticamente el programa GAUSSIAN, buscando la geometría de energía 
total mínima más próxima a la que hayamos introducido para iniciar el 
cálculo. La palabra clave para que GAUSSIAN lleve a cabo la optimización 
geométrica es "Opt" colocada detrás de las claves para método ("HF") y base 
(por ejemplo, "STO-3G"). Así hay que indicar en el lugar apropiado:

# HF/STO-3G Opt

La carga y la multiplicidad de todas las moléculas es "0" y "1", y las 
coordenadas iniciales pueden ser:

0.0 0.0 0.0 para el primer átomo

0.0 0.0 1.0 para el segundo.

En el caso del agua las coordenadas iniciales pueden ser las correspondientes 
a un ángulo recto entre los enlaces OH:

0.0 0.0 0.0 para el O.

1 .0 0.0 0.0 para el primer H.

0.0 1.0 0.0 para el segundo H.

Se trata de geometrías iniciales muy groseras, por lo que la optimización será 

bastante más lenta que si empleamos valores iniciales de RAB y <Pabc más 

próximos a los verdaderos.
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Luego veremos un resumen de la forma de utilizar GAUSSIAN para 
llevar acabo estos cálculos. Por el momento veamos, en la tabla 10.2, los 
resultados comparados con los valores experimentales:

Tabla 10.2. Geometrías moleculares determinadas con las tres bases empleadas en el 
problema.

Molécula
Estimación 

inicial
HF/STD- 

3G
HF/STO-

6G
HF/E-311 + +G 

(3df,3pd)
Experimental

H2(R) 1.0Á 0.7122 0.7107 0.7344 0.7414

HF(R) 1.0Á 0.9555 0.9541 0.8971 0.9168

H2O(Roh) 1.0Á 0.9894 0.9863 0.9402 0.9575

H2O(<Phoh) 90° 100.0° 100.0° 106.3° 104.51°

El resultado de las bases STO-3G y STO-6G es muy parecido. El de la 
base larga 6-311++G(3df,3pd) es mucho mejor, pero el tiempo de cálculo es 
también mucho mayor. Por ejemplo, la optimización de H2O tardó 58 
segundos (en un Pentium II a 333 MHz) al emplear STO-3G, 60 segundos al 
emplear STO-6G, y 19 minutos si se emplea la base 6-311++G(3df,3pd).

La energía de ionización puede ser de dos clases: vertical y adiabática. 
En ambos casos se calcula restando a la energía de la molécula ionizada la de 
la molécula neutra, pero en el primero (Ivertícai) se supone que las distancias y 
ángulos de enlace de la molécula ionizada coinciden con los de la molécula 
neutra, mientras que en el segundo caso (ladiabátira) la energía del ion se 
calcula después de haber optimizado su geometría. El dato experimental 
puede corresponder a una o a otra según haya sido el método de obtención. 
Si la medida de la energía de ionización es muy rápida (vgr: fotoionización), 
la molécula no tiene tiempo de relajarse de su geometría "neutra" a su 
geometría "ionizada" de manera que corresponde una Iverticai- En cambio, si la 
medida es lenta (vgr: datos termoquímicos), da tiempo a la relajación y lo 

que se obtiene es Iadiabát¡ca-
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Aún hay una tercera energía de ionización, sin paralelo experimental 
pero que permite aproximar Ivertlcai con un cálculo simplificado. Se trata de la 
energía de ionización de Koopmans (iKoopmans)/ obtenida restando la energía de 
la molécula neutra a al que tendría un sistema con los mismos orbitales que la 
molécula neutra pero con un electrón menos. Ello equivale a suponer que la 
ionización afecta a los orbitales de una manera despreciable, lo que a veces es 
una buena aproximación y a veces no. La ventaja (cuando funciona) es que la 
energía de ionización está dada por la energía e¡ del último orbital ocupado en 

el sistema neutro. Ello permita, estimar Ivert¡cai = iKooopmans calculando 
únicamente la función de onda de la molécula neutra.

En la tabla 10.3 podemos ver las geometrías optimizadas para las 
moléculas ionizadas (CHARGE=1, MULTIPLICITY=2 en el programa). Con 
objeto de que se vea la influencia de la correlación, se añaden los resultados 
obtenidos - a falta de datos experimentales- con el método MP3/6- 
311++G(3df,3pd), esto es Móeller-Plesset con perturbaciones de 3er orden y 
la misma base 6-311++G(3df,3pd).

Tabla 10.3. Geometrías calculadas para las moléculas ionizadas. A falta de datos 
experimentales se dan los resultados de un calculo teórico con correlación y la mejor 
base disponible.

Ion HF/STO-3G HF/STO-6G
(3df,3pd)

MP3/&-311++G 
(3df,3pd)

h2+ 1.0598 1.0585 1.0578 1.0578

HF+ 1.0336 1.0354 0.9793 0.9934

H2O+(Roh) 1.0329 1.0323 0.9801 0.9955

H2O+(<Phoh) 109.8° 110.0° 111.6° 109.5°

En la tabla 10.4 vemos los resultados de calcular ladiabática Iverticai e 
Ikoopmans comparados con los experimentales y los calculados con correlación 
(MP3/6-311++G(3df,3pd).
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Tabla 10.4. Energías de ionización. (*) El valor deducido de la aproximación de 
Koopmans se obtiene de los orbitales, luego no debería cambiar al pasar de HF a MP3. La 
pequeña diferencia se debe a que las geometrías HF y MP3 no son iguales, y cada cálculo 
se hace en la geometría de energía mínima.

Molécula Método LffiHIln

HF/ST0-3G 14.553 16.061 16.061

h2
HF/ST0-6G 14.690 16.197 16.198

IexP=15.426eV HF/6-311++ G(3df,3pd) 14.446 15.389 16.228

MP3/6-311++ G(3df,3pd) 15.463 16.370 16.189*

HF/ST0-3G 10.368 10.395 12.603

HF HF/ST0-6G 10.617 10.789 12.858

IeXp= 16.044eV HF/6-311++ G(3df,3pd) 14.295 14.457 17.781

MP3/6-311++ G(3df,3pd) 16.062 15.911 17.741*

HF/STO-3G 8.059 8.262 10.694

h2o HF/ST0-6G 8.218 8.434 10.861

IexP=12.612eV HF/6-311++ G(3df,3pd) 10.967 11.073 13.928

MP3/6-311++ G(3df,3pd) 12.481 12.583 13.909*

Para el cálculo de la energía de atomización hay que restar de la energía 
de la molécula en su geometría optimizada la energía de sus componentes 
calculada con el mismo método y base. Es importante asignar a los átomos 
aislados sus multiplicidades correctas (2 para H, 2 para F y 3 para O). Con los 
datos obtenidos podemos confeccionar la siguiente tabla (energías en u.a.).
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Tabla 10.5. Energías totales necesarias para calcular las energías de 
atomización (u.a.).

1
Sistema E[HF/STO-3G] E[HF/STO-6G] HF/6-311*+G 

(3df,3pd)

Ha -1.1175059 -1.1262163 -1.1330739

HF -98.5728474 -99.5017193 -100.0581220

H2O -74.9659012 -75.6812004 -76.0593511

H(2S) -0.4665819 -0.4710391 -0.4998179

F(2P) -97.9865050 -98.9132531 -99.4018054

O(3P) -73.8041503 -74.5168163 -74.8093344

Con los datos de la tabla y aplicando las fórmulas:

D(H2) = E(H2) - 2 E(H)

D(HF) = E(HF) - E(H) - E(F)

D(H2O) = E(H2O) - E(0) - 2 E(H)

obtenemos las energías de atomización que se muestran en la tabla 10.6.

Tabla 10.6. Energías de atomización (u.a.) calculadas para las moléculas H2, HF y 
H2O.

Molécula D[HF/STO-3G] B[HF/STO-6G] D[HFZ6-311++G 
(3«,3pd)]

Exp(u.a.)

h2 -0.1843421 -0.1841381 -0.1334381 -0.16457

HF -0.1197605 -0.1174271 -0.1564987 -0.2157

H2O -0.2285871 -0.2223059 -0.2503809 (-0.36)*

Como se ve, los resultados de calcular la energía de atomización no 
son tan buenos como los de calcular las geometrías moleculares o las 
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energías de ionización. Es un defecto del método Hartree-Fock que sólo puede 
corregirse tomando en cuenta la correlación electrónica bien por el método de 
interacción de configuraciones (CI) o el de M<|>eller-Plesset, si se emplea el 

programa GAUSSIAN.

Así, por ejemplo, se puede evaluar el valor de la energía de 
atomización del agua a partir de cálculos MP3 ó CI con un error que puede 
estimarse a partir de las diferencias entre ambos (base 6-311++G(3df,3pd) 
en todos los casos).

Tabla 10.7. Comparación de las energías obtenidas para el agua con distintas 
formas de tener en cuenta la correlación.

Método Rom <?oh E Observaciones

Exp 0.9575 104.5 -

HF 0.9402 106.3 -76.0593511 Sin correlación
i

MP2 0.9586 104.1 -76.3242863 Perturbaciones de 2o orden

MP3 0.9541 104.5 -76.3270097 Perturbaciones de 3er orden

d(SD] 0.9531 104.6 -76.3180418 Interacción de configuraciones

Tabla 10.8. Análoga a la tabla anterior para los 
átomos de hidrógeno y oxígeno.

E(H) E(O)

HF -0.4998179 -74.8093344

MP2 -0.4998179 -74.9542830

MP3 -0.4998179 -74.9669835

CI(SD) -0.4998179 -74.9660150

Los resultados son:

D(MP2) = -0.3703675

D(MP3) = -0.3603904
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D(CI) = -0.3523910

Recuérdese que con HF sólo se obtenía un valor de -0.25 u.a.

La calidad de la distribución de carga obtenida con cada base queda 
reflejada en los valores de los correspondientes momentos multipolares. El 
momento dipolares el vector de componentes:

y el momento de cuadrupolo es el tensor de componentes:

en donde y xpA representan a las coordenadas x, y ó z del núcleo A, y x^, 
xPx a las coordenadas xx, yx ó z^ del electrón X-ésimo.

En la tabla 10.9 se comparan los módulos de los momentos dipolares 
obtenidos con cada base con el valor experimental.

Tabla 10.9. Momentos dipolares en Debyes.

Mó/ecula

H,

HF/STO-3G HF/STO-6G HF/6-311 ++G 
(3df,3pd)

Experimental

0 0 0 0

FH 1.252 1.296 1.906 1.826

H2O 1.709 1.754 1.968 1.854

Por último, en la tabla 10.10 se comparan los tensores de cuadrupolo 
obtenidos con cada base con los que resultan de cálculos MP3/6- 
311++G(3df,3pd). A falta de datos experimentales, estos - que incluyen los 
efectos de correlación electrónica y emplean una base muy amplia - 
constituyen una buena estimación del valor exacto.

Los cálculos de tipo MP3 incluyen los efectos de la correlación 
electrónica. Cuando se realizan con una buena base, como la 6- 
311++G(3df,3pd), conducen a valores del momento dipolar muy próximos a
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los experimentales. Por ejemplo, los momentos dipolares MP3/6- 
311++G(3df,3pd) del FH y el H2O son 1.834 (exp.:1.826) y 1.908 
(exp.: 1.854), respectivamente.

Tabla 10.10. Momentos cuadrupolares en Debyes*Ángstrom.

Sistema *
HF/STO- HF/STQ- HF/E-311*+

3G 6G €
MP3/fi-311++ 
a (3af,3pd)

(Qw=Qxx)

Qxx

Qzz

-1.8430 -1.8466 -2.0843

-1.4475 -1.4542 -1.4266

-2.0511

-1.4392

■
FH 

(Qyy=Qxx)

oWxx -4.6405 -4.6261 -5.6704

-3.4733 -3.4298 -3.5832

-5.7955

-3.6814

HaO

Qxx

Qyy

Qzz

-6.1258 -6.1081 -7.5366

-4.4865 -4.4341 -4.1849

-5.3328 -5.3030 -6.2751

-7.3830

-4.3388

-6.1920

Problema 10.7

Calcular la integral Hjq correspondiente a los orbitales Xp = ls(F) = 

14.4778 exp(-8.7 rF) y Xq = is(H) = 0.56419 exp(-rH), en la molécula 
de HF con el flúor situado en el origen y el hidrógeno en el punto 
(0,0,1.733) u.a.

Tenemos las funciones de base:

ls (F) = Xp = Np • e"“prp = 14.4778 e“87rF 

ls (H) = %q = Nq • e = 0.56419 e'rH
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Las integrales Hqq son las del tipo:

Desarrollando la suma tenemos:

Para resolver esta clase de integrales es necesario emplear coordenadas 
esferoidales (véase problema 9.2):

n = ' ^ = arc^9 (y/x)

de manera que:

rp + rq = R£ ; rp - rq = Rti

De aquí obtenemos,

rp=yfe + n) y rq=yfe-n)

por tanto,

Xp = Np e 2 y Xq = Nq e 2

además si el flúor está situado en el origen y el hidrógeno en el punto 
(0,0,1.733), esto significa que R=1.733 u.a.

Cálculo de Ij = Xp^cXq^

Tenemos que calcular en primer lugar V^Xq ■ El operador laplaciano vale:
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por tanto,

R ( , R 2 ^x^-Zn-
R

+ —
2

y el tercer término es igual a cero pues la función no depende de tp. Así pues.

—2 4 R [ R t2 R n R 2
-y-^-yn

R
2

y, por consiguiente,

Xp^cXq * XpXq

• e 2 dx = NpNg I e dx

4 
R^_n)XpXq

lo que permite dividir la integral Ii en dos más sencillas:

Ii =
J Xp^cXq^ = í XpXqdt -

-112

La primera es una integral de solapamiento:

Iii

D
Rfe } r -1(8.75+8.7,,+^)
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f -9.7—£ -7.7-r|
= NpNq e 2 e 2 dx

recordando que el elemento de volumen en coordenadas esferoidales es:

di = ^-(^2 - n2)d^dnd<p 
O

sustituyendo obtenemos: **

_ _R_ _ _R iIu=NpNqJe ' 2 e ' ^-fe2 - n2)d^dnd<p

R3
= NpNq — 2n

-9.7—^ P -7.7-n f -9.7^£ r , -7.7^n
e 2 dE I e 2 dn — I e 2 d^ I n2 e 2 dq

-i i -i

= (14.4778)(0.56419)^^-2n[(3.37 • 10“5)(118.4062)- (2.66 • 10-5](88.2326)] 

8

In=0.054839971

La segunda integral se resuelve de una forma parecida:

_ — R R q

1,2"

p2 P 1 -9.7% -7.7—n D$
= NpNq J fe_n)e 2e 2 “8"^ “ + T1^dTld<p

□ 2 P -9.7-£ -7.7—r,
= NpNq^-27t e 2e 2 fe + n)d^dTi

= NpNqR27t he
-9 A f - 

í 2 dd e
->R

! 2 ÓT] +
' -9.7^ f -7.7%
e 2 dE I qe 2 dr|

= (14.4778)(0.56419)1.7332n[(2.98 10-5)(118.4062)+ (2.66 10“5)(-100.660)] 

= 0.065306316
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Por tanto:

Ii = 0.054839971 - 0.065306316 = -0.010466345

• Cálculo de I2 = [xp-^íqdT 

J rP

>2 = NpNq f--^2— e -1? jt^dr] dtp

Jyfé + n) 8

¿□V r -9 7-5 -7.7-n x
= NpNqZp^-j 2kJ e 2e 2^)^

= 346.80669 [(2.98 • 10“s) (118.4062)- (2.66 ■ 10"5)• (-100.660)]

I2 = 2.152398491

Cálculo de I3 =

I3 = NpNq f-^9—e 9?2^ - n2)^dnd<p

Jyfe-n) 8

= 38.53408 [(2.98 ■ 10“5)- (118.4062)+ (2.66 • 10“5) (-100.660)]

I3 = 0.032653158
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Ahora estamos en disposición de calcular Hpq

Hpq = -|li -12 -13 = -1(-0.010466345)- 2.152398491 - 0.032653158

Hpq =-2.179818 u.a.

Problema 10.8 ®(9C9®

Calcular la integral (pp|qq) correspondiente a los orbitales %p = ls(F) 
= 14.4778 exp(-8.7 rF) y %q= ls(H) = 0.56419 exp(-rH), en la molécula 
de HF con el flúor situado en el origen y el hidrógeno en el punto 
(0,0,1.733) u.a.

Tenemos los orbitales: 

ls(F) = xp=Npe-“^ 

1S(H) = Xq = Nq e’^

donde Np=14.4778 ; Op=8.7 y Zp=9

donde Nq=0.56419 ; Oq=l y Zq=l

Hay que calcular, en este caso, la integral:

(pplqq) = (Xp Ixq) =
xJXpdTif^di2=I1I2

. Cálculo de I2 = -^S-dT2 

J rn

J fXqXqdT f^S.r2dr fsenado íd<|>

J ri2 J r12 J J

Vamos a resolver esas dos nuevas integrales,
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ra
I21=l ír2e~2“qrdr = 

rq J
0

iFe'M 2 2r 2 1 

rq 2aq 2aq (2^

g-Zoq'q f 2 2 1 2
2“q “ 2^“ Í2aq/rq j" í2aqAq 

por otro lado,

I22 =
-2aar , 

re q dr = -
e-2“qr

2aq
1

2aq

e-2“qrq

2aq
1

2aqq

qrq

Por tanto:

I2 =
XqXq . . .,2 e- dt2 = 4kNí —

*12 q 2aq

.-2“qrq

sustituyendo en esta integral en la expresión anterior obtenemos:

g ^atfq
(Xp I Xq ) = Ir 4nN2

2a„ 2aq
2 2

('2aq;2rq J Í2aq;3rq

como Ii= I Np e 2“p,p dt, nos queda:

(Xplxq)= N2 e^VMnNjí
g-2aqrq 

2aq

= 4nr^N2

en definitiva:

(XpIXq) = 4kN2N^ [-I3-I4 + I5]

La resolución de estas tres integrales es más sencilla si operamos en 
coordenadas esferoidales al igual que en el problema precedente, de manera 
que:
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rp + rq = R^ ; rp - rq = Rn

por tanto,

rp=yfé + n) Y rq=y(^-T!)

siendo el elemento diferencial de volumen:

di = í^2 -1]2 ^d^dcp 

O

f g-2(aprp+aqrq)
• Resolución de I3= I ——d-tJ W
En primer lugar, realizamos la transformación

e-2(aprp+aqrq) _ e-2aprp e-2aqrq = g-apR^+q) e-aqRft-n) _ e-R(ap+aq)? e-R(ap-aq)q

por tanto,

I3 = [ e ^prp+aqrq) dT = f f e-R(«p-aqW Y ^2 _ n2 )d^dnd(p

2n (R? J^2e-R(ap+aqXd^Je-R(ap-aq)ndii -Jg-RÍap+Oo^J^g-RÍap-a,,^ 

.1 -1 1 -1

como

R(ap+ aq) = 1.733 (8.7 + 1) = 16.8101

R(ap- otq) = 1.733 (8.7 - 1) = 13.3441

Tenemos:

1
e-16.8ioi^.pe-l3.344llldl1

-1

404



Funciones de Ok» de las Moléculas Pouelectrónicas

I [(3.35-ÍO"9)(4.68 ■ 104)- (2.98 10~9)(4.03 ■ 104)]

I3 = 3.76751 • 1O'S

f 2 e 2^aprp+a£irci^
• Resolución de I4= I--- ----- -------- dx 

J Wrq

Recordando que,

e-2(aprp+aqrq) _ g-R(ap+aqX e-R(ap-aq)q

rq = yfé-n)

tenemos,

14=
e-R(«P+«qX e-R(“p-aq1)1

jfe-n)
] d^diqdcp

<1.733j2 

Í2?3
344mdTi

= [(3.15.10"9)(4,68 • 104)+ (z.98 • 10'9)(- 4.33 • 104)]
8

I4= 2.20817 10’5

Resolución de Is=
(Zaq^fq

En este caso como
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' S33335ÍEE3

e-2°prp = = . e“R“p’1

rq =yfe-n)

la integral I5 nos queda:

'q

p-Rap^ . f o >3*

—ñ------------------ -- “ fe - + n)d^d(p

-q

.2
1 
r -R«[̂ 1!+ e’^ddne^dn

-i -i

e

i

R27t
i

e-15.0771^ + e’15-0771^ i] e~15-0771ndT]

-i

(2.01 • 10“8)(2.34 ■ 105)+ (1.88 • 10-®)(- 2.19 ■ 104)]

Is= 6.88236 10’4

Por tanto, como

(Xp I Xq ) = 4nN2N2 [-I3-I4+I5]

sustituyendo cada integral por su valor,

(Xp I Xq)= 4n(14.4778)2(0.56419)2[-3.7675 10'5 - 2.2082 10’5 + 6.8824 10'4)

(XplXq)=0.52693
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Problema 10.9 @®®

Evaluar mediante un procedimiento numérico eficiente las 
integrales:

oo

Xn(e)= j*tn exp[-t-et2]dt 

o

y aplicarlo en los casos e=0, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4 y 0.5 con n=2 y 
con n=4. Emplear el programa SIMPSON.BAS para calcular las 
integrales numéricas necesarias.

Haciendo el cambio w=t+t0 el exponente toma la forma:

-t-et2 =-(w-t0)-e(w-t0)2 =(-eto+t0)-(l-2et0)w-ew2

de manera que eligiendo adecuadamente la constante to, podemos reducir el 
factor:

exp(-1 - e t2) = exp^ e t^ +10 )• exp[ - (1 - 2e t0)w] • exp^ e w2)

a una forma más conveniente. Basta elegir t
1

0 = 2l para eliminar la

exponencial lineal en w:

exp[-(l-2et0)w] = exp - = e°=l

Por otra parte:

de manera que, como t -> 0 => w = t0 = l/2e :
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Podemos simplificar todavía algo más la integral a calcular, mediante el 

cambio x = ,e w, con el cual:

de manera que:

o, definiendo xn = —— : 
2Ve

Xn(e) = (2x0P+1 exp(x^) J (x + x0P • e x2 dx

*o

(2x0P+1exp
*0

dx - j (x + x0 J1 • e“x2 dx 

o

Esta expresión puede resolverse para cada valor de n y de e con un programa 
de cálculo matemático como DERIVE o mediante el programa PROBX10.BAS 
de la colección de programas BASIC que complementa a este libro.

La integral definida entre 0 y x0 se obtiene de forma eficiente por 
métodos numéricos como el de Simpson empleado en el programa. La 
definida de cero a infinito se reduce a integrales estándar desarrollando la 

potencia:

de forma que:
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J(^x0)n e-2dx = y n±^. pe^dx 

□ o

donde:

si X es PAR

2
X-1Y

2 J
si X es IMPAR

Así, tenemos:

A
*
JxK e *1 dx

A A

••
r i .
1 e dx

0 0

0 N
|H

 

a 
]

lo 4
3 -
8 ” U

1
1
2

Ii 5 1 Is

2
1
4 ” h 6

15 - 
---- n 
16 Is

3
1
2

11 7 3 I7

y, por tanto:

*
J(x-x0)e-x2 dx = Ij +x0 Io

0
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(x - Xq)3 e’x2 dx = I3 + 3 x0 I2 + 3 xq - Ij + Xq - Io

0

^x-Xq)4 e x2 dx = I4 + 4 x0 I3 +6-Xg I2+4 Xq Ij + Xq Io 

o

En definitiva nos queda una expresión:

Xn(c) = Cte ' [linfinito “ Isimpson]

Utilizando el programa obtenemos:

n=2

£ ere r * ^Infinito

0.1 1.58114 385.24429 3.97775 4.23982 100.96178

0.2 1.11803 39.02322 2.01188 2.66893 : 25.64009

0.3 0.91287 14.00329 1.26697 2.09451 11.58818

0.4 0.79057 7.38489 0.89007 1.78758 6.62798

0.5 0.70711 4.66329 0.66880 1.59333 4.31136

fl = 4
■

e Xa cte íftTiSníto

0.1 1.58114 3852.44285 20.80211 23.91826 12004.81925

0.2 1.11803 195.11610 5.90833 10.40390 877.15873

0.3 0.91287 46.67764 2.58466 6.84287 198.76308

0.4 0.79057 18.46223 1.39027 5.24188 71.10936

0.5 0.70711 9.32658 0.84613 4.33689 32.55680
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Problema 10.10 ®®@®

Determinar el valor del parámetro p, que hay que emplear para que 
una gaussiana:

g(r,e,<p)=Nr(p) e-?r2 Yf"^)

se parezca lo más posible a los orbitales de Slater normalizados 
(expresados en u.a.):

a) lsH = 0.56419 er

b) lsF = 14.4778 e‘8*7r

C) 2sf = 3.55057 r e’2‘6r

a) En primer lugar conviene separar las partes radial y angular normalizadas 
del STO:

lsH = Nr • e-r Yj(0, <p) = 0.56419 ■ e“r

y como ^(0,9) = -^=, resulta Nr=2.00000. Por lo que:

lsH = 2 ■ e-r ■ Yq (e, <p)

La gaussiana necesaria será del tipo:

gis=N(p)e^r2-Yoo(0,<p)

cuya constante de normalización vale (según se vio en el problema 10.5):

n' n '

Tal como se detalló en el problema 10.5, la condición para que una función 
g(p,r) "ajuste" lo mejor posible a otra f(r), en el dominio D, es la de mínimos 

cuadrados:
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J|f(r)-g(p,r)|2dz = MÍNIMO

D

y conduce a la relación:

Esta ecuación, que determina el valor óptimo del parámetro 0, es del tipo:

P = F(p)

y tiene que resolverse numéricamente ya que las integrales implicadas no se 
encuentran en las tablas.

Empleando el programa DERIVE, llamando "x" al parámetro p y 
evaluando F(p)=F(x) mediante las instrucciones:

#1: rA2 * exp(-r-x*rA2)

#2: rA2 * #1

#3:

#4:

#5:

J (#l)dr 

0

J (#2)dr 

o

3 *#3 / (4 *#4) 

obtendremos F(0)=F(x) en #5.

Si dibujamos ahora la función <p(x)= x-F(x) (figura 10.4) para estimar 
su raíz:

#6: x - #5
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vemos que ésta corta al eje horizontal (x-F(x)=0) en xo=O.27O8, que es una 
primera aproximación al valor óptimo de p.

Figura 10.4. Representación de <p(x) = x - 3

Obsérvese que <p(x)=O cuando x=0.2708.

Si se quiere puede refinarse ese valor mediante el método del punto fijo 
(o cualquier otro procedimiento numérico que sea aceptable). Esencialmente, 
el método del punto fijo consiste en lo siguiente: Si tenemos una fundón 
f(x)=O donde f(x) es una función continua y se desea determinar sus raíces 
reales, en primer lugar se sustituye por una ecuación equivalente que tenga la 
forma x=g(x). Estimamos por cualquier procedimiento un valor aproximado 
de la raíz x0. El siguiente paso es sustituir este valor en la función g(x0) y 
obtenemos un valor más aproximado:

Xi=g(x0)

Sustituyendo ahora Xi tendremos un nuevo valor:

x2=g(xi)

Repitiendo el proceso, y si esta secuencia resulta convergente, podemos 
calcular la raíz con el grado de exactitud deseado.
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En el caso que nos ocupa está claro que g(x) es:

Jr2 e-(r+pr2)df.

#7: 2-e------------------  
/I “

J^-e^P^dr 

0

y que como valor aproximado x0 de la raíz puede usarse el calculado 
gráficamente xo=O.27O8. Si utilizamos el programa DERIVE:

(1) Mediante el comando Declare Algebra State Simplification le 
imponemos una precisión de 10 dígitos:

#8 PrecisionDigits : = 10

(2) Mediante el comando Declare Algebra State output le imponemos una 
precisión de 9 dígitos:

#9: NotationDigits := 9

(3) Utilizando Declare Variable valué, introducimos el valor aproximado de 
la raíz:

#10: x := 0.2708

(4) Seleccionamos la ecuación #7 y utilizamos el comando Approximate, 
con lo cual obtenemos un nuevo valor

#11: 0.270849032

(5) Volvemos a introducir el valor aproximado obtenido (Declare variable 
valué):

#12: x :=0.270849032

(6) De nuevo, seleccionamos la ecuación #7 y utilizamos el comando 
Approximate, obtenemos en este caso:

#13: 0.270882016

y así sucesivamente. El refinamiento de la solución gráfica por el método del 
punto fijo es lento, pero converge. Tras unas 50 "vueltas" se obtiene:
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x = 0.2709498092

Es decir, hemos obtenido un valor óptimo p=0.2709498092 en muy buen 
acuerdo con el valor obtenido por R. F. Stewart (J.Chem.Phys. 52, 434 
(1970)) p=0.2709498091.

b) Para ajustar la gaussiana a la función lsF = 14.4778 e'8'7r podríamos 

repetir todo el proceso del apartado (a) sustituyendo la función lsH por la lsF. 
Pero no es necesario.

La repetición indicada conduce a que el valor óptimo popt(a) 
correspondiente a un orbital ls(a)=Na e'" está determinado por la ecuación:

Jr2 -e^^^^dr 

.0______________

Jr4 .e^-^dr 

o

(4)

que mediante el cambio de variable u=a r se convierte en:

(5)

Ahora bien, la ecuación (5) es exactamente igual a la (3) salvo por
tener p sustituido por p/a2. Por consiguiente debe ser:

^£1 = 0.270949809 

a2

cualquiera que sea el valor de a.

En el caso del orbital lsF, el parámetro a vale 8.7 de manera que la 
gaussiana adecuada para sustituirá lsFtiene:

PisF = (8-7? • 0.270949809 = 20.508191
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c) La repetición del proceso indicado en la parte (a) para el caso de un orbital 
2s con exponente a:

2s(a)= N0-re’“r

conduce a una ecuación parecida a la (4) para determinar popt:

o

que mediante el cambio u=ar se convierte en:

o

Resolviéndola numéricamente para a=l (operando como en la parte (a)) 
obtenemos:

Popt(2s, a=l) = 0.101215108

Ahora bien, por los mismos motivos que se explicaron en el apartado (b), el 
parámetro p óptimo para ot*l es simplemente:

Popt (a) = 0.10121510b • a2

y en el caso propuesto:

Popt(2sF) = 0.101215108 • (2.6)2=0.68421413

Es interesante subrayar, finalmente, que el procedimiento explicado 
sirve para ajustar gaussianas del tipo:

g(r,e,<p) = Ng(p,ng) rng • e-pr2 ■ Yzm(e,<p)

a orbitales de Siater de cualquier tipo:
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<p(r, e,<p)= Ns(a,ns) r"s e““r ■ Y/1^)

encontrándose que la ecuación que determina el valor óptimo de p para a=l 
es:

| r(ns+ng+2). e(-r-pr2)dr

_ 2ng + 3 0___________________  
4 00

4Jr(ns+ng+4) e(_r_pr2)dr 

0

y que para a#l es:

Popt(a) = a2 • Popt(a=l)

Se ha encontrado, sin embargo, que el empleo de ng>0 no sólo no 
mejora los resultados obtenidos con las gaussianas más simples (ng=0), sino 
que a menudo ios empeora.

Problema 10.11 ®OG®

Calcular la integral de repulsión (pq|rs) entre orbitales gaussianos 
con í =0 e igual centro:

gi(r,e,<p)=Ni e^ Y°(e,<p)

Yj(e,<p)=-j= 
n J 2Vn

haciendo uso de la propiedad:

1 ir —1/2 -r?,s . 
— = — I s ' e 12 ds 
ri2 Jn J
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Cuando las funciones de base son STO las integrales de repulsión se 

podían calcular (problema 6.10) haciendo uso del desarrollo de r^1 en 

armónicos esféricos:

i v V 4' r< 
r12 = L (2/ +1) r?1 *7

Ese procedimiento no resulta aplicóle cuando las funciones de base son GTO, 

pues conduce a integrales intermedias del tipo:

1

f(r2)= e’ari drx

0

— r
esto es, con e 1 en vez de e 1 . Estas integrales ya no pueden resolverse 

analíticamente y tampoco pueden abordarse mediante procedimientos 
numéricos que sean suficientemente eficientes.

Con los GTO hay que emplear un desarrollo basado en la transformada 
de Laplace'.

— I s-^e'^ds 

r12 Vn J 
0

(1)

lo que significa convertir la integral de seis dimensiones (pq|rs) en una de 
siete, pero conduce a integraciones numéricas monodimensionales que 
pueden llevarse a cabo de forma altamente eficiente.

1 -Br2
Sustituyendo — por su transformada (1) y e 1 por el producto 

H2

e Pxi e Pyi . e podemos expresar la integral de repulsión como:

(pq | rs) = NpNqNrNs ■ —L_ * [s Ix(s) Iy(s) Iz(s)ds

o

siendo:
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(s)= I fe-(X1“X2)2se ^p+|5q)xi e"^4^*2 dxxdx2 

y análogamente Iy(s) e Iz(s).

Definiendo:

£1 = Pp+Pq

£2 = Pr+Ps

y agrupando variables, obtenemos:

Ix(s)= íe ^^dXi

Definamos ahora una nueva variable:

u = x2 - a

en función de la cual:

- (e2 + s)x2 + 2sxjX2 = -(e2 + s)u2 - [2a (e2 + s) - 2sxJ u - [a2(e2 + s)- 2asxJ

Eligiendo a =
SXj

Ej + s

2 i SX1 Je; + s)- 2sx!

S2X2

por lo tanto, resulta:

e-(e2+s)x2+2sx1x2 d _ e-(e2+s)u2 ,ee2+sdu

y por consiguiente:
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31 3t

^(ej + s) (e2 + s) - s2 e2 + (ei + £2 /s

Para Iy e Iz se obtiene el mismo resultado. Luego la integral de repulsión 

será:

(pq I rs) =
NpNqNrNs 

2V'2

s-V2 ds

+ (ei e2)s)?/2
Q

Ahora bien:

x^dx 

Va- bx

por tanto:

nV2
(pq | rs) =

NpNqNrNs
23 el e2

y como, según el enunciado N¡ = , queda finalmente:

(pq | rs) =
24_____________ (PpPqPrPjM___________

"V2 (Pp+Pq)(Pr + Ps) Pp+Pq+Pr+Ps
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Capítulo XI:
Modelos Moleculares de Tipo Hückel

• Determinación semiempírica de orbitales moleculares

• El método SHMO (Simple Hückel)

• índices moleculares y de reactividad

• Métodos EHMO (Extended Hückel)

Teoría Básica

11.1 Determinación semiempírica de orbitales moleculares

Los métodos semiempíricos simplifican el cálculo teórico de las 
propiedades moleculares despreciando la mayoría de las integrales que 
complican la aplicación de los métodos ab-initio, y compensando el error 
causado por ello mediante la sustitución de las integrales restantes por 
parámetros más o menos empíricos. De todos los métodos semiempíricos, los 
más sencillos son los de tipo Hückel que, aunque suministran aproximaciones 
muy groseras a las funciones de onda moleculares, tienen la ventaja de ser 
muy fáciles de aplicar y de que sus resultados pueden interpretarse de forma 
mucho más sencilla que los de los métodos ab-initio.

Los métodos que estudiamos en primer lugar hacen uso de la separación 
sigma-pi, y de la aproximación pi-electrónica. La base incluye solamente una 
función por cada átomo de carbono, y las ecuaciones seculares que 
determinan los coeficientes Cipde los orbitales moleculares:

(Ppq _ e¡Spq)C¡p = 0 (11.1)

P
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se simplifican al máximo. Para estudiar los hidrocarburos conjugados se 
supone que las integrales Fpq y Spq de (11.1) sólo pueden ser de tres clases :

a) Aquellas en que p=q. En este caso se supone Spq=l y Fpq igual a un 

parámetro constante que llamaremos a.

b) Aquellas en que p^q y %p y xq están centrados en átomos contiguos. Se 
supone Spq="S" y Fpq="0", siendo S y 0 parámetros constantes. La 

invariabilidad de los parámetros S y 0 sólo sería rigurosamente cierta 
mientras la distancia entre átomos contiguos fuese siempre la misma y 
mientras la distribución de la carga electrónica fuese uniforme. Pero puede 
admitirse como aproximación.

c) Aquellas en que p^q pero %p y %q están centrados en átomos alejados. En 
este caso se desprecia el valor de las integrales Spq y Fpq , es decir se 

suponen nulas.

11.2 El método SHMO (Simple Hückel)

Las siglas SHMO se refieren a las palabras "Simple Hückel Molecular 
Orbitals", y designan a un método de orbitales moleculares tipo Hückel que 
permite tener en cuenta las diferencias de longitud entre los distintos enlaces 
CC de las moléculas conjugadas, así como la presencia de heteroátomos, esto 
es de átomos que no sean de carbono pero aporten electrones al sistema pi- 
electrónico estudiado.

La versión del método SHMO que vamos a estudiar supone que las 
funciones de base son ortonormales, Spq=5pq. Además tiene las siguientes 

características:

1. Los orbitales moleculares con los que se construye la función de onda se 
expresan como combinación lineal de orbitales atómicos %p, de tipo "p":

«Pi^^Xp (11-2)

p

Cada uno de los átomos C, N, O, F, Cl o Br que pertenezcan al plano de la 
molécula contribuye a la base con una sola función.

2. Los coeficientes C|P de los OM se obtienen resolviendo el sistema de 
ecuaciones seculares:
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^(Hpq-e¡8pq)cip=0 (q = 1,2,3,...) (11.3)

p

3. Las integrales Hpq se suponen nulas siempre que %p y %q pertenezcan a 
átomos que no estén directamente enlazados. Se admite que dos átomos 
están "directamente enlazados" cuando su distancia es inferior a unos 2Á .

4. Los elementos Hpq que no sean nulos debido a la regla precedente, se 
parametrizan comparando los resultados del SHMO con los de métodos más 
elaborados. Se expresan siempre en función de dos parámetros a y p, cuyo 
valor no es necesario conocer para determinar los coeficientes de los 
orbitales moleculares.

5. En la Tabla 11.1 pueden verse los valores recomendados para Hpq. Se han 
ajustado en las moléculas indicadas en la última columna (etileno para el 
enlace CC, etc.). Como en otras moléculas las distancias de enlace no serán 
iguales que en éstas, conviene reajustar para ellas el valor del parámetro 
de enlace Hpq(p/q). Se recomienda usar la fórmula de Kon:

Hpq(P RPq (11-4)

en la que Hpq es el valor del parámetro para la distancia estándarRpq.

Tabla 11.1. Parámetros del método SHMO.

TIPO DE ENLACE
. electrones Distancia

ATOMO ‘"T?" aportados estándar

CC (hidrocarburos) p C a 1 1.333

(CH2=CH2)

CO (carbonilos) 1.1P C a+0.2p 1 1.216

0 a+0.7p 1 (H2CO)

CO (éteres y fenoles) 0.6P C a 1 1.364

0 a+2p 2 (C6H5OH)

CN (piridinas) P C a 1 1.338

N a+0.2p 1 (CsNH5)

CN (pirróles) 0.6p C a 1 1.370 í

N a+1.4p 2 (C4NH5)
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11.3 índices moleculares y de reactividad

Los orbitales moleculares pueden emplearse para obtener ciertos 
parámetros llamados índices moleculares que, siendo muy fáciles de calcular, 
proporcionan una información muy útil acerca del comportamiento que cabe 
esperar para la molécula tratada. Los más importantes de estos índices son la 
población electrónica, el orden de enlace , la energía de deslocalización y la 

electronegatividad molecular.

v

11.3.1 Población electrónica de un átomo.

Cuando se emplean funciones de onda SHMO, la población pi- 
electrónica correspondiente a un átomo A, participante en la estructura pi, es:

P(A)= ^n^ (11.5)

i

donde n¡ es el número de ocupación del orbital molecular <p¡ y CiA el coeficiente 

del átomo A en el i-ésimo orbital molecular. En el estado electrónico 
fundamental suele ser n¡=2 para los orbitales moleculares ocupados, y n¡=0 

para los demás. La descripción de estados excitados se lleva a cabo eligiendo 
otros números de ocupación.

11.3.2 Carga neta

A partir de las poblaciones P(A) se pueden calcular las cargas netas de 
los átomos:

Qa=Na-P(A) (11.6)

donde NA es el número de electrones aportados por el átomo considerado a la 
estructura n de la molécula, que puede verse en la tabla 11.1.

11.3.3 Orden de enlace

Se define mediante la fórmula:

(11.7)

en la que n¡ y CiA tienen el mismo significado que para la población (11.5).
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Se ha encontrado, de forma empírica que el índice de enlace y la 
distancia de enlace de las moléculas conjugadas están relacionados:

dAB = Kab (1.54 - 0.19 Pab) (11-8)

siendo KAB una constante que vale la unidad para enlaces CC; vale 0.95 para 
enlaces CN piridínicos; 0.93 para enlaces CN pirrólicos y 0.91 para enlaces CO 
carbonílicos.

11.3.4 Valencia libre

Se define por la fórmula:

FA = F^máxima) - PAB (11.9)

B

donde la suma se refiere a todos los átomos directamente enlazados con el A 

y pGnaxima) es e| mayOr valor encontrado para esta suma. La valencia libre 

puede interpretarse como una capacidad de enlace "residual" de cada átomo 
de la molécula considerada, y es proporcional a su reactividad frente al ataque 

de un radical libre.

11.3.5 Energía de deslocalización

Se llama también energía de resonancia y es la diferencia, en unidades 
P, entre la energía pi-electrónica de una molécula y la de sus dobles enlaces 
considerados aisladamente. En primera aproximación, que puede refinarse 
mucho, es:

A « ^n¡ej-ndobEcc (11.10)

i

donde e¡ son las energías orbitales, n, los números de ocupación, ndob el 
número de dobles enlaces de la molécula y Ecc es la energía del enlace n 
localizado (2a+2p) a distancia estándar.

11.3.6 Energía de localización

Es la diferencia entre las energías de resonancia de la molécula 
considerada, y la que resultaría de retirar de la conjugación a uno de sus 
átomos. Naturalmente este índice molecular depende de cual sea el átomo
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"eliminado", y da una medida de la dificultad de saturación para cada posición 
de una molécula conjugada.

11.3.7 Electronegatividad molecular

La electronegatividad de un sistema puede definirse mediante la 
derivada de su energía respecto a su carga neta, podemos escribir:

electronegatividad = ~ (11.11)

Cuando la energía electrónica se expresa en la forma:

E = a,n¡ -p ^x,^

en la que n¡ son los números de ocupación de los orbitales y x¡ sus parámetros 
a p = x,, tenemos, llamando "HOMO" al último orbital ocupado y "LUMO" al 

primero vacío:

E+ = E - a + Xhomo P

E. = E + a - xLUM0 P

AE+ = E+ - E = -a + Xhomo P

AE- = E- - E = a - xLUM0 P

AQ+ = Q+ - Qo = +1

AQ. = Q_- Qo = -1

Tomando para — la media de —— y —— obtenemos: 
3Q AQ+ AQ_

electronegatividad = -a + XHPMO + ^lumo p (11.12)

Normalmente xHomo< 0 y xLUmo> 0. Como además es negativa, cuanto más 

profundo sea su HOMO y menos alto sea su LUMO, más electronegativa será 
la molécula.

426



Mócelos Moleculares de Tro Hücxh.

11.4. Métodos de tipo EHMO (Extended Hüdcel)

Se han propuesto diversas generalizaciones del método Hückel pi- 
electrónico que toman en cuenta a todos los electrones de valencia y permiten 
tratar moléculas de cualquier clase, en vez de limitarse a las conjugadas. 
Estas generalizaciones, debidas sobre todo a Mulliken, Wolfsberg y Helmholtz, 
han recibido el nombre de métodos EHMO (del inglés Extended Hückel 
Molecular Orbitals).

En los métodos EHMO los orbitales moleculares se expresan como 
combinación lineal de orbitales de Siater de una base que incluye:

• Un orbital ls en cada átomo de hidrógeno de la molécula.

• Los orbitales 2s, 2px, 2py y 2pz de cada átomo que pertenezca a la 
segunda fila del sistema periódico (Li al F).

* Los orbitales 3s, 3px, 3py y 3pz de cada átomo que pertenezca a la 
tercera fila del sistema periódico (Na al Cl).

• Los orbitales 3dzz, 3dxy, 3dxz, 3dyz, 3dx2.y, 4s, 4px, 4py y 4pz en los 

elementos de la primera serie de transición.

Los exponentes de las funciones de Siater empleadas se eligen aplicando las 
reglas de Siater en el átomo neutro y los elementos de la matriz de Fock 
"efectiva" Fpp se calculan dividiéndolos en dos clases:

a) Elementos diagonales Fpp. Se suponen iguales a la energía de ionización de 

un electrón atómico que se encuentre en el orbital %p:

Fpp = -VOIE (xp) (11.13)

donde las siglas VOIE corresponden a las palabras inglesas Valence Orbital 
lonization Energy. En la tabla 11.2 se dan los valores recomendados para 
estos parámetros.

b) Elementos no diagonales Fpq (p*q). Su valor se calcula, por ejemplo, a 

partir del de los elementos diagonales Fpp y Fqq mediante la aproximación 

de Wolfsberg y Helmholtz:

(Fnn Fnn I
Fpq = pp2 qq lBpq (ii.i4)
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en la que K es una constante empírica y Spq es la integral de solapamiento 

entre los orbitales %p y xq ■ Corrientemente se toma K=1.75, pero también es 
posible considerarla un parámetro del método y determinar su valor ajustando 
los resultados teóricos al tipo de datos experimentales que se quiera 
interpretar.

Tabla 11.2. Energías de ionización teóricas (VOIEs) en eV.

itomas
Orbital:

H Ll Be B C N O F

Is 13.60 .............. . ........................................................

2s ... 5.39 9.32 14.05 19.44 25.58 32.38 40.20 :

2p ... 3.54 5.96 8.30 10.67 13.19 15.85 18.66

Una vez construida la matriz F, en los métodos EHMO se opera igual que 

si se tratase de la última iteración del método de Roothaan. Es decir, se 
calcula la matriz de Fock en una base ortogonal

Fo = S’1/2FS4/2 (11-15)

se diagonaliza Fo:

U+F0U = A (11.16)

y se obtienen los coeficientes de los orbitales moleculares en la base (no 
ortogonal) de partida mediante la relación:

C = US4/2 (11-17)

en la que C es la matriz de coeficientes C¡p de los orbitales moleculares:

m

91 ■E 
p

-ipXp (11.18)

<P1'

<P2 o n M
 

£ C12

C22

E 
E 

U 
U

'xi'
X2

(11-19)

^ml l-m2 .Xm
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La matriz diagonal A está formada por los valores propios de la matriz 
Fo y suministra, por tanto, las energías orbitales e¡. En los cálculos EHMO se 

admite, al igual que se hace en los Hückel pi-electrónicos o en el modelo 
atómico de Slater, que la energía total de los electrones de valencia es la 
suma de las energías orbitales:

^valencia

i=l

(11-20)

donde n0 es el número de orbitales moleculares ocupados. Recordemos que un 
método de Roothaan ab-initio se habría escrito algo muy distinto:

^Ab-Initio
- Ppq(Ppq + Fpq)

(11-21)

Ejercicios Resueltos

Problema 11.1 ®®

a) Obtener, aplicando el método descrito en la primera sección del 
capítulo, los OM del benceno correspondientes a las raíces x=2 y 
x=l.

b) Seleccionar soluciones normalizadas y ortogonales.

c) ¿Cómo cambiarían estas soluciones en el caso de haber supuesto 
nulo el parámetro "S"?

Con las aproximaciones expuestas en el apartado 11.1 el sistema de 
ecuaciones seculares para la molécula de benceno, numerando los átomos tal 
y como aparece en la figura 11.1, resulta ser:
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(a-e)ci+(p-eS)c2+(p-eS)c6 = 0

(p-eS)ci+(a-e)c2+(p-eS)c3 = 0

(p-eS)c2+(a-e)c3+(p-eS)c4 = 0

(p-eS)c3+(a-e)c4+(p-eS)C5 = 0

(p-eS)c4+(a-e)c5+(p-eS)c6 = 0

(p-eS)c5+(a;e)c6+(p-eS)c1 = 0

el cual, haciendo el cambio:

c3 + XC4 + c5 = 0

C4 + xc5 + c6 = 0

c5 + xc6 + Q = 0

y dividiendo todas las ecuaciones por 
(P-eS) se transforma en un sistema 
equivalente pero más sencillo:

xci + c2 + c6 = 0

Ci + xc2 + c3 = 0

c2 + xc3 + C4 = 0

Figura 11.1. Numeración de los 
átomos de carbono de la 
molécula de benceno.

Como es bien sabido, un sistema homogéneo como éste sólo posee solución
distinta de la trivial (c3=c2= =Ce=O) si el determinante del sistema vale cero:

x 1 0 0 0 1

1x10 0 0

0 1x10 0

0 0 1x10

0 0 0 1 x1

1 0 0 0 1 x
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Desarrollando este determinante y buscando las raíces del polinomio obtenido, 

x6-6x4+9x2-4 = 0

se obtiene:

x=2

x=l (doble)

x=-l (doble)

x=-2

a) Como x=2 es raíz simple, entonces hay 5 ecuaciones independientes que 
pueden ser:

2C!+C2+C6 = 0

Ci+2c2+c3 = 0

c2+2c3+C4 = 0

c3+2c4+c5 = 0

C4+2c5+c6 = 0

Observando este sistema se deduce que en general:

2ci=-C|.i+ci+i

lo que significa que, sin necesidad de resolver numéricamente el problema, 
los signos de los coeficientes deben ser alternados, esto es:

c2 = -Ci

C3 = -C2 = Ci

C4 = -C3 = C2= -C1

C5 — -C4 — C3 — “C2 =Ci

c6 = -c5 = C4 = -C3 = C2 = C1

es decir:

<p(x = 2)=C1(%1 -X2+X3 -%4 + X5 -Xe)
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La condición de normalización es:

^(l-S-S + l-S-S + l-S-S + l-S-S + l-S-S + l-S-S)

= c?(6-12S)=l 

despejando,

2 1 1
6-12S 1 V6-12S

tomando S s 0.25,

= , 1 = -1-
C1 ” 6-12(0.25) V3

luego,

‘p(x = 2) = ^=(z1-X2+X3-X4+X5-X6)

En el caso de x=l, esta raíz es doble luego hay dos ecuaciones redundantes. 
Lo más cómodo en esta situación es elegir dos coeficientes arbitrarios y 
normalizar el resultado. Por ejemplo, tomando Cj=O y c2=l tenemos:

2+c3 = 0
I+2C3+C4 ■ 0
C3+2C4+C5 = 0
C4+2C5+C6 = o

de donde obtenemos:

c3= -2
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C4= -2c3-l= 4-1=3

cs= -C3-2C4 = 2-6= -4

Cg= -C4-2cs= -3+8 = 5

por tanto,

<p(x = 1) = Na(%2 - 2x3 + 3/4 - 4X5 + 5X6)

normalizando,

J q>2dT = N2 (1 + 22 + 32 + 42 + 52 + 2 (- 2S - 6S -12S -20S))= 1 

1 = N2 (55 - 80S)

y tomando, al igual que antes, S = 0.25,

por tanto:

Va(x = 1) = (X2 - 2x3 + 3X4 ~ 4X5 + 5Xe)

b) Si hubiéramos escogido otros coeficientes arbitrarios en lugar de Ci=0 y 
c2=l, se hubiera obtenido otra solución. Por ejemplo, tomando c6=0 y c5=l se 
llega a la siguiente función de ondas:

9b(x = i) = 7= (5X1 - 4X2 + 3%3 - 2X4 + X5) 
V35

Nótese que la constante de normalización es la misma.

Ahora bien, <pa y <pb no son ortogonales por lo que conviene tomar 
combinaciones del tipo:

Va = + %)

<Pb = Nbfaa - Vb)
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que son ortogonales (a + b y á-b siempre lo son, con tal que |á| = b| = 1) y 

están, por construcción, normalizados.

c) La única diferencia entre suponer S=0 y S=0.25 sería el valor de las 
constantes de normalización.

Problema 11.2 ©©

Obtener, aplicando el mismo método que en el problema precedente, 
los orbitales moleculares y la energía pi-electrónica:

a) De la molécula de butadieno.

b) De la molécula de ciclobutadieno.

Suponer que todas las distancias de enlace CC son Iguales.

a) En la versión más simple del método de Hückel se hacen todos los 
parámetros Fpp iguales a "a", todos los parámetros Fpq ¡guales a "p" si se 
corresponden a átomos enlazados y nulos en caso contrario, y las integrales 
de solapamiento se suponen "1" si q=p (funciones de base normalizadas), 
Spq-"S" si "p" y "q" están contiguos, y Spq=0 en los demás casos. Con ello las 
ecuaciones de Roothaan:

(^pq - el$pq )C¡p = 0

P

se reducen, numerando correlativamente los átomos de carbono del butadieno 
1 2 3 4

(CH2 =CH-CH = CH2), a:

C^a — e) + C2(p — eS) +0 + 0 = 0

C1(p-eS)+C2(a-e)+C3(p-eS)+0 = 0

0 + C2(p - eS)+C3(a - e)+C4(p - eS)= 0

0 + 0 + C3(p - eS)+ C4(a - e) = 0
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donde se ha prescindido del subíndice i por ser el mismo en todas las
incógnitas. Efectuando la sustitución:

a - e 
--------= x 
p-eS

las ecuaciones anteriores se convierten en:

x-Cj + c2 + 0 + 0 = 0

ci + X'Cj + c3 + 0 = 0

0 + c2 + X*C3 + C4 = 0

0 + 0 + c3 + x-C4 = 0

que es un sistema homogéneo, que sólo posee solución distinta de la trivial si 
se anula su discriminante:

x 1 0 0
X 1 0 1 1 0

1 X 1 0
= X 1 X 1 -1- 0 X 1 = x4 - 3x2 +1 = 0

0 1 X 1
0 1 X 0 1 X

0 0 1 X

Las raíces del polinomio secular se encuentran, en este caso, muy 
fácilmente, pues, basta sustituir x2= t para obtener:

t2 - 3t + 1 = 0
t = 2.618

t = 0.382

y como x = Vt, hay cuatro raíces:

xi = -1.618

x2 = -0.618

x3 = 0.618

X4 = 1.618

A cada una de estas raíces le corresponde una energía orbital:

« ~x¡P
1-XjS 
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y un orbital molecular que puede obtenerse sustituyendo el valor x¡ en tres de 
las ecuaciones seculares. Por ejemplo, operando con Xi = -1.618 y con las 
tres primeras ecuaciones:

-1.618CÍ+ C2 =0

Cx - 1.618C2+ C3 =0

C2 - I.6I8C3+ C4 =0

de donde se puede despejar C2,'*t3 y C4 en función de Ci. De la primera 

ecuación obtenemos:

C2 = l.ólSCj

de la segunda:

Ci - 1.618 (I.6I8C1) + C3 =0

-1.618CJ + C3= 0

C3 = I.6I8C1

y por último, de la tercera:

1.618CJ - 1.618 (1.618Ci) + C4 =0

-Ci + C4 — 0

C4= c3

En resumen:

C2 = C3 = I.6I8C1

c4= Ci

Finalmente, Cj se determina por la condición de normalización del orbital 
molecular:

^ = ££(  ̂= 1 

' j

Procediendo de esta manera, se obtiene:

(1 + 1.6182 + 1.6182 + 1) C?+ 2 S (1.618+1.6182+1.618) C? = 1

Ci = 0.314 (tomando S»0.25)
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Por tanto los coeficientes serán:

C2 = C3 = 0.508

C4 = Ci= 0.314

La función de ondas será por tanto:

Ó(x=-i.6i8) = 0.314 pi + 0.508 p2 + 0.508 p3 + 0.314 p4 

con energía:

ei =
a+1.618p
1 + 1.618S

= 0.71a + 1.15p

Operando de la misma manera con las otras tres raíces se obtiene:

i x»

m me ->

e(

M
Ch

2

c» Cq

4

Cu orbital

1 -1.618 0.71a + 1.15P 0.314 0.508 0.508 0.314 01

2 -0.618 0.87a +0 .540 0.560 0.346 -0.346 -0.560 02

3 0.618 1.18a - 0.73P 0.615 -0.380 -0.380 0.615 03

4 1.618 1.68a- 2.72p 0.482 -0.781 0.781 -0.482 04

Como cada átomo de carbono aporta un electrón al sistema pi- 
electrónico de la molécula, y cada orbital molecular puede emplearse dos 
veces, la configuración del sistema pi-electrónico del butadieno, en el estado 

fundamental, será 0Í02 y tendrá una energía:

E„ = 2 (0.7 la +1.15 3) + 2 • (0.87a + 0.54 p) = 3.16a + 3.37 P

c) En el caso del ciclobutadieno, el sistema de ecuaciones seculares es:
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Figura 11.2. Numeración 
de los átomos de carbono 
de la molécula de 
cidobutadieno.

tiene como raíces x = -2,

X‘Cj + C2 + 0 + C4 — 0

C| + x*C2 + C3 + 0 — 0

0 + C2 + X’Cg + C4 = 0

Cj + 0 + C3 + X'C4 ~ 0

y el discriminante:

= x4 - 4x2 = 0

x = +2 (simples) y x = 0 (doble).

La obtención de los orbitales moleculares correspondientes a las raíces
simples no ofrece dificultades procediendo como en el apartado anterior. Así 
para x = -2 tenemos:

—2 C| + C2 + 0 + C4 = 0

C| — 2 Cj + C3 + 0 — 0

0 + Cj — 2 C3 + C4 = 0

C| + 0 + C3 — 2 C4 = 0

0 lo que es lo mismo:

C2 + C4 — 2Ci

-2C2 + C3=-Ci

C2-2C3+C4=0

C3-2C4= *Ci

resolvemos este sistema,
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-2 10 

1 -2 1

por tanto Cj = C2 = C3= C4. Al igual que en el apartado anterior, Cx se 
determina finalmente por la condición de normalización del orbital molecular:

Haciéndolo así, se obtiene:

C?(l + 1 + 1 + 1+ 8S) = 1

Cx = -==1---- --  0.408
V4 + 8S

Por tanto:

4»(x=-2) = 0-408 (X1+X2+X3+X4) con e¡=^y|

Procediendo de la misma manera para x = 2 resulta:

<t>(x=2) = 0.707(xx-X2 +X3 "X4) con e¡ = ” ~

En el caso de la raíz x=0, el que sea doble significa que dos de las 
ecuaciones seculares son redundantes. En efecto, si sustituimos x=0 
obtenemos las condiciones:
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a) C2 + C4 — 0

b) Cj + C3 = 0

c) C2 + C4 = 0

d) Cj + C3 = 0

Nótese como las dos últimas ecuaciones son ¡guales a las dos primeras.

En este caso, podemos obtener los orbitales moleculares asignando 
valores arbitrarios a dos incógnitas, y normalizando. Por ejemplo, tomando 
Ci=C2=l, obtenemos:

a) C2 + C4 = 0 => C4 = -C2 = -I

b) Ci + C3 = 0 => C3 = -Ci = ~1

por tanto el orbital molecular tendrá la forma:

00 =N Gci + %2-X3-X4) = j(%l+X2-%3-X4)

SI tomamos Ci=-C2=l entonces se obtiene:

0'o = N'ÍXi -X2 -X3 + X4) = y (Xi - X2 -X3 + X4)

Casualmente, los orbitales obtenidos óo Y 0o, resultar ser ortogonales:

<0o|0ó) = |(l-l + l-l)=O

De hecho, si se interpreta el método de Hückel de forma muy abierta, no 
es imprescindible que los HMO sean ortogonales, pero si se interpretan los 
HMO como aproximaciones a las funciones propias del operador de Fock de la 

molécula, deben ser ortogonales (pues las funciones propias del operador F lo 
son). Cuando en un caso con raíces múltiples en el discriminante P(x)=0 no 
encontramos soluciones ortogonales por tanteo (que es lo más cómodo 
cuando se tiene práctica), debemos obtener soluciones linealmente 
independientes y ortogonalizarlas por el método de Schmidt o cualquier otro.

Ordenando los orbitales moleculares del ciclobutadieno de la misma 
manera que hicimos con los del butadieno normal, podemos escribir:
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átomo -> 1 2 3 4

i «4 e. Cn Cj2 C)3 orbital

1 -2 0.67a + 1.330 0.408 0.408 0.408 0.408 <t>i

2 0 a 1/2 1/2 -1/2 -1/2 Ó2

3 0 a 1/2 -1/2 -1/2 1/2 <t>3

4 2 2a-40 0.707 -0.707 0.707 -0.707 04

La molécula posee cuatro electrones pi. Debido a la degeneración de los 

OM 02 y Ó3, la configuración del estado fundamental puede ser <|>f02 , 0?03 ó 

Óió2Ó3 ■ De acuerdo con la regla de Hund, la configuración más adecuada es la 

tercera, 0f0203/ aunque no sería difícil construir una función aún más 

adecuada, combinando linealmente las tres posibilidades.

La energía pi-electrónica sería por consiguiente (suponiendo S = 0.25):

E = 2(0.67a + 1.330) + 2a = 3.33a + 2.670

Problema 11.3 ®®

Obtener los OM del estado fundamental de la molécula de butadieno,
O

aplicando el método SHMO, teniendo en cuenta que di2=d34=1.34A y 
o

d23=1.47 A. Comparar los resultados con los obtenidos en el problema 
precedente.

Una fórmula que nos permite reajustar el valor del parámetro de 
enlace Hpq(p*q) según sea la distancia es la de Kon (11.4):
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R°
Hpq(P * <1) = Hpq

Utilizando los datos de la Tabla 11.1 del apartado 11.2, donde la distancia

* 0
estándar del enlace CC (etileno) es de 1.33A, se tiene H°q=p, y por 

consiguiente:

= 0.969 p

H23 - P

Las ecuaciones seculares serían:

C1(a-e)+0.969C2P + 0 + 0 = 0

0.969Cj P + C2(a - e)+ 0.556 C3 p + 0 = 0

0 + 0.556 C2 p + C3(a - e) + 0.969 C4 p = 0

0 + 0 + 0.969 C3 p + C4(a - e)= 0

Efectuando la sustitución:

a - e _

las ecuaciones anteriores toman la forma:

X'C3 + 0.969 C2 + 0 + 0=0

0.969 Cj+ x-C2 + 0.556 C3+ 0 =0

0 + 0.556C2+ x-C3+ 0.969C4 =0

0 + 0 + 0.969C3+ x-C4 =0

que es un sistema homogéneo, que sólo posee solución distinta de la trivial si 
se anula su discriminante:
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X 0.969 0 0

0.969 X 0.556 0
= 0

0 0.556 X 0.969

0 0 0.969 X

Desarrollando el determinante:

= x • p - 0.9692x - 0.5562x)- 0.969 ■ (o.969x2 - 0.9693)

X 0.556 0 0.969 0.556 0

X 0.556 X 0.969 -0.969- 0 X 0.969

0 0.969 X 0 0.969 X

= x4 - 2.1871X2 + 0.8816

Obtenemos la condición x4-2.1871X2 +0.8816= 0 que, al igual que en el 

problema anterior, se resuelve muy fácilmente, pues basta sustituir x2= t para 

obtener: 

t2 -2.1871t+ 0.8816 = 0
t = 1.6540

t = 0.5330

y como x = Vt, hay cuatro raíces:

Xi = -1.28608 (e= a + 1.286080) 

x2 = -0.73009 (e= a + 0.730090)

x3 = 0.73009 (e= a - 0.730090)

x4 = 1.28608 (e= a - 1.286080)

La obtención de los orbitales moleculares correspondientes a las raíces se 
realiza como en los problemas anteriores. Es importante, para obtener un 
buen resultado, operar con un número suficiente de cifras significativas, por 
ejemplo 5 ó más. Así para la raíz xt=-l.28608 tenemos:

-1.28608 Q + 0.969 C2 = 0

0.969 Ci - 1.28608 C2 + 0.556 C3 = 0
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0.556 C2 - 1.28608 C3 + 0.969 C4 = 0

0.969 C3 - 1.28608 C4 = 0

1 28608
De la primera ecuación obtenemos: C2 = -C! = 1.32722 Cj

Sustituyendo el valor de C2 en la segunda ecuación resulta:

0.969 Ci - 1.28608 (1-32722 Cx) + 0.556 C3 = 0

C3 = 1.32718 Ci

y, por último, haciendo uso de la cuarta ecuación:

0.969 (1.32718 Cx) - 1.28608 C4 = 0

C4 = 0.999967 Cx

Ahora, Ci se determina por la condición de normalización del orbital 
molecular:

i j i

Cf (1 + 1.327222 + 1.327182 + 0.9999672) = 1

C? =0.18107 => Cx= 0.42551

por tanto los coeficientes son:

Ci = 0.4255 C3 = 0.5647

C2 = 0.5648 C4 = 0.4255

La función de ondas será por tanto:

•t>(x=-1.28) = 0.4347%! + 0.5727%2 +0.5536%3 + 0.4203 %4

con energía:

e = a + 1.286080

Operando de la misma manera con las otras tres raíces se obtiene:
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~ . > . " ' ■ ■ ■ ■ ■■ ■ ■ '

Átomo -> 1 2 3 4

i e. Ce Cu Ce Cu órbita/

1 -1.28608 a + 1.28608P 0.4255 0.5648 0.5647 0.4255 01

2 -0.73009 a + 0.73009p | 0.5648 0.4255 -0.4255 -0.5648 02

3 0.73009 a - 0.73009P ¡ 0.5648 -0.4255 -0.4255 0.5648 03

* 1.28608 a - 1.28608P ; 0.4255 -0.5648 0.5647 -0.4255 04

La configuración del estado fundamental sigue siendo . La energía pi- 

electrónica es ahora:

E„ = 2 ■ (a + 1.28608 p) + 2 • (a + 0.73009 p) = 4a + 4.0323 p

y la de resonancia:

AE = E„ - (4a + 4p) = 0.0323 P

Obsérvese AE = 0.0323 p resulta mucho menor que la que se obtuvo al 

realizar el cálculo suponiendo que las distancias CC eran iguales.

Problema 11.4 G®

Estudiar, aplicando el método SHMO, la molécula de GLIOXAL 
(O=CH-CH=O). Estimar, mediante la fórmula:

Óab = Kab (1.54 - 0.19 PAB)

el valor de la distancia C-C en esta molécula, y mediante la fórmula:

P(A)=^Tn¡C?A

i

el efecto de los heteroátomos en la población pi-electrónica de los 
átomos de carbono. Comparar, finalmente, la distribución de carga en 
esta molécula con la del butadieno.
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Partimos, como primera aproximación, de que la distancia C-C sea la 
misma que en el butadieno, esto es:

o
dcc* 1.47 A

Aplicando la fórmula de Kon y tomando el resto de los parámetros con arreglo 
12 3 4

a la Tabla 11.1, se puede escribir (numerando O = C- C = O ):

Hn= H44= a + 0.70

H12= H34= l.lp

H22= H33= a + 0.2p

Las ecuaciones seculares serían:

Cx(a + 0.7p - e)+ 1.1C2 p + 0 + 0 = 0

l.lC1p + C2(a + 0.2p-e)+0.56C3p + 0 = 0

0 + 0.56 C2p + C3(a + 0.2p-e)+l.1C4P = 0

O + O + 1.1C3P + C4(a + 0.7p - e) = 0

, a — e
Efectuando la sustitución------= x, las ecuaciones anteriores toman la forma: 

P

(x + 0.7)C!+ 1.1C2+ =0

1.1CJ+ (x + 0.2)C2+ 0.56C3+ =0

0.56C2 + (x + 0.2)C3+ 1.1C4 =0

1.1C3+ (x + 0.7)C4 =0

que es un sistema homogéneo, que sólo posee solución distinta de la trivial si 
se anula su discriminante:
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x + 0.7 1.1 0 0

1.1 x + 0.2 0.56 0
= 0

0 0.56 x + 0.2 1.1

0 0 1.1 x + 0.7

Desarrollando el determinante:

x + 0.2 0.56 0 1.1 0.56 0

(x + 0.7)- 0.56 x + 0.2 1.1 -1.1- 0 x + 0.2 1.1

0 1.1 x + 0.7 0 1.1 x + 0.7

= (x + 0.7)- [(x + 0.2)2 (x + 0.7)-1.12 (x + 0.2)- 0.562 (x + 0.7)]

-1.1 • [1.1 (x + 0.2)(x + 0.7)-1.13] 

llegamos a la condición x4 + 1.8x3 -1.6436x2-2.3650x + 0.9912 = 0 . Para 

obtener las raíces de este polinomio conviene usar algún programa de cálculo 
matemático (por ejemplo DERIVE). Se obtienen cuatro raíces:

obtenerse como en los problemas anteriores. Así para la raíz Xi=-1.8304

Xi = -1.8304 (e= a + 1. 8304 p)

x2 = -1.3910 (e= a + 1. 3910 P)

x3 = 0.3704 (e= a - 0.3704 P)

X4 = 1.0510 (e= a - 1. 0510 p)

a cada una de las cuales corresponde un orbital molecular, que puede

tenemos:

(-1. 8304+0.7)Cj + 1.1C2 = 0

l.lCi + (-1. 8304+0.2)C2 + 0.56C3 = 0

0.56C2 + (-1. 8304+0.2)C3 + 1.1C4 = 0

1.1C3 + (-1. 8304+0.7)C4 = 0

De la primera ecuación,

-1.1304 Ci + 1.1C2 = 0
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obtenemos C2 = = 102763C! Sustituyendo el valor de C2 en la

segunda ecuación:

1.1Q -1.6304 C2+ 0.56 C3 = 0

resulta:

l.lCi -1. 6304 (1.02763 CJ+ 0.56 C3 = 0 
v.

-0.5754 C3 + 0.56 C3 = 0

C3 = 1.02760 Ci

Y sustituyendo C3 la cuarta ecuación:

1.1C3 - 1.1304 C4 = 0

obtenemos:

1.1 (1.02760 CJ - 1.1304 C4 = 0

1.13036 C3 - 1.1304 C4 = 0

C4 = 0.999968 Q

Por último, Ci se determina aplicando la condición de normalización del orbital 
molecular:

= £q2 = 1

• j i

Haciéndolo así, se obtiene:

C?((1.00000)2 + (1.02763)2 + (1.02760)2 + (0.999968)2) = 1

Cl = 0.243196 => Cj = 0.493149

por tanto los coeficientes son:

Ci = 0.4931 C3 = 0.5068

C2 = 0.5068 C4 = 0.4931

Operando de la misma manera con las otras tres raíces se obtienen los 
resultados de la tabla adjunta:
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Átomo -> 1 2 3 4

i «i ei Cu Cq CB Cm orbital

1 -1.8304 a - 1.83040 0.4931 0.5068 0.5068 0.4931

2 -1.3910 a - 1.39100 0.5987 0.3761 -0.3762 -0.5988 02

3 0.3704 a + 0.37040 0.5068 -0.4931 -0.4931 0.5068 03

4 1.0510 a + 1.05100 0.3762 -0.5988 0.5987 -0.3761 04

Como la molécula posee cuatro electrones pi, la configuración del estado 

fundamental debe ser éió; .

Ahora estamos en condiciones de calcular la distancia C-C mediante la 
fórmula:

dAB = Kab (1.54-0.19 PAB)

en la cual PAb es el orden de enlace-.

donde n¡ es el número de ocupación del orbital molecular 0 y C,A y C,B son, 

respectivamente, los coeficientes de los átomos A y B en el i-ésimo orbital 
molecular. En nuestro caso:

P23 = 2 (Ci2C13+ C22C23)= 2(0.5068 0.5068 - 0.3761 0.3762)= 0.2307

Como Kab =1 para enlaces CC, obtenemos:

o
d23 = (1.54 - 0.19 0.2307) = 1.496A

es decir, la distancia C-C en la molécula de glioxal es algo mayor que su 
o

homologa en el butadieno (1,47A). Para determinar la distancia CO, 
aplicamos que Pi2 vale:

Pi2= 2 (Cn Cj2 + C2iC22)= 2 (0.4931 0.5068 + 0.5987- 0.3761)= 0.9501
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Entonces, como P34= Pí2:

o
diz = d34= 0.91-(1.54 - 0.19 • 0.9501) = 1.237A

Se observa que la distancia CO obtenida resulta un poco mayor que la del 
□

formaldehido (1.22A).

Para estudiar el efecto de los heteroátomos en la población pi- 
electrónica de los átomos de carbono empleamos la fórmula:

P(A) = ^n^

Sustituyendo en ella los valores de n¡y de C¡A, obtenemos:

P(l) = 2 (C^ + Clj = 2 (0.49312 + 0.59872) = 1.20

P(2) = 2 (C^ +C12)= 2 (0.50682 + 0.37612) = 0.80

P(3) = 2 • (C^ + C|3) = 2 (0.50682 + 0.37622) = 0.80

P(4) = 2 • (C?4 + C|4) = 2 (0.49312 + 0.59882) = 1.20

La distribución de carga en esta molécula puede describirse mediante 
sus cargas netas'.

Qa = Na - P(A)

en las que NA representa el número de electrones aportados por el átomo 
considerado a la estructura n de la molécula. En la Tabla 11.1 puede verse 
que cada átomo de la molécula de glioxal aporta un electrón, tanto si es de 
carbono como si es de oxígeno. Por tanto:

Qi = 1 - 1.20 = -0.20

Q2 = 1 - 0.80 = 0.20

Q3 = 1 - 0.80 = 0.20
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Q4 = 1 - 1.20 = -0.20

Para determinar la distribución de carga en la molécula de butadieno 
utilizaremos los orbitales obtenidos en el ejercicio anterior. Con ellos se 
obtienen las poblaciones electrónicas:

P(l) = 2 (C^ + C21) = 2 (0.42552 + 0.56482) = 1.00

P(2) = 2 • (C^ + C|2) = 2 (0.56482 + 0.42 552) = 1.00

P(3) = 2 ■ (C|3 + C|3) = 2 (0.56472 + 0.42 552) = 1.00

P(4) = 2 • (C?4 + C|4) = 2 (0.42552 + 0.56482) = 1.00

las cuales dan lugar a unas cargas netas nulas:

Qi = Q2 = Q3 = Q4 = 1 - 1-00 = 0.00

Como puede observarse la distribución de carga pi-electrónica en el butadieno 

es uniforme y compensa exactamente las cargas nucleares, mientras que en 
el glioxal hay un exceso de carga negativa sobre los dos átomos de oxígeno y 
el correspondiente defecto de carga sobre los átomos de carbono.

Problema 11.5 ®®

Estudiar la distribución de carga en ia molécula de ACROLEINA 
(CH2=CH-CH=O), y calcular las distancias de enlace CC. ¿Cuál tendrá 
un punto de ebullición más alto, esta molécula o la de butadieno?

Tomamos como primera aproximación las distancias C-C del butadieno, 
esto es:

o 
di2= 1.34A

o
d23=1.47A
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Al igual que en el problema anterior, aplicamos la fórmula de Kon para hallar 
Hpq(p y tomamos el resto de los parámetros con arreglo a la Tabla 11.1 
teniendo en cuenta que los átomos se han numerado de forma 
1 2 3 4
CH2 = CH-CH = O. Se obtiene:

Hn= H22 = “

H33= a + 0.20

H44 = a + 0.70

H12 = H21 = H?2M = 0 . = 0.9690

H23 = H32 = H?J ^22.] = 0.11111) =0.5560
23 32 l1-47)

H34= H43= 1.10

Las ecuaciones seculares serían:

C1(a-e)+0.969C2 0 + 0 + 0 = 0

O.969C10 + C2(a-e)+O.556C30 + O = 0

0 + 0.556C2 0 + C3(a + 0.20 - e)+1.1C4 0 = 0

O + O + 1.1C30 + C4(a + 0.70 - e) = 0

, a — e
Efectuando la sustitución------ = x, las ecuaciones anteriores toman la forma: 

P

x-Cj + 0.969 C2 0 + 0 = 0

0.969 C3 + X'C2 + 0.556 C3 0 = 0

0 + 0.556 C2 + (x + 0.2)-C3 + 1.1 c4 = 0

0 + 0 + 1.1 C3 + (x + 0.7)C4 = 0

que es un sistema homogéneo, que sólo posee solución distinta de la trivial si 
se anula su discriminante:
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X 0.969 0 0

0.969 X 0.556 0
= 0

0 0.556 x + 0.2 1.1

0 0 1.1 x + 0.7

Calculando el determinante:

X 0.556 0 0.969 0.556 0

X 0.556 x + 0.2 1.1 -0.969 0 x + 0.2 1.1 =
0 1.1 x + 0.7 0 1.1 x + 0.7

= x [x (x + 0.2)- (x + 0.7) - 1.12 x - 0.5562 (x + 0.7)]

- 0.969 [o. 969 (x + 0.2) • (x + 0.7) - 1.12 • 0.969] 

obtenemos la condición: x4 + 0.9x3 -2.318x2 -1.061X +1.004 = 0

Para determinar las raíces del polinomio obtenido conviene utilizar algún 
programa de cálculo matemático, como DERIVE. Se obtienen cuatro raíces:

Xx = -1.6921 (e= a + 1.69210)

x2 = -0.9342 (e= a + 0.93420)

x3 = 0.5316 (e= a - 0.53160)

X4 = 1.1947 (e= a - 1.19470)

y se calculan los orbitales moleculares como en los problemas anteriores, 
pidiendo a DERIVE que nos suministre las vectores propios de la matriz Hpq , o 
empleando el programa JACOBI de la colección de programas BASIC. 
Operando de la forma "tradicional", para la raíz x3=-l. 6921 tenemos:

-1. 6921 Ci + 0.969 C2 = 0

0.969 Cj - 1.6921 C2 + 0.556 C3 = 0

0.556 C2 + (-1.6921+0.2) C3 + 1.1 C4 = 0

1.1 C3 + (-1.6921+0.7) C4 = 0

De la primera ecuación,

-1.6921 Ci + 0.969 C2 = 0
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obtenemos que C2 = Q = 1.7462 Ct2 0.969 1 1

i 1 i

C? [(1.0000)2 + (1.7462)2 + (3.5716)2 + (3.9600)2] = 1

C? = 0.031 => C, =0.1754

Por consiguiente los coeficientes del primer orbital son:

Sustituyendo el valor de C2 en la segunda ecuación:

0.969C1 -1.6921C2+ 0.556C3 = 0

resulta:

0.969C1 -1.6921 (i,7462Ci)+ 0.56C3 = 0

-1.9858C1 + 0.556C3 = 0

C3 = 3.5716 Cx

y, por último de la cuarta ecuación:

1.1 C3 - 0.9921 C4 = 0

sustituyendo C3:

1.1 (3.5716 Ct) - 0.9921 C4 = 0

3.92876 Cx - 0.9921 C4 = 0

C4 = 3.9600 Cx

Por último, Cx se determina con la condición de normalización del orbital 
molecular:

Cx = 0.1754

C2 = 0.3064

Operando de la misma manera con 
resultados de la tabla:

C3 = 0.6266

C4 = 0.6948 

las otras tres raíces obtenemos los
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Átomo -> 1 2 3 4
---

i X¡ Cu Ch Cb C|4 QiüIEa!

1 -1.6921 a + 1.69210 0.1754 0.3064 0.6266 0.6948 0i

2 -0.9342 a + 0.93420 0.6626 0.6388 -0.0814 -0.3825 02

3 0.5316 a - 0. 53160 0.5019 -0.2754 -0.6115 0.5462 03

4 1.1947 a - 1. 19470 0.5256 -0.6481 0.4765 -0.2767 04

Como la molécula posee cuatro electrones pi, la configuración de su estado 

fundamental debe ser $1 <t>z ,

Una vez calculados los coeficientes podemos calcular la distribución de 
carga. Recordando que las cargas netas son:

Qa = NA - P(A)

donde NA es el número de electrones aportados por el átomo considerado a la 

estructura n de la molécula y P(A) es la población electrónica de A, definida 
como:

P(a)=^\c?a

i

podemos calcular las poblaciones electrónicas de cada átomo:

P( 1) = 2 • (C^ + C^)= 2 (0.17542 + 0.66262) = 0.9396

P(2) = 2 • (C?2 + C^2) = 2 (0.30642 + 0.63882) = 1.004

P(3) = 2 (C?3 +C13)= 2 (0.62662 + 0.08142) = 0.7985

P(4) = 2 • (C24 + Cl4) = 2 (0.69482 + 0.38 252) = 1.2581

Y como en el caso de esta molécula cada átomo aporta un electrón (véase 
Tabla 11.1), la carga neta de los átomos será:

Qi = 1 - 0. 9396 = 0.06

Q2= 1 - 1.0040= 0
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Q3 = 1 - 0.7985= 0.20

Q4 = 1 - 1.2581= -0.26

de manera que existe una concentración de carga negativa sobre el átomo de 
oxígeno, y un defecto localizado principalmente en el carbono contiguo. Esta 
distribución de carga indica que la molécula debe ser marcadamente polar, de 
manera que su punto de ebullición debe ser mayor que el del butadieno.

Las dos distancias CC se pueden calcular con la fórmula:

dAB = KAB (1.54-0.19 PAB)

en la que PAB es el orden de enlace:

pab = ^¡CiaCíb

¡

En este caso:

P12= 2 (CnC12 + C2iC22)= 2(0.1754 0.3064 - 0.6626 0.6388)= 0.9540

P23 = 2 (C12C13 + C22C23)= 2 (0.3064 ■ 0.6266 - 0.6388 0.0814)= 0.2800

y como la constante KAB adopta el valor K=1 para enlaces CC, obtenemos:

di2 = dcc = (1-54 - 0.19 0.9540) = 1.359A

o
d23 = dcc = (1.54 - 0.19 0.2800) = 1.487A

es decir, las distancias C=C y C-C en la molécula de acroleína deben ser 
o o

1.36A y 1.49 A respectivamente. Las dos resultan mayores que sus 
o o

homologas del butadieno (1.34A y 1.47A).

Problema 11.6 ®G

Calcular los órdenes de enlace y la energía de resonancia en la 
molécula de trimetilenmetano (CH2)3C (es una molécula plana, con un 
átomo de carbono en el centro de un triángulo equilátero formado por 
los otros tres).
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En primera aproximación vamos a suponer, para facilitar el cálculo, que 
las tres distancias CC sean iguales a la distancia estándar:

dcc= 1.333 Á

por tanto y atendiendo a la numeración que aparece en la figura 11.3:

Un- H22= H33- H44- a

H12- H21- H13- H31- H14- H41- p

Las ecuaciones seculares serían:

Figura 11.3. Numeración de los 
carbonos de la molécula de
trimetilenmetano.

Qa + C2p + C3p + C4P = 0

CjP + C2U + 0 + 0 — 0

QP + 0 + C^ct + 0 = 0

C^p + 0 + 0 + C4<x — o

, a — e
Efectuando la sustitución ------ = x,

P
las ecuaciones anteriores toman la 
forma:

X-Q + c2 + c3 + C4 =0

C1 + x-C2 + 0 + 0 =0

Cj + 0 + x-C3 0 = 0

Ci + 0 + 0 + x-C4 =0

que es un sistema homogéneo, que sólo posee solución distinta de la trivial si 
se anula su discriminante:

x 1 1 1

1x00

10x0
= 0

1 0 0 x

Desarrollando por la segunda fila obtenemos:
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1 1

-1 0 x

0 0

0 +x- 1

x

(x3 - x - x) = x4 - 3x2 = 0

0 x

1

1x

Las raíces del polinomio se encuentran, en este caso, muy fácilmente, pues,
basta sustituir x2= t para obtener:

t2 - 3t= 0
¡t = 0 

t = 3

y como x = 7t, hay cuatro raíces:

Xi = -73 (ei= a+73p)

x2 = x3 = O (e2= e3= a) 

x4 = 73 (et=a-V3p)

Calculamos los orbitales moleculares como en los apartados anteriores. Así 

para la raíz x3=-73 ) tenemos.

- 73 Ci + C2 + C3 + C4 = o

Ci - 73 C2 = 0

Ci - 73 c3 = o

Ci - 73 C4 = o

De las tres últimas ecuaciones se deduce:

C2 = C3 = C

Y de la condición de normalización del orbital molecular:

c2 _ 1C1 -2 C1^
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por tanto los coeficientes son:

c2 = c3 = c4 = v6

Obsérvese que la primera ecuación no se utiliza, ya que contiene la misma 
información que las otras tres (y éstas son algo más fáciles de usar). 

Operando de la misma manera con la raíz x=V3 se obtiene:

C2 = C3 = C, = --U

En el caso de la raíz x=0, el que sea doble significa que dos de las 
ecuaciones seculares son redundantes. En efecto, si sustituimos x=0 
obtenemos sólo dos condiciones independientes:

C2 + C3 + C4 = 0

Ci = 0

Podemos obtener los orbitales moleculares asignando valores arbitrarios a dos 
de las incógnitas, y normalizando. Por ejemplo, tomando Ci=C2=0, 
obtenemos:

C3 + C4 — 0 => C4 = -C3

Aplicando la condición de normalización,

C? + el + C| + Cl = 1

tenemos:

C3 + (-C3)2 = 2C3 = 1 =* 63=-^
V2

por tanto C4=-71. Y, tomando Ci=C3=0, los valores que obtenemos para los 

v2

coeficientes son C2=4= y C4=^Í. Ahora bien, los orbitales <t>2 = ^=(X3 -X4) Y 

v2 V2 V2
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03 = ~^(/2-X4) no son ortogonales, de manera que conviene utilizar 
v2

combinaciones lineales:

02 = N2(02 + 03)

03 = N3(02 - 03)

La tabla siguiente resume todos los Resultados obtenidos:

Átomo -> 1 2 3 4

/ X< et Cn C¡2 C<3 Cm orbital

i -77 a + 77p
1

77
1

76
1

76
1

76
4>i

2 0 a 0
1

76
1

76
2

76
Ó2

3 0 a 0
1

77
1

77 0
Ó3

4 77 a- 73p
1

72
i

'76
i

76
1

76
04

La molécula posee cuatro electrones pi. Debido a la degeneración de

Figura 11.4. Esquema de la 
molécula de trimetilenmetano.

los orbitales 02 y 03, la configuración del 

estado fundamental puede ser 0i02, 0Í03 o 

bien 010203 ■ De acuerdo con la regla de 

Hund la estructura más adecuada sería la 

tercera, 0i0203, Además, no sería difícil 

construir una función aún más adecuada 
combinando linealmente las tres 

posibilidades 0i0203, 010203 y 010203 - La 

energía pi-electrónica es:

E = 2(a + TJp) + 2a = 4a + 2 77p

Para calcular la energía de resonancia hay 
que tener en cuenta que esta molécula es un birradical: posee dos electrones 
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pi desapareados y un doble enlace. El doble enlace contribuye a la energía con 
2a + 2p y cada uno de los electrones pi desapareados con a, por tanto en 
total habrá que restarle a la energía pi-electrónica 4a + 2p:

AE= 4a + 2 73 P - 4a - 2p = 1.46 p

El orden de enlace es:

PAB niC|AC¡B

y, recordando que, debido a la regla de Hund1, la configuración más adecuada 

para esta molécula es 01*203 < tenemos

1 Nos referimos a la regla de Hund que se aplica habitualmente en la selección de las 

configuraciones atómicas más estables. Por supuesto también es aplicable a las 

moléculas, aunque en ellas las configuraciones degeneradas sean mucho menos 

frecuentes que en los átomos.

P12 “ 2 C11C12 + C21C22 + C31C32 * 2 -j= ■ +
V2 V6

P13 = 2 C11C13 + C21C23 + C31C33 = 2 ■ —=■ —=

0 + 0 = 0.577

0 + 0 = 0.577

P14 — 2 CUC14 + C21C24 + C31C34 — 2 • .— • + 0 + 0 = 0.57742 4s

Con lo que las distancias CC previstas para la molécula resultan:

dcc = 1 (1.54 - 0.19 • 0.577)= 1.43 A

Un cálculo ab-initio (Hartree-Fock con base triple zeta y polarización) da 
o

dCc=1.414 A. Los cálculos de distancias de enlace mediante Hartree-Fock, 
con base suficientemente amplia, dan resultados con errores del orden de 

o
0.01 a 0.02 A, por defecto, lo que indica que la estimación SHMO es 
francamente buena.
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Problema 11.7 ©O®

Rehaga los problemas precedentes empleando el programa SHMO2 de 
la colección de programas BASIC2. Aplique este programa al estudio 
de series de moléculas conjugadas que le parezcan de interés. Por 
ejemplo, busque las analogías y diferencias entre las moléculas de 
benceno, naftaleno, antraceno y fenantreno.

En la colección de programas que complementan este libro se 
encuentran dos programas SHMO*.BAS. Ambos sirven para realizar cálculos 
SHMO de forma automática, y se diferencian en la forma de introducir los 
datos. En la versión SHMO1 la molécula se define a partir de las coordenadas 
cartesianas de sus átomos. En la versión SHMO2 la definición se realiza 
indicando que pares de átomos se consideran enlazados. Para resolver el 
problema propuesto es más cómodo utilizar la versión SHMO2.

Al ejecutar el programa SHMO2 aparece en primer lugar el menú 
principal:

SHMO.BUS

F1 —> ayuda
F2 —> toma de datos
F3 —> visualización de los datos
FÁ —> orbitales moleculares
FE —> orden de enlace y poblaciones electrónicas
Fé —> salvar resultados en un fichero
F7 —> nuevo caso
F8 —> salir del programa

Veamos como podemos usarlo, en primer lugar, para tratar la molécula de 
butadieno.

1 2 3 4
Butadienos ch2=ch-ch = ch2

En la opción F2, "toma de datos" hay que introducir en primer lugar el 
número de átomos, en este caso 4, y el número de elementos Hy no nulos, 
teniendo en cuenta que Hij=Hj¡. En este caso es 3: Hi2, H23 y H34.
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A continuación nos pide los parámetros H(( . Para el butadieno:

Hh= H22= H33= H44=a

como H¡¡ tiene siempre la forma Hü=a+x3, el programa pide el factor que 
multiplica a 3, en nuestro caso cero para los cuatro carbonos.

Los elementos Hii de la matriz tienen la forma: 
Hii = alfa + x*heta

Introduzca el parametro x de Hii

Atomo 1 x= ? 0 Atono 2 x= ? 0 Atomo 3 x= ? 0 Atomo 4 x= ? 0

Acto seguido necesita conocer que átomos están enlazados, pues para los 
átomos que no están directamente enlazados es H¡j=O. En este caso:

Atonos enlazados

atono

1
2

atono

3
4

Ahora el programa necesita el valor de los elementos Hj para los átomos 
enlazados. Para esta molécula habíamos calculado:

=0.9693

H23=pÍ^^^| =0.556 3
23 \ 1.47 J P

Introducimos estos datos en el programa:

Los elementos Hij de la matriz tienen la forma: Hij = x*beta Introduzca el parámetro x de Hij

H< 1; 2> -> x = 0.969H< 2; 3> -> x = 0.556H< 3; 4> —> x = 0.969

El programa nos devuelve al menú principal. El siguiente paso es visualizar los 
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datos (F3) y comprobar que la matriz a diagonalizar ha sido introducida 
correctamente. Para el butadieno, la matriz es:

MATRIZ A DIAGONALIZAR

columna: 1234

B.BBBB 
0.9690 
0.0000 
0.0000

0.9690 
0.0000 
0.5560 
0.0000

0.0000
0.5560 
0.0000 
0.9690

0.0000 
0.0000 
0.9690 
0.0000

El programa suministra con F4 las energías de los orbitales moleculares:

ENERGIAS DE LOS ORBITALES 

e< 1 > = alfa + 1.286090 beta 
e< 2 > = alfa * 0.730090 beta 
e< 3 > = alfa - 0.730090 beta 
e< 4 > = alfa - 1.286090 beta

y sus coeficientes:

COEFICIENTES DE LOS ORBITALES MOLECULARES

OM 1 0.4255 0.5647 0.5647 0.4255
OM 2 0.5647 0.4255 -0.4255 -0.5647
OM 3 -0.5647 0.4255 0.4255 -0.5647
OM 4 0.4255 -0.5647 0.5647 -0.4255

También podemos obtener el orden de enlace tc y las poblaciones electrónicas 
(F5), para ello tenemos que suministrarle al programa el número de 
ocupación de cada orbital:

Para el cálculo de los ordenes de enlace, Pij, y de 
las poblaciones electrónicas, Pi, se necesita conocer 
el número de electrones que ocupan cada orbital 
molecular

HS de electrones en el orbital 1 ? 2
NB de electrones en el orbital 2 ? 2
NP de electrones en el orbital 3 ? 0
HP de electrones en el orbital ó ? 0
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y obtenemos:

ORDEN DE ENLACE POBLACIONES ELECTRONICAS

P 1 - 2 = 0.9612P 2 - 3 = 0.2758
P 3 - 4 = 0.9612

PC 1 > =1.00 PC 2 > = 1.00 
PC 3 >= 1.00 PC 4 > = 1.00

A continuación vamos a utilizar el programa para estudiar el benceno, 
naftaleno, antraceno y fenantreno.

Benceno:

Figura 11.5. Numeración de los 
átomos de carbono del benceno.

Empezaremos por estudiar la 
molécula como si no conociésemos que 
todas sus distancias son iguales. Es 
decir, supondremos (como primera 
aproximación, basada en las ideas de la 
Química Clásica) que la molécula 
estuviera compuesta por tres enlaces 

o o
simples (1.47A) y tres dobles (1.34A), 
alternados. En este caso, y numerando 
los enlaces dobles como los 12, 34 y 56 
(véase figura 11.5) los parámetros a 
emplear valdrían:

Hll= H22= Hj3= H44= H55- H66= a 

H12 = H34 = H56 = P^=^J = 0.969P 

H23 = H45 = H61 = pf^^T = 0.556 p

Introduciendo estos datos en el programa obtenemos:

465



Problemas de Mecánica Cuántica Molecular

Energías de ios orbitales

ei = a + 1.525 p

e2 = e3 = a + 0.842 p

e4 = e5 = a - 0.842 p

e6 = a - 1.525 p

Observamos que el segundo y tercer orbital son degenerados así como el 

cuarto y quinto.

Coeficientes de tos orbitales moleculares

OM 1 0.4082 0.4082 0.4082 0.4082 0.4082 0.4082

OM 2 -0.1154 -0.4181 -0.4322 -0.1358 0.5476 0.5539

OM 3 0.5657 0.3982 -0.3828 -0.5612 -0.1829 0.1630

OM 4 -0.5632 0.3895 0.3916 -0.5638 0.1716 0.1744

OM 5 -0.1270 0.4262 -0.4242 0.1242 0.5513 -0.5504

OM 6 0.4082 -0.4082 0.4082 -0.4082 0.4082 -0.4082

Como cada carbono aporta un electrón al sistema pi, en total tenemos 6 
electrones que se situaran en los tres primeros orbitales que son los de menor 
energía. En este caso:

Orden de enlace Poblaciones electrónicas

P12 = 0.880 P(l) = 1.00

P23 = 0.390 P(2) = 1.00

P34 = 0.880 P(3)= 1.00

P45 = 0.390 P(4) = 1.00

PS6 = 0.880 P(5) = 1.00

P6i = 0.390 P(6) = 1.00
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Obsérvese que nuestro cálculo, iniciado bajo la suposición de que las 
o o

distancias de enlace eran 1.34 A y 1.47 A alternadamente, equivalía a 
suponer que los índices de enlace eran "1" para la mitad de los enlaces y "0" 
para la otra mitad. En cambio, hemos obtenido:

P12 = P34 = P56 = 0.880 ; P23 = P45 = Peí = 0.390

La relación (11.8) entre el índice de enlace PAB y la distancia:

dAB = KAb (1.54 - 0.19-PAB) (K=l para enlaces CC)

r o
nos indica que la suposición de que las distancias de enlace eran 1.34 A y 

o
1.47 A era incorrecta. Unas distancias más realistas (aunque todavía 
provisionales) serán:

di2 = d34 = dS6 = 1.54 - (0.19 x 0.880) = 1.373

d23 = d45 = d61 = 1.54 - (0.19 x 0.390) = 1.466

Ahora bien, si repetimos el cálculo con estas nuevas distancias:

(1,333 A6
Hi2 = H34 = H56 = j =0.8370

(1 333 )6
H23 = H45 = H61 = 0 =0.5650

I 1.400 J

obtenemos:

Energías de ¡os 
orbitales

Orden de enlace

ei = a + 1.402 0

e2 = e3 = a + 0.740 0

e4 = e3 = a - 0.740 0

e6 = a - 1.402 0

P12 = 0.833

P23 = 0.465

P34 = 0.833

P4S = 0.465

PS6 = 0.833

P6i = 0.465
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Recalculando las distancias con la relación (11.8):

d12 = d34 = d56 = 1.54 - (0.19 x 0.833) = 1.381

d23 = d45 = d6í = 1.54 - (0.19 x 0.465) = 1.452

Como se ve, los índices de enlace y por consiguiente las distancias tienden a 
hacerse ¡guales. Si repetimos iterativamente el proceso:

iteración -> 1» 3a
_ ....

* 5' ■ -20a

P12=P34==Ps6
............

0.880 0.833 0.800 0.772 0.752 ... 0.667

P23=P45=P61 0.390 0.465 0.512 0.548 0.573 . . . 0.667

dl2=Ó34=d56 1,373 1.381 1.388 1.393 1.397 ... 1.413

d23=d4s=d61 1.466 1.452 1.442 1.436 1.431 ... 1.413

llegamos al resultado:

P12=P34=Ps6= P23=P45=P61=0.667

que corresponde a seis distancias C-C ¡guajes, tal como se sabe que ocurre en 
o

realidad en el benceno. La distancia obtenida con (11.8), dCc=l-413A, resulta 
además muy próxima a la experimental obtenida por difracción de electrones

d^p=1.399A.

Obsérvese que la suposición d^ = 1.34 y d^ = 1.47 era muy poco 

realista, y que la obtención del resultado correcto ha requerido muchos ciclos. 
En general, conviene elegir como punto de partida distancias dCc ¡guales en las 
moléculas conjugadas, pues resulta mucho más eficiente, incluso cuando el 
resultado final corresponde a distancias diferentes.
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NaftaJeno:

Figura 11.6. Numeración de los átomos de carbono 
del naftaleno.

Esta molécula tiene 10 átomos y 11 enlaces. Tal y como hemos visto 
en el caso del benceno, es preferible suponer, en primera aproximación, que 
la molécula está formada por enlaces de igual longitud. Para facilitar el cálculo 
suponemos que las distancias CC son iguales a la distancia estándar 

o
(1.333A), por lo que los parámetros de enlace son:

Hll “ H22 = ■■■ — Hgg “ H1010 “ a

Hig = H23 = H45 = H10 6 = H78 = Hg2 = H34 = H510 = H67 — Hsi = Hgio = P

y se obtiene:

Energías de los orbitales

ei = a + 2.303 p

e2 = a + 1.618 p

63 = a + 1.303 p

e4 = a + p

eg = a + 0.618 p

eg = a - 0.618 p

e7 = a - p

e8 = a - 1.303 p

eg = a - 1.618 p

eio = a - 2.303 p
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CSBCb

Coeficientes de los orbitales moleculares

OM1: 0.3006

0.2307

0.3006

0.4614

0.2307

0.4614

0.2307 0.3006 0.3006 0.2307

OM2: -0.2629

-0.4253

0.2629

0.0000

0.4253

0.0000

0.4253 0.2629 -0.2629 -0.4253

OM3: 0.3996

0.1735

0.3996

0.3470

0.1735

-0.3470

-0.1735 -0.3996 -0.3996 -0.1735

OM4: 0.0000

-0.4083

0.0000

0.4082

-0.4082

0.4083

-0.4082 0.0000 0.0000 -0.4083

OM5: -0.4253

-0.2629

0.4253

0.0000

0.2629

0.0000

-0.2629 -0.4253 0.4253 -0.2629

OM6: 0.4253

-0.2629

-0.4253

0.0000

0.2629

0.0000

0.2629 -0.4253 0.4253 -0.2629

OM7: 0.0000

-0.4083

0.0000

0.4083

-0.4083

-0.4083

0.4082 0.0000 0.0000 0.4082

OM8: -0.3996

0.1735

-0.3996

0.3470

0.1735

0.3470

0.1735 -0.3996 -0.3996 0.1735

OM9: 0.2629

-0.4253

-0.2629

0.0000

0.4253

0.0000

-0.4253 0.2629 -0.2629 0.4253

OM10: 0.3006

-0.2307

0.3006

-0.4614

-0.2307

0.4614

0.2307 -0.3006 -0.3006 0.2307

Esta molécula tiene 5 pares de electrones pi que se situarán en los 
cinco orbitales moleculares menos energéticos por lo que:
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Orden cíe enlace Poblaciones 
electrónicas

P18 = 0.725 P(l) = 1.00

P19 = 0.555 P(2) = 1.00

P23 = 0.725 P(3) = 1.00

P29 = 0.555 P(4) = 1.00

P34 = 0.603 P(5) = 1.00

P45 = 0.725 P(6) = 1.00

P510 = 0.555 P(7) = 1.00

P67 = 0.725 P(8) = 1.00

P6 10 = 0.555 P(9) = 1.00

P78 = 0.603 P(10) = 1.00

P910 = 0.518

Al igual que se hizo para el benceno, con los índices de enlace obtenidos 
podemos calcular las distancias de enlace mediante la relación (11.8), y con 
estas últimas unos valores de Hij mejorados, que permiten plantear un nuevo 
cálculo más preciso.

i-j P^
(=1.SA -C-19eA.) (-(1.333/(1^}

P/2> d1» d
experimental

1-8 0.725 1.402 0.739 0.754 1.397 1.37

1-9 0.555 1.435 0.645 0.536 1.438 1.42

2-3 0.725 1.402 0.739 0.754 1.397 1.37

2-9 0.555 1.435 0.645 0.536 1.438 1.42

3-4 0.603 1.425 0.670 0.566 1.433 1.41

4-5 0.725 1.402 0.739 0.754 1.397 1.37

5-10 0.555 1.435 0.645 0.536 1.438 1.42

6-7 0.725 1.402 0.739 0.754 1.397 1.37

6-10 0.555 1.435 0.645 0.536 1.438 1.42

7-8 0.603 1.425 0.670 0.566 1.433 1.41

9-10 0.518 1.442 0.624 0.545 1.436 1.42
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Problemas de Mecánica Cuántica Molecular

Las distancias calculadas, d(2), se pueden mejorar hasta llegar a 

valores próximos a la geometría experimental obtenida por difracción de 
electrones.

Antraceno:

Figura 11.7. Numeración de los átomos de carbono de la molécula de antraceno.

Esta molécula tiene 14 átomos y 16 enlaces. Al igual que en las 
anteriores moléculas Hü=a y, considerando todos los enlaces de la molécula 
iguales, los H,j=p. Con estos datos se obtiene en primera aproximación:

Energías de los orbitales

ei = a + 2.414214 p e8 = a - 0.4142137 p

e2 = a + 2.000001 p e9 = eio = a ■ P

63 = e4 = a + 1.414214 p en = ei2 = a - 1.414213 p

e5 = e6 = a + p ei3 = a - 2 p

e7 = a + 0.4142139 p e14 = a - 2.414214 p
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Modelos Moleculares de Tipo hückel
ana

Coeficientes de ios orbitales moleculares

OM1: 0.2149
0.2149

0.3039
0.1519

0.2149
0.1519

0.1519
0.3668

0.1519
0.3668

0.2149
0.3668

0.3039
0.3668

OM2: 0.2887
0.2887

0.0000
0.2887

-0.2887
0.2887

-0.2887
0.2887

-0.2887
0.2887

-0.2887
-0.2887

0.0000
-0.2887

OM3: 0.1739
0.1625

-0.2300
0.4038

0.1739
0.4085

0.4085
-0.1625

0.4038
-0.1739

0.1625
-0.1625

-0.2460
-0.1739

OM4: 0.2773
-0.2841

0.4018
-0.1245

0.2773
0.1080

0.1080
0.2841

-0.1245
-0.2773

-0.2841
0.2841

-0.3921
-0.2773

OM5: -0.4082
0.4082

0.0000
0.2071

0.4082
-0.2012

0.2012
-0.2071

-0.2071
0.2012

-0.4082
0.2071

0.0000
-0.2012

OM6: 0.0034
-0.0034

0.0000
0.3518

-0.0034
0.3552

-0.3552
-0.3518

-0.3518
-0.3552

0.0034
0.3518

0.0000
0.3553

OM7: -0.3109
0.3109

0.4397
0.2199

-0.3109
-0.2199

-0.2199
0.0911

0.2199
-0.0911

0.3109
0.0911

-0.4397
-0.0911

OM8: -0.3109
-0.3109

0.4397
0.2199

-0.3109
0.2199

0.2199
-0.0911

0.2199
-0.0911

-0.3109
-0.0911

0.4397
-0.0911

OM9: 0.0424
0.0423

0.0000
-0.3728

-0.0424
0.3305

-0.3305
-0.3728

0.3728
0.3305

-0.0424
0.3728

0.0000
-0.3305

OM10: 0.4060
0.4060

0.0000
-0.1663

-0.4060
-0.2397

0.2397
-0.1663

0.1663
-0.2397

-0.4060
0.1663

0.0000
0.2397

OM11: -0.2819
0.0138

0.0195
-0.3014

-0.2819
0.4125

0.4125
-0.0138

-0.3014
0.2819

0.0138
-0.0138

-0.3987
0.2819

OM12: 0.1663
0.3270

0.4625
-0.2962

0.1663
0.0918

0.0918
-0.3270

-0.2962
-0.1663

0.3270
-0.3270

0.2352
-0.1663

OM13: -0.2887
0.2887

0.0000
-0.2887

0.2887
0.2887

-0.2887
0.2887

0.2887
-0.2887

-0.2887
-0.2887

0.0000
0.2887

OM14: 0.2149
-0.2149

0.3039
0.1519

0.2149
-0.1519

-0.1519
-0.3668

0.1519
0.3668

-0.2149
-0.3668

-0.3039
0.3668

El antraceno tiene 14 electrones pi en los primeros 7 orbitales. 
Introduciendo estos datos en el programa, éste nos suministra los órdenes de 
enlace, y las poblaciones electrónicas. Al igual que en los otros casos, con los 
índices de enlace obtenidos calculamos unas nuevas distancias de enlace 
mediante la relación (11.8), y con estas últimas unos valores de H¡j 
mejorados, que permiten plantear un nuevo cálculo y así sucesivamente.
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ai.54

1-10 0.737 1.400 0.745 0.777 1.392

1-11 0.535 1.438 0.634 0.500 1.445

2-11 0.606 1.425 0.670 0.622 1.423

2-13 0.606 1.425 0.670 0.622 1.423

3-4 0.737 1.400 0.745 0.777 1.392

3-13 0.535 1.438 0.634 0.500 1.445

4-5 0.586 1.429 0.659 0.533 1.439

5-6 0.737 1.400 0.745 0.777 1.392

6-14 0.535 1.438 0.634 0.500 1.445

7-12 0.606 1.425 0.670 0.622 1.423

7-14 0.606 1.425 0.670 0.622 1.423

8-9 0.737 1.400 0.745 0.777 1.392

8-12 0.535 1.438 0.634 0.500 1.445

9-10 0.586 1.429 0.659 0.533 1.439

11-12 0.485 1.448 0.609 0.491 1.447

13-14 0.485 1.448 0.609 0.491 1.447

Fen^n treno;

Figura 11.8. Numeración de los átomos de carbono de la molécula de fenantreno.
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Modelos Moleculares de Tipo Hücxb.

Esta molécula posee 14 carbonos y 16 enlaces al igual que el 
antraceno. Los parámetros de enlace de los que partimos, en primera 
aproximación, son Hn=a y los Hij=p pues suponemos que todos los enlaces son 
iguales.

Utilizando el programa SHMO obtenemos:

Energías de los orbitales

ej = a + 2.434764 p e8 = a - 0. 6052253 P

e2 = a + 1.950626 p e9 = a - 0. 7690513 p

e3 = a + 1.516273 p fiio = a - 1.142384 p

e4 = a + 1.3058 p en = a - 1.305799 P

e5 = a + 1.142384 p e12 = a - 1.516274 p

e6 = a + 0.7690518 p e13 = a - 1.950627 p

e7 = a + 0.6052251 p e34 = a - 2.434764 p

Coeficientes de los orbitales moleculares

OM1: 0.2074 0.2476 0.2476 0.2074 0.1497 0.1572 0.2329

0.2329 0.1572 0.1497 0.3668 0.3553 0.3668 0.4100

OM2: 0.3259 0.1090 -0.1090 -0.3259 -0.3143 -0.2871 -0.2457

0.2457 0.2871 0.3143 0.3215 0.1922 -0.3215 -0.1922

OM3: -0.0195 -0.4481 -0.4481 -0.0195 0.2017 0.3254 0.2917

0.2917 0.3254 0.2017 -0.2313 0.1169 -0.2313 0.1169

OM4: -0.3334 -0.0965 -0.0965 -0.3334 -0.4058 -0.1965 0.1492

0.1492 -0.1965 -0.4058 -0.2950 0.3913 -0.0295 0.3913

OM5: -0.2213 -0.1851 0.1851 0.2213 -0.1438 -0.3855 -0.2967

0.2967 0.3855 0.1438 -0.3966 -0.0466 0.3966 0.0466

OM6: -0.2730 0.1010 -0.1010 0.2730 0.3886 0.0259 -0.3687

0.3687 -0.0258 -0.3886 0.1786 0.3094 -0.1786 -0.3094

0M7: -0.3402 0.4150 0.4150 -0.3402 -0.0421 0.3147 0.2325

0.2325 0.3147 -0.0420 -0.1638 -0.1740 -0.1638 -0.1740

OM8: 0.3402 -0.4150 0.4150 -0.3402 0.0420 0.3147 -0.2325

0.2325 -0.3147 -0.0420 -0.1638 0.1740 0.1638 -0.1740

OM9: 0.2730 -0.1010 -0.1010 0.2730 -0.3886 0.0258 0.3687

0.3687 0.0258 -0.3886 0.1786 -0.3094 0.1786 -0.3094

OM10: -0.2213 -0.1851 -0.1851 -0.2213 -0.1438 0.3855 -0.2967

-0.2967 0.3855 -0.1438 0.3966 -0.0466 0.3966 -0.0466
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Prohibías de Mecánica Cuántica Molecular

OM11: 0.3334

0.1492

0.0965

0.1965

-0.0965

-0.4058

-0.3334

-0.0295

0.4058

-0.3913

-0.1965

0.0295

-0.1492

0.3913

OM12: 0.0195 0.4481 -0.4481 -0.0195 -0.2017 0.3254 -0.2917
0.2917 -0.3254 0.2017 -0.2313 -0.1169 0.2313 0.1169

OM13: 0.3259 0.1090 0.1090 0.3259 -0.3143 0.2871 -0.2457
-0.2457 0.2871 -0.3143 -0.3215 0.1922 -0.3215 0.1922

OM14: 0.2074 0.2476 -0.2476 -0.2074 0.1497 -0.1572 0.2329
-0.2329 0.1572 -0.1497 -0.3553 0.4100 0.3553 -0.4100

El fenantreno, al igual que el antraceno tiene, 14 electrones pi en los 
primeros 7 orbitales. Realizando los cálculos con el programa SHMO2.BAS de 
forma iterativa al igual que hicimos para las moléculas anteriores, se obtienen 
los resultados que se muestran en la tabla que a continuación se expone.

H
1-10 0.707 1.406 0.726 0.725 1.402

í-n 0.575 1.431 0.653 0.572 1.431

2-3 0.775 1.393 0.768 0.815 1.385

2-11 0.506 1.444 0.619 0.461 1.452

3-13 0.506 1.444 0.619 0.461 1.452

4-5 0.707 1.406 0.726 0.725 1.402

4-13 0.575 1.431 0.653 0.572 1.431

5-6 0.623- . 1.422 0.678 0.600 1.426

6-7 0.702 1.407 0.723 0.720 1.403

7-14 0.590 1.428 0.662 0.584 1.429

8-9 0.702 1.407 0.723 0.720 1.403

8-12 0.590 1.428 0.662 0.584 1.429

9-10 0.623 1.422 0.678 0.600 1.426

11-12 0.542 1.437 0.637 0.572 1.431

12-14 0.461 1.452 0.599 0.431 1.458

13-14 0.542 1.437 0.637 0.572 1.431
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Problema 11.8 ®®

Mediante el método SHMO, compare las propiedades de los isómeros 
orto, meta y para de la benzoquinona (C6H4O2), haciendo uso del 
programa incluido en los complementos de este libro.

Estas moléculas tienen 8 átomos que contribuyen a los enlaces p¡, y un 
total de 8 parámetros H¡j diferentes.

Vamos a suponer, como primera aproximación, que las distancias C-C 
o

son todas iguales, con el valor estándar 1.333 A. La distancia CO podemos 
o

también considerarla igual a la estándar 1.216 A. De esta manera los 
parámetros Hü serían:

Hcc=a

HCc=a+0.2p (carbonos carbonílicos)

Hoo=a+0.7p

y los Hij:

Hcc=P
Hco=l.ip

Qrtobenzo .uinana:

Figura 11.9. Numeración 
de los átomos de la 
molécula de ortobenzoqui- 
nona.

Para esta molécula los Hu toman los valores:

Hu=H22=a+0.2p

H33=H44= H55=H86=a

H27=Hbs=«+0.7P

y los Hij:

Hi2=H23= H34=H45= Hs6= H8i = P

H17=H28=l.ip

El programa SHMO da un resultado para esta 
molécula:

477
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Energías de tos orbitales

ei = a + 2.455086 p 

e2 = a + 1.532492 p 

e3 = a + 1.455102 p 

e4 = a + 0.647645 P

e5 = a + 0.084392 p 

e6 = a - 1.094581 p 

e7 = a - 1.191530 p 

e8 = a - 2.088607 p

Coeficientes de los orbitales moleculares
OMl: 0.517932

0.324614

0.517931

0.324612

0.292974 0.201345 0.201345 0.292975

OM2: -0.370671

-0.489782

0.370671

0.489778

0.325832 0.128663 -0. 128656 -0.325828

OM3: -0.191024

-0.278274

-0.191029

-0.278284

0.257376 0.565535 0.565532 0.257374

OM4: -0.019859

0.417257

0.019859

-0.417253

0.487728 0.296011 -0.296020 -0.487728

0M5: 0.294196

-0.525684

0.294194

-0.525685

0.250048 -0.273095 -0.273095 0.250049

OM6: 0.329700

-0.202092

0.329711

-0.202101

-0.534226 0.255046 0.255058 -0.534231

OM7: Ó.403007

-0.234365

-0.402999

0.234360

-0.100019 0.522173 -0.522166 0.100003

OM8: 0.446987

-0.176319

-0.446986

0.176319

0.382039 -0.350943 0.350943 -0.382039

Mr abemoauinona:

Para esta molécula los Hü toman los 
valores:

Hn=H33=a+0.2p

H22 = H44= H55=Hg6=Ol

H77—Hs8=a+0.7p

y los Hij:
Figura 11.10. Numeración 
de los átomos de la 
molécula de metabenzoqui- 
nona.
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H12=H233; H34 = H45“ Hs6- Hgl = P

H17=H38=l.lp

El programa SHMO da un resultado para esta molécula:

Energías de los orbitales

ei = a + 2.392848 p e5 = a + 0.310684 p

e2 = a + 1.824336 p e6 = a - 1.074207 p

e3 = a + 1.245617 p e7 = a - 1.235020 p

e4 = a + 0.419653 p eB = a - 2.083912 p

Coeficientes 'de los orbitales moleculares

OMl: 0.463430 0.387344
0.301132 0.301130

0.463427 0.297641 0.248779 0.297643

OM2: -0.470603 0.000002
-0.460417 0.460423

0.470609 0.257958 -0.000007 -0.257962

OM3: -0.144302 -0.231687
-0.290912 -0.290905

-0.144293 0.400803 0.643537 0.400798

OM4: 0.132662 0.632290
0.417257 -0.520586

0.132681 -0.030507 -0.145482 -0.030545

OM5: 0.160781 0.000026
-0.454288 0.454245

-0.160772 -0.517487 -0.000006 0.517486

OM6: 0.257798 -0.479975
-0.159831 -0.159833

0.257795 0.327304 -0.609391 0.327305

OM7: -0.502679 0.000001
0.285759 -0.285749

0.502668 -0.407014 -0.000004 0.407023

OM8: 0.424672 -0.407577
-0.167800 -0.167805

0.424683 -0.377773 0.362556 -0.377762

Parabenzoi luin.ona:

Para esta molécula los H(¡ toman los valores:

Hn=H44=a+0.2p

H22 = H33= Hss=H66=a
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H77—H88—tx+0.7p

y los Hip

H12=H23= H34=H4s = H56= H6i = P

H17=H48=l.lp

El programa SHMO da un resultado para esta 
molécula:

Figura 11.11. Numeración 
de los átomos de la molécula 
de metabenzoquinona.

Energías de ios orbitales

et = a + 2.375777 p es = a + 0.083445 P

e2 = a + 1.899032 p e6 = a - 1.000000 p

e3 = a + 0.999999 p e7 = a - 1.284908 p

e4 = a + 0.809131 p e8 = a - 2.082478 p

Coeficientes de los orbitales moleculares

OM1: 0.448332

0.294293

0.325874

0.294289

0.325876 0.448334 0.325878 0.325876

OM2: 0.490336

0.449839

0.169140

-0.449837

-0.169138 -0.490338 -0.169136 0.169138

OM3: -0. 000001

-0. 000001

-0. 500001

-0. 000001
-0. 500001 -0.000001 0.499999 0.499999

OM4: -0.056345

-0.567924

0.295198

-0.567928

0.295200 -0.056343 0.295200 0.295198

OM5: 0.291439

-0.519956

0.268992

0.519954

-0.268987 -0.291437 -0.268987 0.268992

OM6: -0. 000001

-0. 000001

0. 500001

0. 000001

-0. 500000 0.000001 0.500000 -0.500000

OM7: 0.543897

-0.301417

-0.238038

-0.301418
-0.238039 0.543897 -0.238039 -0.238038

OM8: 0.417892

-0.165204

-0.386053

0.165204

0.386053 -0.417892 0.386053 -0.386053
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En la Tabla 11.1 podemos observar como cada carbono y oxígeno 
aporta un electrón al sistema pi, luego para los tres isómeros tenemos un 
total de 8 electrones que se situarán en los cuatro primeros orbitales 
moleculares. Por tanto:

Orden de enlace

Orto Meta Para

Pj.2 = 0.334 Pj.2 = 0.594 Pt-2 = 0.425

P2.3 = 0.466 P2-3 = 0.594 P2.3 = 0.829

P3.4 = 0.782 P3-4 = 0.395 P3.4 = 0.425

P4.5 = 0.512 P4.5 = 0.673 P4.5 = 0.425

P5.6 = 0.782 P5-6 = 0.673 P5-6 = 0.829

P6.i = 0.466 P6.i = 0.395 P6-i = 0.425

Pj-7 = 0.789 P1.7 = 0.658 P1.7 = 0.769

P2.8 = 0.789 P3-8 = 0.658 P4-8 = 0.769

de donde se puede deducir, por ejemplo, que las distancias CO serán algo 
menores en el isómero meta-, que en los otros dos, en los cuales las 
distancias CO deben ser muy parecidas. Y las poblaciones electrónicas:

Poblaciones electrónicas

Orto Meta Para

Pi = 0.89 Pt = 0.95 Pi = 0.89

P2 = 0.89 P2 = 1.21 P2 = 0.94

P3 = 0.99 P3 = 0.95 P3 = 0.94

P4 = 0.93 P4 = 0.63 P4 = 0.89

Ps = 0.93 P5 = 0.99 Ps = 0.94

P6 = 0.99 P6 = 0.63 P6 = 0.94

P7 = 1.19 P7 = 1.32 P7 = 1.22

P8 = 1-19 P8 = 1.32 P8 = 1-22

de donde se puede deducir, entre otras cosas, que la distribución de la carga 
electrónica estará desplazada hacia los átomos de oxígeno (como cabe 
esperar), pero mucho más en el isómero meta- que en el isómero orto-...

Es interesante calcular la carga neta sobre cada átomo y recalcular las 
distancias a partir de estos datos suministrados por el programa SHMO2. 
Recordando que:
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Qa“Na-Pa

obtenemos:

Carga neta

Orto Meta Para

Qi = 0.11 Qj = 0.05 Qi = 0.11

Q2 = 0.11 Qa = -0.21 Q2 = 0.06

Q3 = 0.01 Q3 = 0.05 Q3 = 0.06

Q4 = 0.07 Q4 = 0.37 Q4 = 0.11

Qs = 0.07 Qs = 0.01 Qs = 0.06

Qs = 0.01 Q6 = 0.37 Qs = 0.06

Q7 = -0.19 Q7 = -0.32 Q7 = -0.22

Qb = -0.19 Qs = -0.32 Qs = -0.22

Calculamos la distancia de enlace a partir del orden de enlace mediante la 
ecuación (11.8):

dAB= KAfl( 1.54-0.19 Pab)

donde K=1 para enlaces CC y K=0.91 para CO carbonílicos. Obtenemos:

Distancias de enlace

Orto Metía Para

dC1-c2 = 1-48 dC1-c2= 1-43 dC1-c2 = 1-46

dc2-c3 = 1-45 dc2-c3 = 1-43 dc2-c3 = 1-38

dc3-c4 = 1-39 dc3-c4=l-46 dc3-c4 = 1-46

dc4-cs = 1-44 dc4-c5 = 1-41 dc4-c5 = 1-46

dc5-c6 = 1-39 dcs-Ce = Í-41 dc5-c6 = 1-38

dc6-cr= 1-45 dc6-c3 = 1-46 dc6-c, = 1-46

dC1_o7 = 1-26 dC1-0,= 1-29 dC1-o7 =1.27

dc2-o8 = 1-26 dc3-o8 = 1-29 dc4-o8 = 1-27
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Problema 11.9 ®®®

Con un ordenador, y utilizando el programa JACOBI, rehaga con 
VOIEs tomados de la Tabla 11.2 el cálculo de los orbitales EHMO de la 
molécula de agua.

El cálculo de los orbitales EHMO podemos resumirlo en 5 pasos:

1. Construcción de las matrices SyF

2. Cálculo de S'1/2

3. Cálculo de Fo =s1/2)FS 1/2

4. Diagonalización de 1FO: = A La matriz diagonal A

suministra las energías orbitales e,.

5. Obtención de los coeficientes de los orbitales moleculares:

c = u s 4/2

En primer lugar, es necesario decidir la geometría del sistema en la 
que se hará el cálculo (distancias y ángulos de enlace) y evaluar las integrales 
de solapamiento Spq correspondientes a esa geometría. Para no complicar 

excesivamente el problema, consideraremos conocida esta matriz.

En la molécula del H2O la distancia OH experimental es 0.958 Á 

(=1.810 u.a.) y el ángulo HOH es 104.5°. Con estos datos geométricos, si se 
sitúa la molécula en el plano YZ con el átomo de oxígeno en el origen y su eje 
de simetría coincidiendo con el eje OZ, las coordenadas atómicas son (en 

u.a.):

O: (0;0;0) (orbitales 2s, 2px, 2py, 2pz)

Hi: (0;1.432;1.109) (orbital ls)

H2: (0;-1.432;1.109) (orbital ls)
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Empleando Z*=4.55 para los orbitales (de Slater), centrados en el átomo de 
oxígeno y Z*= 1 para los de los átomos de hidrógeno, se obtiene la siguiente 
matriz de solapamiento:

Tabla 11.3. Matriz de solapamiento empleada en la determinación de los orbitales 
EHMO de la molécula de agua.

Spq 2s 2px 2Py 2Pz lSi IS2

2s 1 0 0 0 0.509 0.509

2px 0 1 0 0 0 0

2Py 0 0 1 0 0.275 -0.275

2Pz 0 0 0 1 0.213 0.213

1Si 0.509 0 0.275 0.213 1 0.377

IS2 0.509 0 -0.275 0.213 0.377 1

A continuación hay que asignar el valor de los elementos diagonales de la 

matriz F , recordando que:

Fpp = -VOIE(Xp)

y utilizando los valores de energías de ionización que figuran en la Tabla 11.2:

• Para el oxígeno: Fn=-32.38 ; F22=F33=F44=-15.85

• Para los hidrógenos: Fss=F66=-13.60

Los elementos no diagonales de la matriz F se pueden calcular mediante la 
aproximación de Wolfsberg y Helmholtz:

lhpq _ K 2 f w

en la que K es una constante empírica que corrientemente toma el valor de 
1.75. De este modo obtenemos:
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Fps 2s IR» 2P» 2px ls.

2s -32.38 0 0 0 -20.48 -20.48

2p« 0 -15.85 0 0 0 0

0 0 -15.85 0 -7.09 7.09

2pz 0 0 0 -15.85 -5.49 -5.49

1Sí -20.48 0 -7.09 -5. 49 -13.60 -8.97

1S2 -20.48 0 7.09 -5. 49 -8.97 -13.60

El siguiente paso es calcular S'1/2 para lo cual es necesario realizar una 

diagonalización:

U Su = A

1

s-i/2 _ y ^-1/2U-1

En primer lugar debemos encontrar una matriz U tal que U-,SU = A. Para 

ello utilizamos el programa JACOBI y obtenemos:

A 1.991 0 0 0 0 0

0 1.243 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0.384 0

0 0 0 0 0 0.380

y la matriz U:
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u 0.570 0 -0.386 0 0.658 -0.305

0 0 0 1 0 0

0 0.843 0 0 0.223 0.489

0.239 0 0.923 0 0.275 -0.128

0.559 0.372 0 0 -0.649 -0.357

0.552 0.387 0 0 -0.145 0.724

como U'1= U y como A es una matriz diagonal (a1/2)^^^

(v1/2l ya estamos en disposición de obtener S'1/2 mediante:

s-1/2 - uA1/2u 1

multiplicando estas tres raíces obtenemos:

s-l/2 1.23 0 0 0.09 -0.29 -0.29

0 1 0 0 0 0

0 0 1.10 0 -0.23 0.23

0.09 0 0 1.04 -0.12 -0.12

-0.29 0 -0.23 -0.12 1.24 -0.18

-0.29 0 0.23 -0.12 -0.18 1.24

Una vez conocida la matriz S'1/2 podemos proceder al cálculo de 

Fo = S1/2F S1/2 . Multiplicando estas tres matrices obtenemos:

Ib -23.19 0 0 3.65 -12.39 -12.39

0 -15.85 0 0 0 0

0 0 -12.51 0 -6.28 6.28

3.65 0 0 -14.41 -3.92 -3.92

-12.39 0 -6.28 -3.92 -2.54 -0.83

-12.39 0 6.28 -3.92 -0.83 -2.54

Una vez conocida la matriz de Fock se diagonaliza U = A, utilizando 

para ello el programa JACOBI y se obtiene:
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A -33.42 0 0 0 0 0

0 -17.50 0 0 0 0

0 0 -16.30 0 0 0

0 0 0 -15.85 0 0

0 0 0 0 3.28 0

0 0 0 0 0 8.75

Esta matriz diagonal A está formada por los valores propios de la matriz Fo y 
suministra por tanto, las energías de los orbitales e¡. Por otro lado obtenemos 
la matriz de los vectores propios, esto es, la matriz U:

U -0.49 0 0 -0.12 0 -0.87

0 0 1 0 0 0

0 -0.49 0 0 0.87 0

-0.28 0 0 0.96 0 -0.02

0.59 0.62 0 0.18 0.35 0.35

0.59 0.62 0 0.18 -0.35 0.35

Por último, los coeficientes de los orbitales moleculares se obtienen a partir de 
la relación:

c = u s4/2

Multiplicando estas dos matrices obtenemos:

C 2s 2p« 2Py 2Pz 1S1 1S2

0.86 0 0 -0.02 0.13 0.13

0 0 0.80 0 0.29 -0.29

-0.16 0 0 0.95 0.10 0.10

0 1 0 0 0 0

0 0 -0.82 0 0.99 -0.99

-0.96 0 0 -0.47 0.79 0.79
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Identificando cada OM con una columna de la matriz C obtenemos los 

orbitales moleculares Extended Hückel de la molécula de agua, que pueden 
verse en la siguiente tabla:

OM e¡(eV) C2s C2Px C2Py C2p, C1S1 Cls2

1 -33.42 0.856 0^ 0 -0.024 0.128 0.128

2 -17.50 0 0 0.800 0 0.290 -0.290

3 -16.29 -0.158 0 0 0.946 0.104 0.104

4 -15.85 0 1 0 0 0 0

5 3.28 0 0 -0.825 0 0.988 -0.988

6 8.75 -0.957 0 0 -0.472 0.790 0.790

wtw«
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Capítulo XII:
Modelos Moleculares más Elaborados

Métodos semiempíricos autoconsistentes

Métodos CNDO: Aproximaciones y parametrización

Comparación con los métodos ab-initio

Cálculo teórico de propiedades moleculares

Orbitales moleculares localizados

Teoría Básica

12.1. Métodos semiempíricos autoconsistentes

Los métodos de orbitales moleculares semiempíricos hacen uso de datos 
experimentales para estimar integrales que en los métodos ab-initio se 
calculan analíticamente. Los métodos de tipo Hückel son los más sencillos de 
todos los métodos semiempíricos, pero existen otros muchos. Por el momento, 
no hay ninguno que sea de aplicación absolutamente general, es decir, que 
permita el cálculo preciso de cualquier tipo de propiedad molecular. Como 
cada método admite aproximaciones de distinta clase, posee su propio campo 
de utilidad en la determinación de las propiedades moleculares.

Todos los métodos semiempíricos dividen los electrones de las moléculas 
en grupos de comportamiento independiente. Los métodos que sólo dividen 
los electrones en los de valencia y los que no lo son (core) se llaman "métodos 
AVE" (del inglés AH yalence Slectrons).
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Si desprecian todas las integrales bielectrónicas (pq|rs), los métodos 
semiempíricos se llaman de electrones independientes (Hückel). Si retienen 
una parte de las integrales bielectrónicas, se parecen mucho más a los ab- 
initio, pues la obtención de los orbitales moleculares es autoconsistente. Los 
métodos semiempíricos autoconsistentes más representativos son los que 

incluyen las letras NDO en sus siglas (CNDO, INDO, MNDO, MINDO, NDDO, y 
muchos otros).

12.2. Métodos CNDO: Aproximaciones y parametrizadón

Los CNDO son los más sencillos de los métodos semiempíricos 
autoconsistentes. Se basan fundamentalmente en tres aproximaciones:

* Son métodos AVE (All Valence Electrons)

* Emplean la aproximación ZDO (Zero Differential Overlap).

* Restablecen la invariancia rotacional de forma muy sencilla.

La aproximación ZDO consiste en suponer que las funciones de base %p 
con las que se expresan los orbitales moleculares satisfacen dos condiciones:

a) Son ortonormales:

(12.1)

b) Cumplen "lo mejor posible" que:

(pq | rs)= 6pq8re(pp | rr) (12.2)

Las consecuencias de esta aproximación son, por una parte la 
disminución drástica del número de integrales (pq|rs) a calcular y por otra, 
reducir la resolución de las ecuaciones de Roothaan a la diagonalización de 
una matriz simétrica. Llamando C a la matriz de los coeficientes Cp¡ de los 

orbitales moleculares y JF a la matriz de Fock:

C-1FC = A (12.3)

que es una ecuación que puede resolverse por métodos estándar de una 
forma más fácil que la original de Roothaan.
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En cuanto al "restablecimiento de la invariancia rotacional" debe notarse 
que cuando las ecuaciones de Roothaan se resuelven sin aproximaciones, la 
energía calculada:

E - - Cp¡Cq¡ ^Ipq + lf^q)

¡ p q

(12.4)

es independiente de la orientación en que se tomen los ejes asociados a cada 
átomo al definir las funciones de base centradas en él. Al hacer uso de la 
aproximación ZDO esta invariancia deja de cumplirse, a menos que se añadan 
suposiciones complementarías sobre el comportamiento de las funciones de 
base empleadas. En los métodos CNDO se supone, con objeto de mantener la 
invariancia rotacional, que las integrales del tipo (p2|r2) independientes de la 

naturaleza particular de las funciones (s, p, d, ó híbridas), o de su orientación:

(sa |s|)=(si |Pb)=Ipa ISb)=^a IPb)=Yab (12-5)

En la mayoría de las versiones del método CNDO se usan como 
funciones de base:

* Una función, de tipo Is, sobre cada átomo de hidrógeno.

* Cuatro funciones, de tipo 2s, 2px, 2py y 2pz, sobre cada átomo de 
la segunda fila del sistema periódico.

* Nueve funciones, de tipo 3s, 3px, 3py, 3pz, 3dz2, 3dxy, 30^, 3dyz, 

3dx2_y2 por cada átomo de la tercera fila.

y los elementos de la matriz de Fock se reducen a:

JFpp - Hpp Prr YMN-yPppYMM (p 6 M) (12.6)

Fpq ~ Hpg PppYMN ÍP * t]) (12.7)

siendo Prs la matriz densidad:
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Prs=£2crics¡ (12.8)

i

Para obtener los orbitales moleculares CNDO basta dar valores a los 

parámetros Hpp, Hpq, yMM y yMN y operar igual que en un cálculo Roothaan ab- 

initio que tuviera una base ortonormal. Normalmente se hace lo siguiente:

a) Las integrales yMN se calculan mediante alguna forma empírica que las 
relaciona con la distancia RMN y la clase de átomos que sean My N.

b) Las integrales Hpp se descomponen en contribuciones monocéntrica 

(Upp) Y bicéntricas VA(M):

+ VM + XvAM kdV = UPP + ^va(m) (12.9) 

A*M J A;íM

en las que VA(M) es el potencial efectivo que actúa sobre los electrones 
de valencia del átomo M debido al núcleo del átomo Aya sus electrones 
que no sean de valencia.

c) Los elementos Hpq (con p * q) se suponen proporcionales a las 

integrales de recubrimiento Spq entre los orbitales de Slater a los que se 

supongan "parecidas" las funciones de base xP y %q:

Hpq = 0MNspq (12.10)

siendo Pmn un parámetro empírico característico del par M-N

Con estas aproximaciones, los elementos en el CNDO resultan:

Fpp ” Upp+^^[PNyMN + Vm(N)]+Í pm - — PppVwM

MíN V 7

^pq ” pMN^pq — ^PpqYMN ÍP * Q)

(12.11)

donde,
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pe N

(12.12)

es la población electrónica de valencia del átomo N. Los parámetros Pmn, Ymn, 

Urr y Vm(N) son empíricos y su valor varia en cada versión del método CNDO.

La energía total de una molécula se calcula, en los métodos CNDO, 
sumando la energía electrónica de valencia a la energía de repulsión entre 
todos los cores de la molécula:

EcNDO “ ? ^Ppq^q + ^jiq^NDO + ^Mn) (12.13) 

p q M<N

Por lo común se supone:

K^mn) “ Rmn (12.14)

siendo Z^ y Z& las cargas que quedan a los átomos M y N cuando pierden

todos sus electrones de valencia. En otras palabras, se tratan los "cores" como 
si fueran cargas puntuales.

En CNDO/2 las integrales ymn - tanto las monocéntricas ymm como las 
bicéntricas ymn (M#N) - se calculan analíticamente con orbitales de Slater de 
simetría esférica:

Ymn = í |sm (1j|2 ~~ |sn(1]2 dvi dV2 (12.15)

empleando orbitales ls para el átomo de hidrógeno, 2s del litio al neón y 3s 
del sodio en adelante.

El valor de Urr, se deduce de la expresión:

urr = - Ir + Ar 
2

ZM ~ X ¡YMM (12.16)

en la que (lr+Ar)/2 es la electronegatividad del orbital atómico %r, y

Ymm puede suponerse conocida, pues se calcula mediante (12.15) con M=N.

Las integrales VA(M) se calculan a partir de las yam:
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Va(M) = J XÍ VA %p dV = - ZCA • Yam 

pe M

(12.17)

Por último las constantes Pmn se dividen en dos partes, características 

de los átomos M y N.

=jk+pN) (12.18)

12.3. Cálculo teórico de propiedades moleculares

Las propiedades moleculares más importantes pueden clasificarse en dos 
grupos:

1. Propiedades relacionadas con la energía de la molécula.

2. Propiedades relacionadas con la distribución de carga de la molécula.

Entre las primeras consideraremos las energías de atomización y de 
ionización, las geometrías moleculares y las constantes de fuerza de vibración. 
Entre las relacionadas con la distribución de carga consideraremos el 
momento dipolar, el potencial electrostático en el entorno de la molécula, y 
los índices de enlace (Wiberg).

1. Distancias y ángulos de enlace. Son aquellas para las que la Energía 
total de la molécula (electrónica más repulsión nuclear) es mínima. En una 

molécula diatómica la distancia de equilibrio Re se puede calcular ajustando 

una curva V(R) - por ejemplo, un polinomio de grado mayor o igual que dos - 
a unos cuantos valores de la energía total expresada como función de la 
distancia internuclear. En las moléculas poliatómicas, además de distancias de 
enlace RAb también interesan los ángulos de enlace eABc que se calculan de 
forma parecida a las distancias (minimizando la energía total respecto a 
ellos).

El cálculo teórico de las distancia y ángulos de enlace fue uno de los 
primeros éxitos de los métodos semiempíricos, algunos de los cuales son casi 
tan precisos como los mejores ab-initio.

494



Mocaos Moleculares más Elaborados

2. Energías de Ionización. Las energías de ionización pueden determinarse 
restando las energías totales calculadas para el sistema neutro y para el 
ionizado, o aplicando la aproximación de Koopmans. En este último caso, la 
energía de ionización positiva coincide con la energía del orbital ocupado mas 
alto (HOMO: High Occupied Molecular Orbital). La energía de ionización 
negativa (electroafinidad) coincide, según la aproximación de Koopmans con 
la energía del primer orbital vacío (LUMO: Lower Unoccupied Molecular 
Orbital). Los orbitales HOMO y LUMO constituyen los orbitales frontera de la 
molécula estudiada, que resulta tanto más electronegativa cuanto mayor sea 
la separación de sus orbitales frontera (recuérdese la definición de Mulliken de 
la electronegatividad).

3. Energías de Atomización. Son la diferencia entre la energía total de las 
moléculas y la de sus átomos aislados (en su estado fundamental).

AE = EAB(Re)-EA-EB (12.19)

En general, se determinan bastante mal, tanto por el método CNDO/2 como 
por cualquier otro basado en el modelo de Hartree-Fock. Uno de los motivos 

es, obviamente, que en la disociación se produce casi siempre un 
desapareamiento electrónico que no puede tenerse en cuenta empleando una 
función de onda de electrones apareados. No obstante, existen métodos con 
su parametrización adaptada a la obtención de energías de formación (por 
ejemplo, el MINDO, cuyas siglas significan Modified Intermedíate Neglect of 
Differential Overlap).

4. Constantes de Fuerza de Vibración. Las constantes de fuerza de 
vibración pueden calcularse ajustando suficientes datos de energía total a un 
potencial de vibración:

E = Eo + (12.20)

siendo q¡ y qj las coordenadas internas elegidas. Los valores de k^ obtenidos a 
partir del método CNDO/2 son del orden del doble de los experimentales, por 
lo que se ha propuesto multiplicarlos por un factor de escala apropiado a cada 
tipo de enlace.
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5. Momento dipolar. Se calcula sumando el momento dipolar clásico de los 
núcleos y el valor medio - mecanocuántico - del momento dipolar electrónico.

Como los métodos semiempíricos manejan exclusivamente los electrones 
de valencia, el momento dipolar total en métodos como el CNDO es:

A p q

siendo Z* la carga del core A que aparece en (12.14) ó (12.17). En los 

métodos semiempíricos no se conoce con exactitud la forma de las funciones 
XP, de manera que hay que parametrizar las integrales que aparecen en 
(12.21). Si se aplicase la aproximación ZDO de forma estricta, el momento 
dipolar total sería:

P = ^(z‘-Pm)rm (12.22)

M

y el momento dipolar calculado coincidiría con el de las cargas netas de los 
átomos:

QM=Z‘-P¿al (12.23)

siendo Z^ la carga del "core" del átomo M y P|y¡al su población electrónica de 

valencia.

En la práctica, sin embargo, se ha visto que se obtienen mucho 
mejores resultados aplicando la aproximación ZDO únicamente a las parejas 
de funciones de base que estén situadas en núcleos diferentes, y calculando 
las integrales monocéntricas restantes con orbitales de Slater, de forma 
analítica.

6. Potencial electrostático. Al igual que ocurre con el momento dipolar, 
resulta del balance de dos términos, uno nuclear, clásico, y otro electrónico, 
que es un valor medio mecanocuántico:
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Como en el caso del momento dipolar, cuando y es una función 
polielectrónica determinantal, el segundo término de la integral de (12.24) es 
una suma de contribuciones orbitales. Introduciendo la matriz densidad:

vei(á)= XZM= (1Z25)
p q p q

A la hora de calcular concretamente el valor de Vei(R) es necesario 

parametrizar las integrales Vpq(R). En una aproximación ZDO estricta 

podríamos tomar: 

J1» ír7¡z"d' ‘ s” '
IR-RM I

(12.26)

siendo RM la posición del átomo donde esté centrado el orbital Xp (peM). No 

obstante, resulta más adecuado aplicar el mismo criterio que en el cálculo de 
momentos dipolares y retener todas las integrales Vpa(r) monocéntricas 

calculándolas con orbitales de Slater.

7. índices de Wiberg. En la Química Clásica el enlace entre los átomos de 

una molécula se suponía producido por compartición de pares de electrones 
entre átomos contiguos, que se representaban mediante un guión (o dos, o 
tres, para los dobles y triples enlaces). En la Química Cuántica puede 

reencontrase ese concepto de varias formas, una de las cuales es el orden de 
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enlace de los métodos tipo Hückel1. La generalización del concepto de orden 

de enlace a los modelos AVE se encuentra en los índices de Wiberg-

1 cf. Sección 11.3.3 del texto Elementos de Mecánica Cuántica Molecular de M.

Fernández y P. Ríus.

WAB=^^Pp2q
(12.27)

pe A qe B

en moléculas con electrones apareados, y: 

(12.28)

pe A qe B

en moléculas con electrones desapareados. Un índice de Wiberg WAB próximo 
a cero significa que no hay enlace entre los átomos A y B. Un valor próximo a 
la unidad delata un enlace simple, y valores próximos a 2 ó 3 indican enlaces 
dobles o triples, respectivamente.

12.4. Orbitales moleculares localizados

Cualquier transformación unitaria de los orbitales ocupados de una 
molécula da lugar a unos orbitales completamente equivalentes a los 

originales, pues los determinantes de Slater construidos con ambos conjuntos 
de orbitales corresponden a una misma función de onda electrónica molecular. 
Sin embargo, a pesar de esta equivalencia formal, cuando se consideran 

individualmente los orbitales de dos conjuntos {<p¡} y relacionados por 

una transformación unitaria (<p¡ = ^C¡jcp¡ con C-1 = C+), pueden tener un 

aspecto muy diferente. Los orbitales canónicos, es decir, los obtenidos al 
resolver las ecuaciones de Roothaan, resultan generalmente muy 
"deslocalizados" lo que significa que no se puede asignar cada orbital a una 
zona determinada de la molécula. Por ejemplo, no se puede asignar uno a 
cada enlace, como sería deseable si se quisiera relacionar la descripción 
químico-cuántica de la estructura electrónica molecular con las descripciones 
tradicionales, basadas en las ideas de Lewis.

Aunque se puede intentar localizar los orbitales por simple inspección, es 
mejor plantear la localización de orbitales moleculares mediante criterios 
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estandarizados, como el de la máxima autorrepulsión orbital. En él los 
orbitales "localizados" se calculan aplicando la condición:

j(joc) = Máximo (12.29)

que viene sugerida por el hecho de que la integral Jn calculada con cada 
orbital <p¡ resulta tanto mayor cuanto más localizado sea <p¡.

Ejercicios Resueltos

Problema 12.1 ©©©©

Las integrales de solapamiento y repulsión entre dos orbitales ls,

a
Xls = —7= 

vn

centrados en dos puntos A y B situados a una distancia R valen 
(llamando x al producto a-R y empleando unidades atómicas):

?F = 0) =

Sabiendo, además, que en el método CNDO/2 se usa oh=1.2;

Ph =-0.331 u.a. y y(ls + As) = 0.264 u.a., calcular:

a) La energía electrónica y la energía total de la molécula de Hz
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WKaMaM3===aae«K^s3ss=ssssnsw!!!ssMSE=ssc3r*^K3ssBK»ssap«MKnneKaBa>«naBaKSMaB^vMESBanaB!SMn

cuando R=1.0u.a.; 1.5u.a. y 2 u.a. 

o o
b) La distancia de equilibrio prevista en A (lu.a.~0.5292 A ) 

o
c) La constante de fuerza prevista en dinas/A (lu.a *1.557-10® 
dinas/cm).

d) La energía de atomización en Kcal/mol. (lu.a.=627.5 Kcal/mol.)

e) La energía de ionización Vertical en eV. (lu.a.«27.21 eV) 

NOTA: Los valores experimentales de estas magnitudes son: 

Re = 0.742 A ; ke=0.57-106 dinas/cm.; De=110 Kcal/mol.; Iv=15.4 eV)

a) En los métodos CNDO la energía total de una molécula se calcula mediante 
la expresión:

^CNDO Rpq(Hpq + Fpq)cNDO + ^^(Rmn)

M<N

en la que el primer sumando corresponde a la energía de los electrones de 
valencia y el segundo a la energía de repulsión entre todos los cores de la 
molécula.

En primer lugar se calculará la energía electrónica y la energía total de 
la molécula de H2 a distancia R = 1 u.a., empleando la parametrización 
CNDO/2. Según ésta, la energía electrónica del H2 en función de los elementos 
de las matrices P, H y F:

Eel (CNDO / 2) = 1 [P1X (h^í + Fu)+ P12(hí2 + F12) 

+ ^21(^21 + ^21)+ ^22(^22 + ^22 ) ]

Para calcular los elementos PPA de la matriz densidad P se emplea su 

definición:

Ppq 2 Cp¡ Cq¡
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En el caso de la molécula de H2, cada uno de los átomos de hidrógeno 
aporta un orbital atómico Is, y por lo tanto, sólo un orbital molecular está 
ocupado. Sabemos, por simetría, que este orbital es:

V = ^Za + ^Xb

Los elementos de la matriz densidad son, por consiguiente:

Ph=P22=2^ = 1

P12=Pn =2-^ = 1

Por lo tanto:

(1
P =

l1 J

Para calcular las integrales H£q y Fpq es necesario conocer previamente 

que valores toman los parámetros Urr, VM(N), , yMN, así como las integrales 

de solapamiento Spq, para la parametrización CNDO/2.

Según el enunciado del problema, la integral de solapamiento S se 

evalúa mediante la expresión:

x2 1
l + x +— e 

3
S = con x = a R

En nuestro caso, como a =1.2 y R = 1.0 u.a., x toma el valor 1.2. Por lo 
tanto, la integrales de solapamiento a distancia R = 1 u.a. valen: 

SAB = SBA - = 0.8072

y la matriz de solapamiento S, es:

S =
1 0.80721

0.8072 1
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Las integrales monocéntricas yAA ó yBB como las bicéntricas yAB ó yba se 
evalúan mediante las fórmulas indicadas en el enunciado:

Yaa = Ybb = ^« = i-1-2 = 0.75 
O O

1 F f llx 3 2 1 3^ _2x
Yab=Yab=^ 1- l + --- + -x2+-xJ e 2X

Yab = Yab = Mi ~ (1 + + ^l-Z2 + 41-23le-2’4] = 0.6355
R [ o 4 o j

Las constantes p^B se calculan a partir de p° :

Pab = + Pb) = + Ph)= Ph = -0-331 u.a.

La integral Urr ,que en nuestro caso es Uss e igual para ambos átomos, vale:

Uss(A) = USS(B) = -k^As _ jzc _ 1 =

= -0.264-|l--|-0.75 =-0.6390
l 2 J

Las integrales VA(B) o VS(A) se calculan mediante la fórmula (12.7):

Va(B) = (A|qBqB) - - Z^ • yAB = -1 • 0.6355 = -0.6355 = Vb(a)

A partir de los valores calculados hasta aquí se pueden hallar, ya, tanto 

las integrales Hpq como las Fpq. Para calcular las H£p recurrimos a la 

expresión:

= uSs(A)+ VB(A) = -0.6390 - 0.6355 = -1.2745 = H^2

y para calcular las Hpq , con p * q , a:

Hj2 = Pab ■ SAB = -0.331 ■ 0.8072 = -0.2672 =

Con estos resultados, se puede escribir la matriz H como:
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(-1.2745 -0.2672’) 
H =

-0.2672 -1.2745

Los elementos Fpp valen:

P11 = Uss(A)+ (PbYab + Vb(A))+ ÍPa -'^■Pnj/AA

en donde PN = Ppp • Así en nuestro caso, Pa=Ph=1 y Pb=P22=1, con lo 

pe»

que:

Fn = -0.6390+ (1-0.6355-0.6355) +[1-1] 0.75 =-0.2640 = F22

Por último, los elementos Fpq (p * q) se evalúan como:

F12 = PabSab -|P12Yab = -0-331 0.8072 - | 1 0.6355 = -0.5849 = F21

La matriz F será, por consiguiente:

(-0.2640 -0.5849) 
F =

(^-0.5849 -0.2640J

y la energía electrónica, para la distancia R de 1 u.a.:

Ee| (CNDO/2) = 1 [1 • (-1.2745 - 0.2640)+1 • (- 0.2672 - 0.5849) +

1 ■ (- 0.2672 - 0.5849)+1 • (-1.2745 - 0.2640)]

Ee|(CNDO/2)= -2.3906 u.a.

La energía total se calcula ahora sumando a la energía electrónica, la 
energía de repulsión electrostática entre los dos núcleos (pues en el átomo de 
hidrógeno el "core" es el propio núcleo):

Ecndo + Ppq)cND0 + , í(Rmn)
M<Np q

en donde f(RMN) “ ZmZnrmn ■ En nuestro caso,
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f(RAB) = Z‘ Zj RAB = 1 1 1 = 1

Por lo tanto la energía total para la distancia R de 1 u.a. es:

Etotai(CÑDO 727^=1 üa.) =-Z39Ó6 +1 = -1.3906 ua

Para la distancia de 1.5 u.a se procede del mismo modo, obteniéndose 
los datos que se recogen en las dos tablas siguientes:

X TAA - 1BB YAB = IBA UssM- «ssW va(B) - Vb(A)

1.8 0.75 0.5414 -0.331 -0.6390 -0.5414

S (R = 1.5 u.a.) H (R = 1.5 u.a.) F (R = 1.5 u.a.)

f 1 0.64131 1.1813 -0.2123) f- 0.2640 - 0.4830)
^0.6413 1 J [- 0.2123 -I.I8I3J [- 0.4830 - 0.2640j

Por lo tanto, la energía electrónica, para la distancia R de 1.5 u.a., será:

Ee|(CNDO/2) = |[1 ■ (-1.1813 - 0.2640) + 1 ■ (- 0.2123 - 0.4830) +

1 • (- 0.2123 - 0.4830)+1 • (-1.1813 - 0.2640)]

Ee|(CNDO/2) =-2.1406 u.a.

Como f(RAB) = 11 = 0.67, la energía total para R = 1.5 u.a. es:

ÍEtotai(CNDO/2, R=1.5 u.aj =-2.1406 + 0.67 =-1.4706 u.a.|

Por último, procediendo del mismo modo para la distancia de 2.0 u.a.:

X TAA ” YBB YAB - tba $AB UssíM- UbsW Va(B) « Vb(A)

2.4 0.75 0.4550 -0.331 -0.6390 -0.4550

504



Moohjqs Molhuares mAs Elaborados

S (R = 2 U.B.) H (R k 2 U.a.) F (R = 2 u.a.)

í 1 0.4826')

(0.4826 1 )

-1.0940 -0.1597'

-0.1597 - 1.0940

- 0.2640 - 0.3872' 

- 0.3872 - 0.2640

Por lo tanto, la energía electrónica, para la distancia R de 2 u.a., será:

Ee| (CNDO / 2) = i [1 • (-1.0940 - 0.2640) + 1 • (- 0.1597 - 0.3872) + 

1 ■ (- 0.1597 - 0.3872)+1 • (-1.0940 - 0.2640)]

Ee,(CNDO/2) =-1.9049 u.a.

Como f(RAB) = 1 1 ■ ^ = 0.5, la energía total para R = 2 u.a. es:

Etotal ;CNDO/2> = 2 U.a.I = -1.9049 + 0.5 = -1.4049 Üa

b) La distancia de equilibrio es aquella en que la energía total se hace 
mínima. Matemáticamente está determinada por la condición:

f dEtptai ] 

l dR )
= 0

Para poder obtener esta derivada, es necesario disponer de una expresión 
analítica de la energía total, en función de la distancia R, sin embargo, no es 
el procedimiento normalmente utilizado para el cálculo de las distancias de 
equilibrio, ya que habría que manejar expresiones muy complejas. El 
procedimiento habitual es el ajuste a un polinomio - por ejemplo, una 
parábola - del valor de la energía total en varias distancias. En el apartado a) 
de este ejercicio calculamos el valor de la energía total para R = 1.0, 1.5 y 2.0 

u.a.

R (UJ.) 1.0 1.5 2.0

-- - - - -

-1.3906 -1.4706 -1.4049
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Con estos datos podemos buscar la distancia de equilibrio por el ajuste a 
un polinomio que como tenemos tres datos sólo puede ser una parábola:

Etotai s ag + ai R + a2 R2

Para calcular el valor de los coeficientes a0, ai y a2, resolvemos el sistema de 
ecuaciones generado con los tres datos:

Ei = ag + a! Ri + a2 R2

E2 = ao + al ^2 + a2 M

E3 = ag + a^ R3 + a2 R3

con lo que:

E2 -Ei = ai(R2 -Rj+aj -R2)

E3 -E2 = at (R3 -R2)+a2 -R2)

En nuestro caso, este sistema toma el valor:

-0.0800 = 0.5 ai + 1.25 a2

0.0657 = 0.5a! + 1.75 a2

de donde:

a2 = 0.2914

ai = -0.8885

y sustituyendo en la primera ecuación:

-1.3906 = a0 - 0.8885 1 + 0.2914 l2 => a0 = -0.7935

Por lo tanto, el ajuste realizado a una parábola es:

Etotal = -0.7935 - 0.8885 R + 0.2914 R2

506



Mocaos Moleculares mIs Babomocs

Para hallar la distancia de equilibrio basta derivar esta expresión respecto a la 
distancia, e igualarla a cero. Es decir:

d^total 
3R

-0.8885 + 0.5828 Re = 0= 0

= 0.8885 =1 5245 0O.8O68A
e 0.5828

Este valor de la distancia de equilibrio difiere bastante del valor experimental 
o

de 0.742 A. Para obtener un valor más aproximado se puede volver a hacer 
un ajuste a una parábola tomando tres distancias más próximas al mínimo

o
como pueden ser: 1.4, 1.5 y 1.6 A. Si lo hacemos así, obtenemos una 

o
distancia de equilibrio de 1.4026 u.a., es decir, 0.742 A (esto es, idéntica a la 
experimental).

c) La constante de fuerza se calcula mediante la expresión: 

que puede obtenerse particularizando (12.20) para una sola coordenada y 
derivándola respecto a ella. En el apartado anterior se había hallado una 

relación entre Etotai y R, luego:

= ^(-0.7935-0.8885R + 0.2914R2)= 0.5828 u.a.
dR2 } dR2' ' 

|K = 0.5828 u.a.|

K = 0.5828 u.a. 1-557 io6dlnas/c™ = (j.907■ 106 dinas/cm 

1 u.a.

Como suele ocurrir con el método CNDO/2, este resultado es 
aproximadamente el doble del experimental (0.57. 106 dinas/cm).
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d) La energía de atomización se calcula por la diferencia entre la energía total 
de la molécula de hidrógeno y la de los dos átomos de hidrógeno aislados:

^atomización _ ^total " ' Eh

La energía del átomo de hidrógeno está perfectamente conocida y su 
valor es de 0.5 u.a. La energía total se calcula sustituyendo en la expresión de 
dicha energía en función de la diséñela de equilibrio, cuyo valor calculado en 

el apartado anterior es de 1.40933 u.a.

Efta/CNDO / 2? = 1 Yaa + Flt k

+ (- 0.662 - 0.7944 • R - 0.31776 ■ R2) e"1*2* + 

.-2.4R _ 0-5 
R

+ í — + 2.475 +1.62 • R + 0.432 • R2 le

Etota|(CNDO/2) = -1.47551 u.a.

Como la energía total de la molécula de hidrógeno se calcula por el 
método CNDO/2, y el valor de la energía total del átomo de hidrógeno es un 
valor exacto, puede resultar muy inexacto el calcular la energía de 
atomización como diferencia entre un valor aproximado y uno exacto. Lo 
mejor es evaluar la energía del átomo por el mismo método que la de la 
molécula, con objeto de lograr una comparación de errores en la diferencia 
Etota| - 2 ■ EH. En este caso el valor de la energía CNDO/2 del átomo de 

hidrógeno sería al correspondiente al cálculo de la integral siguiente:

que en los métodos semiempíricos como el CNDO/2 coincide con la integral 
Un. Por lo tanto, la energía del átomo de hidrógeno por este método toma el 
valor de:

Eh(CNDO/2) = Un = -0.6390 u.a.

Luego, la energía de atomización será:
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|Eatomizac¡ón=-l-47551-2 0.6390 =-0.19751 u.a.|

Este valor expresado en Kcal/mol será:

r- 6275 Kcal/mol ., ,
^atomización =0.19751 u.a.------— ----------  123.94 Kcal/mol

X U .8.

Este valor obtenido así es bastante próximo al resultado experimental 
110 Kcal/mol. En cambio, si hubiéramos empleado como dato la energía 
exacta del átomo de hidrógeno hubiéramos obtenido...¡298 kcal/mol!.

e) El cálculo de la energía de ionización vertical se puede realizar de dos 
maneras:

1. Restando las energías totales calculadas para el sistema neutro y para el 
ionizado a la misma distancia de equilibrio.

2. Aplicando la aproximación de Koopmans. En este último caso, la energía de 
ionización positiva coincide con la energía del orbital ocupado más alto 

(HOMO).

En el caso del H2 tanto una como otra posibilidad conducen a un gran 
error porque esta molécula sólo posee un orbital lleno con dos electrones y la 
extracción de un electrón implica una gran alteración en el sistema.

Vamos a emplear la aproximación de Koopmans que es el modo 
habitual de calcular la energía de ionización con el método CNDO/2. Para ello, 
como se ha dicho anteriormente, la energía de ionización vertical coincide con 
la energía del orbital ocupado más alto, que en el caso del H2 es el único que 
existe y cuya fundón de onda es:

Las energías de los orbitales se pueden calcular a partir de la ecuación:

F<t»¡ = e¡ ■ 01 

multiplicándola por e integrándola:
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A I 2
0¡ F 4>idT = e¡ I 4>i dx = e¡

Como 0i =
P

0¡2dt = 1 XP F Xqdt = Fpq, las energías de los

orbitales pueden obtenerse con la fórmula:

En el caso del H2, la energía del primer y único orbital ocupado será, por 
lo tanto:

el - C11 ■ C11 • F11 + c12 ■ c12 ■ F12 + C11 ■ c12 ■ F12 + c12 ' C11 ' F21 =

= C11 ' F11 + c12 ' F12 + 2 ' Cn • C12 • F12

Los valores de los coeficientes son Cu = c12 = -4= y como Fn=F22, la 
v2

expresión resultante será:

£1 = Fn + F12

Obviamente, hay que utilizar los valores de Fu y Fi2 para la distancia de 
equilibrio, que en nuestro caso, valía 1.40933 u. a. Para calcularlos hacemos 
lo mismo que en el primer apartado. Los resultados son:

X YAA - UB8 TAB " 7BA *AB ÜSSIA)-Uss(B) V*(B) - VbW

1.6912 0.75 0.5583 -0.331 -0.6390 -0.5583

S H F

f 1 0.6717'1
[ü.6717 1 J

í- 1.1973 - 0.2223'1 
[-0.2223 -1.1973 J

(-0.2640 -0.5015>
[-0.5015 - 0.2640J

Por lo tanto, la energía del orbital ocupado será:
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ex = -0.2640 - 0.5015 = -0.7655 u.a.

y la energía de ionización vertical prevista sería:

27.21 e.V.
Iv =0.7655 u. a. = 0.7655u. a. = 20.83 e.V.

1 u. a.

Como se observa este valor difiere bastante del valor experimental (15.4 
eV), pero ya se ha comentado que esta molécula es especial, porque al poseer 
sólo dos electrones la variación del único orbital ocupado al extraer uno de 
ellos, es muy grande.

Problema 12.2 ©©O

Comparar el resultado de determinar la distancia de equilibrio 
CNDO/2 de la molécula de hidrógeno con aH = -1-2 u.a., 

Ph = - 0.331 u.a.y xh = -0.264 u.a. mediante:

a) Una determinación analítica.

b) La determinación numérica a partir del ajuste de una parábola a 
las energías correspondientes a las distancias R = 1.2; 1.4 y 1.6 
u.a.

c) La determinación numérica a partir del ajuste de una parábola a 
las energías correspondientes a las distancias R = 1.3; 1.4 y 1.5 
u.a.

d) La determinación numérica a partir del ajuste de una cúbica a las 
distancias 1.3; 1.4; 1.5 y 1.6 u.a.

a) La determinación totalmente analítica es como veremos, muy complicada 
y sólo puede llevarse a cabo en ciertos casos. Para moléculas más grandes 
que el H2 o métodos más complicados que el CNDO, la única forma de abordar 
el problema es la numérica que se explica en los siguientes apartados.

CTSfiHM
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La distancia de equilibrio es aquella en que la energía total se hace 
mínima. Matemáticamente está determinada por la condición:

dEtotajV o 

dR

Para poder obtener esta derivada, es necesario disponer de una 
expresión analítica de la energía total en función de R. Si se observa el 
apartado anterior, se ve que de los términos calculados sólo dependen de R, 
los que llevan incluidos en su cálculo las integrales SAB y Yab- Si examinamos 
detenidamente todos los términos que aparecen en la expresión de la energía 
total, comprobamos que:

• Todos los términos Ppq son constantes y en el caso de la molécula de H2
valen 1.

• El término Hj, y de forma similar H22, varían con la distancia según:

HÍ1 “ USS(A) + Vb(A) = USS(A) - ZA ■ yAB

ic _ Is + As
’ll = — ~2 j'AA “ZA Yab

En esta expresión sólo depende de R el último sumando, siendo los 

otros dos constantes. Si lo expresamos en función de R y como Z^ vale 1, 

queda:

Hc = +
11 -)

8 4

)e-2aRj = Hk

Del mismo modo HJ2 y H21 varían como:

r 2p2 \
= Pab ■ Sab = Pab • 1 + «R + ——— ■ e,-aR _ uc! - H21
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en donde P^b Y “ son constantes.

• Los términos Fu y F22 para el caso de la molécula de H2 valen:

Fn = uss(A) + (pbYab + vb(a))+ ÍPa _4ph\aa = 
i 2 ;

= uss (a) + (F^Yab _ za Yab)+í pa - 2 P11 p**

como PB y ZA valen 1, el sumando que depende de la distancia se anula, 
con lo que estos términos son constantes.

Fu = Uss(A)+O- Yab + Ípa --tPii Vaa = F22 
l 2 )

• Los términos F12 y F21 dependen de la distancia como:

F12 = P°B ■ SAB “■^■PizYAB = F21

F12 = Pab 1 + «r +
g2R2

3
e_<zR

11 ( llaR 3 2r»2 1 -2ctR 1------- 1-¡1 +--------- + — orR* + —crRJ e ¿aK =F212 R 8 4 6 I 21

• Por último, el término í(RAb) varía como:

f(RAB)-ZS Z‘ RAb =111 = | 
K K

Luego la expresión general de la energía total en función de la distancia 

R, teniendo en cuenta que Hij =H^2, Hj2 =H21, Fn=F22, F12=F21, será:

Etotal (CNDO/2) = fe + Fu)+ + F12)+1
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Etotal(CNDO / 2) = (- i-L*! _ 1 yM _ Yab + Fj V

+ I Pab ' Sab + Pab ' Sab _ ^Yab 1+ ~ 
Z I K

Esta expresión se puede simplificar, antes de sustituir yab y SAb por sus 
expresiones dependientes de R.

Etotal(CNDO/2)=[-^*i-.l7AA +Fu Vk Pab SAB -|yabK|
IZ Z 1 i Z i rv

El primer sumando encerrado entre paréntesis no depende de R pero los otros 

dos términos sí. Sustituyendo Pab por-0.331 y a por 1.2 y el resto de los 

términos por sus valores dependientes de R, nos queda:

Etotal(CNDO/2)=[- Í±^-1Yaa + Flt\

+ í-0.662 Í1 +1.2 R+ — U¿|e'12R -

l l 3 J
28.R3V2.4R1Y i

2R I 8 4 6 I IR
l V 7 jy

Etotal (CNDO / 2) = (- 1^1 - | YAA * FU j +

+ (- 0.662 - 0.7944 • R - 0.31776 R2)- e 12R -

~ + (— + 2.475 + 1.62 ■ R + 0.432 R2 |e-24R + 1
R R J R

Etota,(CNDO/ 2) = í- 1 Yaa + Fu K

+ (- 0.662 - 0.7944 • R - 0.31776 R2)- e"L2R +
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(— + 2.475 +1.62 ■ R + 0.432 • R2 V24R
l R )

0.5 
R

Hay que señalar que esta expresión es la que hay que derivar con 
respecto a R, estando las unidades dadas en unidades atómicas. Como se ve, 
el primer sumando no contribuye a la derivada, por ser constante, de manera 

que:

= (o.31776 ■ R + 0.381312 ■ R2)- e’1 2R +
dR v '

~ - — - 4.32 - 3.024 ■ R -1.0368 R2 VZ4R + ^ = 0
R2 R ) R2

Igualando a cero esta derivada, obtenemos la ecuación que determina R^. La 
resolución de esta ecuación es complicada y conviene recurrir a programas 
como el DERIVE. Si se hace así, el valor de R que hace cero la derivada 
(distancia de equilibrio) es:

o
Re= 1.40933 u.a. = 0.7458 A

O
y resulta muy próximo al valor experimental (0.742 A).

b) La determinación analítica no suele utilizarse casi nunca para el cálculo de 
las distancias de equilibrio, pues las expresiones que habría que manejar en 
moléculas mayores que la del H2 serían terroríficas. El procedimiento 
habitualmente utilizado es el ajuste de un polinomio al valor de la energía 
total en varias distancias. En nuestro caso el polinomio es una parábola y el 
procedimiento es similar al del apartado b) del ejercicio 12.1.

En el apartado a) de este ejercicio se obtuvo la expresión de la energía total 
en función de la distancia en unidades atómicas, a partir de los valores de a y 
P dados en el enunciado:

Etotal(CNDO/2)= (- _17aa + F11

+ (-0.662 -0.7944 ■ R -0.31776 • R2)- e“12R +
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+ f— + 2.475 +1.62 ■ R + 0.432 - R2 VZ4R - —
Ir Ir

Ahora, debemos calcular el valor de la energía total a las tres distancias, 1.2, 
1.4 y 1.6 u.a. Introduciendo los valores de xh, yaa y Fu.

• Zh = í - } = -0.264 u.a.

’ Taa= ja = |l-2 = 0.75 
O o

• Fn - USS(A)+ (F^Yab + vb(a))+ [pa - ^Pii^Yaa

* UsS(A) = -^j^--(z&-|jrAA=-0-264-[l-i^ 0.75 = -a6390

* Pa = Pb = Pii = 1

* Va(B)=-Z^ ■ Yab =-Yab

con lo que:

Fn = -0.6390 + (yab -Yab)+^ 0-75 = -0.264

Con todos estos datos, el valor de la energía total es:

Etota|(CNDO/2) = 0.264 - ^0.75 - 0.264^+

+ (- 0.662 - 0.7944 R - 0.31776 R2 )• e^1-2” +

+ f — + 2.475 +1.62 ■ R + 0.432 • R2 V24R - — 
l R J R

Sólo nos queda sustituir los datos de las tres distancias para obtener los 
valores respectivos de las energías totales:
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Rj = 1.2 u.a. => Ex = -1.4576 u.a.

R2 = 1-4 u.a. => E2 = -1.4755 u.a.

R3 = 1.6 u.a => E3 = -1.4653 u.a.

Si el ajuste es mediante una parábola se puede escribir:

Etotai a a0 + aj R + a2 R2

Para calcular el valor de los coeficientes de la parábola, resolvemos el 
sistema de ecuaciones generado igual que en el problema 12.1:

Ej — ag + aj R3 + a2 R2

E2 = 3q + at R2 + a2 R2

E3 = a0 + a^ R3 + a2 R2

con lo que:

E2 - Ei = ai (R2 - Ri)+ a2 |r2 - R2)

E3-E2 =ai(R3-R2)+a2(R2-R2)

En nuestro caso, este sistema toma el valor:

-0.0179 =0.2 a3 +0.52 a2

0.0102 = 0.2aj + 0.6a2

de manera que:

a2 = 0.35125

ax = -1.00275

y sustituyendo en la primera ecuación:

-1.4576 = a0-1.00275 1.2+ 0.35125 1.22 => a0 =-0.7601
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Por lo tanto, la expresión del ajuste realizado a una parábola con estos tres 
datos es:

Etotal = -0.7601 -1.00275 R + 0.35125 R2

Para hallar la distancia de equilibrio basta derivar esta expresión de la 
energía total con respecto a la distancia e igualarla a cero, es decir:

d^total 

9R
=> -1.00275 + 0.7025 Re = 0

1 00275 0
R = = 1.4274 U.a. o 0.7554A

0.7025

Este valor de la distancia de equilibrio difiere bastante del valor experimental 
o

de 0.742 A. Para obtener un valor más aproximado se puede volver a hacer 
un ajuste a una parábola tomando tres distancias más próximas al mínimo

o
como pueden ser: 1.3, 1.4 y 1.5 A, como se va a hacer en el próximo 
apartado.

c) El ajuste a una parábola para estas tres distancias se realiza de forma 
similar al apartado b). Vamos a calcular el valor de la energía total a estas 
tres distancias, e introduciendo los valores de %H, Yaa y Fu, al igual que en el 
caso anterior. Así, obtenemos:

Suponiendo:

Rx = 1.3 u.a. => Ex = -1.4711 u.a.

R2 = 1.4u.a. =* E2 = -1.4755 u.a.

R3 = 1.5 u.a => E3 = -1.4730 u.a.

Etotai £ a0 + aj R + a2 R2

y operando igual que en el apartado b) obtenemos:
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a2 = 0-345

a3 = -0.9755

ag — —0.786

esto es,

Etotai s -0.786-0.9755 R + 0.345 R2

Para hallar la distancia de equilibrio ya sólo es necesario derivar esta 
expresión de la energía total con respecto a la distancia e igualarla a cero, es 
decir:

=> -0.9755 + 0.690 Re =0

0 9755 0r = K-3!” = 1.4138 ua. o 0.7482 A 
0.69

Este valor de la distancia de equilibrio se parece más al valor experimental de
o

0.742 A, que en el apartado anterior en el que se había escogido tres puntos 
más distanciados, pero todavía es peor que el resultado analítico obtenido en 
el apartado a). Para obtener éste por vía numérica, hay que replantear ésta 
con datos más próximos aún al mínimo y manejarlos con mayor precisión.

d) En el caso del ajuste a una función cúbica el procedimiento es similar al de 
los dos apartados anteriores. Vamos a calcular el valor de la energía total a 

estas cuatro distancias, e introduciendo los valores de xH, Yaa y Fn, al igual 
que en el caso anterior. Así, obtenemos:

Rj = 1.2 u.a. => Ej = -1.4576 ua.

R2 = 1.4 u.a. => E2 = -1.4755 u.a

R3 = 1.6 u.a => E3 = -1.4653 u.a

R4 = 1.8 u.a. => E4 = -1.4394 u.a

Si el ajuste se quiere llevar a cabo mediante una cúbica:
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Etotai s a0 + ai R + a2 R2 + a3 R3

Para calcular el valor de los coeficientes, debemos resolver el sistema de 
ecuaciones:

Ei = a0 + ai Ri + a2 R2 + a3 R3

E2 = a0 + at R2 + a2 r| + a3 R|

E3 = + ai R3 + a2 R2 + a3 R3

E4 = a3 + ai R4 + a2 R2 + a3 R3

La resolución se puede hacer mediante métodos como el de sustitución, 
igualación, etc, o por la regla de Cramer o mediante la utilización de 
programas como el DERIVE. Si utilizamos este último, obtenemos los 
siguientes valores.

3q = -0.0657

aj = -2.51141

a2 = 1.43625

a3 = -0.258333

Por lo tanto, la expresión del ajuste realizado a una parábola con estos tres 
datos es:

Etotai =-0.0657 -2.51141 R +1.43625 R2 -0.258333 R3

Para hallar la distancia de equilibrio ya sólo es necesario derivar esta 
expresión de la energía total con respecto a la distancia e igualarla a cero, es 
decir:

=0 => -2.51141 + 2.8725 Re-0.774999 R2 = 0

Esta ecuación de segundo grado tiene dos soluciones: R = 1.41286 u.a. y 

R = 2.29359 u.a.. El valor que buscamos es el primero ya que es el único que 

cae dentro de los valores razonables. Luego:
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Re = 1.41286 ua o 0.7477Á

Este valor de la distancia de equilibrio se parece más al valor analítico 
a

0.7458 A. que los obtenidos en los apartados b) y c). Los cálculos 
"profesionales" de distancias de equilibrio de moléculas diatómicas suelen 
hacerse con ajustes de grado cuatro, debido a que la mejora obtenida con 
ajustes de mayor orden suele ser irrelevante.

Problema 12.3 ®®

Mediante una programación adecuada de los cálculos realizados en el 
problema precedente, estudiar los efectos de cambiar el parámetro 

pR, y el parámetro oh, sobre la distancia de equilibrio y los demás 

observables tratados en ese problema.

Como hemos visto en el ejercicio 12.1, en los métodos CNDO la energía 
total de una molécula se calcula mediante la expresión: 

Ecndo = (Hpg + Fpq)cNDO +

M<N

í(rmn)

en la que el primer sumando es la energía electrónica de valencia y el 
segundo sumando es la energía de repulsión entre los "cores" de la molécula.

Como ya se ha visto también, para el caso de la molécula de H2 todos 
los términos de la matriz densidad Ppq valen la unidad y

KRmn)cndo/2 = 
k12 K

Por lo tanto, la energía total del H2 es:

Etotal(CNDO/2) = Hji + Fu + Hj2 + F12 + |

pues se cumplen las igualdades:
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F22 = Fn ; F21 — F12 ; Hn = H22 ; H12 = .

Para los términos Fpq y en el caso de la molécula de hidrógeno, como 
Pi=P2=l, es:

Fu = Un + (P2Yi2 -Z^J+^Pj -ipn jyn = Un + |yn

F12 = P12 • S12 *"2 P12Y12 = 312 S12 - y Y12

Para los términos Hpq se obtienen, de forma análoga, las expresiones:

Hh = Un - Y12

HJ2 =P?2Si2

Si llamamos: y0, y, S, pH, UH a:

• Yo = Y11 = Y (R = 0) (depende de aH)

• Y = Y = Y12 = y(R) (depende de aHy de R)

• S = Si2=S(R) (depende de aHy de R)

• Ph = P12 = (constante)

• UH =UU =Uss(H)=-lÍ^-ly0 (depende de aH)

la expresión de la energía total se reduce a:

Etotal (CNDO/2) = 2 • UH -1 Yo + 2 ■ pH ■ S -|y +1

en donde:

UH = -0.264 -ly0

5
Yo = ^«h -
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S =
X2>|

1 + x + — e' 
3

.-X con x = R

Y R
, llx 3 21- 1 + -—+ —xz

I 8 4
ix3y2x 
6 J con x = ohR

Una vez obtenida le energía total, se podría hallar la distancia de 
equilibrio para la molécula de hidrógeno sin más que derivar la expresión 
anterior con respecto a la distancia R e igualarla a cero. En este caso, el 
programa determinaría la distancia de equilibrio mediante el cálculo en 
sucesivas iteracciones del valor de esa primera derivada. El punto en que esta 
derivada es cero sería por lo tanto, el valor de la distancia de equilibrio 
buscada (véase problema 12.2.)

Sin embargo, aunque este procedimiento puede emplearse en este caso, 
no es utilizado normalmente para el cálculo de las distancias de equilibrio, 
debido a que las expresiones que habría que manejar en moléculas mayores 
que la del H2 serían inmanejables. El procedimiento habitualmente utilizado es 
el ajuste a un polinomio - por ejemplo una parábola - del valor de la energía 
total en varias distancias.

El esquema del programa puede ser, ajustando una parábola a los datos 
de energía a tres distancias:

■ Con Oh y Ph estándar:

* Cálculo de la distancia de equilibrio (Re) a partir de tres valores 
razonables de distancia de enlace R, mediante un ajuste a una

□
parábola, por ejemplo, 0.6, 075 y 0.9 A.

* Estimación de la constante de fuerza y de la energía de enlace o 
atomización.

• Cambio de los valores de oh y ver su efecto sobre las anteriores 

magnitudes.

« Cambio de los valores de pH y ver su efecto sobre las anteriores 
magnitudes.

El programa en BASIC, denominado 12-2.BAS, puede verse en 
httD://www2.uca.es/deDt/ouim¡ca fisica/cuantica. Un ejemplo de los 
resultados obtenidos se muestra en la tabla XII. 1 Si se trabaja con él se 
observa que los resultados son muy aproximados a los obtenidos por métodos 
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analíticos. La desviación se debe principalmente a que el ajuste ha sido 
realizado con sólo tres puntos. Un método más depurado consiste en el ajuste 
de un número alto de puntos a un polinomio de tercer o cuarto grado por 
mínimos cuadrados.

Tabla 12.1. Algunos resultados del programa 12-2.BAS. Obsérvese que los parámetros (P en los 
ejemplos) que dan el mejor valor de una magnitud no son los mejores para la otra.

a P Re(A) 

(exp: 0.74)

Eto^íeV) 

(exp: - 32.0)

Cte. Fza 

(md/A) 

(exp: 5-7)

(eV) 

(exp: - 4.8)

1.2 -0.300 0.78137 -39.053 10.67617 -4.278

1.2 -0.315 0.77369 -39.585 10.66933 -4.810

1.2 -0.331 0.76549 -40.157 10.66205 -5.382

1.2 -0.375 0.74288 -41.752 10.64205 -6.978

1.2 -0.4 0.73000 -42.674 10.63070 -7.900

Problema 12.4

Determinar el valor de las integrales de momento-.

J(ns)z(npz>k y J(npz)z(ndz2)dT

que aparecen en el cálculo CNDO de los momentos dipolares.

a) Con orbitales de Siater

b) Con orbitales hidrogenoides con n=3.

a) Integral de momento I (ns)z(npz)dT. Los orbitales de Siater "ns" son:
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Xns(r/ 6/ <p) = Rns(r) ■ Fns(8, <p) = N • rn* 1 • exp (- a ■ r) ■ (4rt)“^2

y los orbitales "np2":

• ( 3 TV2
Xnpz(r,e,?)=Rnpz(O Fnpz(e,<p)=N rn -i-exp(-a r)- — I cose

en donde a = —, y N es la constante de normalización radial: 
n’

Como se ve, esta constante sólo depende del número cuántico principal 
efectivo n* y de la carga nuclear Z. Por lo tanto, los orbitales de Slater ns y 
los np tienen iguales sus constantes de normalización radiales.

La integral de momento I (ns)z(npz)d-r para orbitales de Slater será,

por consiguiente:

Rns (r)Fns (e/ <P)r cos 6 Rnpz (r)Fnpz (6/ <p)r2 sen 6 dr de dtp =

exp (- 2 a r)sen 0 eos2 0 dr de d<p =

N2 r2n +1 exp (-2 a r)sen 0 eos2 0 dr de dtp 

exp (- 2 a r)dr I sen 0 eos2
Jo

* 2n
edel d<p

Jo

La resolución de las dos primeras integrales da:
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sen 6 eos2 0 d6 = 
o

/•-i r i ’F ✓ x
I cos28 d(cosG) = -
J. L 3 Jo l 3 3J 3

La integral dependiente de r puede obtenerse mediante la tabla 6 del texto de 
teoría "Elementos de Mecánica Cuántica Molecular". Su valor es:

f r2"’+1 exp (- 2 a r)dr = ik
Jo (2 a)2"*2

Por lo tanto, la integral buscada vale:

V3) (2 a)2”**1 (?n* 4 1 2

4tt J (2n)l (2 a^n*+2 3

= (2n*+l)^n*)! 2 2n =

(2 . a)(2 . a)2n*+i 3

í(ns)z(npz)d-t = 2n* + 1

2 V3 a

Integral de momento J (npz)z^>dzz)dT. La resolución de la otra integral 

de momento puede hacerse de forma parecida a la primera. Los orbitales de 
Slater del tipo ndzz se representan por expresiones del tipo:

• 1 í c Y72' \Xnd 2 =Rnd2 Fnd, = Nrn 1 exp(- ar)| -i- I (3cos26-l) 
z z z I 1671 i

Luego, la integral de momento I (ns)z(ndz2) di para orbitales de Slater será:

JURnpz(r) FnPz(6,<p) r cose RndjZ (r) Fnd 1 (6z <p) f2 sen 6 dr d0 d(P = 
r
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La resolución de las dos primeras integrales es:

sen 9 (3 eos4 9 - eos2 e)d0 = - í 3 eos4 0 áteos 0) + í eos2 0 d(cos 0) = 

o Ji Ji

La integral dependiente de r es la misma que en el caso anterior:

f r2n +1 e (_ 2 a r)dr = ín—í
Jo (2 a)2""2

Por lo tanto, la integral de momento buscada vale:

(201+1)1 A . 2n =

[ 8n (2Í^ (2^2 15

(^5) (2a^"*+1 {2n* + l)^n*)í 8

[ 8n J (2n )l (2a)(2afn +1 15

f(npz)z ^dz2)d't = ÍLA
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/•
b) Integral de momento I (ns)z(npz)dt para hidrogenoides con n=3.

J
Si se utilizan orbitales hidrogenoides, la resolución es similar pero cambian las 
expresiones que definen cada uno de los tipos de orbitales. Ahora son del 
tipo:

fn-f-l

Xn,/,m(rze,<p)=Mr)Y<m (e, <p) = N

l k=0
AkPk pzexp(-p/n)Yzm(e,<p)

en donde p = —r. Para los orbitales 3s será: 
ao

x(r, 6, <p) = R3,o(r)Yo = 775 f ] fe ~ +1 Wp (- P / 3)^ 3V3 (a0 J 27 3 J 2-Jn

y para los orbitales del tipo 3pz:

x(r,e,<p)=RwO=
.3/2 ' , ' —-8 í Z 1 p4 / z_\ 3-----7= — - p exp (- p / 3) J— eos 627v6^30 J [$ J V

Obsérvese que se ha cambiado el signo al polinomio con respecto al que se 
toma habitualmente. Ello permite comparar más fácilmente los resultados con 
los obtenidos al emplear orbitales de Slater.

Luego, la integral de momento (3s)z(3pz)dt para orbitales hidrogenoides,

haciendo el cambio de r = ^P Y dr = ^-dp, será:

f cosQ R3,i(r) ^0) r2 senQ drdedcp =

/i r°“í 7 c 6 c 5 a ***SJS í Jo [si + f”*- 2»/3)dpj senseos2 edsj d, -

La realización de las dos primeras integraciones conduce a:
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dq> = 2»
0

sene eos2 0dO = - I eos2 ed(coso) = -i 
o Ji

eos3 o

3 Jo
2
33 3

La integral dependiente de p se puede descomponer en otras cuatro, 
resolubles mediante la tabla 4 del libro de teoría. Su valor es, finalmente:

£-exp(-2p/3)dp - I ^-exp(-2p/3)dp +

o 81 Jo 27

► oo C 5p5 

^exp
o 6

p4exp(-2p/3)dp = 

o

25515 18225 , 18225 729 2187
~ 16 8 + 16 " 4 ‘ 8

Por lo tanto, la integral de momento con orbitales hidrogenoides 3s y 3pz vale:

í (3s)z(3pz)dz =—- 2» = 3^6
J V ' 81j6n Z 8 3 Z

Z
Sí llamamos a =----  al exponente de los orbitales:

3a0

í (3s)z (3pz)dt = — =

J a a

mientras que el valor con orbitales de Slater hubiera sido: = ——
273a a
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Integral de momento j (npT)z (nd j )dx para n=3. La resolución de la 

otra integral de momento es muy similar. El orbital hidrogenoide 3dz2 se 

representan por la expresión:

4 (7 V/2 ( q \V2/ \
= *3,2(0 *2,0(0) = —7—1— p2exp(-p/3) — pcos2e-l)

81V3O^aoJ 116" J

Luego, la integral de momento I (3pz )z (3dz2 )d-t para orbitales hidrogenoides, 

haciendo el cambio de r = —p y dr = -^S-dp, será:

^*3,1 (r) Y°(e) r eos0R3,2(r) Y°(o)r2 sene drdedcp =

2
2187^3 ir

exp (-2p / 3)dp •

La resolución de cada una de las integrales es:

f sen e (3 eos4 e - eos2 e)de = - í 3 eos4 e d(cos e)+ í eos2 e d(cos e) =
Jo Ji Ji

_ 3 eos56V Feos3eK ( 3 3) (1 l'l 6_2 _8^

' . 5 Vi 3 J/Ts’sJT3’3)'^'^

La integral dependiente de p se puede descomponer en dos, resolubles 
mediante la tabla 4 del texto de teoría. Su valor es:

(-2p/3)dp =
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I ^-exp(-2p/3)dp-
Jo 6

p6exp(-2p/3)dp 

o

295245
32

Por lo tanto, la integral de momento con orbitales hidrogenoides vale:

295245 8 2s = 3^
2187^ Z 32 15 Z

Definiendo a = —— resulta 
380

mientras que el valor con orbitales de Slater hubiera sido:
7 _ 1.81 

715*a " a '

Problema 12.5 ®G

Emplear el programa AVEMO para estimar la distribución de carga y el 
momento dipolar en las moléculas H2O; NH3 y H2CO, usando 
geometrías estándar. Los momentos dipolares experimentales de 
estas moléculas son 1.8; 1.5 y 2.3 Debyes, respectivamente.

Para todas las moléculas seleccionamos en las líneas del programa 
AVEMO lo siguiente:

• MÉTODO DE CÁLCULO: CNDO

• APAREAMIENTO: Apareados (Ninguna de las tres moléculas es 
paramagnética).

• CARGA NETA DEL SISTEMA: 0 (Todas son neutras).
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• MULTIPLICIDAD DEL ESTADO: 1 (= número de electrones desapareados, 
más uno)

• CLASE DE DATOS: 1. Coordenadas : 1. Angstrom

. CLASE DE RESULTADOS: Se señala todo.

• DATOS GENERALES: 1. CNDO/2. y en este punto se accede a una pantalla 
donde se seleccionan las coordenadas cartesianas para cada uno de los 
átomos de las correspondientes moléculas. Empleamos los datos de la 
tabla 7 del tema 12 de "Elementos de Mecánica Cuántica Molecular" en 

cuanto a distancias y ángulos.

* Molécula de H2O. Las coordenadas cartesianas correspondientes a la
O

geometría estándar (d0H • 0.96 A ; an0H = 109.5°), y suponiendo la 
molécula en el plano XY, con un enlace sobre el eje OX, aparecen en la 
tabla siguiente:

No de Orden X Y Z

1 0 0 0 8

2 0.96 0 0 1

3
0.96 cos(109.5°)= 

-0.320

0.96 sen(109.5°) = 

0.905
0 1

Los resultados que se obtienen con el programa AVEMO son:

Método CNDO/2

Momento dipolar (Debyes) 2.09662

Distribución de 0 -0.290

carga
H +0.145

El valor experimental del momento dipolar del agua es de 1.8 Debyes, 
esto es un 14 % más bajo que el calculado. La diferencia se debe a dos
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factores: en primer lugar, el método CNDO no es exacto. En segundo lugar, la 
geometría utilizada difiere de la experimental, en la que la distancia es de

o
0.96 A pero el ángulo vale 104°. Este segundo factor es bastante menos 
importante que el primero.

* Molécula de NH3. En la siguientes figuras se muestra la geometría 
espacial del amoníaco, así como su proyección en un plano perpendicular 
a su eje de simetría.

Las coordenadas cartesianas obtenidas con la geometría estándar son:

N» de 
Orden

X Y Z

1 0 0 0 7

2

1.01.sen(109.5°). 

cos(0°) =

0.9521

1.01.sen(109.5°). 

sen(0°) = 0

1.01.cos(109.5°) 

=-0.3371
1

3

1.01.sen(109.5°).

cos(120°) =

-0.4760

1.01.sen(109.5°). 

sen(120°) =

0.8245

1.01.cos(109.5°) 

=-0.3371
1

4

1.01.sen(109.5°). 

cos(240°) =

-0.4760

1.01.sen(109.5°). 

sen(240°) =

-0.8245

1.01.cos(109.5°) 

=-0.3371
1
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Ejecutando el programa se obtienen los siguientes resultados:

Método CNDO/2

Momento dipolar (Debyes) 1.97488

Distribución de N -0.245

carga
H +0.082

El valor experimental del momento dipolar es de 1.5 Debyes, esto es un 
24 % más bajo. Como en el caso anterior, la diferencia se debe a la 
inexactitud del método y a que la geometría utilizada difiere de la 

o
experimental, para la cual la distancia es de 1.02 A (en vez de 1.01) y el 
ángulo de 109.0° (en vez de 109.5°).

* Molécula de HZCO. Las coordenadas cartesianas obtenidas con la 
geometría estándar son:

N° de Orden X y Z ZnucUBr

1 0 0 0 6

2 1.22 0 0 8

1.08.cos(120°)= 1.08.sen(120°) =
3 0 1

-0.54 0.935

1.08.cos(240°)= 1.08.sen(240°)=
4 0 1

-0.54 -0.935

Ejecutando el programa se obtienen los siguientes resultados:
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Método CNDO/2

Momento dipolar (Debyes) 1.97124

0 -0.187

Distribución de
c +0.145

carga

H -0.011

El valor experimental del momento dipolar es de 2.3 Debyes y difiere en 
un 14.3 % del calculado. La diferencia se debe, como en los casos anteriores, 
tanto al método empleado como a que la geometría utilizada difiere de la

O
experimental, en la que la distancia C-0 es de 1.21 A (en vez de 1.22), la 

o
distancia C-H es de 1.12 A (en vez de 1.08) y el ángulo HCO es de 123° (en 

vez de 120°).

Problema 12.6 ®

Emplear el programa AVEMO para determinar la distancia O-H y el 
ángulo H-O-H que hacen mínima la energía de una molécula de agua. 
Comparar el momento dipolar y la distribución de carga 
correspondientes a esta geometría con ios resultados obtenidos 
empleando la geometría estándar (Tabla 7).

Para conocer la geometría de la molécula de H2O que hace mínima la 
energía, debemos partir de una geometría inicial razonable, cuyas 
coordenadas debemos introducir en el programa AVEMO, dentro de la línea de 

DATOS GENERALES.

En dicha molécula, como los posibles enlaces se formarían entre los 
orbitales del oxígeno: 2s, 2px, 2py, 2pz, y los ls de cada uno de los 

hidrógenos, y sólo los orbitales 2p¡ son direccionales, se puede partir de una 

geometría inicial en la que el oxígeno sea el átomo central y los hidrógenos 
formen con el oxígeno un ángulo de 90°. Si en el programa se trabaja en
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O 
angstrom se puede partir de una distancia arbitraria de 1 A. Otra alternativa 
es partir de la geometría estándar usada en el problema anterior.

Una vez que empezamos a trabajar con el programa seleccionamos, en 
las líneas del menú principal:

• MÉTODO DE CÁLCULO: CNDO

• APAREAMIENTO: Apareados (No es una molécula paramagnética).

• CARGA NETA DEL SISTEMA: 0

• MULTIPLICIDAD DEL ESTADO: 1

• CLASE DE DATOS: 1. Coordenadas : 1. Angstrom

• CLASE DE RESULTADOS: Se selecciona todo, marcándolo con una cruz 
("enter") en cada item.

• DATOS GENERALES: 1. CNDO/2. y en este punto se accede a una pantalla 
de coordenadas. Se seleccionan las coordenadas cartesianas, escribiendo 
para cada uno de los átomos:

N° de 
Orden

X Y z ^nuclear

1 0 0 0 8

2 1 0 0 1

3 0 1 0 1

• OTRAS OPCIONES: Minimizar.

Ejecutando el programa se obtienen los siguientes resultados:
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Método CNDO/2

0
Distancia de enlace calculada (A) 1.0287

Ángulo de enlace calculado (°) 104.29

Momento dipolar (Debyes) 2.11209

í o 6.266
Poblaciones >

L H 0.867

í 0 -0.266
Cargas netas 

l H +0.133

Si se utilizase la geometría estándar que aparece en la tabla 7 del tema 12 del 
texto "Elementos de Mecánica Cuántica Molecular", es decir, una distancia O-H

O

de 0.96 Ay un ángulo de 109.5°, estaríamos partiendo de la siguiente 
geometría:

N° de Orden X Y Z ^nuclear

1 0 0 0 8

2 0.96 0 0 1

3
0.96 

cos(109.6°)= 
-0.322

0.96 
sen(109.6°)= 

0.904
0 1

Con esta geometría estándar se obtienen los siguientes resultados:
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Método CNDO/2

0
Distancia de enlace estándar (A) 0.96

Ángulo de enlace estándar (°) 109.5

Momento dipolar (Deb^es) 2.09538

í °
Poblaciones <

l H

6.290

0.855

í O -0.290
Cargas netas

1 H +0.145

Si se comparan los resultados obtenidos con ambas geometrías, se 
observa que la influencia de "optimizar" la geometría sobre el cálculo del 
momento dipolar o de la distribución de carga es poco importante.

Problema 12.7 ®

Comparar, empleando el programa AVEMO, los resultados de calcular 
las propiedades de la molécula de oxígeno O2 mediante los métodos 
CNDO e INDO. ¿Tendrá esta molécula sus electrones apareados o 
desapareados? (Experimentalmente, se sabe que los electrones están 
desapareados, pues la molécula de oxígeno es paramagnética).

Para la molécula de O2 consideraremos dos posibilidades:

1. La molécula tiene todos sus electrones apareados, y por lo tanto su 
multiplicidad es 1 y sería diamagnética.
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2. La molécula tiene un par de electrones desapareados, con lo que la 
multiplicidad es 3 (M= 2S+1) y sería paramagnética.

Podría pensarse en la posibilidad de un desapareamiento mayor, pero 
por el mismo procedimiento que aplicamos a los casos M = 1 y M = 3, puede 
verse que la energía sería muy alta.

Si empleamos el método CNDO para conocer cuál de las formas es más 
estable, seleccionaremos en el programa las siguientes condiciones:

1. En este primer caso se escogerá:

« MÉTODO DE CÁLCULO: CNDO

• APAREAMIENTO: Apareados.

■ CARGA NETA DEL SISTEMA: 0

• MULTIPLICIDAD DEL ESTADO: 1

• CLASE DE DATOS: 1. Coordenadas: 1. Angstrom

• CLASE DE RESULTADOS: Se señala todo.

• DATOS GENERALES: 1. CNDO/2. y en este punto se accede a una 
pantalla donde se seleccionan las coordenadas cartesianas de cada uno 
de los átomos de oxígeno. Se puede emplear como distancia de partida 
la de la tabla 7 del tema 12 de "Elementos de Mecánica Cuántica

o
Molecular", 1.21 A, con lo que las coordenadas serían:

N° de
^nuclear

Orden
X Y z

1 0 0 0 8

2 1.21 0 0 8

• Por último, en OTRAS OPCIONES se señala Minimización, con lo que el 
programa buscará automáticamente la geometría de mínima energía.

539



Problemas de Mecánica Cuántica Molecular

2. En este segundo caso, seleccionamos:

• MÉTODO DE CÁLCULO: CNDO

• APAREAMIENTO: Desapareados.

• CARGA NETA DEL SISTEMA: 0

• MULTIPLICIDAD DEL ESTADO: 3

• CLASE DE DATOS: 1. Coordenadas: 1. Angstrom

• CLASE DE RESULTADOS: Se señala todo.

• DATOS GENERALES: 1. Se anotan la misma geometría de partida que 
en el caso anterior.

• OTRAS OPCIONES: Minimización.

Una vez ejecutado el programa en cada uno de los casos, se deben 
comparar las energías totales obtenidas, para conocer cual de las dos 
situaciones es la más estable. En la tabla siguiente se indica el valor de esta 
magnitud, así como de algunas otras que nos han parecido interesantes 
señalar.

MÉTODO M d (A) ^«..(eV) E.ní«B (eV) U 
(Debyes)

CNDO 1 1.1319 -1001.5055 -14.438 0

CNDO 3 1.1319 -1001.5055 -14.438 0

Se ve en la tabla que el método CNDO no es capaz de discernir cual de las dos 
situaciones es la más estable, ya que la energía total obtenida (así como le 
resto de magnitudes moleculares) resultan iguales para una u otra 
multiplicidad. Ello es debido a que las aproximaciones del CNDO son 
demasiado drásticas como para dar cuenta de esta diferencia. No ocurre lo 
mismo cuando se emplea el método INDO para estudiar ambas situaciones.
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Usando el programa AVEMO con este método, y realizando el cálculo para las 
dos multiplicidades del mismo modo que se ha visto con el CNDO, se obtiene:

MÉTODO M d(Á) Etot>l(eV) (eV)
(Debyes)

INDO 1 1.1396 -955.1151 28.953 0

INDO 3 1.1395 -956.4474 27.621 0

Con el método INDO se observa que la energía resulta un poco menor sí 
la molécula de O2 tiene los electrones desapareados, lo que concuerda con el 
hecho experimental de que dicha molécula sea paramagnética.

En general el método INDO es mejor que el CNDO, ya que desprecia 
menos integrales que éste. No obstante pueden encontrarse excepciones 
debidas a que la parametrización estándar del método INDO no Fue realizada 
por Pople et al. de forma tan cuidadosa como la del método CNDO.

Problema 12.8 ©®®O

A partir de los orbitales CNDO/2 de la molécula de agua:

¡<pi> = 0.862- |2s> + 0.069-|pz> + O.SSS-Uh^ + |hz>)

|<p2> = 0.759|py> + 0.461-(|h!> - |hz>)

|<p3> = 0.316-|2s> - 0.848-|pz> - O.SOl-dh^ + |hz>)

|<p4> = |pz> 

obtenidos con los núcleos situados en las coordenadas (en u.a.):

O: (0;0;0); Ht: (0;1.431;1.108); H2: (0;-1.431;1.108), u.a. 

calcular:

a) La matriz densidad Ppq de la molécula, las poblaciones electrónicas
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de sus átomos, y los índices de Wlberg de sus enlaces.

b) El momento dipolar de la molécula haciendo un uso estricto de la 
aproximación ZDO.

c) El momento dipolar incluyendo el momento de hibridación. 
Comparar con el valor experimental p=1.85 Debyes (1 u.a. = 2.541 
Debyes).

a) Los elementos de la matriz densidad de un sistema de electrones 
apareados están dados por la expresión:

Prs = 2 Cjp C¡q

I

en la que el factor 2 proviene del doble uso de cada orbital 0¡(f) = ^C¡pxp(f), 

una vez con espín a y otra vez con espín p. Como el enunciado del ejercicio, 
indica el coeficiente de cada uno de los orbitales de base en cada orbital 
molecular, lo único que tenemos que hacer es sustituir valores. Empezando 
por los elementos de la diagonal:

Pss = 2 (0.862 ■ 0.862 + 0.316 0.316) = 1.6858

PPxPx =211 = 2

PPyPy = 2 • 0.759 ■ 0.759 = 1.1522

PPzPz = 2 (0.069 • 0.069 + (- 0.848) • (- 0.848)) = 1.4477

Phjhj = 2 (0.355 ■ 0.355 + 0.461 • 0.461 + (- 0.301) (- 0.301)) = 0.8583

Ph2h2 = 2 ■ (0.355 • 0.355 + (- 0.461) • (- 0.461)+ (- 0.301) - (- 0.301)) = 0.8583

Por su parte, los elementos no diagonales Ppq (p * q) resultan ser:

PsPx = PPxs = 2 • (0.862 -0+00+ 0.316 • 0 + 0 ■ 0) = 0

psPy = ppyS = 2 ■ (0.862 • 0 + 0 • 0.759 + 0.316 • 0 + 0 ■ 0) = 0
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PSpz = Pp2s = 2 • (0.862 ■ 0.069 + 0 • 0 + 0.316 • (- 0.848) + 0 ■ 0) = -0.4170

Pshl = Ph1S = 2 ■ (0.862 • 0.355 + 0 ■ 0.461 + 0.316 • (- 0.301)+ 0 0) = 0.4218

PSh2 = Ph2s = 2 (0.862 ■ 0.355 + 0 • (- 0.461) + 0.316 ■ (- 0.301) + 0 • 0) = 0.4218

PpxPy = PPyPx = 2 • (O • O + O ■ 0.759 + O ■ O + 1 • 0) = O

Ppxp2 = Pp2px = 2 • (O ■ 0.069 + O • O + O ■ (- 0.848)+ 1 ■ 0) = O

PpA = Ph1Px = 2 ■ (O ■ 0.355 + O 0.461 + O • (- 0.301)+ 1 0) = O

PPxh2 = Ph2Px = 2 ■ (O ■ 0.355 + O ■ (- 0.461)+ O • (- 0.301)+ 1 0) = O

Ppyp2 = PPzPy = 2 ■ (O • 0.069 + 0.759 ■ O + O (- 0.848) + O 0) = O

PPyhl = Ph1Py = 2 (O • 0.355 + 0.759 • 0.461 + O ■ (- 0.301) + O • 0) = 0.6998

Ppyh2 = Ph2py = 2 ■ (O • 0.355 + 0.759 ■ (- 0.461) + O ■ (- 0.301) + O • 0) = -0.6998

Ppzhl = Ph1Pz =2- (0.069 • 0.355 + O ■ 0.461 + (-0.848)-(-0.301) + 0-0) =

= 0.5596

Ppzh2 = I\Pz = 2 ■ (0.069 0.355 + O • (- 0.461) + (- 0.848) • (- 0.301) + O • 0) =

= 0.5595

Phjh2 = Phjh2 = 2 ■ 0.355 0.355 + 2 ■ 0.461 ■ (- 0.461)+ 2 (- 0.301)(- 0.301) +

+ 2-0-0 = 0.0082

(la pequeña diferencia entre PPzhl = 0.5596 y PPzh2 = 0.5595 se debe 

simplemente a los errores de redondeo. Tomaremos 0.5595 para ambos 
términos).
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Luego, la matriz densidad Ppq correspondiente a las funciones de 

base en el orden s, px , py , pz, hi, h2, es:

' 1.6858 0 0 -0.4170 0.4218 0.4218 '

0 2 0 0 0 0

Ppq =
0 0 1.1522 0 0.6998 -0.6998

-0.4170 0 0 1.4477 0.5595 0.5595

0.4218 0 0.6998 0.5595 0.8583 0.0082

, 0.4218 0 -0.6698 0.5595 0.0082 0.8583

Las poblaciones electrónicas de cada uno de los átomos están 
determinadas por la suma de los elementos Ppp correspondientes al átomo 

considerado:

Pa = Ppp 

pe A

En el caso del átomo de Oxígeno:

Po = PSs + Ppxpx + Ppypv + Ppzp2 = 6-286

como el oxígeno posee sólo 6 electrones de valencia, se ve que la formación 
de la molécula le aporta un 28.6% de electrón "extra". Ello no quiere decir 
que el oxígeno tenga una carga fraccionaria sino simplemente, que hay una 
probabilidad del 28.6% de encontrar uno de más que, evidentemente 
procederá de los átomos de hidrógeno.

Para cada uno de los átomos de Hidrógeno, su población será:

PHi = pH2 = PhA = 0.858

Cada uno tiene un "déficit" de 0.142 e, es decir de un 14.2% de electrón, que 
cede al átomo de oxígeno al formarse la molécula.

El índice de Wiberg de cada enlace AB está dado por la expresión:

pe A qe B
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Calculemos, en primer lugar, el índice de Wiberg correspondiente al enlace del 
átomo de oxígeno con uno de los de hidrógeno, por ejemplo hi¡

WOH, = > > P?„ = P2. + P2 _ + P2 u + P2 u
1 Z-iZ-t pq Shl Pxhl P/i Pzhl 

pe O QeHi

W0H1 = 0.42182 + O2 + 0.69982 + 0.55952 = 0.9807

Para el enlace del oxígeno con el otro átomo de hidrógeno, el índice de Wiberg 
toma ese mismo valor, como cabría esperar por ser equivalentes los enlaces:

Wqh-, = 0.42182 + O2 + (- 0.6998)2 + 0.55952 = 0.9807

¿Existe enlace entre el par de átomos de hidrógeno? El cálculo del 
correspondiente índice de Wiberg nos indica que no:

psHi qeH2

= 0.00962 = 0.00009

Se observa que para esta geometría, que es muy próxima a la de mínima 

energía, WHh s 0 , W0H s 1. Es decir, los enlaces están sólo entre oxígeno e 
hidrógeno, y son enlaces sencillos (0.9807 = 1).

b) Si hacemos un uso estricto de la Aproximación ZDO, el cálculo del 
momento dipolar se limita al empleo de la expresión:

M

ya que habría que despreciar todas las integrales con p * q en la expresión 

general:

Desarrollando la expresión ZDO en sus tres componentes:

P = (zco - Po)- Ro + - PH1 )■ RH1 + - Ph2 )■ Rh2
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Los distintos vectores Rx (x = O, H2 ) se obtienen a partir de las 

coordenadas de cada uno de los átomos, de manera que:

Rq — 0 Í + 0 ■ j + 0 ; k

Ro=0-¡+0-j + 0k

Rh2 = 0-T-1.431j+ 1.108 k

Como Z' = 6,Z^ = = 1, Po = 6.2857 y PH1 = PH2 = 0.8597, la

expresión se transforma en:

p = (6 - 6.2857)- Ro + (1 - 0.8583) RH] + (1 - 0.8583)- RH2

p = -0.2857 Ro +0.1403 RH1 + 0.1403 RH2

p =-0.2857 (o i + 0j + 0 k)+

+ 0.1403 • (o • 7 + 1.431 ■ j + 1.108 ■ k)+

+ 0.1403 • (o • T - 1.431 • j +1.108 • k) =

p = 0.2834 1.108 ■ k = 0.3140 • k

[p| = 0.3131 u.a. o 0.796 Debyes

c) Si incluimos el momento de hibridación en el cálculo del momento dipolar, 
debemos añadir al valor ZDO la corrección:

Phib. ~

A pe A qe A

que corresponde a retener en la expresión general del momento dipolar los 
términos con p * q que corresponden a funciones con igual centro y despreciar 
los que corresponden a centros diferentes. En nuestro caso esta corrección se 
traduce en:
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Phib. “ ^Pspx XsÓCpxd't + Pspy j*XsrXpydT + Pspz^Xs^Zp,^ 

- |pPxs J XpxrxsdT + Ppys J XpJXsd-r + PPyS J Xp/Xs^ j'

' f f •“ PpxPy 1 ^Px^PydT+ PPxPz | Xp>jXpzdT +

\ * * 

f • r • -+ PpyPx I XpyfXp.d't + PPzPx I XpzrXpxd'c

J J j

( f - - f . -
- PpyPz | XpyrXPzdt + PpzPy | XpzrXpydT
l J J ,

Si se observa el valor de los términos de Ppq que son necesarios para 

hacer el cálculo, se ve que todos son iguales a cero, excepto PsPz y PPzS que 

toman el valor de -0.4170 . Esto lleva consigo que sólo se tengan que calcular 

los momentos de hibridación del tipo: J(ns)z(npz)dt, en donde n vale 2. Para 

orbitales 2s y 2p de Slater (Nsrexp(-ar) y Np r exp (-ar) cose), estas 
integrales valen (recuérdese el problema 12.4):

• exp(- senQ eos 0 de d<p

2n’ +1
2^3 a

en donde a es el exponente correspondiente a la función de Slater que 
representa los orbitales y tiene igual valor para el 2s y el 2p. En nuestro caso, 
la parte radial de ambos orbitales sería: 

en donde:

Z2s = Z2p = Z - 1.70 - 0.35 ■ (n2s + n2p - 1)= 4.55
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a =y = 2.275

y por lo tanto:

[ (2s)z (2pz)d-t = = 0.6344

J 2V3 2.275

La contribución al momento (¡¿polar correspondiente a la hibridación entre lo: 
orbitales s y p vale, por consiguiente:

Phib. — . ^sp.

= -(-0.4170 0.6344 - 0.4170 ■ 0.6344)k =

= 0.5291 k (u. a)

y, el momento dipolar total, teniendo en cuenta este término:

p = Pzoo +Ph¡b. = (0.3131 + 0.5291)- k = 0.8422 ■ k u.a.

esto es 2.14 Debyes en dirección del eje de la molécula. Se observa que e 
momento dipolar calculado mediante el uso estricto de la aproximación ZD( 
(0.796 Deyes) se aleja mucho del valor experimental de 1.85 Debyes, pen 
que la inclusión de este término mejora bastante el resultado (del 57% d< 
error al 16%). Por eso en los métodos semiempíricos se tiene en cuenti 
siempre el momento de hibridación.

Hay que señalar que el valor de este término correspondiente a l< 
hibridación entre orbitales de tipo s y p, ó p y d, es especialmente significativi 
en aquellas moléculas que poseen pares de electrones no compartidos, comí 
es el caso de la molécula de agua. En moléculas sin pares no compartidos, e 
efecto es bastante menor.

NOTA: Si usa el programa AVEMO para la resolución de este ejercicio 
encontrará pequeñas diferencias numéricas en todos los valores. Ello se debí 
simplemente a que el programa trabaja en doble precisión, mientras qu< 
nuestros cálculos se han realizado redondeando los elementos Ppq y la: 

integrales.
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Problema 12.9 ®©

A partir de los datos de la Tabla 5, estimar la energía de enlace de la 
molécula de formaldehído H2CO y acotar el error del valor que se 
obtenga. (Utilice el programa REGRE del disquete).

En la tabla 6 del libro de "Elementos de Mecánica Cuántica Molecular", 
aparecen los datos que se reflejan a continuación:

Molécula
Energía enlace (eV)

CNDO/2 s-tv Experimental

h2 5.4 4.7 4.8

U2 14.7 0.5 1.1

C2 27.3 11.8 6.4

O2 17.4 6.5 5.2

LiH 5.9 2.6 2.5

CH 9.6 4.4 3.6

OH 6.3 3.2 4.6

CO 22.2 9.9 11.2

H2O 14.5 8.1 10.1

CO2 35.8 15.9 16.9

o3 28.9 13.3 6.3

nh3 24.4 11.4 12.9

h2co 35.3 15.6 ¿?

Para estimar el valor de la energía del H2CO se puede hacer un estudio 
de la correlación entre los valores experimentales y los calculados por cada 
uno de los métodos, y extrapolar sus resultados a esta molécula. Por ejemplo, 
si correlacionamos los datos del CNDO con los experimentales, mediante el 
programa REGRE, de tal modo que la variable x corresponde a los datos 
CNDO y la variable y a los experimentales, obtenemos la recta de regresión:
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Eexp (eV) = 0.33 • Ecndo/2 + 1.31

con una desviación típica de 3,47 eV. La correlación mediante un polinomio de 
mayor grado no disminuye significativamente la desviación típica, luego la 

relación lineal es la adecuada.

El valor extrapolado para la molécula de formaldehído a partir de la 
recta de correlación de los datos CNDO será:

E(H2CO) = 0.33 »35.3 + 1.31 = 12.96 eV

Como el error estándar del ajuste era 3.47 eV tomaremos (redondeando):

E(H2CO) s 13.0 ± 3.5 eV

Si se recurre a la correlación con los datos obtenidos a partir de la 
parametrización de Sichel-Witehead, se obtiene:

Eexp (eV) - 0.80 Esw + 0.96

con una desviación típica de 2,79 eV. El valor extrapolado para la molécula de 
formaldehído, con esta parametrización, es:

E(H2CO) a 0.80 5.6 + 0.96 = 13.44 eV

E(H2CO) s 13.4 + 2.8 eV

Tenemos ahora dos valores posibles: E(H2CO) = (13.0 ± 3.5) eV con 
CNDO/2 y E(H2CO) = (13.4 ± 2.8).con el CNDO-SW. Un valor mejor que 
cualquiera de los dos es la media ponderada entre ambos:

^calculada *
W1E, + w2E2 

Wj + w2

con los pesos w¡ inversamente proporcionales a los cuadrados de los errores.

Esta forma de operar se justifica de la siguiente manera:

Si una serie de datos experimentales se ajusta a una campana de 
gauss con centro en "xa", la probabilidad de que salga un cierto valor "x" es

r

proporcional a exp , siendo aa el error estándar.
2( ca
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Figura 12.1. La distribución de los 
cálculos independientes de una misma 
magnitud suele ajustarse a una 
gaussiana.

Figura 12.2. El producto de dos 
gaussianas de distintos centros es otra 
gaussiana centrada en un punto 
intermedio.

Si tenemos dos estimaciones independientes "xa" y "xb" con errores
estándar aa y ob, la probabilidad de que salga "x" es proporcional al producto:

Pero el producto de dos gaussianas es otra gaussiana centrada en P:

en donde:

siendo a¡

exp(- aaxa2

«p = aa + ab

«a + «b

. Por lo tanto el error estándar promedio valdrá:

y el valor promedio:

®pXp

y

1

p

551



Problemas de Mecánica Cuántica Molecular

Así por lo tanto, los valores de los pesos serán:

w, = —3-^-= 8.305 10’2
'S.472 

w2 = —^ = 12.847 10'2 
2.792

con lo que, para la molécula de formaldehído:

Eformaldehido “
8.305 10"2 12.96 + 12.847 10 2 13.44 d___ „
— -------- . -------- =---------= 13.25 eV

8.305 10'2 + 12.847 10-2

y su error estándar:

3.472 2.792
O = 5-------

V3.472 +2.792
= 2.17

Por lo tanto, el valor de la Energía de Enlace calculada se expresará como: 

^formaldehído = (13.3 ± 2.2 ) eV

Problema 12.10 ®

Los orbitales moleculares CNDO-localizados obtenidos en el texto 
para la molécula de agua describen a sus dos pares de electrones "no 
compartidos" mediante funciones muy distintas:

q#' =0.799 |2s > -0.602 | p2 >

«pf' = 1.000 | px >

Convertir estas funciones en dos orbitales que sean simétricamente 
equivalentes.
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Mocaos Moleculares más Elaborados

La forma más fácil de obtener orbitales simétricamente equivalentes es 
mediante una combinación lineal de los dos orbitales originales. Se ve por 

simple inspección que basta sumar y restar = |px) al orbital ip1”0 para 

obtener dos orbitales con igual participación de s, px y pz:

¥x = <#c ± = 0.799|2s) - 0.602|pz) + (- px> (X = 1,2)

Ahora bien, los orbitales 91 y i;/2 obtenidos no están normalizados. 
Normalizándolos:

Vx=Nx(<^±#) 

¥x VXdx = nH ± *!^dx= 1

(* = 1,2)

En definitiva, los orbitales simétricamente equivalentes serían:

¥1 = + <P4 C) = 0.565|s ) - 0.426 |pz) + 0.707|px)

¥2 = Uoc - <P4C) = 0.5651s ) - 0.4261pz) - 0.7071px)

y cada uno de ellos permite describir un par de electrones no compartidos del 
átomo de oxígeno del agua. Junto a los orbitales que describen los enlaces 
(véase el libro "Elementos de Mecánica Cuántica Molecular"'):

0i = 0.320|s) + 0.537|py) + 0.425|pz) + 0.6651^) - 0.003|h2)

02 =0.320|s)-0.537|py) + 0.425|pz) + 0.003|h1) + 0.665|h2)

permiten dar una descripción de la estructura electrónica de la molécula de 
agua "paralela" a la descripción de la Química tradicional. No obstante, no 
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Problemas de Mecánica Cuántica Molecular

debe olvidarse que los orbitales individuales no tienen existencia real. Son 

solamente "herramientas" para construir la Teiectrónica total, cuyo cuadrado 

4'ei 'Peí es lo que tiene verdadero significado físico.
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Capítulo XIII:
Una Axiomática de la Mecánica 
Cuántica

Principios, postulados y teoremas

Postulados I, II y III: La estática de la Mecánica Cuántica

Cuarto postulado: La evolución de los sistemas 
mecanocuántícos

Teoría Básica

13.1 Principios, postulados y teoremas

Los conceptos básicos de la axiomática de la Mecánica Cuántica son:

• Sistema: parte del universo en que se centra nuestro interés. Puede ser 
abierto, cerrado o aislado, según sean sus limitaciones para intercambiar 
materia y/o energía con el medio.

• Observable: cualquier magnitud medible relacionada con el sistema.

■ Estado: situación física de un sistema en un instante dado. Se define 
mediante una función de las coordenadas y del tiempo llamada función de 
estado, que para nosotros es la función de ondas de Schródinger.

• Operador: símbolo que aplicado a una función la transforma en otra. Es 
lineal cuando:

ÁÍCjfi + C2f2) = CjÁfi + C2Áf2 (13.1)
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siendo Ci y C2 constantes y fi y f2 funciones arbitrarias.

13.2 Postulados I, II y ni: La estática de la Mecánica Cuántica

13.2.1 Primer postulado: Operadores.

A cada observable de un sistema corresponde un operador lineal y 
hermítico.

Un operador se llama hermítico cuando para cualquier pareja de 
funciones (f,g) a las que pueda aplicarse, se cumple que:

J f *Á  g di = J g (Áf )*dT  (13.2)

• Cada coordenada cartesiana x¡ se sustituye por el operador: "multiplicar 
por x".

• Cada momento cartesiano p¡se sustituye por el operador: "-¿hd/dx-,

• A la suma de coordenadas o momentos le corresponde el operador "suma".

• Al producto de coordenadas o momentos le corresponde el operador 
"producto simetrizado", que está dado por la expresión:

y(ÁB + BÁ) (13.3)

y sólo coincide con el producto sencillo si los operadores Á y B conmutan.

Que los operadores correspondientes a observables sean hermíticos 
equivale a que tengan todos sus valores propios reales:

Á hermítico e>Va, tal que Áiy=av, aeR (13.4)

(el símbolo matemático V aplicado a una variable significa "para todo valor de 
esta variable").

Cuando el observable considerado procede de la Mecánica Clásica, el 
operador se construye a partir de las fórmulas de ésta, aplicando las Reglas 
de Schrodinger. Si el observable no posee análogo clásico, el operador ha de 
"inventarse". Las Reglas de Schrodinger son:
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Una Axiomática de la Mecánica Cuántica

13.2.2 Segundo postulado: Valores propios. Los únicos valores que 
pueden resultar de la medida de un observable cuyo operador sea Á, son 
valores propios de la ecuación:

Ay = a • v (13.5)

En general, cuando un operador actúa sobre una función el resultado no es 
una simple multiplicación por un número. Pero pueden existir algunas 
funciones, llamadas funciones propias del operador, para las que la igualdad 
(13.5) sea válida. El número "a" que corresponde a cada función propia es su 
"valor propio".

Fundón Delta de Dirac. Según el segundo postulado los únicos valores 
posibles para la posición, serían los valores propios de la ecuación:

x • v = a • v (13-6)

que escrita en la forma:

(x - a) • y = 0 (13.7)

indica que las funciones propias deberían ser cero en todo el espacio, excepto 
en el punto x=a, en el cual podrían tomar cualquier valor. Ninguna función 
ordinaria puede cumplir estas condiciones, pero resulta válido definir las 
funciones propias del operador coordenada mediante un límite llamado 
función delta de Dirac:

6(x - a) = lim\I —1= lexp (13-8)

el cual representa muy bien a una función propia del operador posición con 
valor propio "a". Es importante notar que la condición de normalización de la 
delta de Dirac es:

J 8(x - a)dx = 1
(13-9)

Ésta es una condición distinta de la habitual, pero el cambio merece la 

pena pues confiere a la función 8(x-a) propiedades que en ciertos casos 
resultan más importantes que mantener la condición de normalización 
cuadrática habitual. La principal propiedad consiste en que cualquiera que sea 
la función f(x), se cumple que:
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(13.10)

13.2.3 Tercer postulado: Valores medios.

Si la función de estado es i//, la media de una serie de determinaciones 
del observable cuyo operador se^Á tendrá el valor:

r „
I y*ÁydT

<Á>V=^-------- (13.11)

J

cuando el número de medidas tienda a infinito.

La dispersión de las medidas en torno a la media se puede evaluar 

aplicando la fórmula de la desviación cuadrática media Aa = 7< a2 > - < a >2 , 

en la que <a2> representa el valor medio del observable cuyo operador sea 
Á2. Aplicando la definición (13.11) al operador Á2 se demuestra que cuando v 

es propia de Á, la desviación Aa = |< a2 > - < a >2|1/2 es nula, lo que significa 

que al medir el observable se obtendrá siempre el mismo valor:

a = — (Aa = 0) (13.12)
V

Se puede demostrar también que la recíproca de esta propiedad también es 
cierta: Siempre que se conozca un observable con exactitud, la función de 
estado ha de ser propia de su operador.

13.3 Cuarto postulado: Evolución de los sistemas mecanocuánticos

Los tres primeros postulados estudiados se aplican a los sistemas "en un 
instante dado". El cuarto postulado permite determinar la evolución de estos 
sistemas cuando se conoce su estado en un instante inicial:

En un sistema aislado, la función de estado y evoluciona con arreglo a ía 
ecuación:
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at v (13.13)

siendo H el operador correspondiente a la energía total del sistema.

La ecuación (13.13) es precisamente la de Schródinger, y el operador H 
es el Hamiltoniano, que puede obtenerse a partir de la fórmula clásica de la 
energía mediante las reglas de Schródinger (Primer Postulado).

La combinación del cuarto postulado con el tercero y con la condición de 
hermiticidad de los operadores correspondientes a observables, permite 
deducir la forma en que dependen del tiempo los valores medios de la 
Mecánica Cuántica. Se obtiene:

(13.14)

Los operadores del tipo (ÁH-HÁ) se llaman conmutadores, y están 

directamente relacionados con el Principio de Incertidumbre. Según (13.14) 
cualquier observable cuyo operador Á "conmute" con el hamiltoniano, esto es 

tal que:

áh-há = [á,h]=o

y que no dependa del tiempo:

^ = 0 
at

(13.15)

(13.16)

tiene que ser una constante del movimiento.

13.3.1 Bases ortonormales completas y Quinto Postulado

Dado un conjunto de funciones que en Mecánica Cuántica es el 

formado por las funciones de estado posibles para el sistema, una "base" es 
cualquier subconjunto {<pn}c¿J, formado por funciones independientes, que 

resulte adecuado para expresar como combinación lineal cualquier función y 
que pertenezca a S\

(13.17)

n
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Si esta expresión se puede cumplir exactamente para cualquier función y e 4 

la base se llama completa.

Una base, sea o no completa, se llama ortonormal si, cualquiera que 
sean sus funciones, <pm y q>n, se cumple:

j" = Smn (13.18)

Cuando se emplean b^es ortonormales, los coeficientes Cn del
desarrollo (13.17) pueden calcularse de forma sencilla:

<Pm<PndT=Cn (13.19)

Las bases ortonormales completas son objeto de un Quinto Postulado
(opcional) de la Mecánica Cuántica, que dice:

Si el operador Á corresponde a un observable de un sistema, sus 

funciones propias permiten formar bases ortonormales completas para el 
conjunto de funciones de estado del sistema.

Una propiedad que resulta útil para juzgar la exactitud alcanzada al 
truncar un desarrollo en base ortonormal, es que si la función desarrollada

está normalizada con la condición habitual I |y|2 dx = 1, y la base {<pn} es

ortonormal, entonces los coeficientes Cn del desarrollo (13.17) cumplen la 
condición:

(13.20)

cuando la igualdad sea exacta, y la condición:

(13.21)

si el desarrollo se trunca en el término N-simo.
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Ejercicios Resueltos

Problema 13.1 O

Escribir, aplicando las reglas de Schródinger:

a) El operador hamiltoniano de un átomo polielectrónico sometido a 
un campo eléctrico externo, considerando el núcleo fijo.

b) El operador hamiltoniano de un electrón en un campo 
electromagnético de potencial escalar V(r, t) y potencial vector 

Á(r, t). El hamiltoniano clásico es en este caso:

zmi c i

a) El operador hamiltoniano resulta ser la suma del operador que evalúa la 

energía cinética T más el que evalúa la energía potencial V .
I

Para un sistema polielectrónico el operador T es la suma de los 
cuadrados de los impulsos de cada una de las partículas, es decir:

t= »2y(p^^ + ^)

2 m¡ 2 m,
I i

Si se considera el núcleo fijo, la suma sólo se refiere a los electrones.

Para obtener el operador V, en el átomo polielectrónico además del 

potencial eléctrico externo V(r,t), debemos considerar todas las interacciones 

electrostáticas, tanto atracciones electrón-núcleo como repulsiones electrón- 

electrón. Luego el operador V vendrá dado por la expresión:

i I i<j
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siendo v(f,t) el potencial externo aplicado al átomo. Por lo tanto, el operador 

hamiltoniano será:

H = - Zev(R,t)

l<J

b) En este caso, el operador hamiltoniano para un electrón sometido a un 

potencial escalar V(r,t)y a un potencial vector Á(r, t) de la forma:

Á(f,t)= Ax(t)- éx + Ay(t)- éy + Az(t)- éz

será:

2m i c l

Desarrollando el cuadrado

- - e2 - - 2e« ~ 
= p p + ^-A A--p A

cr C

No sabemos si los operadores p y Á conmutan. Por consiguiente, el último 

término de la expresión se debe expresar como producto slmetrízado. Por lo 
tanto debe escribirse:

+ + + +Ay + |(p á + á p)
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¿2

Cz

“ Px ' Ax + Py ■ Ay + Pz • Az + Ax Px+Ay Py+Az Pz)

Luego el hamiltoniano buscado es:

H =
2m

Px + P? + Pz +^t(ax +A? + Az)~ 
c

e / A A A „
--(PxAx + pyAy + pzAz + Axpx + Aypy + Azpz

Problema 13.2

Demostrar que el operador -¿S— es hermítico para las funciones 
dx

f(x) que se anulen en x=±~, pero el operador no lo es. 
oX

Un operador es hermítico cuando para cualquier pareja de funciones 
(f,g) a las que pueda aplicarse, se cumple que:

f *Á g dt= I g (Áfydt

En el primer caso, tenemos que demostrar que:

-'lg(x)dx =

I oX I
g(x)

uX
dx
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La primera integral la resolvemos por partes 

f(x)=u y g(x)=v, de manera que:

eligiendo

[ f*(x)[-i ti ^-lg(x)dx = -¿h |f*(x)g(x)]_2 + ¿h f g(x)^^ dx 

como [f*(x)g(x)]_„ = 0 por anularse estas funciones en x=±~, obtenemos:

como queríamos demostrar.

Nótese que si no hubiera sido por la presencia del término "-ih" en el

operador, se habría obtenido, al calcular la integral:

y, por lo tanto:

Ambas integrales difieren en el signo, y por tanto el operador — no es 
dx

hermítico.

aam
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Problema 13.3 ®®

Sabiendo que las expresiones clásicas de las componentes del 
momento angular de una partícula son:

Lx = rPz - ZPy

Ly = Z-Px - X'Pz

Lz = X-Py - y-Px

encontrar los operadores Lx, Ly, Lz y L2 = L2 + L2 + L2 en

i 3z J | dy j i di ay I

Ly=z-px-x-pz => Lv = zí-¿ñ— ’-x 1= -¿h¡z ■ — -x — ]
H H v ( ax j ( dz j ( ax az J

r ( * 3) r . 3 > J d 3)L-x-py.-ypx Lz = x.^-J-yJ=-^^x —-y —j

El segundo paso es obtener las expresiones de las derivadas —, — y — en
dx dy dz

8 3 3
función de las derivadas —, — y —.La forma más inmediata de hacerlo es 

dr de dtp

aplicar las relaciones:

A-ÍA^A CAA. 3 
dx (dx Jdr +^dx Jde ^dx J dtp

¿JAA CA?A ^^A 
dy [ dy I dr +dy J de +1 dy J dtp

coordenadas polares esféricas.

El primer paso es obtener los operadores en coordenadas cartesianas 
(únicas para las que son válidas las reglas de Schródinger)

. .* ( * 3 'i f .,d A 3 3 )
l_=ypz-zpy Lx =y |-ift—i-z |-ift— —-z —
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a _ +(d0\d_
dz *^dz Idr I dz J 30 I 3z Jdtp

teniendo en cuenta que:

r = 7? + y2 + z2

0 = arctg

' v
<P = arctg 1^

pero esta forma de operar requiere la evaluación de derivadas muy

3 3 3
complicadas. Una forma mejor de operar consiste en despejar —, — y — 

dx dy dz

del sistema de ecuaciones lineales:

d = (dx\d_ py\fL 
dr ^dr Jdx +^dr Jdy + ^dr Jdz

d f dX d f dy d (dz A d
d0 ^dOjdx ^ddjdy ^dOjdZ

d _ í dx A d í dy J d í dZ j_d_ 
dtp I dtp I dx I dtp I dy I dtp I dz

I (J U ü ! ___ . , / V 0 0
en el que —, — y — , pueden manejarse como incógnitas y —, — y —,

como términos independientes. Resolviendo el sistema por la regla de Cramer, 
y recordando que:

x = r sen 0 eos tp

y = r sen 0 sen tp 

z = r eos 0

se obtiene que el discrimante del sistema es:
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dx dy dz 
dr dr dr 
dx dy dz 
de dé de 
dx dy dz 
dtp dtp dtp

sene eos cp sene sen q> cose

rcosecostp rcosesentp -rsene = r2 sene

- r sen e sen <p r sen e eos <p 0

por tanto:

d 
dX

d 
dr 
d

r2 sen 0

sene sen <p

r eos e sen <p

r sen e eos <p

cose

-rsene

0

sen e eos o — eos e
’ dr

di „ a „— = —------- r eos e eos <p — - r sen e
dy r2 sen e de

-rsenesencp — 0
dtp

sen e eos <p sen e sen <p

a
dZ

1 
r2 sen e

r cose eos <p r eos e sen <p

-rsenesencp rsenecostp

a
dr 
a
ae 
a

dtp

Operando se obtiene:

— = ——-—! r2 sen2 ecosip—+ rsene eos ecos <p-- r sen <p— 
dx r2 sen el dr de d<p

a

dy

1
r2 sen 6

2 2- d n d dr sen esencp— + r sen 6 eos e sen tp---- reoscp—
3r de dtp

d 1 ( o — - d 2 n d
— = —------- 1 r senecose----- rsen 6—
dz r2 sen el dr de
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Por último, se sustituyen los valores de las coordenadas x, y, z, y las

derivadas —, — y — en los operadores L.x, Lv y L.,, de manera que: 
Sx 3y 3z y

r JrsenOsenof 2 „ „ 3 9
Lx = -¿ a —=--------- r sen 0 eos 0------r sen 0—

L r2 sen© I 3r 30

rcosO 9 „ „ 3 3-=------- rz sen- Oseno— + rsenOcosOseno rcoso—
r2sen0 9r 30 ' 9<p

- . r rcosO ( 2 2 3 „ „ 3 3
Lv = -¿í -s-------r2 sen O cosa— + r sen O eos ecos o------rseno—

v Lr2senot 9r 90 *3?

r sen ecos of 2 „ „3 2« 9 )
- —------- -  rzsen0cos0---- rsenz0—

rsenO I 9r 30 I

, f r sen 0 eos o í 2 2 „ 3 „ „ 3 3
L, , r sen Oseno—+ rsenOcosOseno-----rcoso—

L r* sen 0 i 9r 90 3<p

rsenOsenof 2 9 « 3 3
—-s-------- - r sen~ 0coso—+ rsen0cos0coso-----rseno—

r2 sen Oí 3r 30 ' 3<p

Simplificando las expresiones obtenidas, se llega a:

- 1 3 , „ 3
Lx = -i «i sen <p— + eos <p ctg 0—

I 30 3<p

Ly = -¿^ícostp— - senyctge— 1 
l 36 3(p j

Lz = -i» — 
z 3<p

Ahora que conocemos Lx, Ly y Lz, podemos calcular L2 como

L2 = L.x + L2 + L2 . Calculamos:

l?x =-ft2( 3 _ „ 3 Y 3 „ „ 3
rsencp— + cosipctge— 11 senq>— + cos<pctg0 — 
1^ 30 3<p 30 3<p
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.22 0 3 3 0 d d
= -A sena— sena—+ sen<p— cosactgG— + cosactge— sena —

00 00 ae a<p 09 ae

8 3
+ eos 9 ctge—eos <p ctge — 

09 39

Operamos,

-2 2^ í
= -A sen <p---- + sen 9 eos 9

ae2 I
-i * a a a---- -------- + eos <p ctg 0  

sen2 0 3(p---------------- 30 3p
2

í 3 3 3
+ eos 9 ctg0 cosa— + sena------

s I ae 0900

í a a2
+ C0S9 ctg0| -senqctge— + cos<p ctgQ—T

I 39 a<p2

y obtenemos:

a2 senacosa
(p-------- -------------

302 sen2 0
a
89

+ sen <p eos 9 ctg 0 —— + eos2 ip ctg 0—
30 dtp 30

3 a 5 a 2 2
+ sen 9 eos 9 ctg 6-------- sen 9 eos 9 ctg 0 — + eos 9 ctg 0

39 30 39

a2 

á92

Haciendo lo mismo para L2 :

.-2 2Í 3 a 11 a d
Lí = -fi cosa-----sen a ctg 6— 11 cosa------sen 9 ctg 0 —

y [ 30 09 T 30 89

.2 3 3 a t„a ,„a a
= -tr cosa — cosa---- cosa — senactge------senactgQ—cosa—

30 30 '30 09 89 00
,2

sen 9 ctg 0 — sen 9 ctg 
89 09
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SS3EKKES2¡aE3í£«

2 a2 ( -i a * Q a a 
eos <p —=- - eos d sen o---- =— — + sen toctge------ae2 \ sen2Q a<p 1 s aea<p

- sen tp ctg
a( d a a
0 -sentó— + eos tp------

' 80 dtp 80

( d 32 1+ sen<p cügdtcostp ctge— + sen<p ctge---- I
I dtp dtp2 I

y obtenemos:

L2 = -f,2
2 a2 sentó COSa> 

cos¿<p— + — v 
d02 sen2 0

a 
dtp

- sen q> eos tp ctg 0 — + sen2 tp ctg 0—
o 8 dtp 38

- sen tp eos ¡p ctg 0 ~-^- + sen tp eos tp ctg2 0 — + sen2 tp ctg2e^~— 
dtp d0 dtp 8(p2

Repitiendo, por último, con L2 obtenemos:

L2 = -A2
d2 

dtp2

Ahora estamos en condiciones de sumar L2 + L2 + L2 . Teniendo en cuenta que 

hay muchos términos iguales con diferente signo que se anulan y agrupando 
términos, esta suma se reduce a la siguiente expresión:

2 7en (p + eos <p)-^- + (sen2 tp + eos2 tp) ctg2 0-^— 
d02 dtp2 

(sen2 ¡p + eos2 ip)ctg 0 —
36

d2 

dtp2

L2 = -A:
¡2[^ 

d02
(ctg2 0 + 1) A- + ctgQ— 

d03q/
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y por tanto:

L2 = ^2| a2 i a2
90 2 sen2 0 dtp2 cf30¿|

Nótese que aunque los operadores de momento angular dependen de las tres 
coordenadas cartesianas x, y, z, sólo son fundón de dos coordenadas polares 
esféricas, 6, <p.

Problema 13.4

Hallar los valores observables de la componente OZ del momento 
angular de una partícula (sin espín) aplicando la condición de que las 
funciones de onda aceptables tienen que se periódicas con período 2it.

El operador correspondiente al observable de la componente Z del 
momento angular (sin espín) es:

9
dtp

Los valores posibles para dicho observable son los valores propios de la 
ecuación:

Lz =
dcp

9
9<p 

dtp ti

Dado que la ecuación es lineal y homogénea, las funciones de onda que 
pueden satisfacerla pueden suponerse del tipo:

<t>x(<p)= Aexp(a<p)

Por lo tanto, su primera derivada vale:
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El operador del impulso px siempre es -¿h— y el operador de la 
dx

energía para una partícula en una caja monodimensional -energía únicamente

.... -tí2 d2 „ . . . . .. .
cinética- es---------=-. Por tanto los valores medios serán:

2m dx2

integrando entre los límites 0 < x < L, pues y=0 fuera de ese intervalo.

a) Calculamos las derivadas parciales de ¥

dH* n nx
= Ni— COS— dx 1L L

TtX 7t _Nj sen— = -■—«P

sustituyendo en la expresión de <p>, comprobamos que éste es nulo:

. n. 12 | nx nx .
-¿a—Nf I sen—eos—dx

L L L L
< P > ------------------------------- = o

N2 f sen2^-dx

No hace falta dedicar tiempo a calcular la integral, pues la función (eos nx/L) 

es simétrica respecto a x=L/2 y la función (sen nx/L) es antisimétrica. Por 

consiguiente, el producto es antisimétrico y la integral es nula. Sustituyendo 
en la expresión del valor medio de la energía, obtenemos:
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nz^2 h2

2mL2 8mL2

b) Repetimos el procedimiento empleando ahora: ¥ = N2 x(L-x) = N2 (xL-x2)

^ = N2(L-2x)

a2y 
dx2

-2N2

Sustituimos en las expresiones de <p> y <E>,

y operando:

c IOS2 fio A h2 

2mL2 f ir2 J8mL2

Obsérvese que el valor medio de la energía obtenido con la segunda función 
resulta algo más alto que el obtenido con la primera, que era una función 
propia. Este hecho está relacionado con el Teorema de Eckart.
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Problema 13.6 ®0®

Calcular el valor medio de la posición de una partícula en una caja:

a) En un estado estacionario.

b) En un estado de transición Ciyi+C2y2 en el que yi se refiere al 
estado estacionario fundamental y y2 al primero excitado.

Suponer Ci y C2 reales. -

a) La función de onda normalizada de un estado estacionario de una partícula 
en una caja de anchura L, viene dada por:

nnx 
sen----- 

L

siendo n = l en su estado fundamental y ns2 para los estados estacionarios.

El valor medio de la posición viene dado por:

x ■ v dx

v * v dx

siendo y, en nuestro caso, la función de onda indicada. Como está 
normalizada, el valor medio se reduce al cálculo de la integral del numerador:

Para resolverla es necesario aplicar la identidad:

sen2 a = 1 - eos 2a
2

Luego la integral se transforma en:
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2nnx \ 
- eos___  
_______ L

2
. f x 2n7tx

dx - — eos---- -J 2 L 
o

La primera integral es simplemente:

1[ ílT 

2 2

L2

4

La segunda integral podemos calcularla por partes:

Eligiendo:

u = x
. 2mtx . 

y dv=cos------ dx

debe ser:

du = dx

L 
v =----  

2mc
2nnx 
sen------  
L

Luego:

fx 2nnx . 1JjCOS— dX = - L 2mrx
---- xsen------- 
2nn L

L f 2mtx .
- -— sen —— dx 

2nit J L
o

£ 
2

---- xsen 
2nn

2nnx 
L

eos——
2nnx

v

L . 2nrcL _
---- í.sen---------Oi 2nn L

£ 
2

L f 2nnL
---- eos------  
2njt I L /

2

L2 , 
---- sen 2nit +
2nn

( L f 
eos 2nit - ----- eos O

I 2n;r I
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Por lo tanto, el valor medio de la posición, para el estado fundamental de la 
caja es: 

tal como podría deducirse con un simple examen de la representación gráfica 
de:

4'(x)= Cseny-

Este resultado es independiente de la posible dependencia temporal de la 

función de onda, pues si es estacionaria es independiente del tiempo y
<p(x, t) = »P(x) exp(¿ Et/h)

b) En el caso NO ESTACIONARIO es preciso tener en cuenta la dependencia 
temporal de T. La función de onda del estado estacionario fundamental es:

y la del primer estado excitado:

= ^sen^ e*p(¿

luego la del estado de transición será de la forma:

_ m _ [2 nx (¿ E.t) _ ¡2 2nx _f¿E2t'l
C^ + C^ =CjJ-sen—exp.-^-i+C2J-sen—exd-^-j

I L L j n I V L L { h j

El valor medio se calculará de la misma forma que en a) pero en este 
caso la función empleada es un poco más complicada:
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(C^í + C^)’x (C^ + C2>P2)dx 

(C^+C^dx

Primero vamos a calcular la integra! de! denominador, es decir, vamos a 
normalizar la función de onda del estado de transición:

L L
+ C1C2 J 'P1*'P2 dx + C1C2 J ’P2'Pi dx 

o o

Como las funciones YES y ¥2 están normalizadas y son ortogonales entre sí, 
resulta que la integral del denominador de <x> vale:

(C^ + C/P^dx = C? +

La integral del numerador de <x> equivale a la suma de cuatro integrales 

independientes:

J(C1'F1+C2’P2)T x(C1«P1+C2'P2)dx = 

o

'pf dx + C2 I x ^2 dx +

+ CrC2 x ■ dx +CXC2 x ■ dx

La primera integral de las cuatro se resuelve de la misma forma que la del 
denominador:
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_2 2 I 2 ¿Eit ¿Eit^ .
= Cí — I x • sen — exa----- i- + -—— dx =

1 l J l “ a n J 
o

r2 v2Cj XV T 2rtx 
sen -—- +L

r2 i2
L 2

—L—sen 2n + 0 + —¡ 
L 2n L

cosO =

La segunda Integral se resuelve de forma similar:
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L L
= c| í x sen2 exp(o) dx = c| í x

o o

4ttx 
- eos----

C| L2 n Cj L . n Cl ( L f . Cl í L f n 
= — -----O---- -L — sen4n + 0 + —I—i eos4n-----— cosO =

L 2 L 4n L (4>t I. 4n

£11 

2

Por último, la tercera y cuarta integral se resuelven realizando previamente un 
cambio en el que se transforma el producto de dos senos en la resta de dos 
cosenos:

, \ / \ cos(m-n)x cos(m + n)x
sen(mx)- sen(nx) =----—-----------------------

Así la tercera integral será:
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= ex>
tcx , ir 

x eos—dx — I
L 2 J 

o

3tcx .
x eos-----dx 

L

-rr -J.MiMflÍL TCX L2 TCX
= C1C2 exp i ■ _ x sen — + — eos —

( h J|2^ L ti L

3tcx L2 3nx
—xsen---- + —r eos-----
3tc L 9ic2 L

= C1C2 exp
1 f L , _ L2 L2 n
— — Lsenic-Od---- cosn------cosO

J[2 ^tc

L L2 L2
— L sen 3tc-O + —T eos 3tc---- -cosO3tc gjt2

1
2

L

n

£ 
2

= -^2 CjC2expí i
9tc2 (

(E2 -E^t^

s )

La cuarta integral es similar y sólo se diferencia en el signo de la parte 
temporal.
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■MI

L L
CXC2 J X • dx = C1C2 J X

o o

se„^e^ex^ dx =

= CjC2 exp
fe-Ejt nx . 

eos—dx
3nx . 

eos---- dx
L

= qC2
2

k

x sen —

L '
L f TtX .
— I sen—dx
n J L

0 ,

L 3nx
2

— x sen----
3 ir L

L
3?r

3kx .
sen---- dx

L

= CjC2 exp

o0

1.
2

L 3kx L2 3kx

1 L 1/
— —L sen 3it - 0 +—^-cos3n---- -eos O
2 3jc 97t2 9tc2

Zlo
—xsen-----h—-eos-----
3* L 9n2 ■L

= CXC2 ex/
,(E2-Ex)t
* h

1 [ L L2 L2
— — L sen re -0 + — eos n—r-cosO 
2» ít2 7t2

= CjC2 exp
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Por lo tanto, el valor medio para el estado de transición es:

CiL । C2L 8L2CjC2 ( .fe-E^t) SL^C, í .fe-Ejt^
2 2 9n2 H " h | 9n2 [ < I

c?+c|

+ 6L2CiC2 Lc r fe -Ejt j
_2___ 2 9J ~l ti 1 

c2 + c2

CK ISL2^ Ífe-Ejt

2_______ 9n2______ I,

C2 +C2

o lo que es lo mismo:

rfe-Ejt 

9n2 Cj + C2 \ H

E, -Ei
Si denominamos <o12 al cociente —------ , esto es, a la frecuencia de Bohr, la 

expresión del valor medio de la posición se puede escribir como:

584



Una Axiomática de la Mezánica Cuántica

L
2

16L2 CjC, /

yn + l<2

Este resultado pone de manifiesto como el valor medio de la posición en los 
estados de transición "vibra" con la frecuencia de Bohr. Si la partícula posee 
carga eléctrica, se comprende que emita radiación de frecuencia:

to E2 - Ei
2ti h

esto es, a las frecuencias que Bohr obtuvo comparando las diferencias de 
energías posibles en el átomo con la energía de los cuantos de Planck, 
AE = h v .

Problema 13.7 O®

Demostrar que la componente OZ del momento angular del electrón 
de un átomo de hidrógeno en un estado estacionario debe ser 
constante.

Según la fórmula (14), para los estados estacionarios debe ser:

Como el operador A = Lz no depende del tiempo, debe ser

luego:

y para que (Lz) sea constante bastará que Lz y H conmuten:
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l7h»p = hl/p

siendo:

Lz = -¿A — 
dtp

H = — (r2 AL 3 (seno 3 L 1 3*
2m r2 3r 1 3r J r2 sen 0 30 [ 36 J r2 sen2 6 dtp2

e2 1

4n£0 r

Vamos a evaluar el primer sumando:

0 Y a2 [ i d (2 3 
dtp }i 2m[r23rl dr

1 d
r2 sen 0 36

21 
r 3r + ar2

1 d2 ' 

r2 sen2 0 dtp2

a2 1

2m r2

e2 1

4ne0 r

d2 ) 1 a d . d2 '|
—^ +-=------- cose— + sen0—- +
dr2 ¡ r2 sen e 39 de2 )

1 
r2 sen2 0

d2l e2 1 

dtp2 ] 4tie0 r

cose d Id2

r2 sen 0 30 r2 d02

1 d2 ' 

r2 sen2 e dtp2 4ne0 rj

¿a3|2 d2 , d3 , cose d2 i d3 i d3 1 ¿ae21 d
2m ¡r dtpdr a<par2 r2 sen 0 3tpd0 r^" dtpd02 r2 sen2 0 dtp3 I 4ne0 r dtp

El segundo sumando se calcularía del mismo modo:
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hl2 = a2 [ i a r 2 3 ) i a f Qa'i 
— | —— r— +t----------sene— 1+2m [r2 3r 3r J r2 sen 9 30 I 39 J

1
r2 sen2 9 3<p2

e2 1? * 3
--------M / h — j 4ke0 r 11^ dtp J

¿fi3 f 1 ¿ír2 

2m । r2 3r I
a2 ) i a í o a2 
—:— + -=----------sen 9 —— 
drdip r2 sen 0 30 39dip

i a3 
r2 sen2 9 3<p3

e2 1 a 
47te0 r 3<p

¿^3Y2 a2 । a3 । cose a2 , i 33 1 33 \ *he21 9
2m I r 3r3<p 3r2d<p r2 sen 9 39d<p r2 a92d<p r2 sen2 9 3<p3 I 4rcs0 r 3<p

La expresión obtenida es similar a la del primer sumando, pero se 
observa que aparecen las derivadas parciales en distinto orden. Como las 

funciones propias del operador H tienen que ser continuas, se cumple que:

a2 a2 
afidfj ’ afj3f¡

esto es:

a2 a2 . a2 = a2 . 32 = a2 . a2 _ a2

3xdy dydx ' 3r2a<p drpdr2 ' 39d«p 3<p39 ' a02a<p 3q>d92

Por lo tanto, los dos sumandos son exactamente iguales y el conmutador es 
cero, con lo que queda demostrado que el momento angular en la dirección Z 
tiene que ser constante.
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Problema 13.8 ®®0

Desarrollar la función

f(x)=x(x-l) si 0<x<l

f(x)=O síxe(0,1)

en la base ortonormal formada por las primeras funciones propias de 
la partícula en una caja, Y„=2V2sen(nnx),

a) Empleando cuatro funciones de base

b) Empleando ocho funciones de base.

Acotar el error cometido en cada caso.

Lo que se pretende en este problema es expresar la función f(x) en la 
forma:

f(x) = y CnPn 

n

tomando como base {<pn} las funciones propias de la partícula en una caja. El 

valor de los coeficientes está determinado por los productos escalares:

Cn = j <Pn f(x)dx (n = 1,2,3...) (1)

Para acotar el error cometido en cada caso, es necesario aplicar que si la 
función f(x) está normalizada, se cumple que:

N

n*l

y se aproxima tanto más a la unidad cuanto más exacto es el desarrollo. Por 
lo tanto, antes de obtener los coeficientes Cn , para poder obtener la acotación 
del error en cada unos de los apartados, conviene normalizar previamente la 
función f(x). Así:
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N2Í1-O-- + O + --o)=Nz-^- = 1
1^5 4 3 I 30

Luego, la constante de normalización de la función f(x) vale:

N = ^30

a) En este caso escogeremos las 4 primeras funciones de onda de la partícula 
en una caja de anchura unidad:

< Pi = V2 sen nx

< Pi = V2 sen nx

< Pi = V2 sen nx

< p4 = V2 sen 4nx

Para calcular el coeficiente Ci recurrimos a la expresión (1), que para nuestro 
caso se reduce a:

Las integrales se calculan mediante integración por partes. En el caso de la 
primera se tiene:
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Batanara.-.

7eo 2 2760
-------- xz eos nx + —— x sen nx 

n---------------- nz

i

sen nx dx =

o

760 2 2760 2760
=------- x eos nx + —=— x sen Ttx + —=— eos nx =

" 7? 7?

760 _ 2760 _ 2760 2760 „
=-------eos n-0 + —■—senn-0 +—— cosn----- =—cosO =

w n2 re3 n~

760 2760 2760 2715 8715

n re3 7t3 n it3

Operando análogamente con la segunda:

V60 760
--------x eos nx + —— sen nx

tt n~

760 _ 760 _
------- cosn-0 + —sen 7t-0 =

n n2 71

y, por lo tanto, Cj vale:

_ 2715 8715 2715 8715
3 “ ” 3n n n tc

Para calcular C2 se opera de la misma forma:
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i
C2 = J72 sen 2itx 730 x (x-l)dx = 

o

• x sen 2itx dx = Ij +12

1 . i
Ii = f 760 • x2 sen 2nx dx = - x2 eos 2kx + f x cos 2nx dx _

J 2n 2n I
0 o

_ 1
760 2 n 2760 _ 2760 f _ .

-------x4 cos 2nx + -—x sen 2ttx - ■ ■ i sen 2tcx dx =
2n 4k2 4n2 J

o

760 2 _ 2760 _ 2760 _
------- x4 cos 2itx +---- r- x sen 2nx +----— cos 2nx

2it 4it2 8n3
0

760 , n 2760 n n 2760 _ 2760 _
- -— cos 2it + 0 +---- — sen 2n - 0 +----— cos 2n------ — cos 0 =

2n 4n2 8it3 87t3

760 2760 2760 2715

2n 8n3 8n3 2it

1 _ 1
I2 = Í760 xsen2irxdx = -^5.xcos2nx + ^^- fcos27txdx =

J 2n 2n J
0 o

760 _ 760 _
------- x cos 2nx + —— sen 2nx

2n 4jt2 ,
o

760 n n 760 _ _ 2715
 cos2n + 0 +—z- sen 2n-0 =--------- 

2n------------- 4n4 2tc

Por lo tanto, C2 vale:

.....
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CZ.-^L^.O

2n 2it

Del mismo modo se calcula C3:

i
C3 = J V2 sen 3nx ■ 730 x (x - l)dx = 

o

1 1
= J760 ■ x2 sen 3tix dx - J 760 • x sen 3nx dx = I3 + I4 

o o

760 _ n 2760 _ n 2V60 2760 n
= —-—cos3n + 0 +--- z-sen 3n-0+------—cos3n------- ^cosO =

3n 9tt2 27tc3 27n3

760 2760 2760 _ 2715 8715

' 3k 27n3 8n3 3n ' 27n3

1
I4 = J760 • xsen3nxdx = 

o

J2 72 72= ~ —cos3n-0+ -^-sen 3n-0 = — 
3n 9n2 3n

Por tanto:

C - 8715 2715 _ 8715
3 3n 27n3 3n “ 27n3

Y, por último, C4:

1
C4 = J72 sen 4ttx 730 x (x - l)dx = 

o
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i i
J VóO sen 4nx x2 dx - J VóO sen 4nx x dx = I5 + I6 

o o

1 
___

I5 = I VóO ■ x2 sen4nxdx =

J
o

760 . n 2760 . n 2^60 * 2760 n
=------- eos 4tc + 0 +----- — sen 4it-0 +---- — eos 4n--------—cosO =

4ir 16íc2 64n3 64n3

760 2760 2760 2715 

4n 64n3 64tc3 4w

1
I6 = J VóO ■ x sen 4nx dx =

o

760 . n 760 . „ 2715
=------- eos 4it + 0 +------sen 4n-0 =---------

4n 4jtz 4n

Por lo tanto, C4 vale:

4tt 4it

Obsérvese que los coeficientes de subíndice par son siempre cero y los de 
exponente impar cumplen la fórmula:

_ 8715 , . ,
Co = —(para n impar)

Por consiguiente, la función f(x) = 730 x (x-1) se puede aproximar como:

f(x) = - 72 sen nx - 72 sen 3nx
n3 27n3

o lo que es lo mismo:
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f(x) =
8715
—<P^

8715 

27it3 93

b) Si en lugar de 4 funciones de base se usan las 8 primeras, el cálculo sería 
similar y el resultado sería:

f (x) = - 42 sen itx - 8^1-8 72 sen 3irx -

ir3 27jt3
8715 _ 8715 /r _

--------=- V2 sen 5xx--------=- V2 sen 7nx
125n3 343it3

o lo que es lo mismo

f(x) =
8715 8715 8715 8715
-3—<lh - ~_3 93----—-3 95 - —3 97
ir 2/ir i25ir 343ir

Para estimar la exactitud del desarrollo de 4 funciones de base, 
evaluamos la expresión:

8715 I2
27n3 ) = 0.99855501 + 0.00136976 = 0.99992477 

y para el desarrollo de 8 funciones de base:

Z
r2 ( 87151 ( 8715 f ( 8715 f ( 8715 f 

n I n3 ’ 27n3 ' 125it3 ' 343n3

n=l ' /' '

= 0.99855501 + 0.00136976 + 0.00006391 + 0.00000849 = 0.99999717

La aproximación con n = 8 es algo mejor que la obtenida con n = 4, pues
N

’ Cp se aproxima un poco más a la unidad. Este hecho puede verse

n=l

también en las figuras 13.1 y 13.2:
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Figura 13.1. Comparación de la función f(x) = 1/30x(x - 1) con sus desarrollos Cn<pn con 4 y

con 8 funciones de base, en el intervalo 0<x<l. Se ve que ambos desarrollos son 
extraordinariamente parecidos a la función original.

Figura 13.2. Ampliación de la zona recuadrada en la figura 13.1. Se observa que la mejora 
obtenida al pasar de 4 a 8 funciones de base es significativa, pero para verlo hay que usar la 
escala adecuada.
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MÉTODOS VARJACIONALES Y DE PsnURBAOÓN

Capítulo XIV:
Métodos Variacionales y de 
Perturbación

El método varíacional: Fundamento y aplicación a 
estados fundamentales

Aplicación del método varíacional a estados excitados

Métodos de Combinación lineal

Métodos de Perturbaciones

Correlación electrónica

Teoría Básica

14.1 El método Varíacional

El método varíacional para obtener soluciones aproximadas de la 
ecuación de Schródinger está basado en el Teorema de Eckart:

S/ H es un operador hermítico cuyos valores propios poseen un extremo 

inferior Eo, cualquier función normalizada í¡/ que sea aceptable proporciona un 

valor E = I í¡/*HvdT que es más alto que Eo.

Una aplicación inmediata del teorema de Eckart es la obtención 

aproximada del valor propio mas bajo de la ecuación Híp = E • íp. Basta 

seleccionar una función íp razonablemente próxima a la del estado 

fundamental vo y calcular la integral:
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Eo = j vHvdx = Eq (éü * Eq) (14.1)

J

Si la función aproximada y depende de una serie de parámetros p1( p2, 

pm, la integral resulta función de éstos:

|rHvdT = f(p1,p2/.._,pm) (14.2)

y el mejor valor propio aproximado se obtiene minimizando la función Eo 

respecto a todos sus parámetros p¡. Partiendo de funciones v(xi,p,) 

suficientemente flexibles, se puede hacer Eo tan próximo a Eo como se quiera, 

con la ventaja adicional de saber a priori que el error cometido será siempre 
por exceso.

14.2 Aplicación a estados excitados

El método variacional también sirve para determinar energías y 
funciones de onda de estados excitados. La forma de hacerlo está basada en 
una extensión del teorema de Eckart:

Si la función de prueba y es ortogonal al estado fundamental, esto es 

si:

j* V* Vo dt = 0

entonces:

j"íy*Hí¡ídT > Ej,

siendo \y0 la función propia exacta del estado fundamental, y E¡ la energía del 
primer nivel excitado.

Por consiguiente, basta emplear funciones de prueba que sean 
ortogonales al estado fundamental, para que el método variacional conduzca a 
una aproximación al primer estado excitado. Cuando la función de prueba es 
ortogonal al estado fundamental y a los (n-1) primeros estados excitados, el 
método variacional conduce a una aproximación al n-ésimo estado excitado.
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14.3 Métodos de Combinación lineal

Consideremos un hamiltoniano H y n funciones 0!, <t>2, a las que sólo 
se exige cumplir las mismas condiciones de contorno que las funciones 

propias de la ecuación H\|/=E‘\|/. Representando una función propia aproxi

mada de H mediante una combinación lineal:

n

i=l

(14.3)

la energía asociada a esta función es:

(14.4)

donde se ha introducido la notación <0,1 H |<|>j> = Hy y <ói|<|>j> = Sy para
abreviar. Reordenando (14.4), se transforma en:

qCjHj (14.5)

Los elementos Hij son reales, pero los coeficientes q pueden ser 
complejos. Escribiendo c¡ = a¡ + ¿ p¡ y considerando que los parámetros 

variacionales a¡ y p¡ son reales, se tiene:

cfcj = (a¡aj + P¡Pj)+ ¿ (a,pj - ajP¡)

Derivando (14.5) respecto de a, resulta:

E (05 + i P^Sy = (aj + i pj)Hij 

j J

y derivando respecto de p,:

E • (Pj + i «jJSij = ^(Pj - i ajH 

i í

(14.6)

(14.7)

(14.8)
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Agrupando convenientemente las ecuaciones (14.7) y (14.8) se obtiene:

k - k' - EsJpj = 0 (14.9)

j j

- V - Esjpj - ESgk = o (14.10)

j j

Como para cada valor de1“ índice "i" puede escribirse una pareja de 

ecuaciones como éstas, se obtiene en total un sistema de 2n ecuaciones con 
2n incógnitas. Ahora bien, las ecuaciones del tipo (14.10) son las conjugadas 
de las (14.9) multiplicadas por la unidad imaginaria, por lo que debe operarse 
sólo con las de un tipo ya que las otras no añaden nada nuevo. Debido a que 

H¡j; S¡¡; E ; a, y Pj son números reales, el sistema de ecuaciones (14.9) da 
lugar a dos sistemas homogéneos independientes (uno para las alfas y otro 
para las betas) que tienen el mismo discriminante:

det | H¡j - ES¡j |= 0 (14.11)

cuyas raíces suministran n valores de E, el mas bajo de los cuales será, 

normalmente, la energía aproximada del estado fundamental del sistema 
estudiado.

Con cada valor de E obtenido del discriminante (14.9) se puede 
plantear el sistema:

In - ESnJoti + |H12 - ÉS12Ja2 + ••• + |Hln - ESlnjan = 0 

hi - ES21)a! + (h22 - ES22)a2 + ... + (h2g - ES2n)an = 0
(14.12)

Ki - ÉsJaj + (Hn2 ^^n2/a2 + •■■■*■ Hnn ESnnJan — 0

Si E es raíz de (14.9) una de estas ecuaciones puede despreciarse, por ser 
combinación lineal de las demás. Quedarían (n-1) ecuaciones con n 
incógnitas, y se podrá resolver el sistema en función de una de ellas, por 
ejemplo de la primera:
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•22 - ÉS12)a2 + ... + p2n - ESznjan = -(h21 - ES21)a!

I32 - ES32)a2 + ... + |d3n - ES3n)an = -(h33 - ES31)a1
(14.13)

y entonces:

(Hn2 - ESn2)a2 + ... + (Hnn / ~ \= -^1 - ESnlJ“l

U2 - EsJ.-^i - EsJ-^n - ÉS3n’

(14.14)

Operando análogamente con el otro sistema, las 3i resultan proporcio
nales a 3i con iguales coeficientes que las a,:

3¡ = —3i, con 3i arbitrario 
«1

(14.15)

por lo que normalmente se supone 3i=0 y se determina ai aplicando la 

condición de normalización de la función total íj. Como se ve, el resultado 

hubiera sido igual si se hubiese escogido desde el principio una combinación 
lineal con coeficientes reales, que es lo que se hace de ordinario.

Para simplificar los cálculos, y para relacionarlos con la diagonalización de 
matrices, es conveniente emplear funciones de base ortonormales. Ello 
siempre es posible, pues cuando la base no es ortonormal, puede 
transformarse en otra que lo sea mediante cualquier procedimiento de 
ortonormalización, como el de Schmidt o el de Lówdin.

Si llamamos:
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Hj = dx (14.16)

a las integrales de energía respecto a la base ortonormalizada, y c¡ a los

coeficientes del desarrollo el discriminante (14.11) sería

simplemente,

det | |= 0 (14.17)

con 5¡j=0 si i*j y 6¡j= 1 si i=j. Las ecuaciones (14.12) se convertirían en: 
V^-ESy^ =0 (14.18)

j

que son precisamente las que aparecen al diagonalizar la matriz H^' Por 

consiguiente los valores posibles de E son los valores propios de la matriz H¡j 

y los coeficientes ^(e) están determinados por los vectores propios de esa 

matriz.

14.4 Perturbaciones

14.4.1 Introducción

Los métodos llamados de perturbaciones son especialmente adecuados 
cuando se trata de buscar energías y funciones propias de una ecuación de 
Schródinger que difiera poco de otra cuyas soluciones sean conocidas. 

Llamaremos H° al hamiltoniano de la ecuación resoluble, E? y y’ a sus 

energías y funciones propias, y H1 al término correctivo o perturbación. Un 

ejemplo clásico de esta situación se da en la ecuación de Schródinger del 
átomo de Helio, en la que:

H = _ZLlLz_£+J_

2 2 q r2 r12
(14.19)

y el término l/r12 puede considerarse una "perturbación" del hamiltoniano:

ÚO V? Vi Z Z
(14.20)

Si las funciones propias de H = H°+H1 se expresan como combinación 

lineal de las funciones propias ortonormales de H°:
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Vk (14.21)

las energías propias de H son las raíces del determinante secular:

detlH^-^hO (14.22)

en el que los elementos son las integrales:

= V?ÍMdT= vfH°y°dr + vfH^dT (14.23)

es decir:

=eX+HXm (14.24)

siendo los elementos de la matriz de H1 en la base {y°}. El 

discriminante (14.24) es entonces:

h|, ... 4,

Mediante una serie de aproximaciones, detalladas en el texto de teoría, 
se llega desde la condición (14.25) a las fórmulas de perturbaciones, que 

permiten determinar las energías propias de H = H°+H1 y los coeficientes de 

la serie (14.21) a partir de las energías sin perturbar E° y las integrales

Hy = (<P¡° HpPj) ■ I-95 fórmulas de perturbaciones son diferentes según se 

apliquen a estados con energías E° simples o múltiples. Es decir, según se 

refieran a estados degenerados o no.

144.2 Perturbación en niveles no degenerados

Siempre que el efecto de H1 sea pequeño, la condición (14.25) equivale 

muy aproximadamente a:
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y i hl i2HÍk (14.26)

siendo £k = E° - Ek. Como para pasar de (14.25) a (14.26) hay que suponer

E? no degenerado, todos los términos (E°-E°) son distintos de cero, de 

manera que el valor de la corrección energética £k, es:

£k~Hik

o bien:

Ek = Ek+< | H1 | yk > Z
|< | H1 | yg

E?-Eg 
X»k

(14.27)

(14.28)

que es la llamada fórmula de perturbación para niveles no degenerados de 
Rayleigh -Schrodinger.

El número de términos de la suma es, en principio infinito, pero con 
frecuencia la expresión de los sumandos permite su cálculo por procedi
mientos matemáticos estandarizados. En caso contrario, todavía se puede 
intentar estimar la suma mediante la de un número finito de sus términos, 
pero no existe ninguna garantía de que el resultado sea válido.

Los coeficientes de la combinación lineal (14.21) pueden determinarse 
con un grado de aproximación análogo al de la energía mediante la fórmula:

akX =
I |2 

Eg-E?
akk (14.29)

donde el coeficiente akk se determina fácilmente por la condición de

normalización I akx lz = 1 •

L

La fórmula de la energía (14.28) se ha obtenido despreciando una parte 

de los elementos del determinante (14.22). Si hubiéramos despreciado 

algunos más hubiésemos obtenido £k=Hkk es decir:
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Er =Eg+Hlk = Ek+< I H1 I Vk > (14.30)

que se llama fórmula de perturbación de primer orden. La expresión de 
Rayleigh-Schródinger (14.28) se llama fórmula de perturbación de segundo 
orden. Haciendo otras aproximaciones (conservando más filas y columnas del 
determinante) se llega a otras fórmulas de perturbación, llamadas de tercer 
orden, cuarto, etc.

14.4.3 Niveles degenerados

Cuando el nivel E° es degenerado, debemos volver al determinante

(14.25), que es válido para cualquier base formada por funciones propias de

H°. Si las funciones Vi , Vi» i|/p fueran degeneradas, se podría escribir

(E^E^-.^E?):

Hh + E° - E ... H}p ... Hln

«21 H^+Ef -E ... H^ ...

...

... H>p+E?-E ...
7 (14.31)

HP2 Hpn

Hk H1 H1nnp ”• nnr + E° -E

Operando de una forma más drástica aún que como se hace en el caso 

no degenerado, podemos despreciar H^ en todas partes excepto cuando Ayp 

corresponden al grupo de funciones degeneradas. Hacer esto es equivalente, 

en cuanto al grado de aproximación obtenido, a tomar Ek=Hkk en el caso no 

degenerado, es decir conduce a una fórmula de perturbaciones de primer 
orden. Teniendo ahora en cuenta que: 

O
det = det |A|-det |B | (14.32)

B

se ve que la condición (14.31), con Hj^O si X>p ó p>p, es equivalente a la 

condición:
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Hh-E Hj2 ... Hlp

H21 H22 ~E •" H2p

Hji Hj2 ... Hpp - E

(14.33)

la cual conduce a p valores de la corrección energética £=Ei-E? en general 

diferentes. Así, el efecto más acusado de una perturbación sobre un conjunto 
de estados degenerados suele ser la rotura de la degeneración. Pero esta 
rotura no siempre es total, e incluso puede no tener lugar, según sea el 
operador de perturbación.

14.5 Correlación electrónica

14.5.1 Origen y significado

El límite Hartree-Fock no representa la solución exacta de las ecuaciones 
de Schródinger polielectrónicas, sino una aproximación basada en la 
asignación a priori de una estructura monodeterminantal a la función de onda:

y(1,2,...,N) = | I (14.34)

La aplicación del método varíacional con esta estructura de la función de onda 
permite demostrar que los orbitales más adecuados para construir el 
determinante (14.34) eran los de Hartree-Fock, es decir las soluciones con 
energía más baja de la ecuación monoelectrónica:

F^)^^) (14.35)

en la que F es el operador de Fock:

(14-36) 

A “ j

El modelo de Hartree-Fock, entonces, tiene en cuenta la repulsión 

interelectrónica a través del potencial efectivo sin embargo,

í
este potencial no representa completamente el efecto de la repulsión 
interelectrónica verdadera.
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Las consecuencias de que la fundón de onda exacta no sea la de 
Hartree-Fock, se llaman efectos de correlación y la más importante es, en 
términos generales, la energía de correlación:

^correlación = ^exacta “ ^Hartree-Fock (14.37)

en la que se entiende que Eexacta (normalmente desconocida) no incluye 
efectos relativistas ni del movimiento nuclear. Por consiguiente, no coincide 
exactamente con la energía experimental, aunque normalmente la diferencia 
resulta del todo despreciable. La energía de correlación es una fracción 
pequeña de la energía exacta, típicamente del 1% al 5% de ésta, pero a veces 
tiene importancia en el cálculo teórico de las propiedades moleculares, debido 
a que muchas de éstas se obtienen a partir de diferencias entre energías cuya 
magnitud es del mismo orden que las energías de correlación.

14.5.2 Interacción de configuraciones

Al resolver las ecuaciones de Hartree-Fock de un sistema con N 
electrones se obtienen siempre más orbitales <f>¡ de los que se necesitan para 
construir la función de onda del estado fundamental:

Vo = I ^102^3--Pn I (14.38)

Si se emplean K funciones de base "sobran" (K-N) orbitales, pues el 
número de soluciones independientes de las ecuaciones de Roothaan es igual 
al de funciones de base empleadas, mientras que el número de espinorbitales 
ocupados es el de electrones del sistema. Los orbitales "sobrantes" reciben el 
nombre de orbitales virtuales y pueden utilizarse, entre otras cosas, para 
mejorar la función de onda Hartree-Fock por el método denominado 
"interacción de configuraciones".

Si llamamos va al determinante de Slater que resulta de sustituir en la

Vo dada por (14.38) el orbital ocupado <|>a por el virtual <|>r; llamamos Vab al 

que resulta de sustituir los orbitales ocupados $a y 0b por los virtuales 0r y 0si y 
así sucesivamente, una función de onda mejor que la (14.38) sería una 

combinación lineal:

V = Vo + Vi + Vz + V3 + V4 + (14.39)

en la que:

a r
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Figura 14.1. Interacción de Configuraciones de la molécula de Hj con una base STO 6-31G**. 
Obsérvese que el cálculo Hartree-Fock no predice la disociación en átomos neutros sino en H+ y 
H\ y que la curva obtenida por la Interacción de Configuraciones es casi idéntica a la obtenida 
por Kolos y Wolniewicz (que se considera prácticamente exacta).

a b r s

(14.41)

(14.42)
a b c r s t

y así sucesivamente hasta llegar a la componente vn- La primera componente 
es la función de onda Hartree-Fock. La siguiente está formada por funciones 
que reciben el nombre de monoexcitaciones, por corresponder a la sustitución 
de un solo orbital ocupado por uno virtual. La siguiente componente es la de 
las biexcitaciones, la siguiente la de las triexcitaciones, y así hasta llegar (si el 
número de funciones de base lo permite) a las N-excitaciones. Cuando la 

determinación de los coeficientes Ca, Cfasb, Cabc, ... se lleva a cabo por el 

método variacional, se dice que se está aplicando el método de interacción de 
configuraciones. Si se emplean todas las excitaciones posibles la interacción 
de configuraciones se llama completa. Si no se emplean todas se llama 
limitada (a las monoexcitaciones, biexcitaciones, etc.). El nombre del método 
proviene de que cuando se aplica a los átomos y con una base mínima, cada 
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una de las funciones que se combinan corresponde a una configuración 
atómica.

La exactitud de los resultados del método de interacción de 
configuraciones depende mucho del número de excitaciones considerado y de 
la completitud de la base empleada. Este segundo factor es importante, pues 
es causa de que algunas veces sea mejor un cálculo Hartree-Fock con una 
buena base, que una interacción de configuraciones realizada con una base 
pobre (por ejemplo STO-3G), como puede verse comparando las Figuras 14.1 
y 14.2. En general, si la base es adecuada y la interacción de configuraciones 
es completa, se obtienen resultados casi exactos.

Figura 14.2. Interacción de Configuraciones en la molécula Hj con una base 
insuficiente (STO-3G). Obsérvese que los resultados mejoran poco a los Hartree-Fock, 
lo que indica que para que la interacción de configuraciones sea efectiva es preciso 
emplear una base adecuada.

La principal dificultad que se presenta al aplicar el método de interacción 
de configuraciones está determinada por lo rápidamente que crece el número 
de funciones implicadas en la combinación lineal (14.55), si crece el número 
de electrones o el número de funciones de base implicados en el cálculo. En 
efecto, el número de n-excitaciones en un sistema con N electrones y K 

funciones de base es:
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f2K-N)

n

NI (2K-N)l 
(N-ñ)!n! (2K-N-n)!n! (14.43)

lo cual se traduce en que la resolución del problema variacional asociado a la 
interacción de configuraciones suele implicar la diagonalización de matrices de 
un orden tan grande, que desafía incluso a los mejores medios de cálculo 
disponibles en la actualidad. Por eso se han desarrollado métodos basados en 

la teoría de perturbaciones, como el de M0ller-Plesset.

14.53 El método de M0 ller-Plesset

El método de M0ller-Plesset hace uso de la teoría de perturbaciones de 

Rayleigh-Schródinger para tener en cuenta la correlación con un esfuerzo de 
cálculo moderado.

Para aplicar el método de perturbaciones al cálculo de la energía de 
correlación se divide el operador hamiltoniano del sistema polielectrónico en 
dos partes:

H = HHF+Hcorr (14.44)

en las que la primera es el hamiltoniano correspondiente al modelo de 
Hartree-Fock:

(14.45)

representando FM al operador de Fock. La segunda es la diferencia entre el 
verdadero hamiltoniano y el de Hartree-Fock:

(14.46)

En el método de M0ller-Plesset la suma de operadores de Fock (14.45) 

es el hamiltoniano no perturbado, y la diferencia (14.46) es la perturbación. 
Aplicando las reglas de Slater para el manejo de funciones de onda 
determinantales, estudiados en el capítulo IV, se puede ver que:

M-V

lvSt> > = (ar|bs)-(as|br) (14.47) 

y que:
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FP Xj W = XjW+

b

< b | r^11 b > XjW- b | r^11 j > xb(n) (14.48) 

b

por consiguiente:

<iI Fp lí> = <i I h I j> + y É fe Ibb)- (ib |bj)] 

b

(14.49)

La función de onda Hartree-Fock |y0> es función propia de Hhf

Hhf IVo> = E^ lvo> (14.50)

con un valor propio determinado por las energías de los orbitales ocupados:

a

(14.51)

que coincide con la energía de orden cero en el método de perturbaciones. La 
energía de primer orden es:

EÓ1} = <VolHcorr. Ivo> = <Vo I H Ivo > “ <Vo I |y0> (14.52)

Aplicando las reglas de Slater y que:

^Ea =^<a|h|a> + 

a a

^^Oab-Kab) 

a b

(14.53)

se ve que (14.52) equivale a:

E^ = -1 ((aa | bb) - (ab | ba))

a b

lo que significa que la energía Hartree-Fock, que vale:

EqF =^ea-y^^((aa|bb)-(ab|ba))

(14.54)

(14.55)

a a b

coincide con la energía obtenida por perturbaciones de primer orden. Para 
obtener la energía con aproximación de segundo orden hay que aplicar la 
fórmula de Rayleigh-Schródinger:
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F„ „ F«>) + F« - V ^O1^corr.IVn>|2 Í14W1
Eo » + Eo -> ------ g) ------ (14.56)

To 0 m
Evidentemente |y0> es la función de onda Hartree-Fock, pero... ¿que debe 
interpretarse como |yn> ? Estos estados no son monoexcitaciones, pues las 

integrales del tipo <vol HCOrr. IVa > son nulas (este hecho, que no es evidente, 

constituye el teorema de Brillouin'). Por otra parte, las reglas de Siater para el 
manejo de funciones determinaQtales indican que las integrales del tipo 

<Vo|Hcorr lv^c>, es decir ,as que relacionan vo con triexcitaciones o 

excitaciones de mayor orden, también son nulas. Por consiguiente, sólo hay 
que tener en cuenta las excitaciones dobles, para las cuales es:

Ho I Vab > = (e?1 - (ea + £b “ er - es))- lv?b > (14.57)

Sumando, para tener en cuenta todas las biexcitaciones, sobre todo "a", todo 
"b>a", todo "r" y todo "s>r",

= V1 y7 Har I bs)-(as|br)|2 

Z^Z^Z^Z^ ea+eb-Cr-es
a<b r<s

fórmula que permite estimar la energía de correlación de manera muy 
eficiente.

En la obtención de las fórmulas precedentes se ha supuesto que las 
funciones <|>a eran espinorbitales, y que los determinantes de Siater empleados 
podían ser no restringidos. En un sistema con todos los electrones apareados 
(14.58) puede reescribirse en términos de sumas sobre orbitales sin espín, 
con lo que resulta:

E^) = W W (14.59)

Ea + Eb er — Es 
a<b r<s

(con las sumas extendidas a todos los valores de a, b, r y s).

Es importante subrayar, finalmente, que la introducción de correlación 

en los cálculos, por ejemplo con M0ller-Plesset de segundo orden (MP2) o de 

mayor orden (MP3, MP4, ...) sólo da resultado a condición de emplear una 
base suficientemente buena.
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Ejercicios Resueltos

Problema 14.1 ®®@®

Calcular la energía y el momento dipolar respecto al origen:

< n >= J Y*x¥dx

de una partícula en una caja 0<x<l sometida a un potencial lineal 

V(x)=kx,

a) A partir de la función de prueba: ¥ = N(p) ■ (xp - x)

b) A partir de la función de prueba: ? = Ao + Axx + A2x2 + A3x3

En ambos apartados de este problema la función de prueba trata de 
introducir la asimetría de la función de ondas respecto del centro de la caja, 
que debe inducir el potencial V(x) = kx.

a) Comenzamos por calcular la constante de normalización, para lo que 
aplicamos la condición de normalización:

i
N2(p) J(xp - x^dx = 1

o

= N2(p)
2p2 - 4p + 2 

3(2p + l)(p + 2)
= N2íp)

¿(p-l)2

3(2p + 1 Xp + 2
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y obtenemos:

Nlp) = ;2p + 1 .2)
v 2(p-ir

La energía aproximada es:

Eq = Í Y* Hv di

donde el operador hamiltoniano para una partícula en una caja, sometida a un 
potencial lineal V(x)=kx, tiene la forma:

Vamos a obtener HT, para ello, en primer lugar calculamos : 
dx2

^7[N(p)(xp-x)]=^-[N(p)(pxp-1-l)]=N(p) p (p-1) xp2

por tanto,

HV = -ÍN(p) p(p-l)xp"2 + kxN(p)(xp -x)

Podemos calcular la energía:

1
Eü=fí¡rH9dT = N2(p) J^cp - x) jp(p - l)xp~2 + kx(xp - x) j dx 

o

Operando:

1 1
Eo = -N2(p)ip(p-1) J(xp -x)xp-2 dx + kN2(p) J(xp -x)x(xp -x)dx = 

o o
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1 1
-N2(p)lp(p - 1)J(x2p"2 - xP-^dx + kN2(p) J(x2p+1 - 2xP+2 + x3)dx 

0 0

sustituyendo N(p) por su valor y operando un poco más:

~ 3(p + 2)(2p + l) 3(p-2)(2p + l)

4(2p-l) 8(p + l)(p + 3)

Como, según el teorema de Eckart, Eo > E, la energía aproximada Eo > E 

deberá buscarse aplicando la condición E0=MÍNIMO, es decir:

^2- = 0 y además: > 0
dp 3p2

por tanto:

d r3(p + 2)(2p + l) ( 3(p + 2)(2p + l)] = Q
dp[ 4(2p-l) 8(p + l)(p + 3)J

Calculamos la derivada:

3^ = 48p2 - 48p -108 ! k 72p2 + 192p + 648 =

3P 16 (2p - lf 64(p + l^(p + 3)2

que igualada a cero, conduce a la ecuación:

48p2 - 48p -108 + k 72p2 + 192p + 648 = Q

16(2p-l)2 64 (p +1)2 (p + 3^

que no tiene solución analítica. Conviene empezar por estudiar su 
dependencia del parámetro k. Para k=0, simplificando, tenemos:

cuya representación gráfica es la siguiente:
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Se ve que E(k=O) posee un mínimo, que podemos calcular fácilmente:

dE(k = O) 3(4p2-4p-9) 
---- j  =5  = u dp------4(2p-l)2

Para que esa expresión sea igual a cero, basta con que lo sea su numerador.
Es decir:

4p2 4p - 9 = 0

4 ±V16 + 16 -9 1/ \ [+2.08113883 (Mínimo)
P =-------- ñ-------- = —U ± VÍ01= (

8 2 [-1.08113883 (Máximo)

Repitiendo el procedimiento para diversos valores de k vemos que:

~ _ 3(p + 2)(2p + l) + k 3Ip_+2K2Rtl)
v ' 4(2p-l) 8(p + l)(p + 3)

para varios valores de k da una familia de curvas:
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Los mínimos para cada curva se pueden obtener por medios numéricos, así 
obtenemos:

k Po E

0 2.08113 4.996708

1 2.02365 5.499707

2 1.96935 5.999484

3 1.91812 6.496137

4 1.86986 6.989769

5 1.82443 7.480483

10 1.63456 9.89400

Otra forma de resolver este apartado, para valores pequeños e incluso 
moderados de k, es recurrir al desarrollo en serie de E(k) en torno a 
p=po(k=O). Tomando orden dos en el desarrollo de E(k=O) y orden uno en el 
término complementario:
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g(k)_ 3(p + 2)(2p + l) 3(p + 2)(2p + l) +,D + aD2,kfc +bD) 
EÍKJ " 4(2p-l) k 8(p + l)(p + 3) ~ a° + + a2P k (b° + blPj

derivando,

— = + 2a2 p + k bt =0 
dp

por tanto, **.

ai । bí p - ----- —-k——
2a2 2a2

Ahora bien, -= p(k = 0), luego:
2a2

p(k)=p(k = O)-k ^3- 
¿a2

Haciendo los dos desarrollos en serie vernos que en un entorno de p=2.08113
es:

—+ s 0.47436p2 -1.97436p + 7.05114 
4(2p-l)

2 0.474346

=0-0560624 p +0.3879658(p + l)(p + 3) H

luego:

= 2.08113-
0.056062

k

Simplificando,

p = 2.0811-0.0591 k

que funciona bastante bien mientras k no sea muy grande:
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k P exacto p ~2.0811-0.0591k

0 2.08113 2.0811

1 2.02365 2.0220

2 1.96935 1.9629

3 1.91812 1.9038

4 1.86986 1.8447

5 1.82443 1.7856

b) La función prueba en este caso es:

¥ = Ao + Atx + A2x2 + A3x3

Antes de operar con ella, conviene reducirla a otra más sencilla. En primer 
lugar, no todas las funciones que puede representar esa ecuación son válidas. 
Es necesario que se anulen en los extremos de la caja:

íp (x = 0) = v(x = 1) = 0

con lo que resulta

v(x = 0) = 0 —> Ao = 0

^í(x = l) = 0 -> A1+A2+A3=0 -> A2=-(A!+A3)

y por tanto nos queda

? = AjX - (Aj + A3)x2 + A3x3

que a su vez introduciendo una constante de normalización, puede escribirse 
en la forma:

¥ = N (x -(1 + p) x2 + px3)

Nótese que cuando p=0 se obtiene la parábola simétrica respecto a x=l/2. Al 
igual que en el apartado anterior, empezamos por calcular la constante de 
normalización.
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^dx = N2 - (1 + p)x2 + px3 j2 dx = 1

o

+ 4p + l)x4 - 2 (p + l)x3 + x2)dx =

N2(p)
p2x7 2p(p + l)x6 , (p2+4p + l)x5 2(p + l)x4 x3

7 6 ' 5 4 3

N2(p)
p2 p (p + 1) , |p2 +4p + l) (p + 1) ( 1

7 3 ' ' 5 2 3

210

y obtenemos:

N(P)= J-^21° 
V 2p2 - 7p + 7

de manera que la función tiene la forma:

Como el operador hamiltoniano es:

ú Id2.H =--------- + kx
2 dx2

* d2lP
para obtener H»P, en primer lugar calculamos----- : 

dx2

-^y[N(p)^-(l + p)x2 + px3 

dxz

N(p)(6px - 2 (1 + p))
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Por tanto,

HT = “N(p) (6px - 2 (l + p))+ kx N(p)[x - (1 + p) x2 +px3]

Operando, nos queda:

HT = N(p) [(1 + p - 3px)+ k (x2 - (1 + p) x3 + px4)]

de manera que la energía es:

E = Y’HydT =

i
= N2(p)J (x - (1 + p)x2 + px3 )[(1 + p - 3px)+ k(x2 - (1 + p)x3 + px4)]dx 

o

Resolvemos la integral,

+ 4p +1)- x4(2k(p +1)+ 3p2)+

+ x3(k + 4p(p +1))- x2|p2 + 5p +1)+ x(p + l)]dx =

kp2x8 2kpx7(p +1) kx6t)2 + 4p + 1 x5^k(p +1) + 3p2)
8 ” 7 + 6 5

x4 (k + 4p(p + 1)) x3 (p2 + 5p + 1) x2 (p + 1)

kp2 2kp(p + 1) k(p2 + 4p +1) 2k(p + l)+3p2 k + 4p(p + l)
“íT" 7 + 6 5 + 4

p2 + 5p + 1 P + 1 _ k^p2 - 16p + 14)+ 28Í2p2 - 5p + 5)
3 + ~2~" ~ 840
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i i
T2dx = N2(p) J(x - (1 + p)x2 + px3^dx = 1 

o o

N2(P)fér

- 2p (p + l)x5 + |p2 + 4p + l)x4 -2 (p + l)x3 +x2)dx =

2p (p + l)x6 |p2 +4p + l)x5 2 (p + l)x4 
6 + 5 4

N2(P)
p2 P (p + 1) , + 4p + 1) _ (p + 1) + ¿

7 3 5 2 3

y obtenemos:

N2(p)
2p2 -7p + 7

210

N(p) =
' 210

2p2 - 7p + 7

de manera que la función tiene la forma:

¥ =
I 210

V2p2-7p + 7
(x - (1 + p)x2 + px3)

Como el operador hamiltoniano es:

-
H =-------r + kx

2 dx2

para obtener HH*, en primer lugar calculamos
d2*P . 

dx2

-^[n(p) (x - (1 + p)x2 + px3)] = ~ [N(p) (1 -2 (1 + p)x + 3px2)]

N(p)(6px-2(l + p))
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Por tanto,

HT = - jN(p) (6px -2 (l + p))+ kx N(p)[x - (1 + p) x2 +px3]

Operando, nos queda:

HV = N(p) [(1 + p - 3px)+k (x2 -(1 + p) x3 + px4)]

de manera que la energía es:

i
= N2(p)J(x- (l + p)x2 + px3)^l + p -3px)+k(x2 - (1 + p)x3 + px4)]dx 

o

Resolvemos la integral,

i
J [kp2x7 - 2kpx6(p +1)+ kx5|p2 + 4p +1)- x4(2k(p +1)+ 3p2) 

o

+ x3(k + 4p(p+ l))-x2(p2 + 5p + l)+x(p + l)]dx =

kp2x8 2kpx7(p + 1) kx6|p2 + 4p +1) x5¡2k(p +1) + 3p2 |

—8 7 6 5

x4 (k + 4p(p + 1)) x3 lp2 + 5p + 1 x2 (p + 1)
+ 3 “ 3 + 2

kp2 2kp(p + 1) kjp2 + 4p +1) _ 2k(p + 1) + 3p2 k + 4p(p + 1)
"S-- 7 + 6 5 + 4

p2 + 5p + 1 p + j kfcp2 - 16p + 14)+ 28(2p2 - 5p + 5
" 3 + 2 " 840
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y la energía queda, por tanto

E = N2(d' kEplr ^P + 14 + 28 2p2 -_5p 4 5 i 

' 840 

7 2P2 ~ 5p + 5 + k 5p2 - 16p + 14 
2p2 - 7p + 7 4^- 7^+ 7)

Al igual que en el apartado a), fío es fácil obtener una solución analítica de

= 0 para minimizar la energía: Recurriendo a una representación gráfica 
dp

para diferentes valores de k:

Podemos observar como para k=0, es decir sin tener en cuenta el potencial, 
el mínimo de la curva corresponde a un valor de p aproximadamente cero, y 
que este mínimo se va desplazando hacia valores mayores en función de k. 
Esto último se puede observar en la figura siguiente donde se ha aumentado 
la zona de la gráfica donde se encuentran los valores mínimos para cada 
curva.
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Al igual que antes, los mínimos para cada curva se pueden obtener a su vez 
por medios numéricos, y quedando finalmente:

k P. E

0 0 5

1 0.060598 5.497768

2 0.117585 5.991076

3 0.171232 6.479936

4 0.221783 6.964365

5 0.269460 7.444390

... ... ...

10 0.471249 9.779816

Si comparamos con los resultados obtenidos con la función de ondas del 
primer apartado, observamos que excepto para k=0, los resultados son algo 
peores ya que la energía sale algo mas ALTA que la obtenida en el apartado 

a).
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Problema 14.2 0 1

Calcular la energía y la función de ondas del estado fundamental de un 

oscilador armónico monodimensional de hamiltoniano:

2 dx2 2

a partir de la familia de funciones de prueba:

V = N(p) exp[ px2)

En primer lugar calculamos N(p). Sabemos que la función debe estar 
normalizada, por lo tanto:

por las tablas sabemos que

'P2dx =N2

e’ax2

e-2px2dx=l

, resolviendo:

N2 N == 1 2p
71

En segundo lugar evaluamos —T y HV : 
dx2

= -2pxNe'pxi = -2px? 
dx

d2*? _ ~ d^
—-y = -2p P' + X — 
dx2 dx

= (4p2x2 - 2p}p

por tanto:

«rv i -.m rv X2

H T = -2p2x2,F + p>P + —
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Por último se calcula E(p) y se optimiza p (aunque de hecho, a estas alturas 
ya podría haberse notado que la función resulta propia del hamiltoniano si p 

vale 1/2):

e(p)=(?|h|?J ?’x2?dx + p Y^dx

7 1 ’ w
x2e'ax dx =—J—, resulta : 

2a V a

E(p) = f — - 2p2 1— + p = — +
^2 J4p H 2

1
8p

El valor óptimo de p se obtiene de la condición — = 0, esto nos conduce a: 
3p

9E 

ap
------ ^- = 0 
2 8p2

2
1.
2

P =

El valor p = - Vi corresponde a una función no aceptable. El valor p = Vi, en 
cambio, conduce a E=l/2, que es el valor exacto de Eo. Ello se debe a que la 

f xz A
función de prueba 'V = i¿/4exp —— es, precisamente, la función de onda 

exacta % de este oscilador.

Problema 14.3

Calcular la energía del primer estado excitado de la partícula en una 
caja "0<x<L" a partir de la función de prueba:

y = Ao + Atx + A2x2 + A3x3

Al igual que ocurría en el apartado b) del problema 14.1 conviene 

reescribir la función de prueba para simplificar el problema. Sabemos que, de 
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todas las funciones que puede representar íp sólo son válidas aquellas que se 

anulen en los extremos de la caja:

íp(x = 0) = vp(x = L) = 0

Por consiguiente, x=0 y x=L deben ser raíces de la ecuación íp = 0 y la 

función íp(x) debe reducirse a:

íp xJt • (x - L) • (a + bx)

Si a su vez se extrae de ésta una constante de normalización, queda:

¥ = N x • (x - L) • (1 + ax)

Según la extensión del teorema de Eckart si la función de prueba es ortogonal

<•
al estado fundamental, esto es si I íp’vodi = 0, entonces: 

J" íp*Hípdt S Ej ,

Función impar 

\ w (x) = - ui (L-x)

Función par

V (x) = v (L-x)

Figura 14.3. Paridad de las funciones 

Vo (fundamental) y Vi (primer estado 

excitado) respecto al centro de la caja.

siendo Vo la función propia exacta 
del estado fundamental, y Ei la 
energía del primer nivel excitado. 
Luego podemos aplicar el método 
variacional al primer estado 
excitado de forma análoga a como 
se hace con el estado fundamental 
solo con escoger una función 
ortogonal a este último.

Una forma sencilla de 
garantizar la ortogonalidad al 
estado fundamental es buscar 
funciones que tengan distinta 
paridad que éste con respecto al 
centro de la caja, ya que entonces 
la integral del producto de las 
funciones es necesariamente igual 
a cero. Sabemos que el estado 
fundamental para una partícula en
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una caja corresponde a una función par, luego para nuestro caso debemos 
buscar una función impar respecto al centro de la caja (L/2) (ver figura 14.3), 

esto es:

?(x)=-?(L-x)

Aplicamos esta condición:

?(x) = Nx (x - L) • (1 + ax)

?(L - x) = N (L - x) • (- x) ■ (1 + a (L. - x))

por tanto:

x ■ (x - L) • (1 + ax) = -(L - x) • (- x) • (1 + a (L - x))

lo que nos conduce al valor de a que hace (¡í impar:

1 + ax = -1 - aL + ax —♦ a = - —
L

Así pues la función buscada tiene la forma:

T = N x (x-L)

El siguiente paso es calcular la constate N aplicando la condición de 
normalización:

dx =

por tanto:

Ux6 - 12Lx5 + 13L2x4 - 6L3x3 + L4x2)dx = N2 — = 1
' ' 210

627



Problemas de Mecánica Cuántica Molecular

Ahora conocemos la función completa,

~ /210 / .J. 2x^1

y como el hamiltoniano de una partícula en una caja monodimensional tiene 
la forma:

S í2 d2
n 2m dx2

la energía del primer estado excitado la obtenemos mediante la expresión:

L L
~ 105^2 f , , x f, 2x^1 d2 F , , xf, 2x j
E . j Wdx —p-j X (x-L)(1 —jjdx 

0 o

como:

2x^1 6(L-2x)
L Ir L

entonces:

L
~ 630S2 f , . x r 2x _ x . 630S2
E =-- j— x ■ (x - L)- 1------- ¡(L - 2x)dx =----- z—L6m J ' t L f ’ L6m 

o

L4

30
7

por tanto:

E^ = 0.54-^

L2m L.2m

Obsérvese que este resultado es un poco mas alto que la energía Ei exacta,

Í1 h2
I? L2m) . Tal como requiere el teorema de Eckart.
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Problema 14.4 G®

Estimar la energía del estado fundamental de la partícula en una caja 
esférica de radio unidad a partir de la función de prueba radial:

R(r) = Ao + A^ + A2r2

Este es un caso de potencial central. Según se vio en el capítulo V, las 
funciones propias de cualquier ecuación de Schródinger con potencial central 
pueden expresarse de la forma:

V(r,6,<p) = R(r) ¥7(0,9)

donde Y7(s, <p) es uno de los armónicos esféricos y R(r) es una función que 

depende de cual sea el potencial V(r).

Sustituyendo la ecuación (5.16) en la ecuación de Schródinger (5.10), 
se llega a la ecuación que determina R(r):

v(r)+4í±^
2nr2 dr dr J [ ' 2pr2

■R(r)=E R(r)

que es diferente para cada potencial V(r). En el caso que nos ocupa el 
potencial, dentro de la caja, es cero:

V(r) = 0

Para resolver la ecuación radial se efectúa el cambio:

R^r^r)

mediante el cual, la ecuación en R(r) se transforma en una sencilla en S(r):

d? Zpr2 '

Por otro lado, el estado fundamental corresponde a / = 0, de manera que 

está determinado por la ecuación aún más sencilla:
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donde:

S (r) = r • R (r) = Ao r + Ax r2 + A2 r3

Ahora bien, esta función debe anularse cuando el radio se hace igual al de la 
caja esférica. Como la caja del problema se supone de radio unidad, debe ser:

S (r — 1)^ Aq + Ai + A2 — 0

dividiendo por Ao y llamando a y b a los cocientes Aj/Aq = a, Aj/A0 = b:

« Al A2 . un1 -t—~ -i-----=l+a+b=0
Aq Ao

de donde obtenemos la relación:

a = -l-b

Por consiguiente, la función S(r) correspondiente a la R(r) buscada tiene la 
forma:

S (r) = n(t - (1 + b)r2 + br3)

El siguiente paso es normalizar la función radial, con la condición:

R2(r)r2dr = 1
Jo

Ahora bien esta condición, al ser R(r) = r S(r), equivale a la condición:

S2(r)dr = l

Por consiguiente:

N2
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de donde obtenemos:

V 2b2 - 7b + 7

de manera que la función buscada R(r) = r S(r) depende de un solo 
parámetro, b, y tiene:

S (r) = I j — (r - (1 + b)r2 + b r3) 
V2b2-7b + 7v ’

El parámetro b lo determinaremos variacionalmente. Recordando que el 
hamiltoniano en este caso es:

2n dr2

podemos calcular la energía mediante la expresión:

Eq = f R*(r)HR(r)r2 dr = ís* HS dr 

V *

- »2 d2
con Hs =-------- y . Como:

2^dH

-4 [n(t - (1 + b)r2 + br3)] = N(6br - 2b - 2) 
dr2

entonces:

i

Eo
+ br3) (6br - 2b - 2) dr

2b2 - 5b + 5 1

15
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sustituyendo N por su valor:

5> =
V 'jí 2b2 - 5b + 5 'l í 210
2(1^ 15 J(2b2-yb + y

y^2 

p

2b2 - 5b + 5

2b2 - yb + y

Como, según el teorema de Eckart, E0>E, la energía aproximada E0>E deberá 

buscarse aplicando la condición O= MÍNIMO, es decir:

^ = 0 y, además: > 0
3b ' ab2

por tanto:

d^ = y^2 4b (2-b) 

db P- (zb2-yb + y^

de aquí se deduce que el parámetro b puede tener dos valores, b=0 y b=2. Si 
calculamos la segunda derivada se comprueba que el primer valor 
corresponde a un mínimo mientras que el segundo (b=2) es un máximo. Por 
tanto el valor de b que minimiza la energía es b=0, con lo que la función 
buscada tiene la forma:

R^r1 5(0=730(1-0

y su energía es:

£ 5A2

La energía exacta del estado fundamental de una caja esférica de radio 
unidad, es:

~ A2 *2
4.9348 —
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Problema 14.S ®

Dada la función de prueba radial, definida en dos partes: 

R(r)=N(r-a)2 cuando 0<r<a 

R(r)=O cuando r>a 

a) Normalizarla radialmente y globalmente.

b) Calcular con ella la energía de un átomo hidrogenoide, en función 

de la carga nuclear Z y el parámetro a.

c) Optimizar variacionalmente el parámetro a.

a) Para normalizarla radialmente aplicamos:

N2 ÍR2(r)r2dr = l

Jo

sustituyendo la función:

por tanto,

N?a7[| 2 6 — + —
3 5

= ^-^- = 1 
r 105

La normalización global será:

por tanto:
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Jr2 sen0drdedq> = N2

I a7
como J R2(r)r2dr = sustituyendo obtenemos:

4nN2

y por lo tanto:

105 _ Nr 
i4na^ 2i/n

b) La energía para un átomo hidrogenoide, según el tratamiento variacional 
de la ecuación de Schródinger con potencial central, es:

En el caso de un átomo hidrogenoide g=l.u.a. y V(r)=-Z/r, con lo que:

2

Para el estado fundamental t = 0, de manera que:

Sustituyendo la función R , y teniendo en cuenta que,

3R x 32R _ 
lr=^r-a y

obtenemos:
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E
2(r - a) . f 3 2 (r - a)4 

dr - Z I r o----- i- dr
r Jo r

Simplificando,

—+ — - Z —30 + 10 ~ 30

sustituyendo el valor de N? :

g_105[2a5 Za61 f105 <105^ 7 __7_z
a7 [ 30 30 ^15a2 J ^30a J 7 2a

c) Para optimizar variacionalmente el parámetro a, debemos minimizar la

energía, esto es:

obtenemos,

14 7Z

d0 ¿a0
= 0

por tanto,

y la energía

a° = z

E(a0)=-0.4375 Z2

La energía exacta del estado fundamental de los átomos hidrogenoides

es - 0.5Z2 u.a.
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Problema 14.6 ®®

Estimar aplicando el método variacional, la energía del primer estado 
excitado de un átomo hidrogenoide, a partir de las funciones radiales:

a) R(r) = (r-a)2 si 0<r<a (y cero si r>a)

b) R(r) = r (r-a) si 0<r<a (y cero si r>a)

c) R(r) = r2 (r-a) si 0<r<a (y cero si r>a)

d) R(r) = r(r-a)2 si 0<r<a (y cero si r>a)

¿Cuál de las funciones propuestas se parece más a la función 
estacionaria exacta?

En unidades atómicas, la energía asociada a una función de prueba 

T = R(r) • Y,m(e,<p) es, en general:

donde (r|Á|r^ = j r2 R*ÁR dr.

El primer estado excitado puede conseguirse fácilmente imponiendo que 

/ = 1, de manera que el caso que nos ocupa:

con r| Á|R^ = J r2 R*ÁR dr pues R(r)=O para r >a.

a) En el primer caso, R(r)= N(r - a)2
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Métodos Varmoonales y de Perturbación

^- = 2N(r-a) 
OI

^J = 2N

dr2

Para calcular las expresiones (r-a)n puede recurrirse, por ejemplo, al triángulo 

de Tartaglia-.

1

1 1

12 1

13 3 1
1 4 6 4 1

Así:

(r - a)4 = r4 - 4a r3 + 6a2r2 - 4a3r + a4

Con ello:

(R|R) = [r2

J o
N (r - a)2 N (r - a)2dr = N2 f r2(r - a)4dr =

J o

R

a7N2 

105
n2=1^

a'

a2 

dr2
R

¡(r4-2ar3+a2r2)dr=^

r2 N (r - a)2 2 N (r - a) dr = - 

o

a5^ 

10

■ r^r = Jr2 N (r - a)2 y (r - a)2 dr = a6N2

30

637



Problemas de Mcánka Cuántica Molecular

R -1]r ; = ( r2 N (r - a)2 4 (r - a)2 dr = —\ r2! / Jo r2 5

Con lo cual:

^_105Í a5 a5 Za6 a5 28 7Z 
va, 30 + 10 3o + 5j-P" 2a

Como,

'áE 56 7Z f 16')

3a ai 2an I Z I
k A) v 2

Por tanto la energía optimizada será:

* -=_^z2=4 tV (=* 42-5% error) 
lo o o ] o

De forma análoga se encuentran los resultados correspondientes a las 
otras funciones de prueba, que se resumen en la siguiente tabla:

R N1 E(a) Za0
Ezp

% error

Nír-a)2
105 
a7 a2 2a 16

7
8

12.5

Nr(r - a)2
630 
a9 a2 4a

32 

3

27

32
15.6

Nr(r - a) 105 
a7

4-2_z 
2a2 4a 12

7

12
41.7

Nr2(r - a)
252 
a9

“ 2-z
5a2 2a

72

5
5 

12
58.4
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Obsérvese que los mejores resultados se obtienen con funciones de 
derivada continua (se anulan suavemente en r = a, por tener allí su mínimo).

En principio, hubiera podido esperarse que la función R(r)= r(r - aj2 

fuese mejor que la R(r)=(r-a)2 , pues se anula en r = 0, tal como hace la 

parte radial de un verdadero orbital 2p, y posee un máximo. Ambas, además, 
se anulan suavemente en r=a, esto es:

2(ro-a)=O => r0 = a
dR 
dr 3rQ - 4ar0 + a2 = 0

a/3
=> r0 =

Lo que ocurre es que Rfr) = r(r - a)2 no es tampoco demasiado buena, como 

se comprueba comparando la posición de su máximo:

rMAX=-^ = g^3.55/Z

con la posición del máximo de R(r) en un verdadero orbital 2p:

R' = M 1 - — exp

R'= 0
_ 2 

rMAX -

Si se calculan los solapamientos entre las dos funciones de prueba y la exacta, 
todas ellas normalizadas, se obtiene:

S0i=0.972 (d=0.23)

S02=0.957 (d=0.30)

d2 > di a pesar de las consideraciones cualitativas.
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Problema 14.7 ®

La distancia entre dos puntos de coordenadas (xA,yA,zA) y (xB,yB,zB) se 
calcula habitualmente mediante la fórmula:

d(a,b)= v (xB - xA f + (yB - yA f + (zB - zA )*

Esta fórmula puede interpretacse como el módulo de la diferencia 
entre los vectores de posición de los puntos. Sabiendo esto, justificar 
el empleo de la fórmula usada en el texto:

d(f,g)= V2-2<f |g>

para estimar la distancia entre dos funciones normalizadas |f> y |g>.

Comenzamos por desarrollar la expresión para calcular la distancia entre 
dos puntos de coordenadas (xA,yA,zA) y (xB,yB,zB):

d(a,b) = Jxl + xj - 2xbxa + yB + yA - 2yByA + 4 + 4 - 2zBzA

reordenando:

d (a,b) = + Zb)+(xA + y a + zA)-2 (xBxA + yByA + zBzA) 

= J¡b|2 + |a|2 - 2 b a

o bien, dicho de otro modo:

d(a,b)= 1)^26” á.

Si definimos el producto escalar de dos funciones f y g como:

f g = I f gdx
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la distancia entre estas dos funciones será:

d(f,g)= V(f f)+tg gi-2(fg) = g2d-c - 2 I f g dx

y como las funciones están normalizadas.

d(f,g) = 71 + 1 - 2< f | g >

Problema 14.8 G®©

Dada una base formada por las tres funciones:

Ón = ^2-x¡T; n = 1,2,3.

a) Verifique que es válida para estudiar los primeros estados de un 
electrón una caja monodimensional con 0<x<l.

b) Normalizar las tres funciones.

c) Ortonormalizarlas por el método de Lowdin.

d) Usarlas para estimar la energía de los primeros niveles de la caja.

a) Las funciones que componen la base deben cumplir iguales condiciones de 

contorno que las funciones propias de la ecuación Ay = Ey, a las que van a 

representar. En el caso de una partícula en una caja monodimensional con 
0<x<l, estas condiciones son anularse en los extremos de la caja. Por lo 
tanto, como:

01 = ^ - x) -> 01 (x = 0)=0 

_0i(x = l)=O

02 =
। 2 y 102 (x = 0)= 0 

Mx = i)=o
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03 =
, » [<t>3(x = 0)=0
ix - x r

[03(x = l)=O

podemos decir que esta base resulta, en principio, válida para estudiar los 
primeros estados de la partícula en una caja por combinación lineal. No
obstante, debe notarse que esta validez "de principio" no indica nada concreto

acerca de la calidad de los resultados alcanzables al suponer y = Cn0n

b) Para normalizar tenemos que aplicar la condición <j>*4>dT = 1. Para la

primera función:

de donde N = 730 , y por tanto la función normalizada es:

<!>! = 730 (x2 -x)

Para 02:

de donde N = 7630 , y por tanto la función normalizada es:

02 = 7630 (x2 -xf

Y, por último, para 03:

03 dx = N2 I2—i— = 1
12012

0 o

de donde N = 712012 , y por tanto la función normalizada es:
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<¡>3 = 712012 p-xf

c) El método de ortonormalización de Lówdín consiste en calcular las 
funciones de la base ortogonal, <j>p, mediante la expresión:

n

¡=i

donde <|>i son las funciones de la base original, y Tip son los elementos de la 
matriz S'1/2 :

Tip=|s’^] 

\ Jip

donde S representa la matriz formada por los productos escalares de las 

funciones ó,:

S¡j =H*j) =

Por lo tanto debemos comenzar por calcular todos los términos de la matriz de 
solapamiento S:

• Sii=S22=S33= 1; por estar normalizadas las funciones.

i

. Si2=S21= 730 7630 J (x2 - x)* (x2 - xf dx = 730 7(530 = -0.982

0

1
• S13=S31= 730 712012 f (x2 - x)- (x2 - x?dx = 730 712012 -i- = 0.953

J ' ' ' 630
o
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• S23=S32= V630 V12012 j*(x2 - xp • (x2 -x^dx = 

o

= ^630 V12012 |-----— I = -0.992
( 2772 )

El siguiente paso es calcular S1/2 para

y ordenando los resultados:

S =

' 1 -0.982 0.953'

-0.982 1 -0.992

0.953 -0.992 1 ;

lo cual se diagonaliza S:

u ‘su = A

y se obtiene S'1/2 como:

s1/2 = ua1/2u4

En primer lugar debemos encontrar una matriz U tal que U ‘SU = . Para

ello utilizamos el programa JACOBI y obtenemos:

A =

Í2.951581

0

0

0

0.047902

0

0

0

0.000862

1

J

’ 0.5741 0.7534 0.3206 '

U = -0.5818 0.0998 0.8072

t 0.5761 -0.6500 0.4956
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como A es una matriz diagonal (a'1/2)íí = 2— y como la matriz de partida 
Ah

S es simétrica entonces U'1= U , de manera que:

0.5821 0 0 ’
y©l/2 = 0 4.5690 0

0 0 34.060 7

0.5741 -0.5818 0.5761

ir1 = 0.7534 0.0998 -0.6500

0.3206 0.8072 0.4956

Ya estamos en disposición de obtener S’1/2 mediante:

S‘1/2 = u A'1/2U-1

multiplicando estas tres raíces obtenemos:

6.286 8.963 3.366
s-i/2 = 8.963 22.435 13.135

3.366 13.135 10.488

Los elementos de esta matriz son los coeficientes T¡p/ y las funciones de la 
base ortogonal, <j>p, se calculan mediante la expresión:

T>P 0A)

de manera:

Vi = 6.286 0i + 8.963 02 + 4.967 03

V2 = 8.963 0i + 22.435 02 + 13.135 03

V3 = 3.366 0i + 13.135 02 + 10.488 03
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Sustituyendo las funciones normalizadas 0i, <t>2 y <f>3 por sus expresiones y 
simplificando, obtenemos:

Vi = 394.4 (x2 - x)+ 225.0 (x2 - x)2 + 769.4 (x2 - xf

V2 = 49.1 (x2 - x)+ 563.1 (x2 -xf + 1439.6 (x2 - xf

V3 = 18.4 (x2 - x)+ 329.7 (x2 - xf +1149.5 (x2 - xf

d) Para estimar la energía de los primeros niveles de la caja debemos resolver 
el discriminante:

detjHy-ES^O

donde 8¡j=0 si i^j y 6,j= 1 si i=j y H(j son las integrales de energía respecto a la 

base ortonormalizada:

Hj = dx

siendo A, en este caso, el hamiltoniano para un electrón en una caja 

monodimensional, que en unidades atómicas es:

Calculamos, entonces, los H¡j. Estos cálculos no ofrecen ninguna dificultad 
pero resultan un poco tediosos, por lo que se aconseja la utilización de algún 
programa de calculo matemático tipo DERIVE. Con éste:

m 1 f d2 .
Hn = -- Vi—y Vi dx

2 J dx2 
0

= 16331.lx4 -32662.Ox3 +23065.32x2 -6734.22x + 657.6 
dx2
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Hii = -j(-90.83)= 45.42

m 1 f d2 .
• h12 = ~7 Vi —— V2 dx2 J dx 

o

d2
= 56850.6x4 -113701.2x3 + 77974.6X2 - 20124.0x + 1585.1 

dx

H12 =-|(-110.39)= 55.20

u 1 f d2 H
• H13 =-^ j Vi—2 V3 dx

o

d
dx2

= 43052.7x4 - 86105.4X3 + 56871.12x2 - 13818.42x + 922.4

H13 = -| (-16.40) =8.20

1
• H21=-l L2^tV1dx = -l(-110.39) = 55.20 

2 J dxz 2
0

1
H22 = -7 íV2^V2 dx = -1(~240.62)= 120.31

2 J dx 2
o

1
• H23=-l V3dx = -1(-114.31)= 57.16

2 J dxz 2
o

H31 = -- dx = -—(-16.40) = 8.202J dx2 2' ’
0
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i

H32 = ~ | V3 A-V2 dx = -1(-114.31)= 57.16

2 J dx2 2
0

1
H33 = i

0

V3-^-V3 dx = -1(-118.61)= 59.31 

dxz 2

Por tanto, el determinante secular es:

45.42-E 55.20 8.20

55.20 120.31-E 57.16 = 0

8.20 57.16 59.31-E

y su polinomio característico:

E3 - 225.04E2 + 8912.38E - 38635.34 = 0

Resolviendo (numéricamente) esta ecuación obtenemos las tres soluciones:

E = 4.94 u.a. ; E = 44.59 u.a. ; E = 175.52 u.a.

La expresión de la energía exacta para una partícula en una caja en 
unidades atómicas es:

nV 
t “----- T2mL2

aplicando las condiciones del problema donde L=1 y m=l obtenemos las 
energías exactas de los primeros niveles (en u.a.):

Et=4.93 ; E2=19.74 ; E3=44.41 ; E4=78.96 ; Es=123.37 ; Es=177.65

Si comparamos los valores obtenidos con los valores "verdaderos" observamos 
que el primer valor, E=4.94, se corresponde con el nivel fundamental, el 
segundo valor, E=44.59, al segundo estado excitado (n=3) y el tercer valor, 
E=175.52, se corresponde, aunque con un error tan grande que puede dar 
lugar a confusión, con el nivel n=5. (Nótese que según el teorema de Eckart 
los valores de energía obtenidos siempre son mayores que los verdaderos).
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El hecho de obtener las energías de los estados n= 1, 3 y 5 tiene que 
ver con la paridad de las funciones. Con respecto al centro de la caja, esto es 
L=l/2 (véase problema 14.3), observamos que:

• si y(x) = v(l - x) la función es par

• si v(x) = -v(l - x) la función es impar

La función 0j = (x2 - x) será par si:

(x2 - x) = [(1 - x)2 - (1 - x)]

operamos:

[(1 ~ xf - (1 ~ x)] = (1 - x)[(l - x)-1] = -x (1 - x) = - x)

luego <|>i es par y lo mismo ocurre con 02(= 0?) Y con 03 (= 01) ya que el 

producto de funciones pares da como resultado una función par. Este 

razonamiento lo podemos extender a vi, Vi Y Va, pues la combinación lineal 
de funciones pares es a su vez par. Por lo tanto estas funciones son 
ortogonales al primer estado excitado y de acuerdo con la extensión del 
teorema de Eckart, sólo proporcionan estados con función de onda par con 
respecto al centro de la caja.

Problema 14.9 ©

La aplicación de un campo eléctrico a un electrón confinado en una 
caja monodimensional 0<x<l puede estudiarse introduciendo una 
perturbación A^ = e^x, en el hamiltoniano del electrón en la caja:

2m dx2

Estimar los efectos del campo eléctrico sobre los niveles de energía 
del electrón en la caja por perturbaciones de primer orden.
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Si llamamos E^ y Vn0) a las energías y funciones propias de operador 

y A^ a la perturbación, las energías del sistema perturbado vienen dadas 

por la expresión:

e^e^ + ^WW’)

que se conoce como fórmula de perturbación de primer orden.

En el caso que nos ocupa, A'0’ es el hamiltoniano de una partícula en 

una caja monodimensional, luego las funciones de onda y las energías del 
sistema sin perturbar son:

roí _ ¡2 fnnx) , _(o)

Calculamos el término | | teniendo en cuenta que L=1

en este caso:

i
^Vn°^ I | Vn°^ ' Sen nKX (e*^x) sen n7lX ÚX

0

1
l” ? (1 j e^r

= 265^ I xsen nnx dx = 2eSq — |=-----
J l4J 2
0

Por consiguiente:

n 8m 2
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Problema 14.10

Estudiar, aplicando el método de perturbaciones (caso no degene
rado), el efecto de un campo eléctrico de intensidad sobre una 
carga q sometida a un potencial armónico. Suponer:

h(o)=-^-_éL+JSx2
2m dx2 2

= qS^x

a) Vamos a estudiar en primer lugar la perturbación de primer orden. Al igual 
que en el problema 14.9 las energías del sistema perturbado vienen dadas por 
la expresión:

donde yf,0’ y Ef,0) son, respectivamente, las funciones y la energía del 

oscilador armónico, <|>v y Ev.

Calculamos el término asociado a la perturbación:

Óv ■ (q & x) • 0V dx = <|>v • x • óv dx

Para resolver esta integral podemos hacer uso de una de las propiedades de 
las funciones estacionarias del oscilador (capítulo 3), según la cual:

X 0V = Vv +1 <|>v+i)

Sustituyendo esta igualdad en la integral, y aplicando que las funciones del 
oscilador son ortogonales:

aV2
qár I <t>v - x - <i>v dx = Vv <bv ■ óv

J J
Óv ■ Óv+i dx = 0
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Por tanto, esta perturbación no tiene efecto en primer orden sobre los 
niveles de energía del oscilador.

b) Para calcular la perturbación en segundo orden podemos usar la fórmula 

de Rayleigh-Schrodinger; ya que los niveles no son degenerados:

En este caso E° es la energía del oscilador armónico, E° :

Por otro lado, la perturbación de primer orden es cero, esto es:

(<> IH^I

Por consiguiente, la fórmula de Rayleigh-Schrodinger queda reducida para 
este caso a la siguiente expresión:

Ev cO ~EV ZI<V?|H1|V°>|2 
e$-e2

Comenzamos por calcular ¿0° | H1 | 0$

(0? IH110?) = 0X (q^x)- 0V dx = q.^ <K ■ x • 0V dx

Volviendo a hacer uso de la propiedad de las funciones del oscilador vista en 
el apartado anterior:

I 0x • x • 0V dx = -H-L 7v 0x0,
av2 iv_x dx + Vv + 1 0x ■ 0v+i

Ahora tenemos varias soluciones:
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* si X = v - 1, como las fundones están normalizadas:

' ' aV2

• si X = V + 1

(0? IH1 | 0°)

• si X * v + 1 entonces tó | H1 | <|>S) = 0 , ya que las funciones son

ortogonales.

Por tanto,

l< Vx I H1 | Yv >|2
e£*E°

7 7
- E° - q " — 1 V + 1 1

U a2 2 f° _ e° + 2 e° -E° 
“ cv-l c” cv+l Cv J

Pero, por otro lado:

E°-

sustituyendo:

p ^p0 q2^2 /m ( v V + 1) 0 q2sr2 /rñ 
V~^~ a2h U 1’2' 2 ) v ^YVk

como, a su vez a = simplificando obtenemos:

ev - e? -
q2.^2

2k
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Es decir, los niveles reducen su energía en una magnitud que es

igual para todos ellos.

Problema 14.11 ©O

Se llama corrección isotópica de volumen a la alteración de los niveles 
de energía calculados para un átomo, producida por la extensión finita 
de su núcleo. Estimar mediante el método de perturbaciones el valor 
de esa corrección en el átomo de hidrógeno, suponiendo el núcleo 
esférico con su carga distribuida uniformemente.

Cuando se tiene en cuenta que el núcleo no es un punto matemático 
sino una pequeña esfera de radio R, el potencial que actúa sobre el electrón 
puede suponerse igual a:

vfr; =

í e2 )1
1 4ne0 Jr

e2 Í3

4ne0R 2

si r > R

ir2) 

2R2
si r < R

siendo R el radio nuclear.

La perturbación sobre el hamiltoniano del átomo de hidrógeno, 
fc2 -2

H° = -—V2 —-—, sería:
2m 4it£or

H'(r)=0 si r>R.

Empleando unidades atómicas:
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H' = -i 3 1 r2 1 , .
— (si r < R)

Según el método de perturbaciones a primer orden,.

El

En unidades atómicas tiene la forma:

'?is=-re 
Vn

Por otra parte la perturbación sólo es apreciable en un entorno muy próximo a

r=0, para el cual Vls =

• e 2rr2dr

pero sabemos que:

sen ededip = 4n

e 2r = 1 si r < R < < 0

por tanto:

• Rr r 2 A '

Calculando la integral, obtenemos: 

por lo tanto, la energía:

sfsMmxmcsAcsa! ■■■■■■■■■i
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como R = 10‘4 u.a. ; AE - 10'8 Eo.

La corrección isotópica de volumen es del orden de 10’8 veces la energía 

que se calcula sin tenerla en cuenta.

Problema 14.12 ©®®

Considerar el término Hj = ikjX2 del hamiltoniano:

^2 d2

2m dx2
H^Ho+Hj =

1 . 2 1 i, 2
+ —koX"1 +—k.x*

2 o 2 1 

como una perturbación del oscilador de constante de fuerza k0 y 

calcular las correcciones de primero y segundo orden a las energías 

propias de Ho. Comparar los resultados del método de perturbaciones 

con los exactos, en función del cociente ki/k0. Calcular las funciones 

de onda perturbadas y compararlas con las exactas.

a) La corrección de primer orden para las energías del sistema perturbado 
viene dada por la expresión:

E* =E? + (v°|H1|v°)

donde y E° son, respectivamente, las funciones y la energía para un 

oscilador armónico, <bv y Ev.

Al igual que en el problema 14.10, calculamos el término asociado a la 
perturbación:

- f í 1 A 1 r(ó? I H11 <t>2) = J Ov 2kix2 dx = 2 1 | • x2 •K dx

Conviene recordar que una de las propiedades de las funciones del oscilador 
armónico (capítulo 3) es:
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X2 0v = ^2 Qv(v - 1) 0v-2 + (2v + 1) 0V + V(v + 1!Iv + 2 I 0v+2)

Consecuentemente:

(óllH1 lóS) = -T-k1 — ? --- [<l>v<t>v-2dx+--— [<Mvdx 

7 2a [ 2 J 2 J

j(v+i)(v+2) r+ —----- -------- ¿ 9v K+2 dx

Como las funciones propias del oscilador son ortonormales:

Jóv ^-2 dx = y (|)v <|>v+2 dx = 0 y y 4>v <bv dx 1

/AO|Ó1|.O\ 1 i, (2v + 1) ki („ l }
vv H 2j

Finalmente la corrección de primer orden a la energía es:

El = E° +

Para calcular la corrección de segundo orden utilizamos la fórmula de 
perturbación para niveles no degenerados de Rayleigh-Schródinger:

Ek =E^+ < IH1 | v? > - l< I H1 I Vk
E?_E°

que particularizada para este caso tiene la forma:

E2 = E° +1^E°
CV CV 2 k Cv Zl< I H1 i >|2

E° -E?
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Comenzamos por calcular (0“ I H1 I <t>?

Haciendo uso de la propiedad de las funciones del oscilador vista 

anteriormente obtenemos:

I H11 ♦?) = Aki f &x 2 dx f fe 0V dx

' ' 2a [ 2 J 2 J

J(v + l)(v + 2) f 
+ —----- ! k»A+2dx

Analizando esta expresión se observa que:

• ífe fe-2 dx = 1 si X = v-2

• Jfe fe dx = 0 en todos los casos, ya que en la suma es X * v

• Jfefe+2dx = l si X = v+2

Por tanto obtenemos que:

V jjLlm = . (v(y+i\v+^)/2^
E?-E? 4a4 E?_2-E° eS+2-E°

X*v L J

Como:

ES+2-E?=2áÍ|
V m

E°_2-E° =-2»J¿

V m
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V l< 0° IH110? k? Im F- v(v - 1) (v + l)(v + 2) 
E? - E° ' 8ta4 H [ 4 4

y como a su vez es a = obtenemos:

kfo C, , 1 1 . 1 ki po 
8kVmk ( 2 J 8 k2 v

Por tanto, la corrección de segundo orden a la energía sería:

E? = E° + cv cv T
Fo 1 íki'l Fo
Ev ñlT" I Ev

o bien:

- E°- cv
íi iQsiLlíM 

| 2^k J 8^k )

b) En general el hamiltoniano para un oscilador armónico tiene la forma:

¿ A2 d2 1.2
H = ------ T + ^kx 

2m dx2 2

al cual le corresponden unos valores propios de energía dados por la 
expresión:

c0 f 1\ Í1T

Si escribimos de forma conveniente el hamiltoniano de este problema:

LJ ^2 d2 1 Z. | \ 2
H - ---------- T + — (kn + k, ¡x2m dx2 2 v 0 17

los valores de energía exacta que le corresponden tendrían la forma:
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Ev
+ ^1 

m

reordenando:

En el apéndice del texto de teoría''“se encuentran varias series de Taylor de 

interés, y entre ellas la siguiente:

(l + x)1/2 = 1
2 2 4

1-3 3
---------x 
2-4-6

Por consiguiente:

Sustituyendo en la expresión de la energía:

líJSlf +2_(kf 

8 ( k J 16 k J
Ev-E? l +

Recordando que con el método de perturbaciones habíamos llegado a la 
expresión: 

notamos el paralelismo que existe entre los métodos de perturbaciones y los 
desarrollos en serie de Taylor.

c) Las funciones propias de H = Ho +Ht tienen la forma:

vv =n(vS + vJ+v? + --)

donde el superíndice indica el orden de la corrección a la función de onda.

Las funciones vi se expresan como combinación lineal de las

funciones propias de Ho :
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vi = /^vVx
X

donde:

para X#v

de manera que la aproximación a la función de onda perturbada es:

Vv = vS +

donde, en este caso:

HÍV = VxHiVvdx = -|k1j Vx^Vvdx

Aplicando de nuevo la propiedad 
armónico:

de las funciones de onda del oscilador

x2 0v = A- ~ ^-2 
2a

+ (2v + 1) K + 7F+ D(v + 2) <>v+2)

se observa que sólo contiene dos términos no nulos,

correspondientes a X = v-2 y X = v+2 :

HÍ-2,v ^77 Vv(v - 1)

Hj+2,v - yVv(v + 1 »v - 2

Por tanto:

H1 1 v-2,v o
Vv= 0 0 Vv_2

cv cv-2

HÍ+2,v

" E° - E°
cv cv+2

nv;+2

Como:

Y Hlv vo
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obtenemos:

vi = k1A/v(v-l) 
8Aa2/k/m

kJ^T+í^ > ■ 

8Aa2Vk/m
n 

Vv+2

Dado que a2 = —-—, obtenemos finalmente:

VÍ = - l)Vv-2 - V(v + lXv + 2)Vv+2]

de manera que la función de onda del sistema perturbado es:

Vv = N(v$ + vi)= NÍV? + - l)vS-2 - „¡v + iXv + 2)Vv+2]l
L J

Problema 14.13 (SO

Dado un electrón en una caja cúbica de arista unidad, en el estado 
estacionario con energía (3/4)(h2/m)

a) Estudiar el efecto de una perturbación H^) = e^z

b) El de una perturbación = eFxy

a) Los niveles de energía de la partícula en una caja cúbica son: 

de manera que si L = 1 y E = (3/4)(h2/m), debe ser n^ + ni +n2 = 6, lo que 

puede corresponder a las funciones |1,1,2), |1,2,1) y |2,1,1) o a cualquier 

combinación lineal entre ellas. Empleando la notación:
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|nl,n2,n3) = <|>nl(x)^(y)M2)/ con sen(n^)

Lo primero que hay que comprobar es si la perturbación H^^e^z rompe 

esta degeneración o no. Aplicando el método de perturbaciones con 
degeneración, a primer orden:

Hu - e H12

H21 H22 E

H13

h23 - o siendo e = E(1)-E^

H31 H32 H33 -E

donde:

<• 1
Hn^lUle5^1112) = e^(l|l)x (1|1) (2|z|2) = 2e& I z sen2(2nz)dz

Jo

H12 = (U2|e^z|121) = e.^(l|l)x (112>y (2|z|l> = 0

Análogamente se ve que HJ3 y H23 también son nulos, y que:

H22 = (121|e^z|121) = e^'

«1
H33 =(211|e^z|211) = e^(2|2)x (111) <1 |z| 1) = 2e.% I z sen2(2nz) dz

Jo

Como:

1 /■ nn
zsen2(mtzYiz = -5-5- I xsen2 xdx = ■■

' rrjr J 0 n n

x sen 2x eos 2x

luego Hu = H22 = H33 = —. 

e e z * h 1
En general, Hij = —8^ ; e--^~ (triple). La perturbación H^^e^z 

no rompe la degeneración.
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b) Veamos que, por el contrario, la perturbación H1^ = e^xy si que rompe la 

degeneración:

H11 = (112|e^xy|112) = e ^l|x|l)x(l|y|l)y(2|2)z =

= 65^2 I xsen2(jtx)dx • 2 I y sen2(ny)dy = 

Jo Jo

H12 = (112|e^xy|121) = (1 |x| 1>X (l|y|2)y <211> = 0

H13 = (112|e^xy|211) = <l|x|2>x <1 |y|l)y <211) = 0

H22 =(121|e^z|121) = e^l|x|l)x <2|y|2)y <1 |1>Z =

= 65^2 f xsen2(nx)dx 2 I y sen2(2jty)dy = 

Jo Jo 4

H23 = (121|e^xy|211) = e^(l|x|2)x <2|y|l>y <111> =

= e5r2 í xsen(7tx)sen(27üx)dx 2 f y sen(2ny)sen(ny)dy = 4e5r

Jo Jo

Nótese que este término era nulo en el caso anterior.

H33 = (211|e^xy|211) = e^2|x|2)x(l|y|l)y(2|2)z =

• i pi
= e^2 I xsen2(27tx)dx 2 I ysen2(ny)dy = ——- 

Jo Jo

El determinante secular, por consiguiente, tendría la forma:

es2" „ „
-------£ 0 0 

4 
„ esr 256eór
0-------e ----------

4 81
„ 256e5r e^r

81 4

= 0

BBMMHn
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El hecho de que H23=H32 sea distinto de cero provoca que al desarrollar 
el determinante obtengamos una ecuación de tercer grado en e y por tanto 

tres soluciones,

Esta perturbación, por tanto, rompe la degeneración.

Problema 14.14 ®O®

Aplicar el método de perturbaciones para niveles degenerados al 
estudio del efecto de un campo magnético sobre los estados con n=2 
de un átomo de hidrógeno. Suponer que el campo es uniforme y está 
dirigido según el eje OZ, en cuyo caso la perturbación (en u.a. y 
representando la intensidad del campo mediante la constante Aj es:

Ñ a 9= -^A —
dtp

y el hamiitoniano sin perturbar es:

- V2 1 ' L2
Ho = —-— — - nr + ——- 

r 2^r2

Para niveles degenerados, el método de perturbaciones (a primer orden) 
equivale a obtener los estados propios perturbados como combinación lineal 
de los degenerados sin perturbar:

Si las funciones sin perturbar v? se eligen ortonormales, los coeficientes Cx 

son los componentes de los vectores propios de la matriz | y

las energías en que se convierte el nivel degenerado que se estudia, por 
efecto de la perturbación, son los valores propios de dicha matriz.
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En el problema que nos ocupa, las funciones sin perturbar ip? pueden 

elegirse de varias formas: Como funciones correspondientes al nivel 
hidrogenoide con n = 2 podríamos elegir orbitales reales,

fe = R2s(r) - —

•sene eos cp

fey - R2p ■sen0sen<p

fez - R2p cose

o los orbitales complejos:

fe = R2s(r) Yo (0,9)

fe±1 = R2p(r) Y^ip)

fe0 = R2p(r)- Yi°(e,<p)

Las funciones R2s y R2p son las mismas en ambos casos, y se suponen 
normalizadas radialmente:

D n Z3/2r. ZH í Zr

de donde se puede deducir que:

E0=_z2 
hrR^(r)=E§R,„(r)l ” 2n2

u.a.
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En principio, podríamos calcular todas las integrales H>o = (v°|Ho + Hj |v?) y 

diagonalizar la matriz para obtener sus valores propios y vectores 

propios. Por supuesto, el resultado final sería el mismo si se emplea la base 
{2s, 2px, 2py, 2pz} que si se emplea la base {2s, 2p+i, 2p0, 2p.i}.

No obstante, resulta muy útil reflexionar un poco antes de abordar el 

cálculo. Nótese que las funciones v? son propias de Ho, de manera que:

(*? | Ho + Hi | | V?) + (v° | H11V?)

donde vale cero si X * o y vale la unidad si X = o, debido a la

ortonormalidad de las funciones. Por otra parte, el operador Hx resulta

* d
proporcional al de momento angular Lz = -¿h—, de manera que (en unidades 

dcp

atómicas)

Hx =ALZ

Entonces, si empleamos como base las funciones Rnz(r)- Y™(o,<p):

HiYPCe, <p) = A LZY7'(0, <p) = m A Y^O, <p)

H1VS = AmoRc(r)Y;m(e,<p)

y, por consiguiente:

|Hi| V?) = Am, J ¿R^R^rJ J Y^Y"°seneded<p

y como:

j j sen e de dtp = ■ 8mxmo

¡r2RÁRodr = l

J
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resulta:

|Ñi| vS) = Am<A0

Sustituyendo este resultado en la matriz = (i|^ Ho +H1L°\ que hay que 

diagonalizar, y recordando que nu = 0, m2 = 1, m3 = -1, m4 = 0, obtenemos:

0 0 0

0 E° + A 0 0

0 0 E° - A 0

0 0 0 E§

es decir, Hxo ya es una matriz diagonal. Ello significa que sus valores propios, 

esto es los niveles en que se transforma E° por la perturbación son los 

elementos de la diagonal:

E° + A (simple); E° (doble); E°-A (simple)

La función propia correspondiente al nivel más bajo (m = -1) es:

Vi = Vi =R2P(r) Yf1^)

la correspondiente al nivel más alto (m = 1):

V4=V4=R2p(r) Yí(0/<P)

y las correspondientes al nivel degenerado:

va = v° =R2P(r)- Yí(e,<p)

V3 =vj = R2P(r) Yo(e,<p)

aunque también valdrían combinaciones lineales de v2 Y V3, debido a su 

degeneración.
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Si hubiéramos empleado la base {2s, 2px, 2py, 2pz}, la matriz a
diagonalizar hubiera sido:

Hn 0 0 0 '

, ■ / 0 H22 H23 0
Hx„(base real )=

□ H32 H33 0

0 0 0 H44,

72
H11 = H22 = H33 = H44 = ^2 = ’ -J" U'aO

H23-H32=(2px|H1|2py)

Dado que:

npx = -^(np_-np+) npy =-^(np_ + np+)

resulta H23 = H32 = (2px IÑ^Py), y:

E$ 0 0 0

0 E2 A 0
= o

0 A 0

0 0 0 E?,

cuyos valores propios son, como ya sabíamos por la deducción con la otra 
base:

E° + A (simple); E° (doble); E§ - A (simple)

Las funciones propias correspondientes son:

con energías E¡) + A y Vi < Vi degeneradas con energía E°.
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Problema 14.15 ©©©

Para la molécula de hidrógeno en su distancia internuclear de equili

brio (R=1.40 u.a.), las integrales que se precisan para llevar a cabo un 

cálculo de la energía electrónica con base mínima (un STO Is centrado 

en cada núcleo) valen, en unidades atómicas:

<1|^> = S = 0.753

<l|h |1> = <2|h|2> = -1.110

<l|h|2> = -0.968

(1 1 | 1 1) = 0.625 (1 1 I 22) = 0.504

(1 1 | 1 2) = 0.426 (1 2 | 1 2) = 0.323

Sabiendo que los orbitales moleculares calculados con esta base son:

Vn = 9

determinar:

a) Los valores de las integrales monoelectrónicas:

<g|h|g>; <u|h|u>; <g|h|u>

b) Los valores de las integrales bielectrónicas:

(g g I g g ); (g g I u u); (g u | g u)

(g g I g U ); (U U | u g); (u u | u u)

c) Todos los determinantes de Slater que pueden construirse con los 

orbitales |g> y |u>.

d) La función de ondas correspondiente al estado fundamental en una 

interacción de configuraciones completa con esta base, y su energía.

e) La energía de correlación del H2 a la distancia considerada.

NOTA.- El estado fundamental puede obtenerse combinando 

exclusivamente ios determinantes |gg| y uu|. Por otra parte:

r f „ r r <
I ¡gglHeiluuIdndTj = I g(l>j(l)— gílXl^Vjdvj

J J J J r12
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a) Comenzamos por calcular <g| fi |g>:

< g | h | g >=

1
2(1 + S)

<t>i h «fi dx +
f <¡>2 h$i dx + I 02 ^fe dx

J V

1 v [cl|h|l> + <l|h|2> + <2|h|l> + <2|h|2>]
2(1 + -’J

Como <t>i y 02 son orbitales atómicos ls, entonces:

< 11 h 11 > = < 2 | h | 2 >=-1.110

< 11 h | 2 > = < 2 | h 11 >= -0.968

por tanto:

iú • 1g h | g >= —.------ r
2(1 + S)

■ < 1 | h | 1 > + 2 -< 11 h | 2 >]

(1 + S)
|<l|h|l> + <l|h|2>]

----- i----- ■ 1-1.110 - 0.968] = -1.185
1 + 0.753 ll

Calculamos < u | h | u > de forma análoga:

< u | h | u >= fe ~
'^Sl (fe -fe)h (01 -fe)dx

^l^^l|h|l>-<l|h|2>-<2|h|l > + < 2 I h | 2 >]

= ^y<l|h|l>-<1|h|2>]

= 7-----------1 [-1.110 - (- 0.968)] = -0.575
(1-0.753)L v "
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■■■■■■■■MRaaMaMaBeiamQBBaBtEaanBnBaMB

Y, por último, calculamos < g | h f u >

< g | h | u >=
fe + fe

T^+S)
ha = ~ í (fe + dT 

72(i - s)/ 27i - s2 J

1
271 - s2

|< 11 h 11 > - < 11 h | 2 > + < 2 | h 11 > - < 2 | h | 2 >]= 0

b) En general:

(p q | rs) =
JJXp(l)Xq(l) ± Xr(2)xs(2) dVj dV2

► Cálculo de (g g |g g)

(g g I g g) =
í Ívg(l)vg(l)-A- Vg(2)vg(2)dV1 dV2

J J r12

sustituyendo las funciones por su expresión:

f f fe^) + fe(!)+ feí1) 1 fe (2)+ fe (2) fe (2)+ fe(2) v .y
JJ 72(1+ sjr 7¿(1+ S) r12 72(1+ S) ^2(1+ S) 1 2

= - | í[fe(l)+ 02(1)]' ífe(l)+ feC1-)] — &>i(2)+ 02(2)]- [0i(2) + 02(2)] dVt dV2

4(i+srjj fu

01(1)02(1)+ 02(1)01(1)+ 02 (1)02 (i)] [01(2)01(2)+
r12

+ 01(2)02(2)+ 02(2^1(2)+ 02(2)02(2)] d\4 dV2 =

= ^^-[(l1|1l)+(l1|21)+(1l|l2)+(1l|22)

+ (12111)+ (12121)+ (12112)+ (12|22)+

+ (21111)+ (21121)+ (21112)+ (211 22)+
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+ (22111)+ (22121)+ (22| 12)+ (22122)]

Como:

(1 1|1 1) = (2 2|2 2) = 0.625

(1 1| 1 2) = (1 1|2 1) = (2 2| 1 2) = (2 2|2 1) = (1 2|1 1) = (1 2|2 2) =
(2 1| 1 1) = (2 1|2 2) = 0.426

(1 112 2) = (2 2| 1 1) = 0.504

(1 2| 1 2) = (1 2|2 1) = (2 1|1 2) = (2 1|2 1) = 0.323

y recordando que S=0.753, tenemos:

(gglgg)= —-—^-[2. (0.625)+8-(0.426)+2 (o.5O4)+4 (0.323)] 
4(1 + 0.753f

por tanto

(gg|gg)= 0.566

► Cálculo de (g g |u u)

(g g | u u
) = J [VgWVgW Vu(2)Vu(2) dVl dV2 =

faW+ 4>z(l)]-—

k(2) - 02(2)] • k(2) - 02(2)] dVi dV2

= 1111) - (111 2 1) -(1111 2) + (111 2 2) +

+ (12 111) - (1 2 | 2 1) - (1 2 112) + (1 2 | 2 2) +

+ (21|11)- (211 2 1)- (2111 2)+ (211 2 2)+

+ (2 2 111)- (2 2 | 2 1)- (2 2 112)+ (2 2 | 2 2)]

sustituyendo cada integral por su valor:
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(gg|uu)=-^_o17532j[2 (0.625)+2 (0.504)-4 (0.323)]

esto es:

(gg | uu) = 0.558

► Cálculo de (g u |g u)

(g u | g u) = JJvg(l)Yu(l)± vg(2)yu(2) dVj dV2 =

=02(1)1' ¿
■ ta(2) + 02(2)] ■ ^(2) - 02(2)] d^ dV2

= 4(^2) ¿ [0i(2)01(2)-02(2)02(2)]dV1 dV2

= 1111)- (111 2 2)-(2 2 111)+ (2 2 | 2 2)]

~ 4(1 _ 0^7532)^2 ^'^2^^~ (°-504)] = 0-140

es decir:

(gu | gu) = 0.140

► Cálculo de (g g |g u)

(g g | gu)= JJyg(l)vg(l)^- vg(2)vu(2)dV1 dV2 =

—-- S—I íí1)+ *2(1)]■ kí1)* 02(1)]■ 7-4(i + syi-s2JJ *12

■ [^(2) + <j>2(2)] ■ [<|>1(2) - fe®] dVx dV2
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=--------  , - -[(11111) - (111 2 2) + (12 111) - (12 | 2 2) +
4(1 + S)V1 - S2

+ (21111) - (211 2 2) + (2 2 111) - (2 2 | 2 2)]

sustituyendo cada integral por su valor:

(gg|gu)=0

► Cálculo de (u u |u g)

(u u I u g) = J j Vu(l)Vu(i)Vu(2)vg(2) dVj dV2 = 

= Ah 1 * í fk(i) - <t>2(i)] • k(i) - 02(1)] /-

• k(2) - ^(2)] • k(2) + fe(2)] d^ dV2

1
4(1 + s)2

[(11111)-(111 2 2) - (12 111)+(121 2 2) +

-<21|11> + <21|22> + <22|11>-<22|22>]

sustituyendo cada integral por su valor:

<uu|ug> = 0

► Cálculo de (u u |u u)

(u U I u u) = Vu(2)Vu(2)dV1dV2 =

= “7^ fík(i)-02(i)] k(i)-fe(i)]^- 

4(1-S)2JJ f12 

• [01(2)- 02(2)]. k(2)- 02(2)] dVx dV2

[(11| 11)-(111 2 1)-(11112)+ (11|2 2)- 

675



Problemas de Mecánica Cuántica Molecular

-(12|11)+(12|21)+(12|12)-(12|2 2)- 

- (2 1111)+ (211 2 1)+ (2 111 2)- (2 11 2 2) + 

+ (2 2 111) - (2 2 | 21) - (2 2 112) + (2 2 | 2 2)]

sustituyendo cada integral por su valor: 

(u u | u u) = 4(1 0 753^2 ^°'625^ 8 ’ (°’426)+ 2 (0-504)+ 4 (0.323)]

esto es:

(uu|uu)= 0.582

c) Designando los determinantes en forma abreviada:

0i(l) 0i(2) 

02 (1) 02 (2)
-» 101 <t>2l

y marcando los espinorbitales 
determinantes posibles son:

con espín "P" con una barra superior, los

Di = |g gj Estado fundamental

D2 = |u u| -> Biexcitación (el espín no cambia)

D3 = |g u|

D4=[g u|
-♦ Monoexcitaciones sin cambio de espín

D5=|g u|

D6 = fg ü]
-» Monoexcitaciones con cambio de espín

d) En principio, una interacción de configuraciones con esta base significaría 
calcular todos los elementos de la matriz:

y diagonalizarla, para obtener las energías ECI ("CI" -> configuration 

interaction) y las funciones de onda electrónicas:

Hü=(D¡|H|Dj)
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V°=^CaD¡

con los valores propios y los vectores propios de la matriz Hy. Ahora bien 

debido a las propiedades de los determinantes de Slater la función Dj sólo se 
combina con la D2, de manera que el estado fundamental tendría:

VCI=Cj|g g| + C2|u ü)

Un = (Dil^ + h2 + rf^Dj) = 2(g|h|g) + (gg| gg)

H22 = (D2 |hx + h2 + 2 ^2)= |Iu^ + (uu| uu)

H12 = (Di |hx + h2 + r£¿ | D2) = (gu| gu)

por tanto:

HX1 = 2 (-1.185)+0.566 =-1.804

H22 =2 (-0.575) + 0.582 = -0.568

H12 = 0.140

Diagonalizando la matriz ("manualmente" o con JACOBI.BAS)
obtenemos:

Valor Propio Vector Propio

-1.820 (0.994 ; -0.111)

-0.552 (-0.111 ; 0.994)

La función de ondas CI (con esta base) que corresponde al estado 
fundamental es, por consiguiente:

yCI=0.994|g g|-0.111|u ü|

y su energía:

ECI = -1.820 u.a.
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e) Como la energía Hartree-Fock del estado fundamental sería:

EHF = (D1|H|D1) = 2(g|h|g) + (gg|gg)

Ehf = -1.804 u.a.

y la energía por interacción de configuraciones hemos obtenido que era 

ECI = -1.820 u.a., la energía de correlación calculada es:

ecoit 5 gCi _ ehf = _0 016 u a

El resultado es sólo una estimación grosera de la verdadera energía de 
correlación pues la base empleada es muy deficiente. No obstante el valor 

obtenido para Ecorr es, al menos del mismo orden que el valor exacto (aprox. 

0.041 u.a.).
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INIERACOÓN B4TRE LAS MOLÉCULAS Y LA RADIACIÓN

Capítulo XV:
Interacción entre las Moléculas y la 
Radiación

• Ondas electromagnéticas

• Resumen de la teoría clásica de la radiación

• Radiación en la mecánica de Schródinger

• Hamiltoniano de los sistemas sometidos a una radiación

• Transiciones inducidas

Teoría Básica

15.1 Ondas electromagnéticas

Las ecuaciones de Maxwell son:

d/VÉ = p/e0 (15.1)

d/V H = 0 (15.2)

rot É = -n0(aA/dt) (15.3)

rot A = j + e0(aÉ/at) (15.4)

En ellas p es la densidad de carga, J la densidad de corriente, e la constante 

dieléctrica, y p la permeabilidad magnética. Cuando las ecuaciones de Maxwell 
se combinan con la fórmula de Lorentz:
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F=q(É + novxA) (15.5)

que suministra la fuerza que actúa sobre una partícula de carga q y velocidad 

v, sometida a los campos É y A, permiten obtener una completa descripción 

del movimiento de las partículas cargadas y de los campos eléctricos y 
magnéticos que engendran.

Cuando las ecuaciones de Maxwell se aplican en una zona que esté lejos 

de las cargas que originan los camfros, deben usarse con p = 0 y J =0, con lo 

que se convierten en:

div É = div H = 0 (15.6)

rot É = -n0(dA/dt) (15.7)

rot A = e0(aÉ/at) (15.8)

Tomando el rotacional de (15.7), o de (15.8), y haciendo uso de la propiedad 
vectorial:

rot rot Á=grad div Á - V2Á (15.9)

se pueden obtener ecuaciones independientes para los campos É y A :

V2É = -gOEo(92É/3t2) (15.10)

v2A = -^0e0(a2A/at2) (is.ii)

cuya analogía con las ecuaciones de ondas clásicas'.

(15.12) 
u2 dt2

es evidente. Cabe esperar, por tanto, que existan ondas electromagnéticas 

con velocidad de fase (eojio)'172, siendo e0 = 8.84 10“12 Faradios/m, la 

constante dieléctrica del vacío, y p0 = 4n • 10-8 Henrios/m, la permeabilidad 

magnética del vacío.

Las ecuaciones de ondas, dada su naturaleza, admiten un gran número 
de soluciones con propiedades diferentes. En el caso de las ondas
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electromagnéticas las soluciones más sencillas son ondas planas, que pueden 
expresarse en forma de función exponencial compleja:

v(r,t) = voexp[^r-o»t)] (15.13)

El nombre de "ondas planas" se debe a que en cada instante t=t0 la amplitud 
V de la onda (15.13) es constante sobre la superficie determinada por la 

condición: k-r =coto , esto es sobre un plano:

kxx + kvy + kzz = <atQ (15.14)

que es perpendicular al vector de ondas:

k = kxéx + kyéy + kzéz (15.15)

Se comprueba inmediatamente, que para que (15.13) sea 
efectivamente una solución de la ecuación de ondas, es preciso que el módulo 
del vector de ondas sea igual al cociente entre la frecuencia <o y la velocidad 

. c irlo 2irv 
de fase u: <k¡ = — ------

I I u u

Otra cuestión importante es que, dado que los campos eléctricos y 
magnéticos tienen que tener sus componentes reales, siempre que se emplee 
(15.13) como solución particular de las ecuaciones de Maxwell se 
sobreentiende que hay que seleccionar su parte real. Es por esto, que los 
campos eléctrico y magnético correspondientes a una onda electromagnética 
plana, suelen expresarse en la forma:

É(r,t) = Re{éE Eo exp[¿ (k • r - wt)]} (15.16)

A(r,t) = Re{éH Ho exp[¿ (k r-cot)]} (15.17)

en la cual éE y éH representan vectores unitarios en las direcciones de los 

campos É y H, y Eo Ho son las amplitudes de estos campos, que podrán 

suponerse complejas siempre que convenga.

Sustituyendo (15.16) y (15.17) en la relación (15.6), se obtiene: 

éE • k = 0 y éH • k = 0 lo que significa que los campos É y H de una onda 

electromagnética plana tienen que ser perpendiculares a la dirección de 
propagación. Esta es la causa de la famosa transversal ¡dad de las ondas 
electromagnéticas, que sólo es necesariamente cierta para las ondas planas.
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15.2 Resumen de la teoría clásica de la radiación

Las ondas planas sólo son válidas a suficiente distancia de las cargas 

que las producen. El problema de hallar los campos É y H en un caso general, 

es difícil de resolver. No obstante, en bastantes situaciones resulta posible 
calcular los campos reformulando las ecuaciones de Maxwell en términos de 
los potenciales (escalar y vectorial) que los engendran:

E = -%grad V-----  
dt

(15.18)

B = p0 A = rot Á (15-19)

Las distribuciones de carga y corriente de tipo oscilante que aparecen al 
estudiar la emisión por átomos o moléculas son del tipo:

p(r, t) = «e{p0(r) exp (- ¿ cot)} (15.20)

j(r, t)= Re {j0 (r)exp (- ¿ a>t)} (15.21)

y corresponden a un potencial vector:

(15-22)

en el que k representa el módulo del vector de ondas, k=| k |=<o/c. La integral 

se realiza sobre el vector de posición r =xéx+y éy+zéz.

Para analizar el mecanismo por el que se produce la luz, resulta válido 
suponer que el átomo o molécula que la origina ocupa un volumen muy 
pequeño en comparación con la distancia a la que se observará la radiación. 

En consecuencia, se desprecia r frente a R en los términos |R-r | de la 
integral (15.22), obteniéndose la aproximación de dipolo eléctrico-

Á(r,t) = í—^R*1
e¿ I jo(r)dx (15.23)

Por otra parte, el potencial A puede expresarse en función de la densidad de 

carga p0(r) en vez de la densidad de corriente Jo< ya que ambas magnitudes 

están relacionadas por una ecuación de continuidad-.
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div J +
at

(15.24)= 0

que no es mas que una representación matemática del simple hecho de que la 
carga no se crea ni destruye. Tras algunos cálculos (15.24) conduce a que:

(15.25)

Sustituyendo (15.25) en (15.23), se obtiene una excelente aproximación para 
el potencial vector creado por distribuciones oscilantes como (15.20) y 
(15.21), para las cuales:

(15.26)

La integral que aparece en (15.26) es el momento dipolar de la 

distribución de carga p0(r) y, dada la forma que posee la distribución p(r,t), 

es el máximo del momento dipolar de ésta. El potencial vector Á(r, t) se 

comporta como una onda esférica con amplitud proporcional al cociente (<o/R) 
y al momento dipolar p0 definido por

Po = rdt = MAX p(f,t)rdt (15-27)

La obtención de los campos É y H que corresponden al potencial vector 

(15.26) puede hacerse, una vez conocido éste, mediante su definición, la 
cuarta ecuación de Maxwell y bastante manipulación. Tras la cual se obtiene:

siendo éR un vector unitario en la dirección del vector R, y: 

“ = (eR xp0)xéR

(15.28)

(15.29)

(15.30)
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P = 3(éR * p0)éR -PO (15.31)

Se sobreentiende que cada campo es sólo la ciarte real de la expresión 
compleja obtenida. Las expresiones (15.28) y (15.29) resultan bastante 
complicadas, pero en los casos de mayor interés pueden simplificarse 
despreciando R'2 y R'3 frente a R'1, ya que R es mucho mayor, normalmente, 

que las dimensiones moleculares. Se llega así a los campos:

H(r,t) = xp0)|
i4" J (15.32)

É(r,t)= Reí-!í— R-V^-^Ór 

[4ne0
xp0)xéR (15.33)

válidos mientras la distancia R sea suficientemente grande.

Los campos (15.32) y (15.33) son perpendiculares entre sí y al vector

R, y forman ondas esféricas con longitud de onda:

X -
k co

(15.34)

A medida que R crece, las ondas esféricas se van aproximando, si se 
consideran localmente, a ondas planas.

La velocidad a la que un campo suministra energía W a una partícula es:

dW Fdr - _
---- =--------= F ■ v
dt dt

(15.35)

Cuando F es la fuerza de Lorentz,

^ = q^ + HoVxA)-v = qÉ-v (15.36)

Si se considera una distribución continua de carga, escribiendo dq = p dx, y 

pv =J y aplicando las ecuaciones de Maxwell correspondientes, se obtiene 

que la velocidad a la que el campo electromagnético intercambiará energía 
con la distribución será:

(d/v (é x A) + eqÉ ■ aÉ / at + n0A • aA / at)dx (15.37)
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Como, por otra parte:

e0ÉaÉ/at + g0AaH/at = Aíl^.É + ^Añ)
O L I 2

(15.38)

y, además, el teorema de Gauss permite transformar las integrales de
volumen en integrales de superficie:

| div Á dx = | Á dd 

J V J s

se obtiene, finalmente:

dW r 3 f 1 ( r-2 u2)
"^"=- I lExH)d°-1 y^°e +^°H 'dT

J S J V

(15.39)

(15.40)

Con arreglo a este resultado, la velocidad a la que un campo electromagnético 
intercambiará energía con la carga contenida en un recinto dado será el 
balance de dos términos. El primero (la integral de superficie) representa la 
velocidad a la que la energía "fluye" del recinto a través de la superficie de 
éste. El integrando:

Éx A = Ñ (15.41)

suele llamarse vector de Poynting N, y representa el flujo de energía del 
campo electromagnético a través de cada elemento de superficie do. El 
segundo término es la variación de la energía contenida en el recinto 
considerado y, por consiguiente, la magnitud:

U=l^0|E|2 + ti0|H|2^ (15-42)

se interpreta como una densidad de energía del campo electromagnético.

15.3 Radiación en la mecánica de Schródinger

En la teoría de Einstein se admite, en primer lugar, que las transiciones 
radiativas entre dos estados estacionarios v¡ y vj sólo pueden ser de tres 
clases:

a) Absorción (que tiene que ser, necesariamente, inducida por la acción de 
alguna radiación externa al sistema)

OMMMMBM
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b) Emisión Espontánea

c) Emisión Inducida (por una radiación externa)

A cada uno de estos tres tipos de transición se le asigna una 
probabilidad por unidad de tiempo, dependiente de la naturaleza de los 
estados y Vj y de la densidad de energía p(w) de la radiación que llegue al 

sistema.

La probabilidad de absorción Pij se supone proporcional a la densidad de 
energía de la radiación:

Pij = Bu • p(w) ^<E|) (15.43)

El factor de proporcionalidad By se llama Coeficiente de Einstein de la 
absorción inducida, y el valor de co que ha de tomarse en p(a) es el 
correspondiente a la frecuencia de Bohr entre los estados y, y vj :

w = (15.44)

La probabilidad de emisión espontánea se supone independiente de la 
densidad de energía p(<o), mientras que la probabilidad de emisión inducida se 
supone proporcional a dicha densidad. La probabilidad total de emisión es, por 
tanto, de la forma:

P^Aji + BjiPÍ®) (15.45)

El factor de proporcionalidad Bj, es el Coeficiente de Einstein de la emisión 
inducida, y el parámetro Aj, el Coeficiente para la emisión espontánea. Como 
los coeficientes de Einstein sólo dependen de la naturaleza de los estados y, y 
Vj, su valor debe ser independiente de que exista o no equilibrio 
(termodinámico) entre el sistema y la radiación. En caso de que lo haya, las 
poblaciones N¡ y Nj de los estados y¡ y vj estarán determinadas por la Ley de 
Maxwell-Boltzmann:

Ni
^exp

í - ^E' j= exp (- ño / kT)
(15.46)

Aplicando que también tiene que cumplirse la Ley de P¡anck\

/ , o2 fia)
W efi<0/kT -1 (15.47)
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y tras bastante manipulación se llega a las relaciones:

hm3 „ h<o3 „
Ai‘ = TTBu = TFT®!1 (15-48)

It C

B¡j = Bj, (15.49)

de las que se deduce que basta conocer uno de los coeficientes de Einstein 
para tener completamente determinados los otros dos.

Las soluciones de la ecuación de Schródinger dependiente del tiempo:

H'P = ¿«84'/at (15.50)

pueden ser de tipo estacionario:

'P(x,t) = yE(x) exp(-¿Et/h) (15.51)

o de tipo no estacionario:

'Kx, í)=2^Cn ■ Vn (x) exp (- i Ent / h) (15.52)

n

es decir, combinaciones lineales de funciones estacionarias con coeficientes Cn 
constantes. Aplicando la definición de la incertidumbre en la energía,

|AE|2 = < H2 > - < H >2 (15.53)

se puede comprobar que para cualquier estado estacionario es AE=0, mientras 
que para los estados no estacionarios la energía tiene una incertidumbre no 
nula. Además, el cuadrado de cada coeficiente Cn es proporcional a la 
probabilidad de que al medir la energía del sistema, se obtenga precisamente 
el valor propio En.

Entre los observables mecanocuánticos, uno muy importante es el 
potencial electrostático creado por un electrón en un punto dado. Su operador 
es:
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representando r la posición del electrón, y R la del punto en que se quiere 

determinar el potencial electrostático. El valor medio de este potencial, en R , 
según la axiomática de la Mecánica Cuántica es:

<v(r) _l_ [ dt

Aneo J | R - r I
(15.55)

y resulta idéntico al potencial creado por una distribución continua de carga 
que tuviese una densidad:

p(r,t)=ev*(r,t)v(r,t) (15.56)

Cuando la función de estado es estacionaria, como la (15.51), la 
densidad de carga resulta independiente del tiempo, de manera que no es de 
esperar que de lugar a ninguna radiación electromagnética. En cambio cuando 
la función de estado es no estacionaria, como la (15.52), la densidad de carga 
asociada depende del tiempo:

P
"Ep)t /A

Cn Cm %(r)vm(r)e

n m

(15.57)

Definiendo la frecuencia de Bohr: 

umn — I I /

y la densidad de transición:

Pnm(r)— Cn Cm Vn(r)Vm(r)

se puede escribir la densidad (15.56) en la forma:

Pnm í"¿ (15.58)

n m

esto es, como una superposición de densidades de carga oscilantes muy 
parecidas a la (15.20). Esta analogía se hace aún más evidente 
reescribiéndola en la forma equivalente:

p(r,t) = ey\nn(r)+ 6^7Re{Pnm(r) exp(-¿ ^t)} (15.59)

n n^m
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en la que se ha tenido en cuenta que los términos de (15.58) con n=m son 
reales, y que los términos con n>m son los complejos conjugados de sus 
homólogos con n<m. Cabe esperar por consiguiente que los estados no 
estacionarios produzcan radiación electromagnética, a las frecuencias de Bohr 
whm=|Em-En|/S y sólo a estas frecuencias. Además, la intensidad de la 
radiación estará directamente relacionada con la potencia radiada por una 
distribución oscilante:

dW 
dt

' é ü a 0)4 Po
< E x H >t do = —

lesf 87tE0CJ
(15.60)

Si se considera un sistema monoelectrónico y la transición entre el nivel 
fundamental y el n-simo excitado, la función de ondas más sencilla que puede 
describir el sistema, en una situación de este tipo es una combinación lineal:

’P(r,t)=a0’I'0(r,t)+an'Pn(r,t) (15.61)

en la que Vq y son los estados estacionarios correspondientes a los niveles 
considerados. Una función de onda como ésta, representa un estado de 
transición, para el cual la densidad electrónica será:

p(r,t)=e[a§|vo|2 + I Vnl2 + a0an (w^' “"O1 + ) (15.62)

Al medir la energía de un sistema descrito por esta función de onda podrá 
obtenerse el valor propio Eo, o el valor propio En, con probabilidades 
proporcionales a |a0|2 y |an|2, respectivamente. Por ello, identificaremos estos 

cuadrados con las probabilidades Po y Pn de encontrar al sistema en cada uno 

de los dos estados, esto es, con sus poblaciones.

Observando la densidad (15.62), se ve que contiene algunos términos 
que, por ser independientes del tiempo, no pueden dar lugar a ningún tipo de 
radiación. Pero también existe un término:

pt (r, t) = e aoan (wne“' “"“t + VÓVoe' <*°t) (15.63)

que, recordando que la suma de un complejo y su conjugado es real, puede 
reescribirse como:

Pt (r, t) = Re (? e a0 a„ v3(r)vn(r)exp (- i «^t)) (15.64)

esto es, como una densidad del tipo (15.20):
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pt(r, t) = /?e(p0(r)exp (- ¿ co^t)) (15.65)

«no = |En - Eo|/A (15.66)

p0(r) = 2e a0 an vÓ(r)vn(r) (15.67)

a la que corresponde, según (15.60), una energía radiada por 

tiempo:

unidad de

. P
dW m4 f - r
—-----T ' rPo(f)dT 

dt 8íte0c3 J (15.68)

o bien, sustituyendo p0(r) por su valor:

dW o^oe |-| pjj
- -T < VO 1 r ¡ Vn > 1 a0 °n dt 27teocJ| 1 ' 1

(15.69)

Evidentemente, basta que la integral de momento de transición:

Ñon = < Vo | f |Vn >

sea nula, para que no haya radiación de energía, es decir, para que la 
transición considerada sea una transición prohibida. Este es, precisamente, el 
origen de las reglas de selección de la espectroscopia.

Siguiendo con el estudio de las implicaciones de la fórmula (15.69) y 
tomando en cuenta que, como en la mayor parte de los casos de interés, la 
población del estado excitado yn es muchísimo menor que la del estado vo/ se 
puede suponer a0=l, con lo que se obtiene el valor del coeficiente de Einstein 
para la emisión espontánea:

3 2
An0 i0"0* 3|<Vo|r|Vn >| 

2 it e0 h cJ 1 1 1 1
(15.70)

15.4 Hamiltoniano de los sistemas sometidos a una radiación

La ecuación de Schródinger de un sistema de partículas sometidas a un 
potencial emplea un operador hamiltoniano:
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H = (15.71)

Ahora bien, este hamiltoniano sólo es válido cuando las fuerzas que actúan 
sobre las partículas del sistema derivan de un potencial escalar. En cambio, 
cuando una carga se mueve en un campo electromagnético la fuerza que 
actúa sobre ella es la fuerza de Lorentz, que no deriva de un potencial escalar, 

sino de la combinación de un potencial escalar V con uno vectorial Á tales 

que:

B = rot A (15.72)

É = - grad V - SÁ / 9t (15.73)

Para obtener el operador hamiltoniano adecuado para tratar cargas que se 
mueven en campos electromagnéticos, hay que partir de la definición general 
de la función hamiltoniana:

~ Pm Am (15.74)

en la que qp son velocidades, pg son los momentos generalizados:

pm = a^3qm (15.75)

y 4? es la función Lagrangiana que, para una partícula de carga q en un campo 

electromagnético de potenciales V y Á es:

i (.2 .2 .2A (- . . A
j? = —m^x + y +z J+q^xAx + yAy + zAzj-qV (15.76)

Con ella se calcula sin dificultad la función hamiltoniana:

(15.77)

y aplicando las reglas de Schródinger se obtiene el operador hamiltoniano de 
una partícula en un campo electromagnético:
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i———i —i 11" . .a»: n

H = —L ^2V2 + qV 
2m [

- ¿4$ ■ Á)- í 2Aq Á • V + q21Á |2 j
(15.78)

Los dos primeros términos de (15.78) son los que aparecen en el hamiltoniano 
de la ecuación de Schródinger de una partícula sometida a fuerzas que 
deriven exclusivamente de un potencial escalar. Los tres últimos términos 
pueden considerarse, por tanto, debidos a la influencia de los campos 
magnéticos.

Casi siempre que se emplea el hamiltoniano (15.78) para interpretar los 
efectos de la luz sobre los sistemas atómicos o moleculares, se somete a 
simplificaciones. Por ejemplo, para una radiación electromagnética, lejos de la 
fuente que la produce, se usa:

Como el campo electromagnético de la luz ordinaria es muy débil, puede 

despreciarse también el término en | Á |2 (excepto si se usa luz muy intensa, 

como la producida por ciertos tipos de láseres). De manera que, considerando 
que los dos primeros términos del hamiltoniano son los que aparecen en 
ausencia de la radiación, la perturbación producida por ésta quedará 
representada por el término:

H'=[ ÍÍ3|ÁV=(±^YAX^ + Ay^- + Az —l (15.80) 
m J ( m x 3x v 3y 3z J '

lo que constituye la denominada aproximación de campo débil. Más aún, 
cuando se quieren estudiar los efectos de la luz sobre partículas confinadas en 
regiones pequeñas frente a su longitud de onda (por ejemplo sobre los 
electrones o núcleos de una molécula), resulta adecuado emplear:

*■( <1581)

Para un sistema de cargas qR con masas m^, se considera que el efecto del 

campo electromagnético sobre cada partícula es independiente de las demás, 
de manera que:

(15.82)
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Esta es la aproximación usada habitualmente para representar la perturbación 
producida por la luz sobre los átomos o moléculas.

15.5 Transiciones inducidas

Una vez que se dispone de una forma explícita para la perturbación 
producida por la luz sobre los sistemas atómico-moleculares, es posible 
determinar teóricamente el valor de sus coeficientes BJk de Einstein. Cuando 
un sistema que se encuentra inicialmente en un estado estacionario T^to) se 
somete a la acción de un campo electromagnético de la frecuencia adecuada, 
al cabo de un tiempo At=t-t0 se encuentra en un estado no estacionario:

(15.83)

en el que los coeficientes fk(t) dependen de la radiación considerada y del 
tiempo transcurrido desde la iniciación del proceso. La probabilidad de que 
una medida de la energía del sistema realizada en el instante t dé el valor Ek 
(correspondiente a la función estacionaria yk), debe ser el cuadrado del 

coeficiente fk(t). Por lo tanto, el cálculo de estos coeficientes permitirá 
determinar las probabilidades de transición por unidad de tiempo:

P)k=¿IM2 (15.84)

y, con ello, el valor de los coeficientes de Einstein Bjk, ya que:

Pjk=Bjk p(co) (15.85)

El valor de los coeficientes fk en cada instante se determina mediante la 
teoría de perturbaciones dependientes del tiempo, según la cual:

t

UtMm(0)- H mn (o) expone) de (15.86)

Además, cuando todos los coeficientes fm excepto uno de ellos - fn - son 
pequeños, se desprecian todos los términos de la suma que aparece en 

(15.86), que no impliquen a fn, de manera que:
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fmft) - $mn - | T | ^mn (®) 
r Jo (15.87)

Ésta es la fórmula que se emplea habitualmente para estudiar las transiciones 

inducidas por una radiación electromagnética en los sistemas atómico- 
moleculares.

Aplicando las consideraciones precedentes a un sistema de cargas qp 

perturbadas por una radiación, a las que corresponderá un hamiltoniano con 
una perturbación dependiente del tiempo dada por (15.82) y definiendo:

Vm VndT (15.88)
3 

dxK

se obtiene, para radiación linealmente polarizada según el eie OX, que se 
propaga en la dirección del eie OZ:

fm fmW------j— I ^mn |2 PÍ^mn) t
eo“mn

Pmn = 37 I |2 = 7 ' P^mn)
dt e0 “mn

(15.89)

(15.90)

Si la radiación fuera isótropa y no polarizada, habría que promediar el 
resultado (15.90) sobre todas las orientaciones posibles del vector de 
polarización, obteniéndose entonces:

Pmnp(<Ann) (15-91)
2 eo“mn

siendo <0™ la frecuencia de Bohr |Em-En\/h, y:

lílmn^l^nP + l^nP + lílmnl2 (15-92)

Qh dn 3
mM 3hR 

u

Vn (h = x,y,z) (15.93)

Como el coeficiente de Einstein para la absorción inducida, (15.43), era el 
factor de proporcionalidad entre Pmn y p(o), se puede escribir por último:

694



Interacción hvtre las Moléculas y la Radiación

^mn — 2 I ^mn I (15.94)
2 E0 ®mn

Sin embargo, esta fórmula no se emplea directamente. En su lugar se emplea 
la que se obtiene sustituyendo las integrales £2mn por otras equivalentes 

referidas al operador de momento dipolar > q„x„ en vez de al operador 

^(q^/mja/áx^ :

Bmn= —(15.95) 
2e0 h2

I Mmn |2 = | M*n |2 + I |2 + | |2 (15.96)

(h=x,y,z) (15.97)

La posibilidad de sustituir las integrales Qmn por las de momento Mmn no es 

evidente. Su demostración puede verse en el texto de teoría.

La fórmula (15.97) admite algunas variantes debido, por ejemplo, al uso 
de unidades distintas de las del Sistema Internacional. También a causa de no 
haber considerado la posibilidad de que los estados Vm y Vn sean 
degenerados. Puede obtenerse un resultado válido para este caso sumando 
sobre todos los estados finales y promediando sobre los iniciales.

Una característica sorprendente de esta teoría es que el coeficiente Bmn 
que da (15.97) resulta independiente de cual de los estados y Vn sea el de 
mayor energía. En otras palabras, la radiación igual puede inducir una 
absorción de energía por los átomos que provocar una emisión de ésta, y 
ambos efectos tienen, a priorí, la misma probabilidad, ya que | Mmn 12= | Mnm 12:

Bmn = Bnm (15.98)

Tal como podemos ver en el texto de teoría, esta igualdad constituye una de 
las claves del funcionamiento de los LÁSERES.

Comparando, por último, (15.97) con (15.70), reencontramos la 

relación de Einstein (15.48) entre Amn y Bmn:
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(15.99)

lo que constituye un resultado bien satisfactorio, ya que subraya la coherencia 
de toda la teoría a pesar del gran número de aproximaciones realizadas al 
elaborarla. Más aún, de las relaciones entre Amn, Bmn y Bnm así demostradas no 
es difícil rededucir la Ley de Planck (15.47), siguiendo el camino inverso al 

empleado por Einstein para justificar las relaciones entre sus coeficientes.

Ejercicios Resueltos

Problema 15.1 ®

Demostrar que la propiedad:

rot rot X = grad div X - V2 X

aplicada en el texto para encontrar la ecuación de las ondas 

electromagnéticas, para cualquier vector Á.

Un vector cualquiera A puede expresarse en función de sus coordenadas 
como:

Á = Axi + Ayj + Azk

Se define el rotacional de Á como el producto vectorial del operador V 

("nabla") con el vector considerado, siendo:

e a r a 7 a r
3x 3y 3z

Por lo tanto, rot Á será:
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i
3
9x

rot Á = $ x Á =

j k
9 9
9y 9z 
Ay Az

9AZ 9Ay T
9y 9z j 1

f 9AZ 9AX f9A aAx'l
----------- i. J + ---- 1---------A í • k 

lv 9x 9z ) 1^ 9x 9y I

9AX) r
—A ■ k9y J

La doble operación rot rot Á será por lo tanto:

rot rot Á = V x (v x Á)

j k
9 9

9y 9z
9AX 9AZ A (dAy dAx 
9z 9x I I 9x 9y

9 pAy áA^ ~i 9 f 9AX 9AZ^ 7 
9y^ 9x 9y J 9z[ 9z 9x J '

9 f 9AZ 9Ay 9 f 9Ay 9AX 1
9z 9y 9z J 9x 1^ 9x 9y J J

$ pAx 9AZ^ 9<9AZ 9Ay\1 r 
9x^ 9z 9x J 9y 9y 9z J 

92Ay 92Ax 92Ax 92Az

9y9x 9y2 9z2 9z9x
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32AZ d2Ay 32Ay 32Ax
---------- «Z------- i------- —
dzdy az2 dx2 8x3y

• j +

32AX

3x3z

32AZ 92Az 92Ay

3x2 3y2 3y3z

Se denomina divergencia de un vector A al producto escalar del 
operador nabla con dicho vector. Por lo tanto,

Se denomina gradiente al operador "nabla" cuando se aplica a una 
función escalar:

de manera que para nuestro caso:

grad div Á = v(v ■ á) = [— i 
I dx

a - a .-Ysax sa baz

d2Ax . d2Ay , 32AZ ' 

3x2 dxdy 3x3z
b2ax a2Ay a2Az) 7 

dydx ay2 8ydz

a2Ax a2Ay 32a.
3z3x 3z3y az2

•k

Se denomina operador laplaciano al operador que equivale a la 
aplicación sucesiva del gradiente y de la divergencia. Si se aplica el laplaciano 
a un escalar f(r):

V2f (r) = div grad f (r) =
a2f a2f a2f

jx2 3y2 3z2
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Cuando se aplica a un vector A, resulta otro vector:

• Á = + Ayj + Azk)

32AX 32Ax 32Ax 1 
3x2 + dy2 + 3z2 J

'a2Ay
"a?-

a2Av a2Av -

(a2Az a2Az a2Az) f

[ ax2 ay2 az2 j

Aplicando lo que acabamos de ver a la fórmula que queremos demostrar, se 
ve que el valor del segundo sumando será:

grad div Á-V2Á
a2Ax a2Ay a2Az
------A 4--------- -I------------
3x2 dxdy 3xdz

a2Ax a2AY a2Az a2Ay a2Ay a2Ay -
3y3x 3y2 3y3z 3x2 3y2 3z2 J

>

32Ax aZAy 32Az 32Az 32Az 32Az ) £
3z3x + 3z3y + 3z2 3x2 3y2 3z2 j

simplificando obtenemos:

grad div Á -V2Á
32Ay 32Az
3x3y 3x3z

32Ax 32Az 32A 32Av -
3y3x 3y3z 3x2 3z:
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32Ax 32Ay ázAz 

3z3x 3z3y 3x2

Como se ve este resultado no coincide exactamente con el obtenido en el 
primer miembro, ya que el orden de aplicación de las segundas derivadas es 
justo el contrario. Sin embargo, las componentes del potencial vector son 
funciones que cumplen el TEOREMA DE SCHWARTZ, según el cual:

Si la función f(x,y) admite las derivadas fx, fy, fxy, en un entorno del 

punto (x0, y0), siendo fxy continua en dicho punto, entonces existe también 

fyx en el mismo punto y es:

fxy (x0,y0) - fyx (xOzYo)

Por lo tanto, aplicando este teorema:

32Ay
_ ■

32Az 32Az , 32Ax 32Ax
3xáy 3y3x ' 3x3z 3z3x ' 3x3y 3y3x

b2az 32az, 32Ax 32Ax , 32Ay 32Ay

3y3z 3z3y ' 3z3x 3x3z ' 3y3z 3z3y

de manera que podemos afirmar que la propiedad:

rot rot Á = grad div Á - V2Á

se cumple a condición de que - como ocurre habitualmente - las componentes 

de Á sean funciones derivadles a primero y segundo orden.

Problema 15.2

Encontrar, mediante las ecuaciones de Maxwell y las propiedades de 
los operadores divergencia y rotacional la ecuación de continuidad:
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De la ecuación de Maxwell:

rot H = J + e0 — 0 at

se puede despejar el valor del vector densidad de corriente J :

j = rot A - e0 — 
u 2*4-

Si se aplica el operador divergencia a ambos lados de esta expresión, y se 
hace uso de que el operador es lineal, obtenemos:

div J = d/V rot A - En — = div (rot h)- div e0 — = div rot H - eD div — 
° at J v [ 0 at J 0 [ at J

Una de las propiedades del operador rotacional es que la aplicación 
posterior del operador divergencia tiene como resultado un valor cero. Es 

decir, cualquiera que sea el vector v :

div rot v = 0

Por lo tanto, se cumple que:

div rot A = 0

con lo que:

div J = -eo div — = -E0 A(d/vÉ)

Como, por otra de las leyes de Maxwell:

div É = —

podemos escribir:

e0 dp __3p
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o lo que es lo mismo:

tfví+^ = 0 
at

c.q.d.

Problema 1S.3 ®®

Encontrar el vector de Poynting y la densidad de energía instantánea 
para las ondas electromagnéticas planas en el vacío

É = Re {éE Eo exp [¿ fe. r - wt) ] ]

H = Re {éH (Eo/Z0)exp [- (k ■ r - cot)]}

Hallar también el promedio de ambas magnitudes en un periodo y 
relacionar el resultado con la velocidad de propagación de la energía 
del campo electromagnético.

NOTA: Recuérdese que Z0=(eoc)'1 y que c=(eono)'1/2-

El vector de Poynting Ñ viene dado por le producto vectorial de:

Ñ = ÉxA

Como los vectores É y H son perpendiculares entre sí, también lo son sus 

vectores unitarios. Para calcular este producto vectorial, por comodidad, 

podemos escoger que el vector unitario éE coincida con el eje X y el vector 

unitario éH en el eje Y. Por lo tanto, podemos escribir los vectores É y H 

como:

E = Re ]Eoexp[¿(k r — cot)] |éx 
l J

A = Re ] | — |exp[¿(k • r - cot)] léy
II zo J I
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Por otro lado, se cumple que:

exp a) = eos a + / sen a

siendo la parte real de la expresión:

Re [exp (¿ a) ] = eos a

con lo que:

Re I Eo exp [¿ (k • r - cot) ] | = Eo eos (k r - <ot)

Luego las expresiones de los campos E y H de una onda electromagnética 
quedarán como:

É = Eo cos(k • r - a>t) éx

A = í |cos(k • f - cot)éy 

lZ° J

Con estos valores de los campos, el vector de Poynting es:

éx

Ñ = Eo cos(k

0 

®y

0

—cos(k • r - mt) 
Zo

éz

0

0

= — cos2(k ■ r - cot) é; 
Zo

Ahora bien, Zo = -í—; luego, el vector de Poynting se puede expresar como: 
£qC

Ñ = eoc cos2^ • r - cot) éz

703



Problemas de Mecánica Cuántica Molecular

La densidad de energía instantánea U se calcula mediante la 

expresión (15.42):

con lo que su valor será:

u4 e0 Eo cos2(k • r^>o>t)+ |i0 ^-cos'

Zg

Como Zo = — y c = podemos sustituir el valor de -4-, por: 

eoc 7eo Po 3

.2 2 _ eg _ Eo 
oc = —— = — 

eo Po Po

con lo que la densidad de energía instantánea vale:

U = -i-Eo cos2(k • r - cot) í e0 + |in — I = Eo eo cos2(k r - cot) 

2 ■ lv Po )

esto es:

U =£qEq cos2^ r - cot)

El promedio del vector de Poynting a lo largo de un periodo se 
calcula como:

y J Ñ(t)dt = < ÉxH >

Como se observa en la expresión se puede calcular ese promedio de dos 
modos. Primero vamos a calcular este promedio por la expresión de la 

integral.
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TJo TJ„ z«
cos2(kr - mt) éz dt

1
C = -T=-=

VeoPo

resulta:

< Ñ >t = l-|^-éz = ye0 c éz =1——c E2 éz 

Z Zo 2 2 cz

Haciendo uso de la fórmula trigonométrica del ángulo doble:

2 1 + eos 2a
eos a - ------------

2

resulta:

< ñ >t= ——éz f T dt =

TZ0 ZJO 2

2 rT 2 rT
= Y^ézj dt +Y^-ézJ cos[2(kr-wt)]dt =

= y^-éz(T - 0)+ Y^-éz -1-[sen[2 (kr - wT)]- sen[2 (kr - w o)]]
I Z Zq I Z Zq — ZCO

Por otra parte, la resta de los dos senos vale cero, pues se diferencian en un 
periodo T, con lo que:

1A
2 Zo

Como:

1
7— e0 ■ c 
z0

e0
1 

c2Po

< Ñ >t = _éL
2cp0
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Otra forma de calcular el promedio del vector de Pointing:

<Ñ>t= (Éxñ)t

consiste en aprovechar que, como los campos utilizados son las partes reales 
de expresiones complejas, podemos emplear la propiedad:

< We(Á)x «e(s) >t = 1 Re(Á x B *)

En nuestro caso, los campos son:

É = Eo exp[¿ (k ■ r - cot) ]éx = ¡Eo cos(¿ • r - cot) + í Eo sen(k • r - cot)}éx

y debemos calcular este producto vectorial como: 

< Re(É)x Re(A) >t = 1 Re^ x H *)

Eo cos(k ■ f - cot)+

+ ¿ Eo sen(k • r - cot)

— cos(k ■ r - cot)—

o Z°
- ¿~sen(k ■ r — cot)

Zn

0

0
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= —Re — eos2 (k • r - wt) - ¿2 
zo

p2
— sen2 
Zo

(k • r - mt) é

®z = i^ié 
2Z0

2

z

Como es natural se obtiene el mimo resultado que con la primera forma de 
cálculo.

Del mismo modo, para determinar el promedio de la densidad de 
energía instantánea, calculamos:

= 1e2 EOÍ1 (T - 0)-1 j-(se¿2(k • r - cot)]- se¿2^ r - co o)])
T [2 Z Zcü

con lo que:

<U>t = |e0Eg

Si hacemos el cambio de e0 = —, el promedio de la densidad de energía
c Ho

instantánea se puede expresar como:
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Problema 15.4 ©

Demostrar que el Coeficiente de Einstein Ano para un electrón unido al 
origen por una fuerza armónica vale cero si n#l, mientras que si n=l:

siendo v la frecuencia clásica del oscilador.

El valor del Coeficiente de Einstein para la emisión espontánea viene 
dado por la expresión:

Ano -
“no e2 

2ie0 ti c3
|<Vo|f|Vn)|2

En el caso monodimensional y escogiendo como dirección el eje X, el 
coeficiente sería:

Ano -
^e2

2 n e0 ti c3
|(YoMVn)|2

con:

| (Vo| x |Vn) | = Vo x Vn dx

Para poder calcular la integral recurrimos a una de las propiedades de las 
funciones de onda del oscilador armónico:

xyn =-T=(Vñyn-l + Vn + l Yn+l) 
aV2

siendo a = Por lo tanto,
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J Vo ■ X • Vn dx =

Ahora bien, este resultado significa que:

a) Si n > 1 el valor de la integral debe ser cero, ya que las funciones de onda 
del oscilador son ortogonales entre sí, es decir:

J VÓ ' Vn-i dx = 0

J VÓ ■ Vn+1 • dx = 0

y por consiguiente:

Vo • x • Yn ■ dx = 0

b) Si n = 1, la integral es distinta de cero. Su valor se calcula a partir de:

Luego la integral que buscamos se resume en:

dx

Como, si se emplean funciones normalizadas, es:

Vo • V0 • dx = 1

y, por ortogonalidad, es:
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■■SEMNsaBHnaaBaci

j* vó V2 ■ dx = o ,

la integral vale:

f • u 1 
Vo ■x • Vi dx = —rJ aV2

s»
El coeficiente de Einstein buscado valdrá entonces:

A - J * f = ^0e2
**io ■> i r— i "í o

2jteofi c l aV2 ) 47tz0hca

Conviene, finalmente, reelaborar un poco la expresión obtenida. Para ello 
sustituiremos:

“10 =
k ÍF 

m Vm

Luego el coeficiente de Einstein vale:

k pT e2 h ke2 

m Vm 4ne0ftc3 /mk 4neom2c3

Introduciendo en la expresión el valor de la frecuencia clásica:

2it Vm

es decir:
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2 1 kV =— 4n2 m

queda el valor que estábamos buscando:

k f¡r e2_ h _ ne2 v2 
10 m »m 47te0Sc3 ^mk e0mc3

Este es el valor del Coeficiente de Einstein en el Sistema Internacional (S.I.) o 
MKS. Sin embargo, en diversos textos aparece todavía en el sistema CGS 
(cegesimal), con lo que la expresión cambia ligeramente. En este último 
sistema: 

1

con lo que el coeficiente se transforma en:

. 4^2e2v2
A10 - --------3—

me

Lo que hemos hecho hasta aquí resulta de considerar un oscilador 
amónico monodimensional', si tuviéramos en cuenta la tridimensionalidad del 
oscilador y que no todas las direcciones son igualmente efectivas en la 
emisión, la expresión anterior quedaría multiplicada por un factor de (2/3).

a B^v2
Aio =~---- 5

3 me3

Problema 1S.5 ®@©

Los estados estacionarios de un electrón confinado en una caja 
monodimensional 0<x<L son:

n = 1,2,3,...
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y tienen energías:

" 8mL2

Encontrar la longitud de onda y los Coeficientes de Einstein, para las 
tres transiciones de energía más baja.

Primero, debemos determinar cuales son las transiciones pedidas, 
calculando las energías de los primeros niveles de energía y sus diferencias. 
Así:

_ h2 h2 _ _ h2 _ h2 _ h2
Ei =----- —; E2 = 4----- T ; E3 = 9----- E4 = 16-----------T y E5 = 25-----y...

8mL2 8mL2 8mL.2 8mL2 8mL2

De todas las posibles transiciones, las de menor energía, en orden creciente, 
resultan ser:

(1-2) AE = 3
h2 

8mL2

(2-3) AE = 5
h2 

8mL2

(3-4) AE = 7
h2 

8mL2

Para calcular las longitudes de onda sabemos que X = -^, luego para 

estas tres transiciones serán:

he 8mcL2
" h2 " 3h

8mL2

he _ 8mcL2
h2 ’ 5h

3------K
8mL2
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he 8 m c L2
h2 ~ 7h

8mL2

Para calcular los coeficientes de Einstein recurrimos a la expresión (95),

®mn ~ 2 | Mmn|
2e0^

siendo:

I Mmn |2=l I2 + I I2 + I M^n I2

M11 'mn Vm (h =x, y,z)

Además sabemos que según (96), Bmn = Bmtl; y según (97):

a _ p"mn _ n 3 Dmn

En nuestro caso, se trata de un electrón en una caja monodimensional 
con lo que:

D _ __ 71Bmn - ~22e0 h
e x%dx

Primera transición <l->2). Para esta transición:

p _ ne
12 2^?

2
x ¥2 dx

así que necesitamos el valor de la integral:

4*! • x • T2 ■
o

irx 
sen---- x

L
2itx .

sen-----dx 
L
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. « j 2 ¡ Ttx 2tcx .
^1 • x • ¥2 ■ dx = — I sen---- x • sen----- dx 

U Ja

El integrando es un producto de senos, de manera que conviene hacer el

cambio:

sen a sen b
cosía - b)- cosía + b)

con el que:

2nx .
• x sen-----dx = 

L

»L
1 ítx . 2 i 1 3nx .

x— eos—dx—I x — eos---- dx
2 L L I 2 L

1.

L
xsen —

x sen — + — eos —
L n2 L

3nx .
x • eos---- dx 

L

• L

— I sen— dx"Jo L

7tX L2

L 3nx
— x sen------

L 3nx L2 3nx
— x sen 
3n

----- -eos----
9k2 L Jo

— L sen ti + — eos 7t - 0----- eos 0
* n2 n2

— L sen 3 ir + —— eos 3tc - 0------  eos 0
3n 9K2 gK2

L2 L2 1. __L?___L2

n2 n2 L 9n2 9tt‘
2L 2L
7l2 9tt2

16L
9tt2

Por lo tanto, el valor de la integral es:

1_
L
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¥1 ■ x ■ T2 • dx = -1^.
9n2

y el del coeficiente de absorción inducida es:

^2 =
ne

2eq fi2
16L
9n2

162L27re 128L2e

2e0S292n2 SIeq^2^’

el coeficiente de emisión inducida:

r21=r12 =
81E0S2n2

y el coeficiente de emisión espontánea:

A 128L2e ftw3 
21 = 81e0fi2 it2 it2c3

El valor de la frecuencia de Bohr, to, viene dado por:

E2-E1 _ 3h2 6nh
6,21 ti 8míL2 8mL2

con lo que el valor final del coeficiente de emisión espontánea resulta ser:

h

A21 = —1

6 nh

8mL‘ 128 L2 e 4h2 e

n2c3 81 e0 A2 n2 3 e0 m3 L4 c3

Segunda transición (2->3). Para esta transición:

R 716
B23 -^—72

2eqÍ

2
^2 x ¥3 dx

El valor de la integral es:

r .
x T, dx =

2 2nx
.1— sen----- x

o’1- L

3nx
I— sen----- dx
2

L L
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Igual que antes, resulta la integral de un producto de senos, y haciendo el 
mismo cambio:

2

L

»L
i 2nx
I sen------x • senJo L dx =

ÍL
1 5nX .

x — eos-----dx
„ 2 L

-L -L
i %x . 1 5nx .

x eos—dx—I x eos-----dx =
I L L ! LJo Jo

1

L
— x sen —

nx L írX 
sen —

L
dx

L 
— xsen

5nx L

5n

5nx , 
sen---- dx

L

nx L2
— x sen-------- -  eos

.2
L 5nx 

— x sen-------
L2

5n 25n2

5nx 
eos----  

L

L2 

25n2
2L 2L
n2 + 25n2

L n o

1

L 5» L o

1 L

n L K

1
J o L L

L

0

Por lo tanto, el valor de la integral es ahora:

x ■ dx = -
28 L
25 n2

y el del coeficiente de absorción inducida es:

ne 28L I2 = 282L2ne = 392L2 e 

2e0A2 25n2| 2e7/i5252^' 625e0»2n2 '

el coeficiente de emisión inducida,

B32
392 L2 e 

625e0 ti2 n2

y el de emisión espontánea:
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A 392 L2 e
32 ñ2? 625e0S2n2

El valor en este caso de la frecuencia de Bohr, w, viene dado por:

E, -E, 5h2 10nh
“32 = -- =-------------- T ~------7 h 8 m í L2 8 m L2

con lo que el valor de este coeficiente será:

10 n h ?
_ (8mL2 ] 392L2 e 49h2e

32 = n2c3 625e0ft2n2 2Oeom3L4c3

Tercera transición (3 ^41-

634 “77^
2

x• dx

con:

Igual que antes resulta ser la integral de un producto de senos, con lo que se 
debe hacer el mismo cambio, con lo que:

2

L

»L
I 3nx
I sen------x sen

LJo
dx =

• L fL
2 | 1 nx . 2 1 7nx .
-I x—eos—dx—I x — eos-----dx =
L „ 2 L Ll 2 L

Jo Jo

• L 
nx . 1 ¡ 7nx

x cos—dx—I x eos-----dx =L L I L
J o

1 I
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1

L

L
1

Litx
— x sen —
7t

nx . 
sen— dx

L

7nx
— x sen-------7n 7x

7nx 
sen-----

L
dx

nx nx
— x sen---- 1- —— eos —

L -2 L

L 7nx 
— x sen-------

L2

n‘ 49n2

7nxeos---
L

49n

Por lo tanto, el valor de la integral es:

• 06 L
4S x ■ dx = ——n 

49 7?

y el del coeficiente de absorción inducida es:

ne _ 96 L 2 _ 962L2ne 4608 L2 e

2e0 h2 49 ir2 * 2eoh2 492 n2 ” 2401e0 h2 K2 '

el de emisión inducida,

B43
4608 L2 e 

2401e0 h2 n2

y el de emisión espontánea-.

_ h <a3 4608 L2 e
43 n2 ? 240 le0 h2 n2

El valor en este caso de la frecuencia de Bohr, a, viene dado por:

“43
E4 -E3 7h2

8míL2
14 nh
8mL2

L n 0 L L o

i

L

L

o
L 7n

con lo que el valor de este coeficiente será:
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147th i
8mL2 J 4608L2 e 72h2e 

n2c3 2401 e0 h2 n2 7 e0 m3 L4 C3

Obsérvese que A32 sl.8A21 y A43 s7.7A21,

Problema 15.6 ®ffi

Deducir la ley de Planck (15.47), que da la densidad de energía p(m) 
de la radiación electromagnética en equilibrio con la materia, a partir 
de la ley de Boltzmann (15.46) y las relaciones entre Coeficientes de 
Einstein (15.48) y (15.49).

La expresión de la ley de Planck, es:

i2 ñco

^c3 exp(Aw/kT -1)

en donde:

(1)

La ley de Maxwell-Boltzmann es:

Ni

r b-Ej)
exp(- ftto/kT)

y las relaciones de entre los Coeficientes de Einstein son:

®mn — ®nm (3)

AMmn
- AüHÜR~ o ^mn 

7T CJ
(4)
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La condición de equilibrio es que las poblaciones de los estados permanezcan 
constantes, lo que significa que el número de transiciones desde un estado 
inicial a uno final por unidad de tiempo, debe ser igual al de las transiciones 
opuestas. Es decir, debe cumplirse que:

NiP^Nj-Pji (5)

siendo P¡j la probabilidad de la absorción y Pj¡ la probabilidad total de emisión 

(espontánea + inducida).

La absorción es necesariamente inducida, y su probabilidad P¡j es 

proporcional a la densidad de energía de la radiación:

P|j = By • p(o>) (6)

siendo By el coeficiente de Einstein de la absorción inducida.

La probabilidad total de emisión, (espontánea + inducida), es:

Pjl = Aj¡ + Bj¡ ■ p(a>) (7)

siendo Aj¡ el coeficiente de Einstein de la emisión espontánea y Bj¡ el de la 

emisión inducida.

Sustituyendo las expresiones (6) y (7) en la (5), obtenemos la relación 
entre las dos poblaciones:

Ni(B¡rp(W))=Nj(AJ1+Bj¡p(t0))

NJ = By • p(co) 

N¡ Ají + Bj¡ - pIco i

Por otro lado, esta relación de las poblaciones también debe estar dada por la 
ley de Maxwell-Boltzmann (2). Igualando (2) y (8) obtenemos:

Ají + Bj, • p(o») 1 ' KT/

Como se cumple que Bu = Bj¡, la relación anterior se transforma en:

1 _ Aj¡ + Bj¡ ■ p(co) = Aj¡ +1
exp{- j Bj, ■ p(w) Bj¡ • p(co)

720
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Si se despeja de la ecuación (9), la densidad de energía, se obtiene:

íexp|%M

Por otro lado, si se sustituye el valor del coeficiente de Einstein de la 
absorción inducida (4) se obtiene:

S m3
J1 b

_ n2 c3 _ Mjí * ioji
’ B)( ■ I exp ’ x2 c3 íexpl^l-l)

que es precisamente la expresión obtenida por Planck, por un camino 
totalmente diferente, para la densidad de energía de la radiación del cuerpo 
negro, es decir de la radiación en equilibrio térmico con la materia.
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Tabla 1: Constantes físicas de uso frecuente

Constante de Planck h = 6.6260755 x 10'34 J.s = 4.135669239 x 10'15 eV.s

Idem. Reducida h = 1.05457266 x 10'34 J s = 1 u.a.

Velocidad de la luz c„ = 2.99792458 x 108 m s'1

Carga elemental e = 1.60217733 x 10'19 C = 1 u.a.

Masa del protón mp = 1.6726231 x 10'27 Kg = 1836.152756 u.a

Masa del neutrón m„ = 1.6749286 x 10‘27 Kg = 1838.683661 u.a.

Masa del electrón me = 9.1093897 x 10‘31 Kg = 1 u.a.

Número de Avogadro Na = 6.0221367 x 1023 mol'1

Constante de 
Boltzmann

kB = 1.380658 x 10'23 J.K'1

Radio de Bohr a0 = 5.29177249 x 10’11 m = 1 u.a.

Constante de Rydberg R_ = 1.09 7 3 73 1 5 34 x 107 m1 o 3.289841949 x 1015 s'1

Energía de ionización 1 e2
------------------ = 2.179874097 x 10'18 J = 13.60569805 eV

del hidrógeno 4he0 2a0

Magnetón de Bohr = eft/2me = 9.2740154 x 10'24J T1 = Vi u.a.

Magnetón nuclear Pn = (me/mp)nB = 5.0507866 x 10'27J T1

Permitividad eléctrica 
del vacío

eo = 8.854187 816 x 10'12 F m'1
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Tabla 2: Constantes de fuerza y distancias de enlace

Se dan valores típicos, para campos de fuerza de valencia que ajustan 
las frecuencias experimentales más altas (sin tener en cuenta ni flexiones ni 
torsiones). Por lo común, las variaciones de unas moléculas a otras son del 
orden de 0.1 milidinas/Á para constantes de fuerza, y 0.05 para distancias de 

enlace. En moléculas conjugadas las variaciones son mucho mayores.

Enlace k(md/ñ J r(k) Enlace k(md/ A ) r(&) Enlace k(md/i J r(A)

-C-H 4.9 1.10 -C-C- 4.5 1.54 -C-N( 4.7 1.47

=C-H 5.3 1.08 •c-c- 5.2 1.46 -CaN 18.0 1.16

aC-H 5.9 1.06 )C=C< 10.8 1.34 -C-CK 5.1 1.43

-Si-H 2.8 1.48 =C=C( 11.2 1.31 )C=O 12.1 1.21

)N-H 6.2 1.02 -c-c- 16.0 1.20 -C-F 5.7 1.39

)P-H 3.1 1.42 -Si-C 2.8 1.87 aC-F 9.3 1.27

JO-H 7.5 0.96 -C-CI 3.4 1.78

zS-H 3.8 1.34 -C-Br 2.9 1.93
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Tabla 3: Equivalencias energéticas

1J = 107 erg = 6.241 506 363 x 1018eV = 2.293 710 452 x 1017u.a

o 5.034 112 503 x 1022 cm'1 o 1.439 325 x 1023 cal/mol

1 eV = 1.602 177 33 x 10 19 J o 8 065.540 929 cm'1

o 2.306 053 886 x 104 cal/mol o 0.036749024 u.a.

1 u.a = 27.211 396 09 eV = 4.359 748 194 x 10'18 J

o 6.275 094 x 105 cal/mol o 219474.6289 cm

1 cal/mol = 4.1840 J/mol = 6.94770014 x 10'24 J/molécula

= 1.593601243 x 10'6 u.a./molécula o 0.338554641 cm'1

Tabla 4: Equivalencias electromagnéticas

Magnitud SI CGS

Cíe. de permitividad eo 1/4tc

Cte. de permeabilidad Po 4n/c2

Campo eléctrico É É

Potencial eléctrico V V

Inducción magnética B B/c

Campo magnético H cH/4tt

Potencial vector electromagnético Á Á/c

Momento magnético P C|1
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Tabla 5: Unidades atómicas

Masa (M) me = 9.1093897 x 10‘31 Kg

Longitud (L) a0 = —= 5.29177249 x 1011 m 
me-

Tiempo (T) — = 2.418884 x 10’17 S 
2Eh

Fuerza (MLT2) = 8.238729466 x 10‘a N 
ao

Energía (ML2 T2) 2Eh = 4.359748194 x 10'18 J = 27.211396 eV

Cte. de fuerza (M V2) 1.556894 x 103 N. m-1 = 15.5689 milidinas. A-1 
a’o

Momento angular 
(ML2T!)

ti = 1.05457266 x 10’34 J s

Carga eléctrica (Q) e = 1.60217733 x 10'19 C

Potencial 
electrostático 
(ML2Q'1T’2)

Si = 27.211396 V 
e

Campo eléctrico 
(MLC^T2)

= 5.142208 x 1011 V.m 
ea0

Momento dipolar (LQ) ea0 =8.478357919 x 10’30 C.m = 2.541474196 D

Polarizabilidad 
(Q2M-'T2)

p2,2
- "° = 1.648777631 10'41 F.m2 
2Eh
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Tabla 6: Alfabeto griego

Alfa A a Iota I l Rho P P

Beta B p Kappa K K Slgma £ a

Gamma r Y Lambda^, A X Tau T T

Delta A 8 Mu M p Upsilon Y U

Epsilon E £ Un N V Phi <l>

Zeta Z c XI £ Chi X X

Eta H n Omicron o o Psi ¥ V

Theta e e Pi n n Omega O (t)

Tabla 7: Prefijos del SI

10’1 deci d 10 deca da

10’2 cent! c 102 hecto h

10'3 mili m 103 kilo k

10’6 micro p 106 mega M

10'9 nano n 109 giga G

1012 pico p 1012 tera T

10 15 femto f 1015 peta P

1018 ato a 1018 exa E

10'21 zepo z 1021 zeta Z
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Tabla

i

2

3

4

5

6

7

8

9

10

8: Integrales de uso frecuente

r n, xj n-1 r n-2z xj senn 1(ax)cos(ax) 
senn(ax)dx =--- sen z(ax)dx---------- i— ------ -—-

J n J na

f nz xj n-1 f n-2z xj cosn-1(ax) • sen(ax)
. eos (ax)dx =------। eos z(ax)dx----------- -—-----i—-
J n J na

f . . , sen(m-n)x sen(m + n)x
i sen(mx) • sen(nx)dx = —r----- '---------- ------ r-
J J 2(m-n) 2(m + n)

f z x / sen(m-n)x sen(m + n)x 
cos(mx) cos(nx)dx =--------- + —7----------J 2{m - n) 2(m + n)

f / x / x. cosím -n)x cosím + nk
i sen(mx)- cosínxnx =------A----- ---------- r------J ' ' 2(m-n) 2(m + n)

í xnsen(ax)dx - — f x^cosíaxldx - ^cos^
| X 5cf/ldA AJA — — I X LCJ^laX aja--------- —------- —
J aj ' a

J xWax)dx=2Í^M_2j xn xexp(ax)dx

xncos(ax)dx = _ 2 f xn‘1sen(ax)dx
a a j

jxnexp(-ax)dx = ^r

0

(a 6 R+; n = 0,1,2,...)

0

[-ax)dx n!
an+l d

1 - exp(-
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4/2
11

0

12

(-ax^xJ^-^H72
• ” nn+1 -n

13

14

15

16

a

o

o

((2n -1)!!= 1 * 3 * 5... *(2n-1))

IX
2an+1

( axp)dx = con k = — 
p ak P

p > 0

f exp^ a2x2 )cos(bx)dx = -Jñ exp^ (b2 /4a2)]
J 28
o

Ix = 0.746824

o

17

18

Ix = 0.316060

o

i

Ix = 0.189472

o

a+E

19

20
J f(x)6(x - a)dx = f(a)
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Tabla 9: Series útiles

Series de Taylor : f(x) = V - a)n 
n'

n=0

f(x) = f (a) +
f(a)(x-a) r(a) (x - a)2 f<n\a)(x-a)n

1! 2! n!

(1 + x)'1 = 1 - x + x2 - x3 + x4----  (-1<x<1)

(l + x)1/2 = 1 + — x — —~ x2 +
2 2 4

13 3
(-1<X<1)

2 4 6

(1+ x)-1/2 =1-—x+ —— X2
2 2 4

13-5 y3 + (-1<X<1)
2 4 6“

exp(x} = 1 + x + — + — + (-oo<X<co)

, . X3 X5 X7

3! 5! 7!
(-ee><X<oo)

X2 X4 x^ 
cos(x) = 1 - -

' ' 2! 4! 6!
(-DO<X<O°)

, , . x3 2x5 17x7
WX) X+ 3 + 15 315 +

x . X3 X5 X7
arctg(x)= x- —+ -5 ---+• (-1<X<1)

, . 1 x2 13
arcsen(x) = x + - — + —- •

2 3 2 4

x5 1 3 5 x6— +-------------- +...
5 2-46 5

(-1<X<1)

x2
/n(l+x)=x--y (-l<x<l)
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Series de Fourier : f(x) = -0 + [ancos(mtx / L) + bnsen(nnx / L)] 
n=l

Xq+2L Xq+2L
an = L-1 Jf(x)cos(n7tx/L)dx bn = L-1 J f(x) sen(nnx / L) dx

*0 . *0

• ejemplos:

4 fsenx sen3x sen5x
«I 1 + 3 + 5

f(x) =
si

si
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Tabla 10: Función Gamma

r(n + 1) = n r(n) 

- para n entero, r(n+l)=n! - 

r(l/2) = = 1.772453851

r(l/3) = 2.678938535 

T(l/4) = 3.625609908

r(n) = J xn-1 exp(- x)dx (n > 0) 

0
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de Hartree ■ 190
de permutación • 123
de Slater • 192, 362
híbridos ■ 162, 173, 176
híbridos equivalentes - 174
hidrogenoides reales ■ 159, 161
moleculares localizados - 498

Orden de enlace • 424, 449, 456, 461, 464, 482
de la degeneración ■ 68

Ortogonalidad • 90, 95, 147
Ortonormalización • 125, 126, 127, 147, 380, 603, 643, 645
Oscilador armónico monodimensional • 70, 92, 94, 96

tridimensional ■ 217

Paridad • 61, 108
Partícula en una caja bidimensional ■ 127

monodimensional ■ 70, 84, 85, 89
tridimensional • 119

Partícula libre ■ 69
Partículas ■ 5
Paquetes de ondas ■ 26, 34, 40, 72
Periodo ■ 26
Perturbaciones • 602

de primer orden • 605, 611, 649, 655
de segundo orden • 605, 611, 652
niveles no degenerados • 603
niveles degenerados ■ 605, 665

Población electrónica • 424, 450, 455, 464
Polinomios de Hermite- 71
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Pople-Nesbet, ecuaciones de ■ 365
Potencial armónico generalizado ■ 223

armónico tridimensional • 217, 220, 227
central ■ 155
de vibración - 261
electrostático ■ 496
internuclear ■ 313

Pozo de potencial' 98, 104, 110, 114
Principio de exclusión de Pauli ■ 188

de Incertidumbre • 7, 20, 21, 23, 29, 51
variacional ■ 315, 318

Producto escalar de funciones- 125
Proyección de una función ■ 125

Rayleigh-Schródinger, fórmula de . 604
Regla de Hund- 189

de la cadena- 74
de London- 189,197
de Stoner- 121, 134, 188

Reglas de selección- 692
de Slater- 192

Relación de dispersión ■ 27, 33
Roothaan, ecuaciones de ■ 359
Rotacional ■ 696

Schmidt ■ Véase Método de ortonormalización de
Schródinger. l/éase Ecuación de
Schwartz ■ l/éase Teorema de
Separación sigma-pi- 421
Series -731
SHMO Método
Sistema- 555
Slater ■ Véase Orbitales de

• l/éase Reglas de
STO-362
STO-nG- 364
Superficies nodales- 32

Tensión de enlace ■ 261
Teorema de Brillouin ■ 612

de Eckart ■ 575, 597
de Schwartz ■ 700
del virial • 96

Término cuadrupolar • 165, 184
diamagnético - 165
paramagnético - 165

Torsión ■ 261
Transformación ortogonal- 219
Transiciones inducidas - 693

Unidades atómicas - 189

Valencia libre ■ 425
Valor medio ■ 67, 124, 172, 180, 205, 558, 573

propio - 222, 557
Variaciones - l/éase Método variacional
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Vector de ondas ■ 26, 27, 33 
de Poynting ■ 685, 702 
propio - 222

Velocidad de fase • 27, 30, 40 
de grupo- 27, 33

Virial • Véase Teorema del
VOIE ■ 427

Wllson ■ Véase Método de
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