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INTRODUCEKOQO:

l. PFazemos agul a exposiggo de artigos(‘b3ﬁ[gjgibj} que tratam sdbre
LebeSgue-menigurabilidade dos conjuntos de ais do ponto de vista dos
fundawentos da watematica. 0 trabalho se divide em duas partes. Na pri
meira mosiraremos que a proposigdo "todo conjunto de réis é Iebepgue-
mensuraWel® & consistente com os axiomas de teoria Zermelo-Fr8enkel! ZF)
de conjuntos + axioma da s seHlha nara famflias enumer év 1s, Na segunda
varemns gue um &xisma_da%eoria dos jogos, o axioma da Ioterm:naqa09 im

plica. a. proposican acima,

A primeirs. parte se bPasela sobretudo no artigo da Robert M. S0 10=

fs

vay = “A model of set-thsory  in wich every sel of reals is Lebesgue

measurable”, Ann. of Math. 92 nel (1970) ppl-55. £ demonstragio do teo
rems. principal exlge vérios préerequisitos. Supomos conheei-
da. a. teoria ZF de sonjuntos 8, expondo aqul somenﬁe algumas nogons Impor
tantes, das quais faremos uso especialmente, tals como forcing e cons-
trugles da moddioss Nio entramos, pordm, em todos os detalhem, sobreég
do os téenicos. 0 material do artigo propriamente dito, €ste sim é tra
tado exieﬁsivamente e em detalheoA

Esta parte discorre sobre uin tema bastante éomplexn, rico em por-~
wenores e inserido no sel io d& teoria dos conjuntos, Nela demonstra=se
um resultado GJF801LLOC fmas esta demoastracio sxige muitos rasultados
:ampn? santes e gerais da tetria global. Na redacgdo do trabalho tivemos
como direlriz a preocupagao de explicitar a intuigdo do que estava sen
Go f* itoe, sempre que possgid valq usar uma linguagem simples. A ideia &

a. de gue G‘maior mimero de interessados, indepsndente da sua particular

. 3 .
asnacialidede em matematlea9 pudasse ter acesso com relativa FTacillda~

funte

" de ao que aqui ¢ dissaertado. Nesta primeira parte, simplificar{mesme a -
linguagem) nao & tarefs ;aoii. pavido a complexidade referida, para

b Ly Sy > IS [l P s s .v Rrpenitn @ Joagen X e iy S ey
chegey &0 resuliado final, o Leltor nao pabivuvado teris de aprerdery
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Crelo mesmo (ue a exposigao completa, detalhada e com motivacdes do te

ma. daria wm bom livro de introducdo a teoria dos conjuntos, dirigido a

[

teoria de modélos com aplicagoes a.aanv se, 0 que fugiria ao Gﬁpfrltﬁ

e o~

da pres 1ce dissertagao de mestrado. Desta maneira a Parte I nio & pro

griamenbe acessivel ao leigo em teoria dos conjuntos, nao apresentan
ao gwrgmgtgfanﬁes dificuidades a quem tenha ao menos counhecimentos ine
trhdatﬂﬁibﬂ do asgunto. |

0 mesmo nao scontece com a Parte IT. Ali o tema & mais easpeciali-

zado e independente do eucono de. tehria, Fol-nog portante possivel dar

- e - - & 33 o a o=
a eie un travamento “melhor” no sentldo da diretriz de simplicidade ex

posta. antevivrmente. Achamos mesmo gue a. existénela de um axioma gue
implica na Iebesgue~-pensurabilidade do, conjuntos de veais degpertaris

interésse maior aos wdo conjuntistas do que um problema de eonsisténcia
relativa com os axiomes de ZF. K assim proposital a diferenga de lingua

=
gain QAOT@gdﬂﬁ nagta parie, que couslderamos acessivel & qualquer intee

0 tems da segunda uart@ ¢ desenvolvido a partir dos artigos:

Jen Myclelski; "On the axiom of determinateness’, Fund. Math, LIT (196L)
VA 438 2052211,

and 8. Swisrczkouwski : "on the Lehcsguemeaqurablll ty and the axiom of

determinstensss ", Fund. Math. LIV(196L) pp &7-Tl.

Resta=-nos sallentar ainda_qﬁe as duas partes s2o independentes uma

\

da oubra.

2o BKlgumss palaveas sobre o Awioma da Determinagio {&)s
- ﬂ g 3
B oum problene nda. sherto a consistencle do axioma da deverminge

can(ver pag. fopara o seu enmunelado) com os axiomas de 70, Citando Jan
Myelelski e H. Steivhaus em (6] : "our awlom can be considere as rese

triction of the ¢la

i
(.'/1

1 notion of a set ieading to & smaller universumg

; o 2 D SR T W N fomidird F A ovie
day ol determined sets, which reflect some physical intuitioms which

ars not fulfillied by the clasaical setsle.g. paradozical decompositich
of ths sphere are a. (ay)., Ouw axiom could be eongidered as

e g ViR ﬂ{.‘; &
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class of gets gatisfying (A) and
choice).,
S840 resuli ado 35 conhecidos{ver Eh]) o9 seguiﬁtes9 21ém do que #»
vamos mogstrars
P (A) ==+ "Todo QUQCOWJQI‘“ de um esnago métrico qcparavel tem a pro =
priedade de Baire®, A
(&) == "ThAO espago wétrico separével nio emumersvel contém um con-~
| iumtm compacto perféitoo”

A
(4) m=m “k’afa 4ode. fam ! {112 de conjundbs F tal gue ¢$ # ¥, ‘Fl £ 'S\,,

X .
e | &J}KL\ & 2 existe fungdo escolha,! —

rer

i Por 6ﬂtimos agrade¢o ao prof, Jacob Zimbarg Sobrinho, meu orisné

tador para mestrado, pela dlsponibilidade e atencao que me dedicou, du

2

rante o preparo desta dissertagao.

the classical axioﬁiwithcut the axiom



PARTRE I

Usaremos agul as ﬁeguihtes notagoe ss
z? pera 4 teoria Zermelo-Frienkel de conjunbds sem o axiowa da. escOlhs
A% wara o axioma da. escolha
En para o prineipio 6as‘escﬁlhag dependentes,

S@réum objetlive desta parte demonstrar o seguinte teorema, ao gual
ne s raferiremos cmmo.temrema prineipals
FTROREMA: Se @AES“G um modd 1o transitivo enumeravel de ZF + AE 4 "ex:ste

um eardined far}emsnzo ivacessivel” entfo existe vm moddlo transitivo

da 2zF + ED onde vale que todo conjunto dé reals é Labesgua«mensuravelo

Bata. primeire parte esti dividida em 5 segdes, .

Ne. seg0 1, a partlr de um dade moddlo M(de base) transitivo enue
mevavel de ZP+AE fazemos & desericio de um novo modalo NW(extensdo) tran
sitivo de ZPHAR tal que N ® M. 0 moddlo N & obtido por meio de uma 1ip
guagen remificada que definiremos. Mostraremos que s nogée de verdade
em I estd ligada & nogdo de forcing. O objetivo desta segdo nfo & fazer
um eatudo completo e detalhado do assunto em pauta mas éim egpecificar
o golocar em ordew algvmes 1uei.u fundamentais que a cons trﬁg&o do mo-
dglo do teorema prin ipal envolvemn., Assim sendo, muitos dos resultados
citados naon seran demomgtbrados. Tals resultados porém séo bastante cow

nhecidos & facilmente eucontraveis ne bibliograflia dada.

H

Wa. secdo IT daremns a duserigio das extensfes do modélo de base
#r . - o o~ o e & ' [
come serav usadas nas demals segoss. A descrigao nav ¢ construtiva, co

mo na segao [, mas sim feita abraves de propriedadss., Mostraremos a e

gquivalénela eutre os dois processos de obter extenstes, 0s d&s,se§339‘

A secdo III se divide em trés subsegbes. Bm IT1.A se desenvolve

# e e 1w P R Lo o 2 z
alguns vesultades de carabter instrumental sobre filtros geﬂaréca(’dc A,
w e o 1o T Y o o e o (L s 5 _'{‘ ¥ 8] T fmaneta te St ey
NS em L} &I EAL o B2 GHE & Q85CFICA0 (8 Um mb aelo Lnortanse 3 & .Zhb\‘:.n}“
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_-_de- d? } o -~ -
(a) se ¢)~ nev  ou d.) wR v ventéo poOsto lp = max i?(u)g 3i (v)-k E
(b) se @= A(v) gntao pésﬁ;o dg = max ?'}' - f(v)} {chunaremos § de

posto de A, éhendb 0 posto de & e @ igual QAzero.)”
(e¢) se @x“’t V¥ entao wsio $ = pdsto W :
(d) se &= v X entao pdsto c’? = max-%pc‘)sto N pB.s‘ﬁo?C}
(e) se @ = Bo‘vi"\%f(vi) Gnban poste P = max% ol p(_’)sto \{f}

3 B sabido gume é poseivel embutir W em M. Andlogumente, como‘tem_os
uma quantidade enumeréavel de simbolos em £M(A)" podemos associar a cada.
Pérmula ti) de 'EEM(A) um unico conjunto: o nimero de GBdel de Cb . an;)ta-
do por "¢ . Assim fazemos EQM(A) G M. B cluro também gue esta.(}édelizau
cao pode ser feita de maneira a yue tenhamos $ Q%{(A) @ M, A

seguir faremos uso déste fato para definir funcgoes cujos dominios estao
em %M(A)e

4, A funcgao wvalorizacao.

'Daqui para a ffen'ﬁe, nesta seg%o, associaremos aso predicado A um con
junto a tal que Nal = {e o&". Desta meneira fica cananicamen'i;e agsociado .
ao predicado A o seu pdsto 7 .

Para cada o & 08" definiremos Te , © conjunto dos termos de pdeto
£ o definiveis pela lingnagem ‘G&M(A)

Ty = ¢ = Zt: t & térmo de %?:M(A) AP (t)exl
e f? & uma sentenga limitada de mui.a M(A) entao or{ fb ) = <¢€,i> on--

2

dé"a}é o posto de 3? e i é o comprimento de é (K< OR ¢ ie w), Nos pares
e i) consideremos a. seguinte relaggo 4 de ordem: |
o ,1 7 é(ﬁq}? se o< 300, o = e 1id]

A seguir definiremos a fungao val, (valorizugsao). Val, tem para domfnio |
o conjunto das sentencas limitadas de ':%T(A) e para contradomu.io o con
junto %Ogll Vamos definir\val‘[i(rt@") por inducao em or{ § ),

(a) Primeiro vamos definir v_’ai&(rtlé t;} e valA( r"tl‘:& tz“ ) simulta-
neamente, onde Gy e 'i:é 8a0 térmos de X?M(A)., Dividimos em treés casos, sg

gunde os postos dos Lermos:



(W) Lewey < Fe) = o - i

-~ s@t,=m comm & M entdo
A (o | = Ve o | .
| val,(Tt, €t ) = sup {valA( t,8n) s né m}. | |
(Nota: Se ¢ e W sfo sentengas Timitadas de: E@M(A), usaremos a motagao

val, ("¢ «>¥"Y com o seguinte significado:

se. va.k(“f@") + val,( ™4~7) = 0{modZ) entdo va;lA("d?é-"‘i‘n) = 1
se: valf ") + val,( ") = 1(mod2) entdo valA(‘“‘i) <>V =0

Preferimos usar aguela notagdo porque ela traduz melhor a maturalidade
da definigao. Cada. vez que ela aparecer na definigao que esta'mos dandog
deve=se compreendé‘-»la segundo esta nota, para que a inducdo fique legi
timade. ) | |
\ Te.y = v I, a ]
val (vt _~t ) inf &valA( uetf—auetz ) ¢ ueTq‘}
- se tm %%Vi\k(v ) entdo
val .( ,"t & ‘l:2 ) = val, ("‘{’(t )~|
&

val (Tt ~t2 ) = inf {va:lA( u.étla—-o\k(u) )

(i1) j(t ) = P(t) =

wset2~m commeM entao

ety

8o

val,( tle b5 ) = sup {va-lA("g_mti‘ ) s ne m}
val, (Tt, X 5 ) = inf {valA("ue t
- 86 b, = ﬂgvi\{/(vi) entao .
val,( rtle_t?'; ) = sup iva-lA("u'&tl AY@@') s ue TM}
(onde valA_(i"’u':: t, A Y (W) = min ivazlﬁ(ru% ’c; D5 valA(r\G’(u)-' )} )
val,( rtl’n"a tg) = inf {va:lA(rae tlem}\k(u)-‘)' : ué& T-"‘S
(112) o= Fe ) > Pee) = p |
Néste caksn-vaiﬁ(rtm% t') = v&lA(rtZﬁbtf) que ja foi definido em

1<=—>ue-t-2_‘) s u € chk

(L))o Pa_.m: tle_ tZ temos tambem dois casos a considerar:
= 'sez .tZ =m comm &M entdo
valA("tle *tz" ) = sup {va-lA(rtl:i n') : ne& m}-
- se t5, = Npv,\W(v,) entdo
va.lA(rt &ty ) = sup {val ( t uAaY @) u &'Tﬁ}l
(b) Definivemos agora valA(r(t)) onde ..b é térmo de mM(ﬁ)o

- 86 t =m comm €M entao



1 se meéa ~{ow-

val, (FA(m)" ) ={
A g se m¢a
~ se t = v, §(v,) entdo

v‘alA("A(t)-‘) = sup ivalA(rt'-%g_") 5 nea}
Tendo definido valA nas sentengas at6m10a39 continuemos a defini-
gao para: as de comprimento maior do que 1 : ‘
(¢) val,(T9") =1~ val,(Té")
() valA('”d? YY) = maac{valA(Wf‘) 9 vaelﬁ("v‘)}
(e) valA(rEi“vid)(vi)-') = sup {v_alA('-¢(u)'1) : U € T«.}

5. - A funcad denotagéee o modélo N
& fungao denotagao D, tem para domfnio o con,j’unto dos térmos de
£M(A)9 ou seja, & \J.To @ para. contradominio o universo., Definire

L&
DA por indugdo nos postos dos £Eermo S, Suponhamos que 0 valores de D

A
si0 conhecidos para térmos de posto < & . Chamaremos D,(T,) de Vg (p<e)
Seja t termo de iM(A) e Pty =
(a) se t =m , m &€ M entdo D (t) = m |
= ' = g vy
(b) set = 7\°4Vi¢(vi) entao D,(t) = iDA(s) 5 56T, A vaJ.A(r‘i’(s) )wl}

A imagem de um térmo de iM{A) powr DA chamaremos de denotacao do térmo,

Com estas hotagﬁes temos tudo para definir N
N = a};:) Vo = uoRMA(T“

Pela definicao de DAfica claro que M ¢ No

Nao faremos a demomstracdo de que N é modélo de zZF(ver [4] e [1] )
i nogao de verdade em N tem mxtreita relagao com a fungao val,. Ve-se
facilmente que uma sentenga, limitade $ de %M(A) é verdadeira em N se
e S0 se val, (TeH = 1.

Mostraremos agui, a tftulo de axemplo, que o axioma da eseolha va
le em Nz

Seja n € N, entdo existe t, térmo de ~«IgM(A) tal que n = DA(t)o Se
ja &= F(t), £ claro que {m eM:mé T‘%X € M, i‘-?],,‘ $ LA soz}e Mg
i T3P s pcafeM grvi" 8 vy variafveis,}eM ie")i'g»", I RV }eM
e po rtanto o produto cartesiano déstes conjuntos é elemento de M, bem

como o conjunto F das partes finitas do produto cartesiano, E facil
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ver que se pode adotar comvengbes tais que irt" s t & ‘I“Qi CF , @ pox

tanto , por separagao teremos que i"t" y- @ TQ} € M, Como AE vale em
M este comjunto possui uma boa ordem em M (em particular em N)
Observemos também que, como kﬂM(A). possui §initos predicados, a
fungado valA restrita a sentengas limitadas de posto meﬁor ou lgual a <«
pode ser descrita por meio de uma formula \P(vi) de £M(A") de posto &

» ’ e oy %
com uma variavel livre de tal modo que a denotagao do termo 2 v6,‘|’(v1)

é uma funcgo de N(os vy devem ser pensados como pares). Desta mesma for
ma e usando éste fato, a fungao D, restrita a Tq é uma fuhgéio do mo
~délo N.

Voltemos a0 n € N iniclal. Se n € M entdo n é bem ordendvel trivi
almente, Seja entéo t = ﬁqvi¢(vj:)o T.ogo

n=Dt) = {D(s) s s€ Ty A val(P(sh)=1}

Seja N = zrs‘ : 5 €Ty A val(d (s))= 1 } o Dy é uma fungdo sobrejetd
ra de N em n. Em N consideremos a relagao de equivaléncia = (€ N) tal
que s= s se e sO se Dy(s) = D (s'), N é bem} ordensvel em N pelas
observagfes preliminares e portanto N/= também o é, € se consegue uma

bijegao em N, de vN/fn sobre n, da. maneira natural, Logo exliste uma boa

ordem em N para n.

6. Foreing

Um conjunto de condicdes (de forecing) P & um Pe M parcialmente
ordenado por inelusdo., A seguir definiremos a relacao I\ entre elemen
tos de P e sentengas limitadas de %M(A‘L se p - @ diz se que p for
ga 9. A definiglo sera feita por indugdo em or(d i

(a) Primeiro faremos a definigdo simultanea de p Ik t;e t; e ple £, ™ty

onde Jtl e t, sfo térmos de iM(A')f, dividindo em trés casos segundo 0S

postos dos termoss
(1) Lo ¢ Fee) = %

-set,=m, mé&M entdo

p I t; €t, se - t;® pn para algum n € m

p |- t,®t, se para todo u& Ty P - uet, see 36 se

plk u &ty



! e -, A1 D s
- sa t, = 7‘%vi¢(vi) entao \

pI- t,&t, se D W @(tl)
p v tl%tZ se para todoueT, pl uéet se 6 s6 se
p W ué€t,

i £ ired s Fiba) s

1

-set,=m 5 meM entao
p | tl e_’ t, se p  n mtl para algum n € m
p - ty ® t, se para todo u & T, plkuet, se e 80 se

p Ik uet,

1

- se bty = Xqvi ¢(vi) entao | |
p I tl & tZ se ply u® tl e pl- d>(‘u) para algum u & T,
plb ty;@t, separatodoueTy Dl uet; soe SO se
p} i Plu)
(i) Lee) 2 L)
Neste caso p '“.- 'tJ'I’,t; t, se p {- t,% t, que foi definido em (i)

- se tp®m o m&M entdo
p W= bty & Tty se p W tlﬁ n para algum n € m
- se ty = Navy ¢(Vi) entao
DI+ ty &L, se pa:.x*a..’ algum = ueT, p b u® t, e i\ ¢(u)
(b) 8sja t térmo de tg-?QM(A)e Dei‘inirembs'agora ) \(—— Alt)e
-setE=m , m&M entdo |
‘plk A (n) s (ne ﬁfvjﬁ(vj)) & p
- 88 t = )§Mv5¢(vj) entao
p i+ A(t) se pa.i'a algum ne M, Nnll < ma-x%’l’,g%} plr n®t e ‘
p I A
Se jam 43 e VY sentencas limitadas, entfo:
(e) p i -\47 se para todo p'3y p n3o vale que p' v ¢
(@ ol & vW¥ s pltd ou pl-W.
(e) pik 3°‘vi4>(vi) se p - d?(u) para algum térmo u & Bor =
Assim esta completa a definicglo da relagao \v,
Uma cadeia ipn ; n e u«?g < P & chemada sequéncia completa de
condicdes se pare. t0da. sentencga Cb & %4(1&)3 existe n € w {tal que

P, & & cou p, W O



0s segulntes lemas estabelecem as propriesdades mais importantes de

condigbes & a :felasgiéfo entre forcing e a verdade do modélo N. N3o vae
mos demomstrar nenhum(ver [ 11), Vamos sdmente dar indicacSes sbbre as
demonstragoes.
IEMAL: Se p & .ume. condicgdo e c@ Tma senten(;a 11mi’cada de & {A), entao
nao vale que p | 4’ e p\= ‘1 ¢ .
~ Demonstragdo imediata da definigao de \\»= .
IEMAZ: Se p e p' sao condigﬁess & & uma sentenga limitada de %M( &)
P'¥ pep I & entdo p* (¢
- Demonstraqao por indugao em or(@)o
LEMA3: Se p & tondicdo e $ sentenga limitada de % (A), entéo existe
zﬁ 2 p tal que p'l- d) ou p’ ad
- Demonstrag¢ao imediata da definicdo de i\ .
TEMAL: Bxiste uma sequéncia completa (pogplgpzww)
= Na. demonst_rag&o.usaz-se o fato de M ser enumeravel, Enumera-se as sepn
’(ﬁlga.s limitadas. de $M<A) e procede-se por indugao usando o lema ante
riow, '.
IEMAS: Uma sentenga. limitada & & %(A‘) é verdadeira em N se e sO se
para a-lgﬁm new p, forga.cb 0 .
~ Demonstragdo por indugdo em or{ ),

Observamos por iltimo que todas as nogdes definidas nesta subsecan

Ly
sBo formalizaveis em ZF com pavametros A e M.



IT - Extensbes do modélo M : filtros genéricos Y-

i, C@mo sempre M ¢ um modélo standamd, transitivo e enumeravel de ZFs

PeMy P # ¢ um conjunto parcialmente ordenado(agui também os ele-
mentos de P sao chamados de c-londigges) com ordem reflexiva € e &€ € M.
Daremos inicialmente algumaé definic¢des.

Duas condigBes sfo compativeis se existe uma condigao mais forte

( #) que extenda ambas, ou seja, p,q & P sio compativeis se 3 r e P
talque p,q<r. Se duas cordigbes nfo sio compatfveis diz-se que sa@o in

’ Fa ;
compativel s,

Um conjunto X & P é denso se
(1) peX% A ge P A pg&qg — p&X
(2) pe P —= qux‘(psq}

o p oy e & o
Um con;unto G &€ P & unm filtro M-genérleo ses:

(1) p;0eG —> 2 reG (ps;qér)
(2) peG A peP a vp)éq - peG
(3) X¢ P ; X& My, X denso =2 X N G # & .

Como M é enumeravel, para todo p &P existe um filtro M-genérico
G tal que pe G, Com efeito, seja iXi' sl ew‘i uma, enu.mérag&o dos X dem
sosem P o, Xe M, Tomos entap que existe Py € Xl talque Py % Dy existe
p,€X, com p, 3 Py € por indugao se consegue uma sequéncia: D& Dy Do oo

piéxio Fazemos G 2iqu s Jie w ( Q$p1)3 0

2, Seja G um filtro M-gendrico em P . Entdo existe um modélo M[G] de
ZF, standard e transitivo que se caracteriza pelas seguintes proprieda |
dess

(1) M ¢ wufiel

(@) ¢ & uE)

(3) Se M' ¢ um modélo standard e transitivo de ZF tal que M & M' e

G& M entdo M[G] & MY,
Mais adiante mostraremos gue dada uma;linguagem ramificada e uma

extensao N de M construida através da linguagem, se consegug um filtro



o
genérico G no conjunto de condigoes determinado pela linguagem ramifi-

cada tal que N = M[G); e vice versa, dado G se constroil uma linguagem
ramificada. tal que o N 2 M construfdo por ela satisfaz N = M[GJ. Assu
mindoy, no momento, éste resultado é claro que MIG) satisfaz as seguintes
propriedades: |

(l4) 0 axioma da escé"lha vale em M)

(5) 0s ordinais de M{Glsfo exatamente os erdinais de M.

M e G determinam e uma linguagem gM.(G) 2 % . Passamos a descrever,
brevenente o ¥ £M(G)a |

‘ Os sﬁbolos primitivos s@@ os de £ mais um predicado unario §
e as seguintes constantes: G (o nome de G) e para cada m € M ,

m & £M(G) (o nome de m),

AS demais nogbes da linguagem teém a mesma definig¢fo como em S 9
acrescentando-se, ¢ claro, a formula atdmica 8(x) (x variavel ou cons-
tante de &M(G) )s | |

As férmulas envolvendo predicados de Kg sao interpretadas em M[GJ
da. maneira obvia. S & interpretado como seguf:

M{G) B 8(x) see s5 se xeM
(A verdade no modélo tem a definicdo usual)

De nove agui podenio.s fazer corresponder a cada formula de %M(G)

um conjunto de M (seu n? de GBdel) e assim tOdas as propriedades sinta

A T 4 =
ticas relevantes em ;’LM(G) a0 expressaveis em M,

lis  Forecing.

Seja & uma sentenga de ‘o{?M(G) e p &P, Dizemos que p_forega cb , em

sfmbolos p lF & se existe um filtro M-genérico G tal que p € G e
M{G) E ¢ . % claro que se G & um filtro M-genérico em P e MLG) F ‘P
entdo 9 & forgado por algum p &€ G.

Todos os lemas de foreing da segdo I valem também aqui, Suponha -

mos que q)(vl’“";vn) ¢ ume gormla‘de b(g’I*fI(G),J entdo existe uma formula:

\i"(vosvlw “°"Vn), do o tal que

L &

MF: "\"(;p,,xlgo”,xn) se ¢ g0 se¢ D | c? {X15‘°°°"Xn)

A . 2 &
Portanto a nocao de foreing e expressavel em M.
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5. Bguivaléncia dos processos de extender modélos das segbes I e IT

Seja G filtro Mmgenéricoo Vamos extender a linguagem %MC’G) a uma
linguagem ;Zgi((}) que nos dara um modélo N 2 M» palo mgtodo désenvolvi=
do na segédo I, Mostraremos que N = MIG].

%Dﬂg&) possui os mesmos predicados e constantes de t’gm((})a seus sf_tg‘
bolos 15gicbs s8o 08 usuais mais os simbolos aae 7\& para cada & € M..
T0das as demais nogbes sao témbé'm as usuals para linguagens ramificadas. '
N é entdo o conjunto das denotagges dos térmos de %B“,I(G)o Kelaro que
valem s (1) M &N e (2)@ €N ., portanto M[G & N. A outra inelu
sa0 sai do fatd gque N tambem satisfaz uma condicfo de minimilidade i -
gual 2. de MiGl,; como mostfaremos a. seguir,

Seja N' modelo transi tivo de ZF tal que M ¢ N' ¢ G € N*, Demons-
traremos por iadugao em o que D(Ty) € N', ¥« . Como
| Nzl D Ty ) teremps gue N & N%,

(a) o = 0, Néste caso T, =@ o triviaimente -D{Tb) & N
{b) D(T&%;l) = D—(T%) u{x : eeMe ixl =0(& Uix 2 3 uma formula com uma
' varidvel 1livfe com pardmetros emD(Te) tal quex &
"deserito™ por elal
Por indugao D(T,) & N'. E claro que {x : x &M e | x| =°€3 & N*'. 0 con-
Junto dos mimeros de GBdel das f£oérmulas com uma variavel 1 vre, com pa
rametros em D(Te), por raciocfmio snalogo ao da paginald (para o conjun
to dos mimeros de GBdel dos t & Ty) pertence a N* (D{T,) e N' e N é&
transitio. Todos os outros componentes das formulas sio embutiveis em
M & N'). ?or substituiglo, o© dltimo conjunto da unifo acima pertence
a N', Portanto_D(‘.ge,{rl) & .
(c) Seja A ordinal limite. Pelo visto na pagina 10, 08 To, X4 A, DT
DEM ser considerados como elementos de M. Logo a funcdo que associa &
a"}j« pertence a N', Observando que D(Tp) = %% D(T,) é faeil ver que
DNTg) €Ny Wo ¢ =2 DT &N

Ora, mas M[G] & tal que M & M[Gle G e& M[G] logo N & M[GJe por-

tanto M[G1 = W,
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Seja N extensao de M cbtida a partir de ume linguagem ramificada

%ﬁ(ﬁih Seja Pe M conjunto de condig¢bes., Sejam ?Xi s iew} e
2431 SO @.W?S enumeragOes respectivas dos densos de P e das sentengas
limitadas de iM(A) (M & erumeravel). Existe uma sequéneia completa de
éondigﬁeé (pos)plgpzwm) tai que p; & X”ig' (escolhe=-se b, & Xo',, Py deci
de. @\O, o que sempre & possivel da definiclo de denso e dos lemas de
forcings depois escoﬁlhews‘e pi % 108 tal que pi decide cplg. Xl denso im
plica que existe p, Z pi; p, & X;, e portanto p, decide tPl, e assim
por diante). ‘
| Seja _G=}p@P;3iew(p€pi)S 2

é“fafcil constatar que G & um £iltro M-generico. A sequéneia complg.

| ta (pogpl,wa) & N, logo G & N. Entdo, pela'minimalidade‘ dos

doi s modélos , N e M[G] em relaglo as propriedades (1) M € N,M La]

e (2) ¢ € N,M[¢), temos que M[G] = N. -

6, Bm M[Gj os valem os seguintes fatos, dos quais faremos uso nas prow
o _u [ ~ ) . . , 2 & 4

xifas secgoes largamente, sem wais justifiea-los ou explicita-los neces
sariamente..

(1) sefu & conjunto, u€ M{@| se e e se ¢ descritivel em £M(G)’ ou

seja, se e s0 se existe uma formula & e-;%,I(G) com uma s6 variavel 1 5F
vre talque M@ ke P(x) see s se u=x
- (2) se Ac M{ G} e Ag M, atravds do método da segido I se pode constru
if uma extensdo de M, M', que automaticamente satisfaz'as seguintes pro.
priedades: -
(a) M & M*
(b) A € M?
{c) Be M" & um modélo standard e transitivo de ZF com M! < MY
entao A e M" e M' & M", »
Usaremos a notagdo MJA| para um tel M'. E claro que Ml € miad,
{3) Existe uma férmiia @(x;ysz) de 38Mi(}) tal que 3
' (a) M[G) ct)(::gygz;; -> XeMAygM
(b) se MiGglE Qb(xg,ygz) e M[(x] = (t)(xgygz-") entao z = 3!



{e)

(da)

Sejoe A6 M, A € MIG] entdo

M) ® P(xoa,z) ~> z e M[A]
Seja A como em (e¢) e ze MAlL Entdo

ME e O(x,0,2) > MA] ¥ O (x,4,2)
Mial = {z s 3 xeM (M{G) = CP(X:,A,Z))] :

T



I1Y - Um modélo importante - -—4q o

F ey 0] & o
A - Alpuns lemas sobre filtros genéricos

Sejam P:i s PE,_ € M conjugtos parcialmente ordenados por ordem refle-

xiva £ 5 & € M. '

LEMAL: Seja "W : Pl¥-=>1?‘2 uma bijegao gque preserva a srdem. Entdo G& Py
¢ um filtro M-geneérico em P, se @ s6 se (& & um £iltro M-gendrico em
P, Ainda mais M[G) = MOt (@)].

Dems0s mimeros (L)py (2)gs (3); abaixo se referem as condigbes da defi

nigao de filtre Mmgené’rico, Seja G & Pl filtro M~gené’rico em P,. Mos~

1
traremos que (@) &P, ¢ filtro M-gensrico em Pso

(L™ 36 ¥,) & W@ —» pysDoe @ —» T Pre GlDysp, £ P3) —>

, MW ip)sYipa) £ Wipg)

() W(py) € W) €Y(G) —» py <Py & & —» D& G ~> WD, )e (@)
Para (Z}f mostraremos gue XQPl & denso em P1 @»\V(X}' é denso em PZQ
0s numeros (1)4,(2), abaixo se referem as condigBes da definigdo de don
Junto denso. Heja X denso em Pl'.; |

(1)g W) 2™(,) & Y(X) —» Dy 2 D&% —> D& X =0 W (p) e ()

(2)y Yo &P, —»pie Py —>» F D, &X (py ¢ D) —>W(pyle WI(X) o

N (py) ¢ V(D
A reciproca. é andlogas
(B}f“‘?“(fﬁf) denso flem P, -5 X denso de Py =—» G OX P
o W@ N TWEX) £ B
A veci{proca do lems é analoga. & m ver que M[@l = MI®)] .
Definicaps Suponhamos Pi% P, e que a ordem ade Pl é a restrigio da ore

dem de P?o Wgste caso dlzemos que 'Pl & cofinal em PZ se para todo pePz,

exlste q &Fy tal que p £d.
M

IEMAZ: Seja PJ cofinal em Pz e seja G um M-Filtro éenérico em P, Emtao
GNP, 8 un mi‘iii,tro”éené’z?ica em Pyo A fungso ¥ dada por Y(G) = 6N Py

§ uma bijecds do conjunto dos filtros M-genericos em P‘2 eom © conjugto
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dos filtros M-genéricos em Pio Binda mais M[G] = M["I"(G)]
Dems Demonstraremos abaizo que CH’\Pl é um filtro M«generico am Pla

(1).{-: ply;)p € G‘Ap‘}_ i EPBQG‘ (p19p2_~. pa)

{gomo P, & cofinal em P, o conjunto X abaixo @ denso em P53
W o= .-- ° 2 4 02 ; il i \
X = gpé}‘a s p e {meonpativel com jp3 ou ex:L.ste Pte P1£p3$p” £ p,)}
Pogtanto X NG # @ —>» Jp' @ GNPy (5P, D)
(?—-)f plép?- (3 anl s plé PT: i pl & GnPl

(3)e Seja fx..,g:el denso em P,. Como P; & cofinal em P,

% o= {gep L pieX (pu p)‘k é denso em P,; logo X'NG # B
Seja p & X'0 G —p JAp'e X(p“’ég p) —> p'e XNG o Como X GP,, entao

D' & Xr\(GnP]_)w

Sejem G,,G, filtros M~genéricos em Pso Mostraremos que \{f(gl) ;é"('((}z)ﬂ
Seje. € Gy, Péf'Gz {se nio ex.isbr faz-se o me'smo racioeinio para pe(}2$
DEC, D |
Fazemos Xp = %p”é PZ‘ : p' & imcompatfvel com p ou p*y p} :

» 2 o : 5} L3 e D ° v
}{p& M e © denso em PZe Como 11 g cofinal em PZ" Xpn Pl ¢ denso em Plo.

Mas (}ZG’IP], como vimog a;cim.q; é fil‘tro Musgené’rico am P‘le Se ja
G & (KNP NG NP Bntéo q ¢ G,. Portanto qe GNP, € q¢ G, AP
ou seg% \V‘(G-l) # '\f"((}?_ » Mostramos assim que Y é injetora. Mostremo s
agora. que ¥ & sobrejetora:

e H um £iltro Megenérico em P,. Fagamos

G = {pePZ JgeH (ps )

¢ & filtro Megendrico em Poe (a unica. condicdo que ndo é de verifica -
géo direta é a terceira condigdo, onde usa%sep fato de que se X é’ den
s0 em Py entan }{QPl é denso em Pl) |

Como a ordem é reflexive, H ¢ GNP Beja p & GNPy, entdo existe
deH tek que p 4q, mas H é filtro e portanto g&H. Ou seja
H = GNPy ""G’(H) e W é sobrejetora.

K trivial ver que M[g] = M[“P(G)] (G e WG) sao equiconstrutfveis)

Saje P = ?‘3 % P’?o P paveialmente ordenado como sSegues

S ¢ BrsPoy 9 {33} y0L 7 € P entao
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{PysPr> ¢ PIoPEY > Di§P] © DpgDh

IEMAS: Seje G um filtro M»-gené’rico em P, Bntao G = Glx (}2 onde Gl-
um £iltro Megenérico em B &, é um filtro MiG -genérico em P, (ou s
seja MJe] = M {C—«l}f{}ﬂ% Reeiprocamente, se Gy é um filtro M-genérico

~ i 2 PRI 2 @ o
em Py & Gy & um filtro M[G,|~generico em P, entfo G;Xx G, & um filtro M

2 03 -~
generico em P,

Sems G,

)

§

= {peP, + T ae P, (<pyareq) |
--{qs? QDéP (Kpyare G)

Triviaimente G &G, x G,o Vejamos a reeiprocas

i

Go

Seja {pyaye (}124. Gaa Exi‘i:éi_o existem g% g PZ’ ple Pl talsque ¢ pyq're Ge
<p? 30y €G. G filtro implica qu@ existe <p",q"y &G tal que |
<PTyaP 5 CPsdTy & <£DM5d"> o Logo <Pyg € <P*;9%e portanto <p,W e G.
Mostremos gue Gy ¢ un filtro M-genérico em ?1., (.‘L)f e (2)f sa0 83
tisfeitas trivialmente, Seja X denso .em» Pl’ X&eM., Entdo Zx PZ é denso
an P s portanto Cf}XxP # 959 ou seja.s GlnX # @ e a condigao (3) tam=
hém & satisfeita. ‘ ' '
I\'Io_strema-s agora. que (}2 é um filtro M.[Gi,; wgené'rico em PZ" Novamente
(JL)f e (Z)firsﬁ'a satisfeitas trivislmente, Seja X © M[G]"_j denso em P.
Entio existe uma formula $(x) de té% ({G) tal que | :
g, ® $x) <~ z=x
Pelas nossas hipdteses valems
M(Gi} b= 2 1x d(x) & M[G-_J b= VK((P(X)@;; é denso em PZ)O
feja. portanto P, € G.: gue forga essas duas sentengas. Fagamos
XY = %(pg,q;»eP s p ¢ incompativel com p, o (plsp e pl geX)
X' é de;nso em P. Com efeltos
(1) 4p'sa'> 2 <{pra>eX
. (a) p incompativel com Py, —> P incompativel com P,
(b) pig n &P’ —-p p' forga as seguintes sentengas:
(1) X & denso em PF) |
(ii) geX .
{iii) q 4qa°

e portanto p' - a'eX. Toge <p'.a'ye&e X .
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(2) 4 Seja ¢Pp',a'> e P. Se p' ¢ incompativel com Py entao 4p',q'y € X*

e vale (2)do Suponhamos que existe p tal que plsp“ £ p. Butao p forga as
seguintes sentengas:

(i) X & deunso em Py

(ii) q9' ¢ P,

Riii) Ha eX (q'¢ q) .
formemos o par ¢ Py,ay tal que g'£q e de X. Assim p | Aq'@.X, 9 plgp 9
$p',q'> € <PsA> @ <DsqyEX'. Como foreing & egcpressével om M, X'eMy
mag ¢ 6 um filtro M-genérico e portanto G NX! 3# f. Seja Lp,a>€G nx'.
Assim psplé Gl e portanto sao cn:rmpa.'cfveisa Logc'pl‘ pepl geXy, ou
seja qé.n, GEO. X 5 0 que termina de demonstrar a tercgira condigao para
filtro. |
, @ G, filtro

1 2
M[’Gij mgen51=ieo en P?e Mostremos que Glx GZ é um filtro Mmgenérico em P,

Ve jamos a recfi;oroca.o Seja Gl filtro M—genérico em P

As condigbes (1), e (2}, sao de verificacdo imediata., Seja X € M
denso em P, Fagamos ‘
X' = {qeP, s Jp€a, (<pyavy €X)f.
Claramente X'e M[C;-.!'j - Mogstremos que X° é denso em P‘zo
(1)g ’'¥ qeX’ —> FpeGy (dpyay &€X) , masPp.q'y 2 <Psapy € X
é denso e portanto {p,a'Y» &€ X —» q' €X',
(Z)d Se ja q.é P,. Fagamos
Xq = ipéPl : dd'e P, (gga’ A (psa'> & X)} °
Xq% M elaramente. Mostremos que Xq é denso em P.lg
(l)d p'y P @.}iq —z PV & Xq trivialmente
’ (::’::)d péPl — {DsGy € P o X denso em P —>» FLp’,q'> € X tal que
4Py € <p'5q'> > <D A P ek - |

Logo existe p e G- NX . Seja q'@ P,y 94Q° e <Pyq*” € Xo Entao
1 2

q
qg€q9' e qg'eX', o que termina de provar que A' 6 denso em Pao

Seja g & X'NGyo Entao existe pe G, ({p,a> e X) —> {pya 7 €X NGy X G5)

Dagui para frente suporemos que P, @ P? possuem um elemento mini-
wals 0. Bsba .hipgtese ndo tira a generalidade do que vimos fazendo pois

se P & um econjunto parcialmente ordenado, P & cofinal em pUjo} (¥ pe P ogp)l.
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0 lema 2 diz que }P' e Puios sao equivalentes para o que nos interessa
aguio
IEMAL: Sejam P = Pix Poy d uma sentenca e p =X Py9P5% &Po (P & sente
ca de éf%{(c;») para algﬁm G = G X Gy tal que peG. ¥ importante notar que
Bste @ € livre, ou seja, ndo fixado)
So <(DysPpy - "M Gy I ¢ U entdo py,0> I "M[G,T B
Dem: Suponhamos que nao, Entao existe < PisPs > 2 < p190> tal que

(1) <piLppy W MlGg) R |
Seja G' filtro M-genérico em P tdl que <p};pL> € G'. Temos entdo pelo
lema 3 G' = GI%GL e vale M[G]) k=4 P (por (L)P., Seja 8% um file
tro M{G4) -genérico em P, tal que p,&GS. Pelo lema 3 G XGY é M-gené
rico e peG:‘-‘leg“ . Portanto, pela hipétese 'M[Gi] = d} e chegamo§

a uma contradicado,

B - Fungbdes colapsantes e deserigio do modélo

Seja A # 0 um ordinal de M. Sej_a.\ P, o conjunto das fungBes f
tais que domf ¢ w, com contradomfnio A e | £l finito. P, ¢ parcialmen
te ordenado por ineclusdo.

Seja G um filtro M-genérico em P, entdo UG = F é uma fungdo,

F :w —» A , sobrejetdra. Com efeito, provemos que domf = W , Seja ne w
entao o conjunto

X, = {fe By & n&dhmi‘}
& denso em P, » portanto existe f € X NG, ou seja, n & donF,

Provemos que.F e funcaos sejam{n,o v, (nyp>eFy entao existem
f,g €G tals que <l’l,o{,>.e fedn,p” @ go Como & é filtro, seja h2f,g
entdo <n,e> U{n;p> ¢ h . Como h é funglo temos ques & =73 ,

Provemos que F 8 sobre jetora: seja o & A , entao o conjunto

X«,z?féiﬁ 2 Sng—w((nsx'y € h) S
é denso em Py , logo X 0G # @ , ou seja, existe ne w tal que
F(n) = &, | :
De F sum -» A ser sobrejetora segue que A & enumeravel em MIGJ

pae . 2 rd s
Ainda mais, e possivel obter I a partir de G como segue:

TS A a3

T =
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Portanto M[g) = M[F1.

Definigéio: Dizemos que F : W= A ¢ uma funcao colapsante M-gene'rica S.ei

F provém de um filtro M-genérico em P, como descrito acima,

IEMAl: Seja F : w—> A uma fungdo colapsante M-generica. Entéo existe
s ¢w, seMIF] tal que M[F] = M[®l.
'_D_.:n_;': fazemos F codificar s pondo
= {anm 3 F(n) € F(m)i
B claro que s & M[F]. Mostrﬁlqs_ agora que F & M[sl. Vamos definir
uma relagaod de equivaléncia ~ em W . Se m,h € W, diremos que m ~v n
se e sO se Zn’j’me s e ZmBne.- ‘s (ou seja, se F(n) = F(m)). ¥ claro que ~v
pertence a M[s). Portanto o conjunto A = W/n também{ﬁgrtence a MJ[sl.
Considerenc vs em A a seguinte relagdo £ de ordem, Se [m),[ﬁ] € &
{(m) = classe de equivalé'ncia de m) entdo Jml < fn} se @ S0 se Zn3m¢ g
(se F{m)< F(n))., F induz uma fungdo F' : <A9<) ~» < 2,45 que é Wije
tora e que preserva & ordem. Logo {A,() é bem ordenado, e portanto
bem ordenado em M[s]. Seja F': A —»e¢ um isomorfismo de {A, ¢ D com
e 3'9<> 5 e M[s) F" existe porque M(s)é modélo de ZF+AE.
A funcdo Fe(F! )" : A —> & & claramente a identidade. Como a i= .

dentidade'pertence ‘a MIs]e F'e M[s] temos que F'e M[sl.Portanto Fe M{s].
Observagio: S G é um filtro M-genérico em Py , F=UG e scwy’

seM[F] como acima, temos as seguintes igualdades que serao importantes

no decorrer do trabalhos

Mlcl = Mlrl = M7 .
e queligam um "veal”(s) a um filtro genérico.
Vamos definir o conjun*b on PA € o .eonju,nto das fungoes f tais
que domf & AXw . contradomfnio de £ e 4 § | finito e £(La ,nd) & ¥

(onde fizer sentido). Consideremos pA parcialmente ordenado por inelusac,

LEMAZ: Seja G um filtro M-generico em B Seja 0 %< A, Definimos
Tt W=po poT £, = E(llg[b) %{4% 9n>9/3?} & G} FEnt8o £ & sobre.

Dems Andloga a. das fu_ng.oes aplapsantes _generj cas feltas no infeio des
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COROLARIO: Seja G um filtro M-generico em P . Bntdo A& "*M{(’J
Dem: Para todo &, 0 ¢ X< A, £ s wW—>x é sobrejetfra e f, € MG
Portanto | el = NOM[G] , Vated, ¢ # 0, de onde segue que A € Kfﬂ@;ﬂl

No que segue M sera um modelo transitivo e enumeravel de ZF + "R
xiste um eardinal fortemente inacessivel,
( ¥ e fortemente inacessivel se
(1) Aey e |Al <\y| —> supa <
(i1) X 4 ¥ — 2"443' )
Seja £ & M fortemente inacessfvel em M. Com a notagio a.m:ef:i.or9
se ja ¢ um £iltro M-genérico em P**. Chamaremos N = M{GJ). Vamos mos

trar que L= $\§1N .

IEMAZ: Seja I€M, T&P?, Suponhamos que quaisquer dois elementos dis-
tintos de I sio incompativeis, Entao, em My, I tem wardinalidade menor
que £ . Mals precisamente, exliste um 7 < £u tal que IQP7

Dem: Pelo lema. de Zorn podemos assumgr I maximal(sm em M vale o axioma
da escolha).,

Pefinimos uma seunncia de ordinais 371 3 iewg fazendos:o que #

segue: =W ,

20
Suponhamo s _?’1 definido e ?1 <,
P pl

Q_G?f( 71*&\0 &?i) ({Pf ¢ partes finitas)

B & ~
— \P Tl % max(wyfi) — ‘@ i{ L Q.
Seja hei’hq Como T & maximel nas familias dos subconjuntos de P
cujos elementos sdo dois a dois imt.ompabfveis?, existe fyel, fh cOmpa,

t{vel con ho _
Ah

e PR 3 ?kh«i £ tal que hUf € P, sl
1
th : he pii g Ay é obtido como aclma}l Pl_‘ Z

Portanto o su‘gl?{ L (.n. é inacessivel).

heP
ol A sup/\h,; 35 }o

i+l he P 4 l
Assim ¢ verdade que h&P :mellca em f1 epP

FagZemos 4.

3 _ v
h l Saja ?w = sup)fig

; 3o iew
Como £2 € inacessivel, ?w4n. . Mostremos que I & P

Suponhamos quenao., Seja g & Iy 8 & 'P?“" , Seja g' a restrigao de



g a ?w Xw. Como dominio de g e finito, g'e P pa"ca algum n. Por

2l |

n
construcao existe um g"eP NI compatl\rel com g', Mas g" nao é com=

pativel com g (g,g" €I). Entao existe {eeony € domg Ndomg" com
g((«.m}) # g"(<en2). como <eeyny & domg" , &« <—2' < 7u.> o

Pela. definicao de g', g(<acyn) = g' (<X ynd) # g™ (< ,n>). 0 que contra

diz o fatodk g' e g" serem compativeis. Togo I & P?""

cororfr10: N =

Dems Como ;}éf; sabemos que LY ¢ ‘&If {corolario do lema 2), basta mostrar

L

que se f 3 w=vs2, £ & N entdo f nfo ¢ sobrejetdra. Seja p, uma condi
gao que forga que f § v =L & fungao. Seja n € w . Consideremos o con

junto Cn = {p e .Pn': D3b, ©D forga algum valor para f(n)}

Seja In uma subfam.flia decn maximal em relacdo a incompa!:iblidadé dois
a. dolg de seus slementos., Pelo lema lIn\ < L2 . Seja

$x1 = maxX (sup{f(n) E §(n) forgado por algum P de I, }9 ?nwl)

onde faz-se a convencgio que 11 = 0, Entdo, como - ¢ inacessivel ;n< L2,

Desta maneira se consegue uma sequéncia ?o £ _‘i’l £ 000 ® ? £ soo o D&

). inacessfvel segue que 7 = sup 7, 4. Entdo existe a(s 7< « < w2
que nfo é atingido pela fo ner -

- - (-para.maior fbrmaliza.ggo confrontar
éom a demonstracao do lema /| abaixo)

geja G =Gap? . Claramente PTZ PP« R” onde

il

R;\ if&?“g domf A A xW= @ X . Logo, pelo lema3 de. subsegao A,
A

o~

G=G"y G onde G & filtro M-gendrico em P? e @' & um filtro M[e']-

genérico em R g o

TEMAl: Seja £ € N uma fungdo, £ : (w —» OR . Eutdo para algum FXEY
re MG .
Dem:

Seja @(x,y) uma formula de % (G) tal que

{¢my> s VR @(xmj

Seja py& G tal que D, - "{(’xgy‘\ g @(xgy)s 6 funcdo de w em OR ™

Sejo ne Wy di?_:aemcs gque p ,>;po decide o valor de f(n) separa a} -
gum ordinal A de M p |- @{29,&)0 Como p extende p,_ @ Apo forga que £ é

L ° el :‘\ v - 2
fungao, o ordinal A fiea univocamente determinado por » e n, Mag £€ Ne



| 2~
M
Py € G e @R = ORXT s logo para tedo n € w ., existe pe G que decide

fin). Seja
Crf% pePt: P2P, © p decide f(n)&

Saja ln uma subfamilia de Cn maximal em relagdo & incompakibilidade dois
a dois de dus e:i_emelrfcosa Pelo lema3 existe ?n< <2 tal que Ing. Ig’no
Seja f = Sup’?n o En’;:é“io ¥ n & w In_c_-,P? o Pa‘,r-a. todo p e_'In, p extende
v, © portanto g P3 . Mostraremos que se n €w entao existe q'@.(?r3
tal que q decide f{n). De fato, seja X.n < P tal que peXn se e 80 se:

(1) p & incompativel com P,

(2) Se p & compativel com 18 entdo p > P,

(3) Se pzp, entdo p decide f£(n)

(L) 8 ppo, entao pz q para algum g€ Ter
Veremos agora que X e denso em_;P“’z

(l)d p'zpeX —= Pleg Xn trivialmente -

(2), Beja p&P<™, Sep é incompativel com P, entdh peX,> 56 p & com
pativel com Py se ja Py ¥ PsDye Como pl;, D, s existe Pp 2Py tal que P>
decide £{n), logo pre & . Da waximalldade de I sai que existe ‘133«&‘:1n
@@mpat?ﬁvel com Ppe Saja pLL;; pggp?_ » Entao pu; Py 9 pu}, p\Z s Ou sej'as,
pll decide f(n), pu?, pB e .T.n e portanto phe}{n g pu;.p @

Como }{n & Me G é um filtro Mmgeluérico em PR, existe p & G/\X’nu,
Como p,&G ; D e b, sho compativeis. Entao (Z)‘aé:a'fretaa D 2 Dge (L)
acarreta. gue existe g elng pzds € 'portgnto ge G- Como In';. P? segue
gque qé€ ¢ e por definicdo q decide f(n). Ou seja, para todo n {determi
na~se I e Xm}: existe um qe,C}? tal qgue ¢ decide f{n), POrtanto temos
que  f = i{ﬂg}\}» s Jge af {q v @(gg_f\_,))l ou seja, fe MG
COROL&RIO; Seja se N um subconjunto de w o Entao s&i\i[(}zj para algum 7€ L2

: ~e - 2 s f
Dem: A fungao caracteristica de s “e equlconstrutivel com s.

LEMAS; Sejam M um moddlo transitivo e enumeravel, Pe M um conjunto de
condigbes. Seja L1 & M tal que

M= v & tortemente inacessivel e a cardinalidade de P é menor que. s
Seja G um filtro ngenérigo em P, Entdo S 6 fortemente inacessfvel em

MG
M

Dems (1) OR

=i

=~ gpMM, Iogo se AGSL em M[G Jentéo AgL em Mo



=Y~
EntSe o supA em M[G] é o mesmo que em M e portanto menor do que o pois

12 & fortemente Bnacessivel em M
{ii) Beje SIA < f2. em MIG]- Para que 2! seja fortemente snacessivel em
M [G] é necessdrio que (ZK\)M[GS‘: o . Nio favemos a demonstragao com?—
pleta. Davemos um esbdgo da demonstragéo. ‘

Pensemos em 63(?3 } ecomo um conjundbo de denotagbes de termos{ que
expressam os subeonjuntos de K Ve

Pmmemcw demonstra=se que se 0 posto de tals termos forem todos
menores do que algum & £ SL entao (2 )MZCJ I (agui se usa inclusi=
ve o ftem (i)).

Depois, utilizando o teorema de LﬁwenheimmSkoleﬁ e o fa_to de que
'BPI ¢ £, demonstra-se que, para.cada térmos cuja denotagdo € um sube
conjunto de 9:\ existe um térmo, com mesma denotagao, talque o seu PO Ss=
+0 & menor do que um certo X <ML { sendo que se encontra um o dque 11
mita o pdsto de todos os térmos).

Isto, entao, term:na  2a demonstracao.
COROLARIO: Seja se¢ N um subconjunto dew , Entdo <2 & inacess{vel em
M{gl. O conjunto A, = it w3 te M[s]j é enumeravel em N,
Dem: Pelo ecorolario do lema ly existe % < £ tal gue Sc,MfGIJ Portanto
M{s) & M[¢] . Do lema (5), £ & inmcessivel em MG ], a fortiori % &
inaceasgvel om M [s). BeJa « a cardinalidade de A em M[s]. 2 inacess£
vel e MU = mqﬂ impi}!ica. en que w <L e portanto of € . . Mas entao &

& 2
e enumeravel em Nj

Seja Tf uma. permu'i;aﬁﬁo de wo g T & M, Definamos TT,,{ 2 P‘Q'--:- peis
por D) (ot ) = n(Laey THDID o
Entdo W, & um automorfismo de P, TaelMe '
(de [ (h) = 1@4 TN, By ¢ ooy [%7@11'\3 $ fécil ver que T €
hijetora e gque preserva a ordem)

Assim, pelo léma.. 1-A, se G e um filtro M-»g;ené:fico em P entdo
T.(c) também o 6 e MIG) = M[Tf‘%(t}}}a

Seja q:> Tma, fuxlee de 2:8 (G-) nao emrclvem’io G, Mostraremos que

p I+ q‘z se e S0 se i (p) | c;> , resultado que fica claro a partir da




,seguizite cadeia de prog;osigﬁes eguivalentes: 7 A%

(1) p i@

(2) ¥ ¢ filtro M-genérico em P~ com peG tem-sg Mic] = ¢

(3) Como ¢ nfo envolve G e VBl = M[T.(6)] segus qus X G filtrp
M-genérico em P ~% com p G tem-se M['\T*(G):\_ = $

() TT, & avtomoriismo, logo A T .(e) filtro Megenérico em P com
TWxtp) & M(a) tem-se MEH*(G)} = ¢ |

(5) T«(0) = & '

(observe—se que G é filtro Mngene?rico se e' SO se T('*cc;) o 6, e que p&el¥

" se e 90 se [ ,(0)e TI;(G))
LEMAG: Seja @ wume. sentenca de é@M(G) nao envolvendo G, Seja .0 o elemen
to minimal de P**. Entdo O decide Q s

Dem: Suponhamos gue nAO. Entao exisbtem Dq9Dp & P tals que Py | 4)

e pplb - o Podemo achar uma permutagio | de w talque p, e Tr;(pz)
tenham c_iom{nios disjuntos. Pelos visto antes, Po = = q» se @ &0 se

W_*(pz) = = &} . Mas Py © T\;(pz)» s8o compativeis poin tém domfinios

disjubs e, como Py \e d e “-,{,(pz) - 1 temos tambim que Py @ ﬂ;(pa)

s¥0 incompat{veis. Bsta contradicio prova a tese.

¢ - Um teorems lmportante:

'é
Sera o objetivo desta subsegao demonstrar o seguirs‘]‘e
TEOREMAL: E‘ga Fesw=> OB , T &N o Rutao existe um fiitro M[f] =genge
rico @' em P2 tal que N = M[E)a'l . ‘
COROLARIO: Seja s & W, s&N, Butdo existe um filtro MI3f ~genérico G!

em P talque N = MLSJGT .

Dem: s ¢ a fungao carvacter{stica de s sio equiconstrutiveis.
o 5 s 4 e
Na. verdade o gue usaremos nos resultados finals e Jste co:co_larioo
2 o . . _ . L ’
E &le que permite ampliar O modélo de base a um modélo (ue eontem O T

al -se

IEMAZ: Seja e¢ um ordinal de M. Se ja ],-fzg, o cardinal de o em M. Seja
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F s W=« uma fﬁngéio colapsante Mmgene'ricao Entdo exite uma fungao
colapsante M-genérica G 3 Qu--a,a tal que M[_F] = MIG:(, Vale a vec\proca,
Dem: Seja W s o—>R uma bljecdo, ¥ & M3 facamos Y B~ P

~ () = %(‘n{\%‘(a)) : dnyAd e f}' o ¥ 8 uma bijegao que preserva

a. ordem. 0 lema segue agora. 4o lemadle=A,

LEMAZ: Seja ¢ wum ordinal. Seja F i w —> « uma fungdo colapsante M-ge
hé’ricéa Define-sge 1«‘19'5‘2 ? W ~» « pors |
P Ln) = F(2n) 3 Fy(n) = F(2n+ 1) »
Entao Fl e FZ sao fungbes colapsantes M-genérica e M[F‘i& -éenéric& res-
pectivamente, Becup rocamente, sejam FlsFZ § W = od :t"urigoes colapsan
tes M-genérica. e M[ﬁ l'jmgenerica-, respectivamente, Se definimos F : w—=>«
por F(Zn) = F (n) 3 F(2n+l) = Fz(n)
entdo F & fungéo colapsante M-genérica., Nos dois casos temos
ulE) = ufF,F,1 = uF)FE,) o
Dem: Seja. '3 Py, = P, x P, uma bijegdo definida por
Y(h) = {hy,h7  com hi(n) = W2n) e hy(n) = h(2ml) .
Seja G o filtro Mmgenérico em P, associado & T, Entao pelo lema 1~ ,

\R’(G) ¢ un £iltro M-genérico em P, » P, o Pelo lema 3-A Y (@) = Gy % G,

1 Vol
co em P°¢ o DB def’inlgao de \t’ f'lca claro que

Ue, =%, s Uty=7, .

Rec:iprocamentm se jam G1 e C’Z assoclados a Fl e FZ raespectivamente,

onde G1 é um f£iltro M-genérico em Py e G é um filtro M]G ]mgeneri

Entdo pelo lema 3=A GyX G é M-genérico em P, x Py o Definimos a bi-
jecao ‘*f’ : P x P =>P, por .

"?((’hlghz)') =h , onde h(2n) =-_h1(n) e hi2n+l) = hz(n) &
Ent&o Q=L g ‘F(GleZ) @ um filtro M-generico em P, . Novamente
fica. clarb que U ((}1 GZ) =B |

Como v*timcs‘ ¥ e ( F19F2> SA.0 equiconstrut:fveis e portanto

M{F] = M[Flgf‘z“}; A Ultima igualdade & decorréncia do lema 3=A,
LEMAL: Seja of um ordinal, < » w , & € M. Seja G um filtro M-gendri

+l

e 3 ) o~ L 2
co aem P Entao eziste wuma fungao colapsante M-generica I g ~» &



B i
tal que M[G] = M[F]. Reciprocamente, se Feuw~>& 6uma funcio co-

lapsante M—generica entao existe um filtro M-genérico G em P +1

Myl = M[FJ .

Dems Primeiramenteprovaremos o lema supondo gue « & enumeravel em M.

tal gque

Depois faremos o caso geral..

sendo o enumeravel existe uma bijegao /\I/ s wW —» ( (x+1)=§0f) xw
e M e tal que W(2n) = {awsn> . Seja ¥(n) a primeira componente
de W(n). Entdo Y:w =l +1) = {0} @ Yzn) =o« Ynewo

Seja P' a colegdo de fungdes tais que heP' se e s se domfeWw,
contradominio de nh ¢ & 5 \hl € finito e h(n) < ©Y(n) (onde fizer sentido)
P! ordenado por inclusdo. | |

Seja Te }‘;(H'

$ a f\mg?io gque estabelece a seguinte correspondéncia:
£ =» (oW, tem para contradominio PY, Trivialmente esta fungdo € in
jetora e preserve a ordem, Também & sobre jetora pois se h&Pl'y T = ho"{"’l
& claramente a contraimagem de h.
seja P" o seguinte subconjunto de P':
heP' se e s0 se heP' e Vnew (2nedomh —p 20+l e domh),
E claro que P# é cofinal em P', Vamos estabelecer uma bijegdo de P" com
Po, em M. Para tanto, seja:
i(&’l?\(a, 3> o< ffl oo e }/3<04}
Seja. W .1 s> «; Wle M tal que (XY fx> > RS TR T XB)
¢ ume bijecit de 2{1" o« com & sempre que 0 < §. &« . Definimos
o2 PPy P, por Wp'"(h) : DEW —> &  onde |
D& Em € w3 Z2my,2m+l € domhk e YWr(h)(m) = Pi( P (2m+1) h(2mr1) JH(2m) )
Da. bijegao (1) sai vqﬁe Wi og uma bijecaoc. Que " preserva a ordem
é facil ver, Assim temos os seguintes resultados:

= 8 3]
- S ¢ & un filtro M-gendrico em ¥ Tt

5 pelo lema 1-A e 0 visto acima
existe um filtro M-gensrico em P! tal que M[G] = M[G'] . _

- P" § cofinal em P', Portanto, pelo lema 2-A M[G'] = Mla'n P¥] . No-
vamenm, pelo lema 1-A existe G" filtro ngenemco em Py tal que
M q P = mio ),

- Tomendo finalmente P =UJ3" venos que M{(}] = M [FJ y Ou seja, Tica

- ) 2
demonstradoe o lemz para 0 casd 64 enumscavel,
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Passemos agora ao caso geral. Seja G um filtro M-genérico em P “iz,l

L8 & & 4
Hat < ¢ +1)xw% ( pois ¥ rep ls £(Lpyn) < A onde fizer sentido),

iz w X W w A
(+1)x o + fuef o0 - R S

Pe+l)xw

mas

(um isomorfismo natural levaria f e & no par < f}m‘w 98 7

onde g & obtida de ‘5067] < 60 da maneira natural, ouseja,

g{n) = f(<{ayn>)).

: s . 4 & -
Assim temos um isgomorfismo P 1

ne

B, x P¥ . Pelo lema 3=A e pelo
visto sCbre fungbes colapsantes gené)rica;'s,9 existe uma funcao colapsante
M-generica F, twW—> & eum filtro M[Fl] -genérico G, em P¥ tal que

M[G] = M[Fi][@ll

Pelo lema 3= axistem F29F3 tw - g fungdes colapsantes M e M[lewgg
néricas respectivamente com \

MF) = M):FLJ@'; . OU seja

mla] = u]FF G,
Usando novamente o isowmorfismo 184“' 2 B, x PY e o lema Fwh na recfprg

&
, €l P +1 e

ca, encontra=se um filtro M{FJl-genérico G,

Med = mEpe] . |
Fy ¢ fungdo colapsante e portanto & & enumeravel em MfFZ] - Pello caso
particular wvisto antes exi ste uma funcao colapsante M]:Fé_) wgenérica,
FLL s W =D ol tal que

uB1 = M3 - MIFIF,) -

Novemente o lema. 3-C nos permite juntar F, e F) numa unica fungdo co-

2
lapsante: M-genérica F : W —> o/ tal que

Mig] = M{FZ‘)EFL; = M[r]

A recfproea se prova ané;logamentea

IEMAS: 8sja. & @ My o0 2 w - Sejam Fl?FZ s W —» & fungdes colapsé.n&—'r
tes M e MEF]) -genéricas respectivamente. Seja. sScOR , sc M[Fl.]o' Entao
existe uma. fungao colapsante F :w —» X genérica. sobre M[s] com
Ms)Fl = ufFsF] o

Dem: Comegaremos descrevende um certo subconjunto Py cofipad em P x Po o

Dafinimos entio:



R ‘ = 235=
(hlg > & Py se e sb se domh, = domh, = n para algum n € w

(h19h2> &Py chamaremos. 3"(<h11$h2>) = domhl o Beja G' um filtro
M«gené’rico em Pl . Entao existe um par de fungdes Fi,F& g W~ o (gue
provém de filtros gendricos em P G'y e Gl tais que @' = G% GL)
com i(r |n9F7ln>a ng '

Fixemos da seguinte maneira uma definicdo de se M['Fl} 2
Ae s« M[F)) B $(A)  onde © ¢ uma £érmula ge ;‘gM(.Fl)"' Pg
1o lema 3-4 F, e Fa determinam um £iltro Megendrico G

1
SeJa. G = G,N P, . Pelo lema 2-A G ¢ filtro M-genérico em P., Temos:

1
MG = M[G,) = MjFJ(F,) .
Seja. ¥ uma férmula de éfM( G) tal que
MG) B W) <« u[F] F b(A)
(note-se que s ¢ M{F;") ¢ M(G] e portanto tal Y existe,; ainda,

emP*g PQ‘,

pode ser do tlpo "M[F] — c%) T pois ‘{“1 ¢ descritivel a. partir de G)
Pelo leme. L=, se <hjyh,> ,< hyshs> @ Py, entdo
{3315 W W) @ ¢hy b I \H.&) ;
”?abalhammos em M|s]. Definiremos uma. sequéncia de subconjuntos.
de Pl g ? «.S por inducao trensfinita. A 1ddia. & revuiir nos ﬁgaé tédas
as condicoes que, nao pertencendo a G, "a:trapaiham" o fato de que
s= 0 A MElE )
(pes,se pl-WAdle A¢ s(Aco@) ou
D Hs-j\{"(A )e Aes
(2) geja o = [‘i;'* 1.pe A, s6 para algum subecon junte denso X de
Pis X &M, ' t6da extensdo de p em X esta em Ap . :
(3( Seja q ordinal limite, Bntao A u By
Para os EAQ’E valem o0s seguintes :_f‘atos;{M«
(Al) Se p e A, e P¢Q entdo q ¢ A, o A demonstragé ¢ por indugdos
(1)« =0, & trivial | |
(2) «

i

f+ 1. Seja X ¢ Pyy Xe M, X denso tal yie - t0da exten
s8o de p em X esta em 5‘/’5@’ Mes gep e ©6da extensdo do q tauwbém o &
de p e portanto q ¢ Aa{ | ‘

(3) o ordinal limite. D¢ A, =5 D & A, algum A< o Por

0 o . . e e =
inducan, se 43 p entdn o ¢ AA: -— g &A , o



V(AZ) Se fdla entdo A, c Ay o v
feja of = B+ 1. Seja p e A, , ent§o por (A1) ¥azp (qu/g 3s

Tomando para conjunto denso o maozwi.o P temos enta2o que p € A
| No caszo de « ser ordinal limite sal da propria def?_nigao de &,
{A3) Seja. p = {h.]lg.h!,i) g Q@ = <’hl-9b.3) e suponhamos p,qe€ Pyo Entéo

I
De::.A se @ 80 se g & A

©

R

A demons cz,’a,ggo ¢ por inducglo:

(1) o/ = 0 & trivial
{2) o = /5 1 ., Suponhamos p & Ay Eﬁ'a X um denso de Pl tal

gue \f PP2ps PP eX entédo pfe Aﬁ,s
Fagano s X9 = { <ayb> e Py 3¢ a,b»é incompativel com (h1§h3‘7 ou
{asb>» ¢ incompativel com/ hy,hs57 ou
o, by 2 {hyohsy e J<aybty & Xida,b'y 2 p)
Mostramos a seguir que X! & denso em Pl:
(1)g Be C2,bre X' o {ay9b > 7 <a;b> o inico caso a examinar
& caby > {hyshok . Neste caso < ags0.% (’hlgh.7> o 88 <a,b'y € X
<ayb's 3 p entan _g’a.j.?b > 2 £a,b'> e portanto {a;b'> € X e
4&1»1}"} 2 J o Togo <au ob?\;. @ Rt
{a)d Beja <Lay,by e P o B2 <a,b> & incompatival com p ou g entao
<ayby € X', Suponhawmos ents"’,ao que £ ay,b> g compatfvel com p e g. Pog
tanto existe: <8“1“’b1‘> tal que {a.lgbl‘y 2 La,b ¥ <'h19h37 e exlste
ba tal que 43*;15"‘32 » 2dayb> , & }119112> ° .
X é denso. Seja entdo (aigpb‘?2>é X com Laj,bLy 2 15P5 7 o
¥ claro que {a-bbl) S, /hl, R {aigbé vy 2 (";hjjg,h‘?) e
{'aig,bﬂz‘; @ X o Como (algnl > 2 Laby e £ajsbyy e X1 vale
tambén pava X! a segunda condicac de conjunto denso,
Seja agora. q'» d y, @' @ X 4 qF = <ab» . Enkao existe <a,b'> € X,
Layh'> 3 p. Portanto por hipdtese (ver {2) acima) £Za,b'y ¢ A/s o Por
hipotese de indugdo temos que Layzb!'s € AA F—> L 8,07 & A/s

ou seja, tdda extensfio q' (= <ay,b>} de ¢ em X pertence & A . Mostra-

mos assiw que g e Aq\, 5
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Como Py é conjunto de M, M[s}é modélo de ZF e om'(8J¢ ciasse em
M[s], existe um ordinal d tal que A g = Agoq o '
 Por fim definiremos um conjunto Z tal fque ¢ < 2 e tal que ne-
nhuma condicdo Mma" em relacdo a s estejo em =
2 =P = A
A seguir darvemos algumas propriedades de 2:-9
(Z1) ez |
Suponhamos que nSo. Entdo existe p &G , pea A/s para algum .
Tomenos o 'me_rx.oy A para o qz;zal 3 P € G-(\Aﬁ - Claramente 5 # 0 , pois
em M[G] s = 3 A ;H"( A )'S . Também & claro que f ndo ¢ ordinal limite
pois &ste fato contradivia a sva minimalidade ( A ordinal limite et
Ay = ;;LZ% by ). Bmtdo f= Y+ 1. 8epehs, oxiste X<Py Xe My
X densc e tal que ¥ pimp, p' e X se tém que p’' e Ay - G & filtro M-
genérico portanto gaxi ste ge GOX - Logo pe g sao c~orz:upa.tf\re:ls0 BSe ja

P' S PG 4 D' € G o Mas entao p'e X de onde p' & A&, 9 D que contra

diz & minimalidade de /’S °

(Z2) Beja. p & 2. . Seja X denso de Py, X € M. Bntdo ewiste p',

L
PPe 20K com P'2D o
b 0)iils) pQ‘;AéH_ s e:xisﬁe p'3 p tal que | p'e X e p'é¢ Ag &
‘portanto p! € 2 NX. '
(£3) Seja p & Z. , Entdo existe em £1ltro M-genérico G! em P, tal
que P& G e s :ﬁi)\g Mgl = “\":{&)B
Como M & enumerdvel seja { Xy 3 1e w ]l uma enumeragio dos den
sos de M. Cons‘truimoé uma. sequéncia crescente (pogplgpa-?m;q) de elemen

tos de L tal que P, = bep & Xjﬁ” ¢ O dgue é possfvel por {( 2).

Fazemos G =.3l x€P; : An (xgpn)} CY & filtro Megené=
rlco gque satisfaz a prop:eiedadeg
(Z£4) Seja p el . Seja q€p -~ Entdo ¢ € Z.
Se g ¢ Z entao existe « tal que q & A, e portanto, como
P2Q pop | (A1) pe Ay e
(£5) ¢ & um Tiltro M[s]-genérico em I,

e s 7 o] _ A . ; . ;
Como ¢ & um filtro M-gendrico em P, o g €2 , as cléusulas (1) f



e (Z)f da defingdo de filtro sdo trivialmente verificadas., Ve jamos (B)i.,

Seja X densc de & , X ¢ M{sJ. Suponhamos por absurdo que x NG =g,

Fixemos uma formula de %( s) g 471 s que defina X em MYs], ou se
Jay ¢i tal que '
uls) B @l(x) <G> x =K .

Formemcs uma. ‘-l"l_ de kﬂM(G“) (G e \l”l livrezs) talque para todo G°
Tiltro M-genérico em P, se tenha : '

M[G“] \= \Jf/l' & (1) Se g = é Ae OR 2 M@G'] &= \V(Q\BB entao

' s' & conjmuto e I! X e Mf{s'[tal que CPI,(X")

(2) X' ¢ =' é denso, onde ' & obtido aplican

do a definigdo de < deuntro de M[s'J.
(3) X ne =g, : ‘
Pelas nossas hipoteses M[G] & M o Seja pe G tal que p |- W

Como ¢ % Z , p e Z, Do X denso em Z sai que existe ¢ € Xy Q2 D

. tal

(logo qlb- M75). Seja G' (agora fixo) um £iltro Megendrico em Py

que ¢ & G' e

&t .= { A<OR 3 M[GY) &= V(&)}( = g (@ existe por (Z1L)).
Como s'=s ; na notagao da descrigao de \{/l teremos X! = X
(pois X' @ MW[5'] , X& Mis] 4, M[s'] = MIs) e 4>1<xv> A D 1(X) —= X=K" )
e também Z'=x Z .

3

Mas g & X NG = X' NG* #@ e portanto \Fl. ¢ falso em -M[G”]_ . 0 que &

absurdo pols ja vimos que q & G' e g |F e

Se ja. P:‘, oisegu_inte su%onjunto de Py , cofinale em Py

o

h&Pl, s e s se he P, e domh = n para algum n & w
; - P Gy
(Z2.6) Em M[s], 2. € isomorfo a P o

Trabalharemos dentro de M[s).

il

Lembramos que se <hsh,y < Py entao 1(<h19h2,?) domh. See
jampe 2, 1{p) =k , P =<&hyshyy e |
Sp = g«'fa?b> e 2. 3 <a,by 2 <hl9h27 e doma. = lﬁlﬁ
_c‘zomhl = dnmha a doma = domb s portanto se ayb > ¢ Sp\ tem-gse
a = hl{J %dk.}/a)} algum 4 4 &
b = h, g{k? Y72, algum ¥ Lo



Assim \‘S?\ = \o{ )(_OL-\ = \OC\ pois ¥z W . Logo existe 1',93"}-.....

bijecao de Sp sdbre &« ., Sejap € 3 , 1{p) = n, Podemos achar pi(=p\:l.xi)

0£id.a com p, €p e 1(pi) =i , Seja .)C(p)‘.: n—>o¢ tal que

X (p)(3) = \_‘/-g_.,{pjngﬂlz- . Desta maveira X : 2= P Veé-se com faci-

lidade que ?(’2 bijetora e gue preserva a orxrdem, o que demonstra (Z6).
Podemcs.agora dsfaonstrar o lema 5.

Seja A(G) a imagem de G em P', . Por (£5), (Z6) e lema 1-A
‘%emos M[G] = M ER] = M[S]f?((é?‘;)] . Adnda maig, A (¢) é um filtxro Mfsj-
gendrico em PC"‘C . Portanto, se F = UX(G),, entao P & uma fungao colap-
sante Mfs"}age.nériea de W sdbre o . Como %emos cléramen’ce que

MISIF] = MEI V()] =~ m(@] = u/F,,®,]

0 lema 5 ficse demonstrado.

o

Demonstracao do teorema 1-C

TEOREMAL : Seja £ sw > DR , £ € N . Entao existe um filtro M[F]-gend

ja
rieo G' em P** tal que N = M I:f}z@“:s -
Seja G um fil'i:fm\ngenéricc em P tal gue N = M[Gl pelo 1emé
4~8B f ¢ M[G’-D) para elgum 3 & €2 (Gr," = GN PP), Tomemos w £ A . Seja /
o =+ 2 . Sendo R™ = }f € P ¢ domf N { cng) = Qf} ; temos cla-

ramente um isomorfismo PR ¥ p¥ ¢ RY, Entso, pelo lema 3-A,

§=M Gﬂ[@:{] onde G% & Tiltro M-genérico em PX e G, & um filtro

® A pal
= P xP/3+1.
Fh y 7o i
M[G“‘] = MEGML_}{@{] onde F' 3w —>AB+] é fungao eolapsante M):G—“l:L -

M):G-“‘J —genérizo em R, Vale também que P e portanto
genérica, Pelo lema 2-C, como }[b} = }/ﬂ«l[ s existe FZ s —> 3
colapsante ME&M 1] ugené:rrica tal que M):Gﬁ*l][g' 7_\ = M[GNJJE‘Q} °

Do lema 4-C existe F; 5w —= /3 colapsante M-genérica tal que
u[e®] = up) . voge ue¥] = w[pfle) . F,E, sw—s>p Me u[R)-
genéricas respectivamente. Aplicando agera o lema 5-C com f no lugar de
s encontra-se ums ‘ftmg?io colapsante M[f'] -genérica F3 § W = /& tal
que uldfF) = wE)[r,) = Mle™ ]
Pelo lema 4-C existe Gé y 1i-1Ero M&’]-=genérico em .Pb*l tal que

M[f}[FB] = uzles} . Pelo lema 3-0 existe G, £iltro M[fl-gendrico em P¥



val ane  WEJog - wfg)fe,)
u[ife,] < wlley) -

2 of -
G, M[f} generico em P™ e Gy
Pela reciproca do lema 3-A

pe!
(P™ = Py R%) tal que

Resumindos - —3%-
ufe<l e e Pl =w
M[G*] ~renérico em R % ,

existe Gl , filtro Mf]|-genérico em P

B/I{f}[&-‘] 2 i Ejp(}w(‘rﬂ = N ¢.q.d.



IV - Godlficaqao de borelianos e o gonceite de real sleatoris

A - SObre borelianos

Nesta. segio irvemos admitir o axioma da escOlha para famflias enu-
meréveis, ’bemvcomo 0s demais axiomas de ZF.
Definigdo: Codigo para borelianos: |
Seja 21'1 : i ewk uma enumeragio aritmética de @ Seja J: wxw -~ W
tal que- J({a;by) = 2%(2b + 1). 0s borelianos podem ser classificados.
segundo rpfveis de complexidade”" e desta maheira: 0Ss colocamos em corres.
pondéncia com uma sequéncia de ordinais:
- 0 nivel zero é formado pelos intérvaios fechados de extrémidades ra
cionais. |
- 0 nfvel 7 + 1 & formado pelas unides e complementos dos elementos
do nivel 7 ( 7 e om)., -
- Se A & ordinal limite, o nfvel A & unifo dos nfveis precedentes.
Daremos uma definigao para codlgo de borelianos per “?ndﬁgﬁo no n_:!_:

vel de complexidade dos borelianos.

Sendo & fungao, & 2 W —> W , diremos que

ti

1, x(@ =3
(2) Suponhamos que q{i codifica. By 5 1 & W 3 entao 4 codifica a

\J B, se oL (0) = 1(mod3) e &(J(i,;1)) = X, (130

1@.\&23) Suponhamos que /5 codifica B, & (0) = Z(mOdB) 6 A(ntl) = P('n)o

Entao & codifica o complemento de B.

(1) o¢ codifica [rigrjj se oL(0) = 0(mod3) , AL (1)

(Lt) oo codifica B gomente nas condigdes de (1) a (3).

~ Vi
Os trés lemas abaixo se demonstrampor indugdo nos niveis de comple
xidade dos borelianos:

LEMAl: Suponhamos due & codifica By e B,o Entao B, f::.BZ

TEMAZ: Todo boreliano é codificado por algum O,

IEMA3: Todo conjunto codificado por algum & é boreliano.



to de um bovelisno B e & (¢ ,m)(x+l) = (e« nl{x), ou seja ,

25) (e n} codifica o préprio B.

(continua-ge 2 leitura na observagao 1 da mesma pégina)

4 2 . ¥ e o
to s, e a sequé‘nc:.a. vazia). Definimos uma fungao 43 g(wuo>xw )

como Segue:s

(1) o = 0 entio ¢ (o gn) = &

(2) n>»0 , entao S, # @ . Digamos que o comprimento de s é k., Se-
ja S, © segmento inicial de Sp9 de comprimento k-1, @ seja I © ultimo
elemento de s, (¢ clavro que m £ n).

| (2.1) 49 (¢ ,m)(0) = 0(mod3), Entap é)(at?n) é a funcdo idéntica =

mente: nulae ‘

(2,2) ¢ (6 ,m)(0) = 1(mod3). Entdo ¢ (& ,n)(x)

- xew) ' '

(2.3) ¢ (o ym)(0)
{x & u) )

i

b (« ,m)(I(r,yx))

2(mod3). Eatio § (¢ ,n)(x) = ¢ (o ym)(xr1)

[
it

IEMali: Se « codifica um boreliano entdo para todo n 4)(‘( sn) codifica

um boreliano.

9

Dem: Por indugio em n
(1) n=0 ‘e trivial
(2) n > 0 . Sejam {£n como na definigdo acima. Por hipcftese de indu=-
cao 4> (« ,m) codifica um boreliano.
(a) Be <§7(°< ,m){0) = 0(mod3) entdo 4)(o< ,m) codifica um intervalo
. fechado de exbtremidades raclonais e 4> (¢ yn) = 0 codifica: o in
tervalo [ 0,0].
(b) 8e CfD (¢ ,m)(D) = 1{mod3) entao (i)(d om) codifica um boreliano
do tipe B = By e Q)(O(f,m}(.T(r,x)) = <§D {2 yn)(x), ou s

jew &

jas 43(06 sn) codifica Sl Ba-

Observagag i3 no co.so (b) os 43(0»( sN) com n & A, onde m é fixo e

& - ho ld
A ® % new : o segmento inleial de s, e s S {fogo m € n), sao0 cO=

digos para. todos os B, tais que UBi é codificada por d? (<« ,m)y, como



—ld -

mostra q seguinte 3 neA, —» s = s;(~rn> (sm concatenado com
rn) para algum r,o& W o 1.0go ¢(K sn) codifica o boreliano B P °
E 1»@0:’3.’proc:amae.ant;e‘s para cada i1 éw existe n, & Am tal gque sni=nsm’? i>
e portanto 4)(04 ,,ni) codifica Bi o

No caso (¢) os 4)(6<9n), com n e A s80 todos iguals, pois indew-

pendem do ultimo elemento da. sequéncia: S0

Observacao 2 : A observagap 1 junto com o caso (a) nos mostram que

@ (¢ 4,0) nos permite recuperar os boreliancs a partiv dos quais B &

construfdo, onde B & o borelianoM codificado por & .

TEOREMAS: Existe um predicado TI'%_ s A;(e) que ¢ equiproyavel com o
conceito ¥ o/ codifica um boreliano®,
Dem. Seja (b: W —>w . Definimos uma fung&o'ﬁ W= W por

s;;( }= (ﬂ(O--),Mog/b{n-l)\>

o ja A ) = (V/ﬂ o (Plu,pn) = 0)

Suponhamos que & codifica um borelianos de nivel de complexidade

?oo» Quercmos demonstrar entio Al("( ) Suponhamos por absurdo que exis

te '/:'5':w—-:>w tal que ¥ ne w (¢ (a,A(n))) # 0. Da sua definicdo ,
vemos que /7) é uma fungdo crescente e que se & (« ,/’5 (n)) codifica um
~ boreliano de nivel 7 , cb C Y (m)) codifica um boreliano de nivel %'
e n<m entao 7143 0 »

¥ new (Pla,F(n))) #0 significa que ¢ (o, (n)) nio codifi

eé». inte.waloé de extremidades r:acionaié (nfvel 0) para nenhum n. Mas en
8o, se chamar-mos de 311 o {ndice do nivel ao qual pertence o borelia
no codificado por @ {« s /5 (n)), conseguimos uma cadeia decrescente infi
nita. 7% '?1 ‘>?2 > ..o , O que & impossivel em presenga do axioma
da: regularidade. |

Recip:r'ocamentea Se & nao codifica nenhum boreliano podemos cons=
truir uma fungdo B 1w == W tal que ¥ new (b(x ,Z(n)‘) nao codi
fica nfnhum borelizno). Definimos por indugao:

o) =0 (> $(x,p(0)) =)

Supermamoé /’a definido até n-1 e seja /9 {n-1) tal que



—_—
d’)(&(,g/b (n)) nio codifica, Entio 4)(a<,p (n)) £ 0(mod3) (porque se nio

codificaria).

(a) se P& o5 (n)) gz 1(mod3) entao para algum » €w devemos ter
$ oty B(n))(I(ryx)), considerada com fungfio em x, nio codifica.. Seja
m tal que <’/3(O)9°“)/3{n»1)5,r> = 8§, o Definimos entio B em n :

- ACa) = r  (desta maneira /s(m 1) = m),

(b) ®e @(M?ﬁ(n)) = 2(mod3), levando-se em conta ¢ caso (e) da
observagio 1, basta, por exemplo, fazer /B{(n) =0 . (neste caso
lntl) = onde s </$ (0) /5(1)39“,/3(11—-1} 0>)

Assim pare. a fungdo A ;w ->w definida acima, ¥ne w, 4>(o<,/3(n‘)

2

to Yne w (Play p(n)) #£0) pols se

nao codifica boreliano e portan

ndo, para algum n p( «, A(n)) codificaria o intervalo f0,0j o

TEMAG ¢ Seja x um real, Existe um predicado aritmético Ah( of 5 /3 9 X)
tal que ALL( Qis/ﬁsx) é verdadeiro Se e s6 se
ol 1w = W codifica um boveliano
B A & tal que fln) = 1 se e s6 se = pertence ao bg
reliano codificado por d)(ag,n), ﬂ(n) =0 se e
s8 se x nio pertence ap boreliano codificado por
¢ (o yn),
Dem: Podemos descreve AL! como segues
(1) Suponhamos que @(0(911)@0) 0{mod3). Seja c&)(o(?n)ﬂ) = i,
4)(04,911)(2) J o Entdo. Aln) = 1 se e SO se X @.fri,rjj
{2) Suponhamos que 4)(04_ s0)(0) = L(mod3). Sejad jra seguéncia de comg
primento 1 cujo Unico elemento & j» Definimos LF PWwW = W por
\f?(ngj) =m see SO se = s |
Sy = 8 < i ». Entio B(n) =1 se e s0 se ﬁara: algum j
/5(‘{’ (nq.])) = . {(note-se que Y(n,3) > n)
(%) Suponhamos que (b(o( 1) (0) = 2(mod3). Entdo MA(n) = 1 se e s6 se
P (0,0)) = 0. |
{11) (ﬁ{n) =0 ou 1 (¥Ynew)

Fica c¢laro gue o predicado Ait(od 9 3 9¥s) € aritmético e gue &e
8 L»“’-’U‘) saticsfaz as ecndlgoes do lema para /5 entao A4\<£ ym) vale,

camEey



'‘©

Suponhamos agora dque x é real, & codifica um boreliano, (\{como acina

X'; W - w6 teﬂ qu Au(o{g é,/“‘,x)o Mostraremos gque Y ' =Y . Supo-
phamos gue nao. Entao para algum n X’ (n) # X (n). Digamos que s, tem
comprimento ». Podemos definir uma fungao d + w - W com asseguintes
propriedade: | i

(1) g (r) =n '

(2) sem 2r entdo Y(3 (m)) # (8 (1))

0 conhecimento de 8.9 Junto com o que impoe a condicdo (1) deter=
mira o valor de ¢ em Eo,lgowgrmli (ou seja 6150»9;9,,,9%1} e tal
que s, = (5(())9 SCLyossy 5 (r=102)0 _-_Def‘inamos S em ngrﬁl,wg} pow
indugao no m da condigg,d (2

Como para m = r , pelo visto acima, a. ¢ondigdo (2) es’cei satisfel«
‘ta, seja m 2 v tal que }’(5 (m)) # Y° (& (m))e Enbao,) em pwimeiro lugaw
@ (ot S (w)){p) # 0(mod3), porque se ndo, por (1) da definicdp de-Au_

Y s m) = YOS im),

86 4?3’0(, $ (m))(0) = 1(mod3 ) pare. ap menos uma extensdo s, de
S¥(y)? 49 comprimento m+l temos X(k) # % (k). Entdo escolhemos & (m)
tal que 6(n~+1) =k (ou seja, Stm) é o ultimo elemento da: sequéncia, Sk)e' '

o G, 5 (m))0) = 2(mod3) e Y(E(m)) # ¥Y'(SE (m)) entlo pa-
ra toda. extensio de Sg(m)? Y e _3“ caleulados no seu {ndice serio'di
ffaraemt‘.»fs.;9 em particular, pa notagéo do Gltimo paragrafo, y(k) £ 8 (k)
e a definicio dada acima para S () esta boa. (ver observagao 1, caso(c:?io

Portanto S ->w agsim definida. satlsfaz (1) e (2) acima, J&
‘vimos que § (-3 (m)) # Y ( :S-(m)) V'm? T dmplica em
@(«9§fm))<a) # 0 ‘v‘m 2 To

se b(a, S (w,)(0) = ara algum m_ < T entao 45(4\’, & (m))
gseria a funcdo mula. para todo m 2 2 1 pela. def;.mgao de 4) o LDEOo
Vn(@(dé S{n)) #0) , ou $6jo ..,(Oi) $ falso. Daf sai que & ndo
.eodifica nevmum boreliano, 0 que contradiz nossa nipotese. Portanto

Y =y

TROREMAT: Bxlstem predicados [

s 1

Azicch} & AB(M ,X) que sa0 eguis

eI rovavals com os seguintes conceltos



o % = e
(1) % codifica um boreliano ¢ % & B, (onde B, & o borellano codl

ficado por &)
(2) « codifica um boreliano e x&¢ B
Dems. Definimos A, {& yx) cowmo segue: l

a2 B, py0) —> 5(0) = 1) A AYK)

L, gejam & o eddigo de wm boreliano, x um real

2
g

C'laramen e A,
e W w0 como 1o léma. anterior. Entdo Az(ae',x) vale se e sO se
¥ (0) =1, Mas ¥(0) =1 ., Ainda mais X(O) 1 se e s0 se ¥ pertence
ao boreliano codificado por d)(o{ 30). Mas C{D(oc‘ ,0) =0 , Portanto
Az(oc, ;%) se e 0 se o codifica um boreliéno e % pertence a &le.

Para. by se procede andlogamente. Definimoss

a (w2 BIP(,py®) —> BL0) = 0) A ).
CDRQL&RiOz Exlstem predicades “TT::%: AM( &) AS(O,C g 5) due sdo equi
provavels aos seguintes coneeitos:
D By €
(2) B, = B,

IEMAS: Seja ¢ (e ) um predicado TT‘;EQ Seja M ul modélo transitivo de ZF.
Seja o :wW —» W um elemento de M. Entdo M B P ) so 0 50 se Pl )
@ um teorem& de ZF.
Dem: €‘.§>(0<) é pﬂ‘edzcado'ﬂ'.i se e s0 se Pp(x) = ¥ £ (o ,£) onde as £
sfo fungBes de W em W e W ¢ um predicado aritmético,

QUeremOG demowStrar agsim que ‘T V(K ) &> MF ¥ £ A yE)o
& implicagSo —» & trivial. Para a veciproca basta mostrar que
(l} ge £ € YW entio X(a,f) —> jxle-f: M, M= X(ng:{?)
( A 3$itmén'tieo)§, Com éfe:i.to,, supnonhamos que exista T & “w tal que
"’l”\}“'(u'ﬁf)o Fazendo =\ Wilw ,£) = X(a,f) e usando o resultado acima se
chega. & M F = f“""t\u(%) )., ou seja, Mk <VIWVIX,f) , 0 que mogtra
a. reciproca |

. {1) se demonstra por indu 220 no comprimento de % X

Temos duas sii‘itua:.gges o considerar simultdneamente:
(a) M e N 8o modélos trensitivos de ZF+ED e M & N

P F; . . o] i b [ A " .
(b) M & um modéle transitive de ZF4ED e N @ 0 universo dos conjun =



tos (onde vale AE)4 ' ~j-4'S';~
Nota: ED é abreviagdo pare: o princfpio das escOlhas dependentes, sbbre
o qual falaremos adiante., Bm particular, um resultado gue demonstrare=
mos & que ED é equivalente ao axioma da escdlha pava familias enumerd-
veis,
TEOREI\MS) Gojom M e N como em (a) ou (b) acima, Sejem <,p é(w \M =
% e B . Entao as se«ulntes proposicoes valem em M se valerem em N 3
(1) & codifica um borveliano
(2) &« codifica um.bﬁreliano B, e xe B,
(3 «,p codificam borelianos e B, = By
Dem: O caso (a) sad facilmente do caso (b). Caso (b) segue do lema 8 e

dos teoremas 5 ¢ T.

Obgervacﬁes: 0. teorema 9 implica em que a.correspondéncia. Bﬁz\-w> Eﬁ

910 0 . - - ae .
é biunfvoca entre os borelianos de M e uma certa subcolegio dos bobew

1ianos em N (o8 que tam eddigos em M), Esta corresponddncia possui a sg
guinte propriédade natural. Sejg_M'g.N'modélos transitivos de ZF+BED,
Ssja V o universo dos conjuntos. Seje B boveliano em M e sejaeBﬁ, B, 08
correspondentes boyelianos em N e V respectivamente. Ent 80 B é o borg
llano em ¥V  correspondente ao boreliano BN de N,

Algumes veses identificaremos os borelianos de M com alguns bore-

lianos de N aﬁravés desta correspondéncia. Temporariamente adotaremo s

&

seguinte notagao : se B ¢ boreliano de M, escrevemos B$ para 0 bores
liano eorrespondente em N ‘

;mwggoﬂ seja C boraliano em N, Dizemos QLe c é racional sGbre M se
¢ = ﬁ,para,alvum efdigo « & Mm Peda parte (2) do teorema 9 o bovella

no em M correﬁpondente 2 C é entéo C{\B.»
) l L e
A segulr verificaremos que algumas propriedadese Operagoes sao
o A L
preservadas pela fungao B = B¥,

LEMAIO:

1 = (1) As operagbes booleanas sao preservadas.



=4
(2) Seja .{ Aﬁs uma. © sequéncia de borelianos de M, com {A ‘( € Mo

Entao GOl e Jeie N A (U She n x
(3) A relagdo A ¢B & preserv‘a,dae
(L;) A relagio A = @ & preservada. _
Dem: (1) Consideremos por exemplo a interseagio, Dados A,B borelianos
em M com eddigos &« e /b respectivamente, se constrol facilmente de %
e fbun codigo ¥ para ANB em M e A%N B* em N. Logo | |
(ANB)* = MENBE
(2) Analogo ao (1)
(3) A €SB > AUB =B . Pelo teorema 9 & (1) ddste lema temos-('b’)o
(1) ‘Glaro do teorema. 9. | |
il - As seguintes 6pera,<;5es o, nogges $a0 prese.rwadasz
(1) Iaterior '(”'.&")
{2) "Abexto
(3) Péeho ()
(lJ,.i) HRachado! .
(5) ”’Com'pa;c:*to"
‘i% ey B U)((r,,u) s 798¢ @ e (ms) & Blj
(2) A e abemo s - ’ﬁ‘ X |

Dems (1).&

i

T

o P
(3) A = R - (R=-A)

(l4) A é fechado <—> A = A

(5) A compac,to é.w::a A=1h e ¢ para algun ¥ ew A C Y:-»N,‘Nj o

e

I - Sejam ©,8 e ', Entdo (rg8)* = (mys) 5 [rys)® =[rysly
e =g -
Dems {r,8) U%f‘agu] s P4 t€ U S by € Q'S
[resl= 0O ;('re»l/n? sr1/n) 3 n ew'ﬁ |
pr{ = [e,2] » |
M I\T)

{Note=se que do fato de que wy = vJN sai que Q.‘M =

t

i3

iV - Bela /!x a medida de Lebesrmeo Seja B um .mu*ehano de Mo Entao
/’ (B) = /L‘T(Z:x") s OU seja, medida ap iebesgue em bo*e]mmsa & una noe

¢a0 ebeolutd.

-



. - : - q*-
'AS01 ¢ B € a unifo de um numero finito de intervalos abertos disjun-

.05 com extremidades racionals.
n

Digamos Ty & Sy € Tp & S5 ¢ o < T, ‘?Sh' e B ﬂ:i\:J:i&rigsi) tan
© em M como em W, Entdo M (B) = Z.{s,~7;) que & absgoluta.

| gl -

Claramente existem somente ume guantidade enumeravel de conjuntos
jo tipo considerado wno caso 13 Seja %.wn s n ewi Ume. enumeracan destas
2 Mo
»A802: B compactos

Temo s gue /A(B) = inf 2/«(@0_‘]&) s B C Wni § gque prove Jue /4& é abso
inta neste caso.

CASDF: B aberto: ‘

E claro de M (B) = supz/‘l(wn) s W, & B

¢CAS0l: B qualquer: '
/"‘M(B)f = sup: ?'/WZK) : K compacto, K & B e K racional sbbre MS &
g sup Z M(X) 3 K compacto, K €B* ek vacional sObre 1\3} = /*N*(B*)
Por outrc lados
/"M‘(B) = inf é‘/&(U) : U abertn, B QU e U racional sobre M’S 2
7 inf {A{U) s U aberto, B € U e U racionsl sibre Wi o= MBE)
Das duas desigualdades ssi que M (B). = [A(B*)

COROIARIO: "Conjuuto de medida nula ¢ uma nogao absoluta.

B - & pocdo de real aleatorio

Seja B e M . Entdo & claro que B é uma &lgebra de Boole em M se
e s6 se B 6 uma algebra de Boole no mundo veal. Mas B pede ser comple
ta em M sem ser completa no mundo real, pols podem flaver subeonjunto s
s ¢ B tais que sups ndo esteja definldoy mes S ¢ M, Dizemos que B & M=
complata. se se 80 se M E B & completan.

Seja agorsB ¢ M uma ap,lgebra de Boole e h ¢+ B —> 2 um homomor{ismo
(nao necessaviamenta h ¢ M), Dizemos que h é M-completamente aditive se
sempre que S B , 8 &M e supSexiste em B entao H{ sups) = sup {hﬂt) s te s}’

Geje e M a‘,’fﬂ.gebt’& de Boole. fejs £ a ovdem usual em B



| —47-
by ¢ b, se e 86. 86 b, Vv by =b, . Seja P o conjunto dos elementos nio

nulos em B, Munimos P com a crdem % inversa a £ s Db

=

p4by see $6
se by & blo
IEMAL: Seja h ¢ B <= 2 um homomorfismo M-completamente aditivo. En-
tdo G = %b @B 3 n{b) = 1 } é um filtrvo M-genérico em P, Reecl=-
procamente, se G & um filtro M~generico em P, eMiste Unico homomorfismo
h:B—>2 tal que ngbeB:ﬁ(b)zls | :
DemsBeja h 2 B =52 unm homomori‘ismo'e G = gb & B : H(LY = 13 oDe -
.Monﬁt:@aremo s que G 6 filtro M-genéricos |

(L) by, € & @ hlbyAby) = h(bl}/\ll(bé) —> byA b, e Go Mas
by A b, € bysby —_— blf,,ba,e& bl,z\ba o _ |

(?'E)f bl“% b, ¢ G —> ".01 2 by — h(‘b:ﬂ) 2 h’(bZ)- o Ma;s'h(bz,) =1 e
powtanto h('blj_) =1 o

(3’)f Seja & den’sd‘em Py ¥ & M. Mostraremos que su‘pB(X) = 1y

Suponhamos que ndo. Entdo existe b » 0 tal que =AD =0, Y xe X
Mas ¥ é denso, portanto existe X, € X :;0};- b, ou sejagy % £ b, ou }seja
bAx, =x,#0 (0 P) _

Como h ¢ M-completamente aditivo temos h(x) = 1 para slgum Xe€ Xo
Portanto = e G NX.

Saja G € P fFiltro Megenérico. E‘tatﬁo? por satisfazer (1)f e (Z‘)f
da definicao de filtro M-genérico , Dy na terminologla usual da teoria
de: élg;ebras de Bo-alegé um filtro em B. }§ cbnhecido o seguinte fato, pa
ra B é’lgebra de Boole: )

"Oexja U filtero em Bo Entio U éultrafiltro se e sg sa V e B se
tem que e U ou e Ut .

geja b, & B. Mubfo X = Eb ePsbgb oubAb =05 &
denso em P. Port anto o 0 & By T N G # @ 4 o queimplica que ¥ be B
be G ou b'eb , ou sejay G & ult:?afjfltro em Bo

Ssndo ¢ ultrafiltrog se h 3 B —» 2 & a fun(;'a“o caracteristica de
G entdo h & }:10513.31@1-57«?:{:"1 smo. Veremos gue h é M-compitetamente aditivo. Se=
i@ 8 ¢€B , Se N , supd = b

- L “ 'y
Basta, provar oara: T S J? , o que se nao for, substi tui~ge g
* . 2

. Queremos mostrar gue h{t D)‘ = sup\% hit):te b}



por 8 V%"’B o to-} . Neste caso temoss =i
B(1y) = b(t ) v hllg=t ) = supl { h(t) = te 8YU Pyt IV
Como ¥t €8, t ¢ty —> h(t) €nlt) 5 hllg-t) = (Mt ))°
temos que sup( §h(t) 2 tegl L Eh( leto)'?j ) = gup rzh("‘ci) 3 t_«’;S} Vh(’l’BwthJ
ou seja h(tO} \ hile‘cm} = sup)éh(t) 3 té S}V h('ZLB«"co} onde:
h(ly~ ) A sup (k) 1 te 8t =0 (6 ¢ = hiz- t,)
fogo h('i.:o) = supéh{'t} R eSB
Supomos. entdo 5, = 1ge
Seja X = {2 ¢ P : ag b para algum b & S} . ¥ & denso em P, Com
efeitos
(124 B 4 ay €X =  8,g a8y < v algumbe §F —» aeX |
(2)4 SeJa x ¢ P (x # 0), Como SUps = g s ®A t # 0 para algum te &
Entd@o At e X e x3 XAt
Sendo X denso em P e X € M temos que GAX # # . Logo existe
a &G b &8 com 2 £b, Como hia) = 1 temo.s gue hib) = 1o Deb e g e
! co} = 1 gal que hit 0}) = su'p)? h(t) ¢ ©¢ Sin

2, 3 rd o
Vo proximo lewa supomos tambew que B e M-completas.

[} 3 P “ "~ :
LEMAZ: Sexda @ ume sentenca de éfM(,G-) {G Tivie)., Entao existe boié' B tal

2

4 o 1 2 » \ - -
que se G e um filtro M-generico em P e h 3 B=>2 ¢ o homomorfismo ag

1

sociado (lems. 1) entfo MIGl E & se esd se h(ho) 1 . Mals ainda, b

2 T n >
& univocamehte determinado por ¢ 3 :
o - o 1 4 ~ . ~ . P
Dem: Seja 8 = ?b e P Db i‘k"fi’ { s CGmo foreing e expressavel em

My, S& M S‘Ez? ’bﬁ = gups (com & convencéo de sup g =0), Se 8= ,fa’ o lg
ma. 6 claro, Podemos portanto assumir 8 # @ Mostremos que b, i 0? oSl
ponhamos que nios entdo exd ste ce P talque O0¢ c ¢ b, (b ) e
e W 1P, como b = supS ; exlste by € 8 com by A c £ F ‘Mas entao
e b‘-,..Aca e portanto bypd o= < o Mas \l~ ¢ pois by, & 8 Como -
b:g b 7 A ¢ teremos também 01/\ c |\ r;') o Heta eon'«;radu;ao mo stra ciuee
o - ,
S hib ) = 1 entao boe Ge portanto, come b 1 & temos M[G] = 43
Renﬁiprm&atmnteg ge M[G:) ?2 d’ y eXiste bl & 8AG. Iogo Ifl(fb11 =1 e

portanto h{ba} = 1



~ 5o -
1 tal que

MG F & e h(b,) = 1, queremos mostrar que by = b o Se ndo, seja

Mostremos agovae a umicidade. Suponhamos gue existe b

{

>0y AD)# 0, Para todo G temos h(bwo ) o= h(bl.} = valor verdade de
& em Mle] pfx:c"ca..v.;‘;o hib,) = 0 . Mas b, # 0 impiica que existe G
filtro M-ganéwvico com b € ¢ @ assim, para o0 h relative a éste @ ter{

= b

amos hib,) = 1 5 o que ¢ impossivel. Logo 1= By

e r g a6 T - £ o 2 S Al ] 3 pa
Dafirdedor Un real % ¢ aleatorlo sdbre M s@ &le: nio pertence a nenhum

borelianc de medida nula: racional sObre M.
. 7 * S "~
Note-se que se x "o aleaborio sObre M, entdo x ¢ M (Prova: e M

— {3\% ¢ borelianc de medida. nula racional sé‘bre M e contendo x).

Y

LEMATS: Quase todos os reais sho aleatorios sdbre M, (Com efeito, os =@

ais nao ale atorios formam um boreliano de medida mula)

Dems M erumerayel - (25’5‘ }N enuneravel, Assimpodemos emmerar 0s bo

- o .® , n
relianos de medida oula vacionals sObre: M numa sequéma& Ny Nl, cea olufd

. ’H" ') !’ - p
A0 % & aleatorio sobre M se e 20 se X & L) N}_ o Mas U N, & um bo

lew i ew

i
rellano de medida nuis.,

Seja B, & Sipebra dos boreliancs de M médulo o ideal dos conjuntos

2

de medida nuls. Entao By € uma él‘g;ebra, de Boole completa ¢ satisfaz a

condic8o da cadela enumeré’vei; Ver [ 2] para demonstracse S

B By eonsicleré» se 0 conjunto de condigbes P = By §'I)} K clarc
gue og elementos de Bl \sé’;o classes de equiva.lenc;iat,, Dﬁi}g cpnjuntios; ‘BI
e B, sio equivalentes se aegdse b, Ab, tem medida nula, Se [b]eP
([b7] classe de squivaléneia de b), pensemos a condicéo b como dlzen—
do X €b . .

K ordem em P é a natural a partir do que jéia vimog fazendo: [b] ¢ ):'bﬂ

see 80 se b' & B quase sempre (ousejay, b'-b tem medida nla).
TEOREMAL: Pxiste ume corz*aspond&acia. biunfvoca candnica entre os reals
aleatdérios sébre M e os Homonortismos Mecompletamente aditivos de Bl“’
Dems Seja h um homomorilsuo M-completanente aditivo, h 3 Bj_im»?()yl'}o

Fagamo s3



i) R

IEMA a : x é um coxte de Dedekind & esquerda e irracional em Q.

S

Dem: (1) x #9 & Como h{(~em,e2)) =1 para algum n ew temos

]

h((“’nsw))
(2).x # Q
h((ngéo))i.i:f:: O para algum n € W , Logo n ¢ >

pois (- pa, 02) = sup?(.»n,oa) SR ! ew}o Lego' ~n & U,

Como h(f) = 0 e g = ini‘?(ng@) s w&ws temos que

{32 TJQ?I“ZL&Q 5 B e Ty & £ ~> roex t Como (xg,e0) & (xy,0) ,
By 0a)) = 1= h((zy, %)) = L . SR
- {4) x ¢ irrvacional s Se;jav r €Q , entao I?f%] =[], Gomé
}rﬂ = in:[:’il(r\ra«l./n,,::wl/’n)?:n éw} e h(irﬁ) = 0% J’oeft;*emos; para algum
n & w .," h((re_al/z.s?:ml,{’n)) = 0 . Ma_s\en‘t;o T 1/n6 x> r+ 1/n &x

Portando % nao & v corte de Dedekind centrado em r,

LEMA b : Seje A um boreliano racional sdbre M . Entac ¥ € A se e 88 se
h(A) = L.

L ,
HBen: Seja O = zcg s We=> w2 3 o codifica algum boreliano } e ja

A & C==d OR definido como segue:s

1i

0
sup{ﬂ-(&i)+ IL?]
Ao+ 1

(onde uszuons as notacoes gue apazﬁ*ecem na definigao de eédiga)

(1) Sl & codifica pelo caso 1 entao A (o)

(5]

(2) Se w codifica pelo caso 2 entao ) (ac)

i

£
i

(3) e o codifica pelo caso 3 entao A {al)

Bgerememos }\M para a rekativizagao de A a M.
Scja o € M um ¢ddigo para A. Paremos a demonstragao do lema pox

M(o.( )o (Note-se gune )\M:_Qﬁ) é QRM C OR , e aseim a indugagq

inducac em
¢ legitima mesmo que h & M),

1) W) =0 sees

1&3] . Enteo x € A h({ri_go@)) =iloe o =5

e hqrigrjj) =1 .

2) Suponhamos gue A = L-)Ai . A
ca iy e . s - “ ij, A e

4

se A ¢ intervalo de extremidades racionais,

Oy

digamos A = |x

i

h{(z,m0))
i codificados por o?(io Entao xe& A se
e 80 s o B T i l_‘Xtﬂ;Ai
A(6d) = ﬁupiﬁ{di) +l} , por inducao x & A > h(Ai) = 1 = h(Ak=l,

para algum i, Como

Recliprocamente, se h(A) == 1, para algum i teremos h(Ai) = 1 e entao ,

- pela vadeia de equivaléncius acima X & A.

3) pe A = B¥ | B codificado por If?; , Lemos que x &€ A& % é,B 5



‘ ==
owe Ala) = A (/?;) 4 1, por.inducao temos que X B<=> n(B) = 0

&> hi{A) = 1 .

Mostremos agora que x & aleatdrio sBbre M. Seja N um conjunto de

7

medida nula racional sdbre M. Entao x & N gse e 80 se h(IN]}) = 1 . Mas _
bﬂ <= 0 em Bl e portanto h{ []) = o
Vejamor agora a TG’-’GL})’(’O@B do teorema, be;ga pid alea t0rio sbbre M. .

Define-ge h By M> % poxr %Xxfﬁ]) =1 s8e e 80 ge X & A

{A racional sObre M}, h estd bem definido. Com efeito., sejam A-, A
e 2 J et

borelianos, racionais sbvre M tais que [Alj ~~2 2] Entao /UJA AA )=0,
de onde K Sé Alj_\hz o Logo X G Al 3 % e A2"
h, € M-enumersvelmente aditiva

A
{UA 0 g=> B(A ) =0 ¥n & e =0

n=1-= fale n=1

3

A demmnst:&agﬁa de que h,x é Bifccxznpletamen‘be adi"civa_é’ baseada no &
seguints lema f['z“]y PE- 61)
LEMA ¢ : Seje B uma digebra de Boole completa que satisfaz a condigao
da cadeia enumerdvel. Seja S & B. Ent ao § tem um subeconjunto enumerd- .

vel 5§ tal due VS = \/So

<

Seja 8 S By ¢ S . Comoh ¢ finitamente aditiva
h (\/ )2 i}lv»\:\ £ teS% « Fara obter a outra desigualdade, aplica -
nos o lema c.em M para By. Seja 8, %S | 5, enunmeravel em M tal  que

7

\/Sa = \/S ., Como hX ¢ leenumeravelmente aditiva F v
% T { e & Y o = .l i 3 o
h (\{’,S) ha(\fS() w\/ihx{‘u} g tgﬁolﬁ\/ghx(t) 8 h(—;—S}
Portanto h x\/S) V{, K{ t) s t & &3 & provamos que h_ ¢ M-completamen

te aditiva,

Seja M, B, como até agora. Seja x veal aleatdrio sbbre M e G o fil

d
tro associado a x (atravé de h ) em By. E elaro que x e M(F]. Mais ain

da, lembrando o lema 1-B e o lemab do teorema acima, € cluro que se N
é uarmoﬁgl(‘a “i;:’c‘-anaitj.l}o de ZZl?HiE , com x €N e Mg N, entao G e M,de on . |
de Mf@} & N ., Escreveremos, como notagaog Mlx] para M[G]. Entao “temos
tﬂe MIxI¢ o modslo ‘transitivo minimel de ZF+AE tal que M[x] 2 M e x & M(x]

R e : A ,
TeoREMA 4z Seja © uma sentenga de gm(x}n Entao existe um boreliano A,



racional sdbre M tal que para todo x aleat6rio a0hve M temos: “53-
| MEI o > x&A, |
Dem: Sejam hX 2 Bl-9'2 8 G# ; 0 homomorfismo e o filtro respectiva .
mente determinaddes por X. Como ME] = M[GX] e x 6 expressdvel em Mix{
apartir_de Bl e G‘x'; podemos achar uma sentenca cp‘ de ‘%M(Gx)tal que
para todo x aleatdrio sdbre M vales |
wix] k& § < mie § ¥ ¢
Pelo lema 2--B existe um elemento boeg Bl9 nao dependendo de x, taL
gue para todo x aleatéfio gobre M vales
(e B e By (v) =1
Seja o & Y um eddigo para um boreliano em M cuja classe de e
‘quivalénciaié bon Seja A o boreliano codificado por « no mundo real . .

Entgo, pelo lema b do teorema 4-B
n (b)) =1¢> x64 |  c.q.d.



V — Demonstracao do teoream principal : -5 .

Seja M um modelo transitivo enumeravel d¢ ZPrAE+"existe um cardinal ing.
cessivél“o Seja . : :’;..nacessi}fel em'Ma Seja P gomo antes. seja
G um filtyxo M-»gené:‘ci‘c‘o em P‘Q‘ Fazemos N = M{GJ. Seja t um real de X,
LEMAL : Quase todos os reais de I sao aleatdrios gﬁbre Mf_*@]o Precisa;,m
mente ¢ existe H & N tal due

N [ B é boreliano de medida nula ¢ x ¢ NNR & aleatdrio so0bre M

G2 x §B ‘

Qg@‘:. Pelo coroldrio do lema 4 da segao I-Iimﬁ 5 (25«C wjh 0] ¢ enumexdvel
em N. O resto ds demonstragmo é andlogo & demonstragao do lema 3 da 8€..
ggo 1v-8.

Definigao: Um conjtinto x e N € M-B-definivel se e sése existe um real

t & N, un elemento y ¢ M e uma formula ti?(v] S,vzgvg)) de é{M((}) nao en - |

volvendo G tal gue x é o Unico z ¢ N para o qual N k @ (t,y,2)

LEMA2 : Seja U um conjunto de reais em N que é M-R-definivel. Entao
Nk U é lebesgue-mensurdvel.
Dem: Pixemos ume férmula (?)1(17’1gvz,,'«f}}9 um elemento -.x. & M e um real t |
de N tais que pare vy € N tenhamos N 4)1(}{9'139;7) se e 98 se y= U. |
Usando 4’1 cons'é;ru:imos-uma férmula ¢2{V1?v29v3) tal que para y & N
tenhamos N F {bg(xgt,y) se e 88 me ¥y & U

Seja My = [t . Pelo coroldrio do lema 5 de segao III~B, £L & i-
nacessivel em Mln Pelo teorema 1 da seg'éo IT1-C; existe um Tiltro B{il~ :
genérico G, em P tal que W = M;L[C%ﬂo Fagamos xi: Zx,%). Entao Xleﬁii '
e existe uma £érmule (é) B(Vlgvg) de S%Il(el) nao envolvendo G, tal que
para todo y € M vale ;3

(1) ¥ ij(iillpy) e g €T

Todos o8 resultados (da saggo III) gue valem para o par AN;M} va~
iema tambem para (N),Ml) poig as hipé"&:e’ses feitas parad N,M ) também sac .
satisfeitas por <N5.Ml‘}'o , - |

Seda t & N aleatdrio sdbre M, . Belo teorema J de ITI1-C existe um.

e 5 N .
filtro MlLt'}ug; nérico Gf% em P tal ques

s



HmM[Lj[G o | ' -5
Lm lems 6 de LLLMB; como é L l,v ) é uma sentenga que nao envolve Gt;w
e considerando gque N é uma extensao de MlYtJ, temos:
(2) N ¢y(x,8) e 0l §.(%,3)
Como foreing ¢ expressavel no moddlo de safda, existe uma £érmula
d,4( 19\72} de & e tm elemento %, (aue pode ser tomado como (fﬁcl,.Q.))
tal que ¢
(3) 0 I dylx,8) < (8] B, (xpet)
Pelo teorema 4 de TV-B existe um boreliano B, racional sobre Ml tal que
para todo y alsatdrio sobfe hl temos,
MYl B @ulxy) ¢ 7 &B .
Seja E&'o boreliano de N correspondente a B. Entac Bl = BN N ,
L@goglse t g N é aleatdrio sdbre El temos:
' (a) w{t) B @, (x,8) <> te By .
Chamemos de (5) » equivaléncia "f & U &= % & By (V4 & N aleatdrio .
abbre Ml)o (5) ¢ obtido de (1), (2), (3) e (4). Seja U}A.Bl a dife
renca simé%?i@a de U e By. Entao (5) diz gue:
{6) UAB @ i't@ N t n'éo é aleatdrio sdbre My %

"Pelo lema 1 desta segao o lado direito de (6) ¢ um boreliano de ms

dida nula. Isto significa que U é lebesgue-mensuravel em N,

.giig,(em N) gse existe uma f tw-—» OR , fe& N e uma férmula <?(vlvv2)
da Ega “i]al gque Sif"/y e N
¢ .
Nk ¢(r,f) &= y=x. - L

Dizemos que x possul. hereditariamente uma propriedade P se cada membro

do seu fecho trangitivo possui a prbprlpddde il

DEfinicacdo modéla: Seija M. ¢ conjunto dos elementos hereditdriamente
definiveis a paxtir’de uma segréncia de ordinais em N.{logo Hidg N).Se
% & hereditariz.ente definivel a partir de uma sequéncia de ordinais,

divemos que x é HDSON,

LEMAY: N, é un modélo transitivo de ZF, Existe uma firmula Q)O{vl,vé)



-5~

ie i tal que para tod()l_x aNl existe f €N, f rw~» OR e X ¢ o uni .
0 YV e N_l..,tal que N k= @_o(y,f) . '
dem: B fécil demonstrar por induggo no pdsto dos conjuntos que se X é
am conjunto HDSON e x Q"Nl entao x eNlo 'Este fato serd uvsado abaixo. .
Passemos. a verific‘ag'éo dos axiomas: |

(1.) Extensionalidade : Extensionalidade vale em V. ng N , N é transi.

tive e vale hereditariedadé em Nl logo extensionalidade vale em Nla

(2) Substituigao : formalmente, o esquema de gubstituigao € dado por:

¥ x 3 P(x,750 00000,y —>Vm T im! Vy(yen' < Tx(xen A P(x,735C50056,)))
Seja ¢(xgy;clguo,cn) & %Q(GI% y MyCyyeeey Cy & Ny o Seja
'm"‘miyelﬂil : D x{xem A Cb l(xyy;clguwcn)}'- !
é claro que m' g Hl . Como todos os parametros que definem m’ 820
HDSON segue que m' & HDSON. Logo m' @ N,

(3) Conjunto das Partes:

Seja u @ N,. Entac, por raciocinios anélogos aos acima temo& que

N, L C L e o N
{Pu. 1o Exa N‘l I G u}g’ Nl e (Pu 1 ¢ HDSON , logo G)u‘l‘.e_ Nl
(4) Unisgo | |
| Seja u & Ny, Wovamente Ju ¢ LA \Ju & HDSON,

(5) Infinidade: W & Ny : "

(8) Hegularidade: a expressao g formal déste axioma é:

VYax(aplyex)—> JulyexanIalzeyaze x)))

Como N. € W fica claro que se regularidade nao valesse em Nl nao

4
valeria em N, que & modélo de ZF.
Vostraremos gque a proposigao "todo conjunto de reals ¢ lebesgur mensu-
ravel" vale em N, . Teste maneira teremos provado também gue AR nao vale
em N, .

1

N. e N sao conjuntos e para jodo ¥ & Nl existe £ s —> OR tal

ot

que y & definivel a partir de ¥, Entao é possivel definir uma fungao

de N. em N gue a cada y associa uma f conl acima. Seja 490(17‘3,«:2) e.%

L
vma férmula que descreva tal fungao. Em particular teramos que

Vi

N k= dPO(!j,gf) ge e 8d 868 ¥ & N:{ ; fé,ug' £ iw->0R ey &



definivel a partir de f. 2 -5 P

LEMAA : Todo veal de N e tHda sequéncia de ordinais de - N pertence a Nlluf

Dem: O lema & bastante claro, nao necessitando demonstragao explicita,

LEMA5 : Sgja h i@ —»N, , heN . Entdo he N .
Dem: Trabalhamos em N. 'S'eja‘ x e Ny Definimos a seguir a fungao

)/ N.L-'-) OR Se x @ Nl entao y(x) é o menor ordinal A tal que
para algum f: w=->A x 6 o Ynico y tal que @6(%:#_3)0
Seja

ra o conjunto iféi\i g f s w0 = 0(3

i

su_p{g (h{n)) 3 n ewls . Consideremos uma boa ordem p_é_

Seja £ tWw-p e« O menor £ {com relaso 4 boa ordem) tal que hin) € o
unico y tal que 430(;3(933) (h(h) é definido poxr qso{fnyy) 8t é 'o ne -
nor que define h(n_.)')fo |

Seja g W -«a;;s OR ‘tal dgeun g(2m3n) = fm(n) e se T # 2fah
entao glr) = 0. . | |

Claramente h é definivel de fi‘m 3 mc.:-,culk,, >qu.e por sua vez & defi .
nivel de g. Logo h & definivel de uma sequincia de ordinais. Por hipd-

tege h &« N l,ogo h & N:’Lo

1 0
’LEMAG 5 O AE para familias enwnérév,ei.s é equivalente ao princf.pio EDO._
Dem: Seja X # ¢ um conjunto, R uma rvelagao bindria em X tal que

{ ¥z ex)(d ng)(ny)., Suponhémos que AE vale, Definamos pcrr indugao

& fungao h i W —>X tal que ¥ne wW(h(n)Ru(ntl)).

X # ¢ seja z & X . Fazenos h(0) = XO;

N . : ; oS .
Seja Xo = {y e X 3 X R yj 0 | esc:ollile—se X o6 &, o€ faz-se
h(l) = Xy Suponhamos h definido em io,;lpo“s.nﬁ . Seja
X, = Zy & X 3 h(n)Ry} » Esecolhe-se Eoa € X, e faz-se nin+l) = ol

E clarc que h assim definida satisfaz o prineipio ED,

Por outro lado sejam X X ;.o X 5000 cODJuUntOS nao vasgios e ge-
ja X = U X . Suponhamos que vale ED, Defininmos una fu.ng'éo es;;@_

| m&w n ¢ 5 : s
lha para 8 familia ﬁXn . n @.u)s através ds seguinte relagao bindria R

em A2

¢

De X,V & L entac xRy  8@ e a0 se para algum n &ew X% e Xn e



Yy €X,,; - ¥ claro que R satisfaz (VxeX)(FyeX)(xRy). Logo o prin .

cfpio das escBlhas dependentes afirma a existéncia de fungao escHlha

como queriamos.

I.EMA"{- : ED vale em -Nl
Den: Seja X £ o ,'um conjunto de N, e R & Nl uma relagao 'binéria emn X
DBO no 1ema anterior. AE vale em N logo existe uma h Ud -> X , h &N
tal que ¥x & w(<n(n), 3ﬂ(n+l)>e'R)_n Pelo lema 5 h ¢ N,. Logo ED vale
e Nlo j | |
LEMAS : Seja A @ N,. Entdo, em N, A é M-B-definivel.
Dem: Podemos supor A fungao f :W ->O0R , pois se para t0das tais
fungoes valer o J;.em.a.e se A & Ny £or qualguexr entgo éle é definivel a
partir de uma £ s W —> OR 3  que 6 MmEndé:finivelo Logo A também
& M-R-definivel, . , | -

- ‘Deja entao £ :w‘w-b R , fe qu Pelo lema III-B-4, f & M[G‘]
com W& T < e 3= 3 4+ 1. Pelos lemas TIT-C-4 e III-B-1 exig .

ve @& wreal tal que f & M[s) , 0 gue demonstra o lema,

LEMA9 : Em ng v'b'gdo conjuntb de wreais é Lebesgue-mensuravel, _
Dems Seja AC R & o A& Nl . Pelo lema anterior A & M-R-definivel
em N, Pelo lema 2 desta secao A é lebesgue-mensurdvel em N, Portanto e
xistem borelianos B eC em N, o dltimc de medida nula, tais que
BAA¢gC

Se jan 6115, A 5 cédigos para B e C em N, Cgrivialmen’be 0(,1;, X o & Nlo
Pelo lema 4 desta secao N e Rl teém os mésmos reais. Pelo teorema IV~A-Q
o(l e &, codificam B & C em §y também. Cleramente B A A ¢C vale

em Ny . Do lema IV-A-10, C tem medida nule em N,. Portanto A é

lebesgue-mensurével enm L



PARTE II | | - B4 -

E@sﬁa parte, méstraremos gue 0 axioma da determinaq%o implica
ma_Lebesgue;mensurabilidade.de todos os subconjuntog da reta.

No que segue, como usual ;w3 denota o conjunto dos nﬁm;ros natia =
raisg; se néw entao n = E‘Og LylZy weovy zwl}g nw = nXn & .., {produto
enumerdvel ), ‘

| Deremos, a seguir, vérias definigaego
Seja n natural eIPQzLo Chemaremos de G (?) 0 seguinte gogo de
dois aogadare I e lIl: I e IX deven eanatrZ;;MZm& 5equencza
(xl; '3:29 voo) COM xiem, iew  escolbendo aiterm dame:nte termos con
secubtivos dav equéncia, I escolhe os térmos de 1ndlce impar e II 08

de 1u61cm par. caﬁq jogador conbece P, 15 owey Xl quando vai esco

Taer ym I ganha se (x Xy Ags voo) &P, }"' ganl\a Je C"‘n"uu\ & P.

ﬂma eptratdgia pava o gogaﬂor T no jogo G (P) 6 uma fungao i

| { : {

Ky s
Oug, &m outra notagao
! oD 2
.‘f’zunm > n
-—-O i : .
onde fazemog a Honvcnoao de m= 0 denotar o eonjunto vazio, a menos

».. 9 ©ao g XQI[[) b Xjé'n_} = X]‘“

de mengao expressa em contbrario,

Intuitivamente é uma funggq.que em cada "vez" de I jogar "eséo—
1he" a sua jogeda, ou seja, um elemento de n que serd o préximo tér~
mo 68 aequ%ncian

P (P diz-gse estratégia vencedora para o ]OUddor I se 0 ﬁﬁgog Joga

do por I através de ‘e faz com que a seguénecia final perienca & P,se
ia qual fOr a maneira de jogar de II.
" E claro que valem definicoes andlogas parae estratégia e estraté
D\
Q(MJa

G (P) diz-se determinado se existe uma estratégia vencedora pa-

)

gia vencedora do jogador II1 am



ra algum dos jogadores, . » o) »
Abreviaremos por 0? a gseguinte sentenya '
'den:' “Para todo Pgn 5 Grn(P) é determinado".

Com esta notagao 0?2 é o axioma da determinagac (por extensqg=-:

" ¥ Pgfo,1]", 6,(P) & determinado”),

e’l"" povie
A demonstrdgao do resultado principal propOstoVe' hvolvera um Ol

tro jogo posicional infinito sobre conjuntos no maxims enumerdveis
gue definimos a ‘seguiro
Sejams
(j..) M um espago Hopoldgico nao vazio no maximo enumerdvel .,
(i) s -Q'Mx MX ooa= MM nag vazio, fechado na topologia produto

chamaremos de sequeéncia finita de ordem n permissivel as

(my, my, eoo m ) com m, & M para as quais existe (apogprecs) & B
tal que By Mgy 6% Moy eeoy i mno Chamaremos de Pn 0 congunto de
todas as sequéncias’ permissiveis de ordem n.

Com esta notag'éo, sejam aindat
(1) 7 U = (1,11
(1v) C{):S-—-—‘JL- :
A quddrupla (M,S8,d, C{D) determina um jogo G (b) de dois gogado
reg I e II como segue.
.. I e II devem construir uma sequéncia de 8 egcolhendo consecuti-
vamente B sMoyooa €N M, a enésima escolha sendo feita por I se
J (In‘l;.xn?,,,o..9 1) I e por II se J(my40..,M —1): II“(onde(ml,..,.,mn_l)
é o segmento j& construido). O jogo deve ser levado de maneira a que
'cada segmeﬁto finito comstruido seja uma segueéncia permissivel, Assim,
como S é fechado, a sequéncia Ffinal pértencera” a S, E'cla}fo que em ca
da etapa cada jogador conhece (M,5,J, 43 ) e o segﬁento construido., No
final o jogador 1I paga ao jogador I o valor de ¢ calculada né Sens
guéncia obtida no jogo. E um jodgo mais geral que o anterior Gn'(P)
(sﬁn@q 8ste um caso perticular de G(§ ) como mostraremos mais adnante).
Por exemplo, o significado de vencer em G( Q) é bem diferente do de
G':n(P); En G(¢ ) um mesmo jogador,; em duas jogades distintes, pode ga

nhay mais em uma do gue em outra, podendo inclusive haver empate, tu-



» ~ by a3 8L
do depende de <P e das convencoes que forem feitam guw

to (por exemplo, se Ci?(mlgmzyno )4 0 yuem ganha é II, se -

tb (ml‘gmm.,”)>0 gquem ganha ¢ I, Portanto, apesar de o coneeito de

estratégia ser o mesmo jd dado (simplesmente que J deve ser levado em

conta na sua definicao), o conceito de determinacac de um 3680 G(® )

é diferente. Assim teremos, sendo

] < B |
.-A :‘;{0{ ° g (m.-lyooog mn) @‘Pn o d.tmlgoongmn) ot I} "“) M
ou seja, A é o conjunto de estratégias do jogador I

= i/ﬁ u (ml,.“,m ) e P o | (mlgua,m ) = IX } —> M

B é o congunto das estratégias de II, : X
sendo "\T 8 AXB ==p» S tal qzie (¢ S,/:’,) € a sequéncia obtida pelo
jogo G f:i)_) onde I joga através de &« e II atravds de /3, e sendo ain
da vg ¢ AxB —>R tal que Ty = CP@TT s Giremos yue o jogo G(d))
'é-dete.rminaido quando sup inf v? (¢ ;) = inf sup ”"q: (o /5)

®6 A peB AeB el
Para asnalisar intuitivemente a deflnlgao devemos observar que .Ln

fimos para o jogador II e supremos para o jogador I correspondem as
suas "melhores jogadas“o 0 jogo estar determinado significa entao gue
a “meihor jogada“ para ambos jogadores estd bem determinada, indepen -
dendo das "particularidades” de cada jogo (gue sao levados em conta na
mudanga de Grdem em gue as "melhores" estratégias S580 exa}minadas)a
... Abreviaremos porﬂjzma seguinte sentenca: ai
ng "Todo jogo G((P ) obtido de (M,S,dJ, ¢>) eomo acima é determina-
do" .
Para chegar ao résultado proposto Seguifemqs:o seguinte esquemsa
de teoremas:
1 A, > A,
2)7 u@w > % |
3) Se existe sub-conjunto de R nao Lebesguemmensurévél entao exis
te X 6{0,0) com M(X)=0e M x° ) = 0 (onge /a* é a medi~

da interior)

4) C&m; ¥ xelo,2] tem-se M(X) >0 on ﬂI(XO)> 0
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s

ij"’“’ seja A € 2“;? voul mostrar q_z-,ie: existe B g.ww"i:a}, que &, (B)

ser determinado implica em GE(A) ser determinado, ou seja, Qt:ie a L;«

de estratégia vencedora de € . (B) corresponde naturalmente uma estra

tégia vencedora de GZ(A)O

Seja _

B= A U 'g(slgszgsywo}e we Sgn"% 2 5 0= 12535005 %

C ) ¢
W

(B = (A )Z U 2(519‘52?533«»«:‘»)& Luwg sgn,_}?/ 2, n= 192939““)}

M‘:uiav g .,

C , g i@
onde (. }w é o = complementar emw e (o’)a\g_gz“‘f . Como
G (B) & determinado, suponhemos que exista 0" estratégia vencedora pa
ra ¢ jogador I, entao:

{5 '
OJ° Irk:J{j z(slgszygaoogszﬂ>'a Si ewg e o

A parfir de _ OVS, teremos que {§'= i)

o2 ' ;
z};{ %(sl?e”gsen) o8y &2 }

é estratégia vencedora para o jogador I no jogo GQ{AL

| . 2 . 5 5 i
—> | Jeja B¢& W. Seguindo 0 meswo principio vamos determiner um
. X =
h e oW . : i .
A S 2 tal que GE(A) determinado —=» G, (B) determinado.

A idéia intuitiva para construir A, é usar os térmos das sequén
cias de B (que sao némeros naturais) como indices "contadores” de nimg
ros 1 dus sequéncias de A. Assim devemos texcluir® das possibilidades
de escdlha dos jogadores sequéncias de 2 com infinitos 1 pois s tem
mos 08 naturais para "contar nimeros 1". Para fanto colocaremos em A

o conjuntos

Pors {(slgseyo“)é 2% . J finitos neWw gom 8, = OB

e colocaremos no (A0)2 0 conjurstos
w a 3 Y Ti —
IO = %(slgse,ou)e & s 3 finitos new com Soni] »OS
Consideremos agora a fungaos
W w
. w2
(819825-0@6 ) \-'-7 (mlgmagaoo )

onde



P
my é o numero de 1 consecutives nas ﬂO,t?I.,_ B "
meira posicgac da sequéncia (8y+8y5.0.) (pensando no jégo G,(A) w
ser formado, & o numero de escolhas 1 comsecutivis feitas pelo Jo
gador I).
mzwﬁ Q numero 6“ 1 comsecutivos nas posncoes pares. aﬂpartir do ponto
. . W ;o e
onde tenha aparecido o primeiro zexro nas posigoes!pares em (slfszg,oa)
m, € o nimero de 1 consecutivos nas posicoes impares a partir da pogi-
cao 2(m1+=m2) f 2 gque é uma posicao correspondente a um zZero (pe-
18 maneira como m, foi escolhido).

i, é a_nﬁmero de 1 consecutivos nas-ppsigaes pares a partir da posigao
2(ml§nm24'm3)-+'3 e assim por diante,

Pacamos:
A= £71 (B) k} Py e teremos
(1%, *‘“( @)L,

seja ~ i (slgszgn,o,sgn) 2 8 & 2}‘*9 2 uma estratégia ven

cedora para o jogador I no jbao Gol(A).

it

ae

Teremos que & seguinte fungao ' sera:estratégia vencedora para o jo
gador I no jogo G, (B)s ‘
f :
T D i may)

=0
tal que 0= o fro é/ onde

fw?y?z % (mlgnggoogmzn) o
n=0
com g((mlﬁu“,9m2n»:: (n,8) onde m = ;EL 2m; +2mn -

aw

m €& W 3' W

C.W?] __..,..,7‘_Wx LU

@%

<

'. i ‘ ‘ J\‘ a ; 5 . o
e g = (si9 B4y 84, eoo) & uma sequencia de;uJ que coincide até o tér

% & o b
mo de indice 2n com (mlS ceey Moo de

@2
.[b: Img"""‘? llk:)O i(glg Sps Gy San) g sieZE }
con /?;({ms s))::: =‘3‘(‘&5’)\3{1& onde, se (s} = (8, 85 S35 oc:0) BN
§
temos que f”l{s) m = (85 oo sﬂ‘ ‘ |
o @ ]:m/% — D
e (f‘l{s)! ) = k onde k € o menor mimero inteiro tal que
Gd(fml(s)gm4.gk = 0, ou 8eja, kX é ¢ nimero de 1 cordsecuvivos

nas pog #@o@q impares a pariir da nugivdo Mo



SR —
Come 0" é estratégia vencedcra para Jogt :
sias finitas que v_;;.o aendo estudadas para se determiner o valor de
- ® csloulado nelas, soo tais que existe uma sequéncia de f’rl(fﬂ') que
coinecide éom elas no seu segmento inicial. Porx outro lado oo € tal
que funciona & meneira de £ em cada geguento iniclal de uma sequsn —
cia :fél(s)}m e portanto a sequéncia final caird em B, ou seja G‘I é
estratégia vencedora para o jogador I no jogo Gy (B)-

Se GxQ(A) TOor tal que existe estratégia vencedora para o jogador

i1, raclocina-se analogamente.

TEOREMA 2 : a‘lw e g A
|<'=-' ! Esta parte da demonstrag%o é trivial porque VF Pe uowg Gco(P)
é um jogo G ¢) determinado por (M, 5, J, ¢ ) onde

Me=w , 8=uw™

J(519 A S“) =

T se n £8r par
n

11 se n £0r impar

e Cfbgsbm)R

[©:2N

tal que

b (ars o - L ose (815 8y, M_o) & P
¢ B9 o000 Ll
1 2 . e l g2 (Slg 52; ooo) F:’C)

\""""‘"' Seja dady (M; 8, J,¢ ). Para mostrar'qu.e‘fgw jimplica em

que este jogo ¢ determinado, basta mostrar que o jogo (M, 8, J, C#r)

é de“cex‘minadu)ql re R, onde d)r' é a fungao caracteristica do conjunto
X:L"‘z {(819 5323; ooo)ésg ¢(Slg szg oou)?,:’?g
Com efeito, ja vimos que o jdgo G(d)) é determinado se

(1) sup inf V'(OL; ) = inf sup (el /o)
oeh peB T & peBush Vo LXf0

Temog também que G{ CPP) é determinado se

{(2) sup inf V, (X A ) = inf sup Vg (o, />)
ote b freB 47;-? /b he axeh q’r /5

onde & é o conjunto de estratégias de I, tenbto em G( ) como em G @rl
(Note-se que uma estratégia sd depende de § e J gue £20 05 Mesmos Nos
dois jogos)

B é o conjunto de eatratégias de II.

Vou mostrar entao gud (2) =(1).



Sejom s €S, & A o ffee B, entao temos que

. {1 se P(s)zr |
9 (s) = | B
- s 0 se d(s)<r e

it

1 ( (45’ )) v, x\'. r
V() = QU p)) ] bilita R0 v gl
iE . [ 0me o(M(a,fP)) = Vpla,s Kr

Portanto sup inf V? (°<9/3) e inf sup V? (Oég/%) valem 1 ou O
de A PaB T Ae Bwe A T .

¥Yre . (3)

i

Notacaos daqui para frente usavemos a seguinte notacaos

Sir = sup inf v4, (o(f,fa) o
adelpeB r :

ISr = inf sup Vs (& )
ﬁaBuGA ?r‘ SP~

SL = sup inf Ve ( o, P)
el PeB ¢ ;/3

I8 = inf sup v ( ®;(3)
P A

Com esta notag'ém temos O seguinte

TEMA: (i) SIr = O <=b SI < x :
Bl r>1st—»v;pk(°<,/5,) > Vo (&,p) ¥ («,p)eaxs
: : ; ' r ‘

A; demonstracao é natural levando-se em conta (3).
COROLAIO: (i) SIx = 1 é=> SI%
(ii) r9k =» Sk 2 Sir
e ISk 2 ISy

Ohservacaos Analogemente vale que ISy = 1 > IS 2T e

ISr = 0= IS<x,

Demonstracao de (2) = (1)

Temos como hipétese : SIr = ISr N re R
Do coroldrio, parte (ii), segue que existem somente tx8s possibilida
deg:

a) Sir =1 ¥ rek

b) SIr =0 ¥ reR



. . 7 ;

| - i" - wF

) 3 ryé R tal que 8Sir = ] \I T&Ty -
SIr = 0 ¥ >y

Se a), pelo corolédrio parte (i) entao SI 3r ¥ reR e portanto

8L = &+ 00 e, andlogamente, usando a observagao 1§ =+ e , on seja,
o1 =8y

Se b), pela parte (i) do coxoldrio teremos SI<r V reR 8] =00
e, analogamente, IS = =00 ==» 8 = IS,

Se ¢), pela parte (i) do coroldrio teremos SIyr W r3 Ty

SIL v ¥ r > Ty

&

s ou simplesmente SI pxr, e SISrO e portanto

ST = xy . Andlogamente, IS =Ty o ST= IS

Mos tremos agora que (E‘o’"’-} G( 6#1,) Vren .

: . _ T se n fOr par
Vamos assumir que J(sl, A Sn) "{Z{i S8 11, o8 Chga

pois se isso nao fOr verdade podemos Gonstruir outro jdgo equivalente
a G( Cf)r) onde isso 'valha adicionado-se uy elemento /4 extra a M e fa
zendo-se modificacees convenientes de S e Xr gue forcem os jogadores
a escolher /“ sempre que nao £Or a sua vez de jogar em G 47.(,)

Como M. € no maximo enumerdvel, seja f ;3 M—bw biunivoca.

Seja (sly suey sn) sequeéncia finita permissi“vel de elementos de

M, chamaremos

T{sjj-'s."ﬁoo‘,",‘_‘,, s,) = émeM e = (myy mys 0o.)€S  com

By = Bys cees By =Wy 8 8y g =W }
Dade  r &R, vamos construir um P & w* 4a1 gue ‘G‘w(P-) determing ¢o ——p
G d}r) determinado, . | !
= \ .
. W) - . Yed
P = ?(Xlg XZQ aoa)&(’u 4 (f l(xl)s g (X?—}? oon.)exr’} k) ?(xlw x29003¥‘% )é
: : ¢ WY k é par e f’l(xli}éﬁﬁ(fw’l(:cl), Ao“} f“‘l(x .ml}} }
B f(xy, X oul) & W (FMm), M), e )es -8 U

.l é(xlp coes Fps 2e0)€& W2 k Impar e 'f"“l(xk)é T(f"‘l(xl);“og (f““{-kal%}

Como £ é biunivoca, o ('81," Sps cea) & S existe dnico



_ . -y
(xlg Eoy ves) & W tal que (815 85 Py {i""*(xl)g £ (X s eual

t

Agsim, uma esiratégia G , Por exemplo, do jowador LI em G ) é do
l"

tipo: ‘
) nl ‘“1 : & - T .
& nLjO ( r (x9)s ooey £ (xpy,4)) permissével ¢ x; ¢w |—»M
tal que

(f“l(xl_)g o o' b ;(f"’”l(xzm_l_)9 %(f”lixl')g o fmlfxznﬂ)j ¢ permissével

e p,or{;an‘%o , ' - @& ela corresponde natural
mente uma estrategla z' de II em G (P) pela meneira ¢omo P foi deter-
minado,

ro v N S T G T
@ ¢ s 0 Zqs eaoy in-}'l L] e . (Xl gobog -
n = '

" )
(*Fppay )
permissivel 3 e W

‘ N = s e |
Elxys ooy Xpy ) = LoBE )y ooes T (xgyy4))

Note—-se nue a imposicao de (fﬁl(xl)g . f'"l(xz;n;l)} ser permigsf-

vel n‘ép tira a generalidade de Z'g pois podemos nos restringir as

sequénecias finitas (X4 ocaey X ) que tenham sido ob-
1 )

21&3
‘tidaé dentro do jdgo GN(P)Q T neste caso, a manwra somo Torem cons-
t';m,{dos Yoe B’ exclui seguéncias (Xlg cooy XEn-\le) ( on mesmo de ulti
mo fndice par) que nao sejam do tipo imposto.

Seja agora W‘-estratégia wenced ra para I em - G (?)o

ot \,’,) 2(:&1& ooy Xpo) ® &wl -3 g
Entgog R es'brdtegz.,a de IT em u’(?)“ guando I jogae através de (T' a

sequéncia final obtida FTica em P, A V,@orresponde naturalmente, de

‘maneira sndloga & feita anteriormente, uma estratégia - ¢ de 1T
& & \
em G(d) )
g . UO g £ :EQ“L(}:})?OM? f”lf:&?n) ) permissivel ¢ x e.w} >
ne= N

,,al aue (£ 1(:&1)90“9 “l(x‘)n) bow - G” (Xyseoes xzn
Novamente observemos que gL G“\X w“.,xgﬂ) & T{x 'L(xl)s,“a,,w, j"(:xc?n)

- pelas mesmas razoes ga citadas anteriormente,

2

pssin, V & estratégia de TT em G Cb.,) se T joga atvavés de 0

,n“"l !

chegarao ao final o vma sequénecia (£ *’(mzl)v £ (%) 000) € 8 tal que

[






TR g ., ) oy T PP RO e B2 e "
Ll egcolhe wa conjunt S 3 3
R 3 J Ay 10 ,J 9 2 é (‘r,';) (‘}’Qﬂl &J;? C_:‘ Q]-
I escolhe un zonjunto §. o B com S. < S()
S = 3 A

“

LSS

¢ assim por diante até que os jogadorses formem uma sequencia permsi

fole]
Se _/W 3. < X entao I ganha,
- n
n=1 . : .
- , % L] ~ -
- Se ¢\ 8, & X envao Il ganha,
n= e . .
Note-se que por (b)) M S, © unitario e Portanto exatamente uma

, n=1
das duas inclusoes aconteceu

J:,st@ € vm ;]ogc da tlpo (M,s 9% ¢ JJ} onde -

<0 ' ” '
U B, que ¢ no méximo enumerdvel por (a)
kM*O o

8 é o conjunto de todas as sequéncias permlﬂ; siveis,
(S . “_2 i Be k e nar

=
i

!k) T se k é impar

4) 3 S—DE ¢é composta das seguintes funcoes: o
185 =>[0,1] tal aue i (85,8;,..0) = /) EN

k=0

e 23[0?135-@ R tal gue X(X) ,_,;z Lse x&X

-1l se :-r¢ X,
Assim % implica que I ou IT tenha uma estratégia vencedora. Assim,
em vigve de (3..} o teorema segue da seguinte propesigaos

(1) Se I tem uma estratégia vencedors entao

(ii) Se II tem uwma estratégia vencedora entao

A 2 T - 2c, ).

Nzl _
Mesmo sabendo que algum dos jogadores tem uma estratégia ven'ce

dora as possibilidades de escdlha nas virias etapas .do jogo sao, em
principio, demasiado complexas para se poder fazer af;.rmagmes ar

peito de suas medidas. Por isso faremos, airavés de 3 lemas pretimi
nares, restrigoes na arvore de possibilidades do jogo. Nus restringi

remos a escOlhas que possam ter suas medidas controladas de xaneira

3



a gue Tenhamos ac final em conjuntc A tal que so I

v ?fd P

vence Asf.”

se II vence A [« XC Serd através de A que poderemos i‘azer aft l]’nmu,ueﬁ

aobre a-medida de X ou do X0,

Lema 1 ¢ Seja (83,8)y00098, 1) &€ P 4

n

e seja @ uma fungao  de

&
R R
P, em B .. tal que & (R n) € R, V¢ |, & P, onde .~ (R, o1 By v oo sR)

(em partiéﬂlar & pode ser uma estratégia ). Entao J uma sequéneia

. 1 B i ] i
finita Sn“aw Sn & 13n com E’n < Sn__'1 tgl gue

/ m ‘ iy
AU B (5gs..008,_ 1,8) ) 3 -
2 (8, l)(l - 2r ) e mais ainda, os conjuntod

& (SyeoesS 1"3 ) s@o disdubh juntos.,

(Paremos a demanstrac;ao a0 Linel da demonstragao do ?'eorema 4),

a2

Se;j;_a agora & 3 \J Ppe —2 u Bpkﬂ_mtal que

k=0 k=0

r4 (RO’““ VRZk)- & Ry una estratégia para o ;]ogador I.

Imaginenus que cade vez que II joga &le faz sua €seOlha entre

as possibilidades dadas pelo lema 1 e aue o jogador I

Teremos uma arvore de possibilidades de jogo do

gl == £ (By) =—

s -

~ ;;' ,Z(Rz) oo
By e BARY )R] — -
0 l
/ ' S,, mg(s );‘“‘“
Sq === & {8q) =5, _

1
\T o Z{Tl)““"”"ﬁ —Zr) =

\ 2 («"12
\Tl‘ — =

3 o
B e (1) e
&) ==

5

joga segund.'o' zd'

seguinte tipoig'f



Chawwremos de Ay = Z;(ao;, Ry Bera » upieo d 6 vuliulady

possiveis escolhas de II (segundo o Lema 1) & purhir de & (85). WNo

exemplo acima UZ(R ) UZ(S ) U Z('T‘ N A, gerd & uni®
sl

das escolhas de I fei tas na pos1gdo 5 a partlr de todas as poss;‘mll
dades de escdlha de II na posz.c;do 4, No exemplo acima

A U Z(Rg) \) E(Sz) U Z(‘?‘ ). E assim por ‘diante. Formalj

zando. a notaqao teremos.

) , ' CP o>
Sejaz I z * u inl > (u .Pn) tal que
n=l - n=1

i::: lqucogm }

2%

I 2 (sopslgo,wsnﬂl) = z(so,“..gsn__lybn)_

onde a imagom é construida a partir do Lema 1 (ou seja

/L(\.,_j G (SgeesesSy_ l,s) > M8, 4) (1~ 2p.) . eom

G Hgpee 3snnlgsl) sao disjuntos).
" ;

Defininoss

i = Iz (80,2 (8p))
n
Is.# S, ISH(JSO’“’”’SZ{I] 1)r & (8gsee98(41y) )
(809000932(1‘“1))6 I |
Assim

An = \ J Z (Sogaongoen)

n
(Sogaeogsan)c-:{g

Com esta nmotacao temos o

Tiema 2 2 ¥i _ _
(i} Ma) 2 Rl (1~ 2r,)
(ii) Aﬂ+lCA n= 1,25000

(Paremos a demosntragao no fim do teorema 4).

» I
Lema 3 i VYpe A /1;\1 b, ={ estratégia 6: para o jogador II tal

que ge 1 joga por meio de & e II por meio de 0“', entao

ﬂ S ?P} , onde (8198290”) denotam as escdlhas sucessi

vas doe jogadores, (demonstragao dspois)



(a) Se & é uma egtratégia vencedora pata I entao Y0 entratégia de
. ¢ "‘" 1 - ~a<-l 2
1 6 “?} = ﬂ S , Onde S sa0 ag escolhas suceesivas de I e I1,fel
. ' n=l i
tas por & e &, teremos que pe Xo
Portanto, pelo Lemua 3

o
i A ¢ X
;0

Como pelo Lema 2 temos

o e, o

PRI g I e kY

sejue (X}? ry \\ (1 - 21-21) c.q.d.
. im -

('b) Be & é esfrdregla vencedora para Sl entao teremos o resulta-
do /Q*(X(’) TT (2 - 2r2n==-1) atraves de resultados analogos acs dos

Liemis 2 e 3,

Demonstracao do Lema 1:

Vamps definir os conjuntos s* por indugao.

n
Suponhamos que S‘Lg”agsa (i » 0) jé estajam definidos. Consideremos
' n n : : '
0 conjunto . W T }
Ré = Sn«»l MAm 7 - L./'{ \Z(Sosw“'esn lvs ) ( A ( . \)
A

e M (Rj)_ D 2./{(8@_13 = entao R;j @qn‘tem um subconjunto P de

Al ]
i ; ; =

BT s < é(sn,l HOTIERE O]
= vsvz‘-—L e ‘ ' <

g é 2 )
8l qqe‘ : /41(1?)7/( (un 1

Tenpss 1) &(P) 5 /2%
|

\

2) P pode ser tomadd como uniao finita de intervalos de extre-
midades racionais.

\

}} ‘ﬂ(P)Péla‘vzo 50 0 o e 1 By

n .
¥ *1
Entao 3 vm conjunto 53 lC— P tal que/( 53 Jo=To. ... oYX, € que
g n. %
n n

portanto pertence a Bno

Duste maneira de‘finimos consecutivamente os térmos da seguéncia SJ‘ Sd
n n

. m .
até o S, onde /V~ (R ) £ 2/1

$§ &oe



ﬂ i/ /&“‘u -1/ /‘(/ % & ‘0 A ). ) ) £
£ < /« Sp- )Ty

M

ok o )
>N HZ (SpueeasSy 908, )} 2 M, )o(d-20)
Como para todo J = 1,2i4c0, M ~ 1 temos
A 034»1 J+ 1
Z(SOQQQOQSH ls ) Sn . g Snl T8 uz (S Tuvog )
segue que 0s conjuntoa Z(SOS'“" e ® S ) sao disjuntog o. a}d

Demongtracao do Lema 2:

a con31derar dadas duas sequeéncias \SOQQ,Q,SP

(ii) 'Axifl = \ ) E(SO.;,Q“”1 SE(n*l)) ¢ A, ¢ consequéncia

(Sps-0es82(nu1) 6 Ifé*l

‘direta do Lema Lo
(1) Primeiro mostraremos que t0dos os conjuntos Z(Sogo,‘,s,ﬁzn) que a

parecem em A sac disjuntos (para um n fixo). Existem dois casos

v B ]
n) (Sogboop sZn> pez:

“tencentes a Igz

9
= 8

- % " o ' ¢
T ghres Hopay - Sopg e Szn:# So, Sendo que dstes Wl

o

timos sab membros distintos do conjunto 1o (SO;MQ; Sop.q) (lembre

mos que & & estra‘iﬁégia para o jogador I e que portanto

Sopp1 = 3(82“1 l\)a Neéste caso temos pelo Lema 1 diretemente gie
(Bpaes , Bghoih 8y, ) A Zfso sids s,,n iy Sdn) qS .

25 Caso gerals -
pdra este caso proeedefemés pox indug%oo Note-se que pura n= 1 ,
‘recai-ge em (i')a |

Suponham’ds por indugao que

T (RpseeesBory 13) N B (RyoewesBpy(y q)) = P

s \ n=1
V (Rosoe'ogag(nul))g (RﬂgooogRZ(n 1))6 1 2

T
; n
Segam (Sogo‘oogsgn)g (Sogo‘o.ogszn) G: Iz

Do Liema 1 temos

Z (SOQQOoQSQn) g Szn é Z (SO9°°°9 Se(n"‘l)) e

[ U v
'@_(SO”“"* E’Zn)g"s&n = E(SO’“”’ 2(n==1)>

B






akm

@ 1w

(a) > § /((6\0,,,‘, 1Sopd 1.0 L= 2ry 0 0y

(8 )6 I

0

0990) r

os g(s 185, ) sao disjuntos

jpnbo

/'(( e (SO° “°"°2n>) . (- 21‘2(n+§l}) h

\100982,{1 g

. ‘
= 1 = == 3 & L 9 =
A ﬁ (An) (1 2r2(nf-l)) >’[r.!. 3".:{1 (1 21‘21,] (1 grB(nﬁL}).

.ntl

= rl ‘ \ (l = 21‘1) -‘;’oqodo

=1

Demonstracao do Lema 3:
o0

Sea-a P e n A’n" Como 08 COﬂjunJﬂos Z (SogooagSEn) (Gom (Sowsaegs;?n)e
n=1

& I%,) 880 d.sjuntos para um n fifﬁo9 vamos chawar de (Sp,a“,,sgn} a
unica sequencia de IE para a qual p & G((SO, slo5 g S2n ))

Suponhamos que O'; ¢ uma estratéuia para o Jjogudor I tal que

P B Ddn, P D : ~
6;(,(30““9' S o(n ~1) » € 552y 83(noq)))= 55, pera m=1,2,.07
<R
E claro que pe /\S“ se as escOlhas S, sao feitas por meio de G e d;
| o -

n

bt n ‘ oo
€ como 5(Sn) 5 1/2 ¥ n  temos { p} e m S . e aeds
. : - ekl ,



. [l] - Paul . Cohen, Set Theory and the continuum Hyp

21
14

{4
[v]

(51

il

i

§

Ivpothesis,

W, A, Benjamin, Iinc, 19606,

P, R, Halmos, Lectures on Boolean Algebras,
Y : . : _

A, Levy, Definability 1in axiomutic set theory: L. LOELC, lethe

frha !
vl ,.\.‘j,“. A

dology and Fhilosophy of Science, in Proccedings ol

International Congress (Bd. Y. Bar-Hillel), Amsierdail 1965, PP
- 151,

Jan Mycielski, On the axiom of determinateness, Fund. Kath. %)
(1964 ), pp 205-224.

— and 5. Swierczkowskl, on ihe Lebesgue measurabillity and o

axiomn of determ;naten%ss¢ Fond. Math, 54 (1964) pp &1-71.
— und H, Steinhauvs, A Mathematbicadl Axiom contradicting tne
axiom of choice, Bull. Acad. Polon. Sei. Série math., asir

phyg, LU (1962) vp 1- I

f, Myhill and D, Scott =~ Ordinal definability (Leciures Notes

| 2
prepared in connecticn with the Summer Insgtituie OO AXLQMmet Ll
det Thecory held av U.C.L. A - 19067/,

Rovert M. Solovay A model of sct - theory 1in wich every S¢€
inn., of Math, 92 n® 1 (1970

of reals is Lebesgue peasurable.

pp 1-55.

Van Nostrand, i%b3

¥y

.





