SIMETRIA RESPECTO DEL ORIGEN. FUNCIONES IMPARES:

Una funcion es simétrica respecto del origen O(0, 0) cuando todo punto de la gréfica de f tiene
su simétrico respecto de O en la misma grafica.

A

(x, £(x))

)

¥

1 (x)

P, £ (X

Si P(x, f(x)) es un punto de la gréafica, su simétrico
P'(x', f(x) pertenece también a la misma gréafica:

Si consideramos la siguiente figura, los puntos Py P’
son simétricos respecto del origen y sus coordenadas

. X'=—X
verifican que
{f(x') =—f(x)

Por tanto,

Una funcion es simétrica respecto del origen O(0, 0)

cuando para todo punto x del dominio D se tiene que

—x perteneceaD y f(-x)=-1(x).

Las funciones simétricas respecto del origen reciben el nombre de FUNCIONES IMPARES.
Este nombre proviene de que en el caso de que se trate de funciones polindGmicas simétricas
respecto del origen, éstas tienen todos sus exponentes impares.

Ejemplos de funciones simétricas respecto del origen:

= La funcion f(x):1 ya que f(—x):i:—lz—f(x)
X X

Su gréafica como sabemos es (hipérbola equilatera) :

4

kT

f(x):%

¥

A

f(x)=x*

¥

= Lafuncion f(x)=x* yaque f(-x)=(-x)’=-x*=—-1f(X)

= Lafuncion f(x)=x-|x| yaque f(—x)=(=x)-|-x|==x|x|==T(X)
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SIMETRIA RESPECTO DEL EJE DE ORDENADAS (OY). FUNCIONES PARES:

Sea f:D—R. Se dice que f es simétrica respecto del eje de ordenadas (OY) cuando
todo punto de la gréfica de f tiene su simétrico respecto de OY en la misma grafica.

Si P(x, f(x)) es un punto de la gréfica, su
simétrico P'(x', f(x")) pertenece también a la

misma gréafica: Si consideramos la siguiente figura,
los puntos Py P' son simétricos respecto del eje
OY y sus coordenadas verifican que

X'=X

f(x)="1(x)
Una funcién es simétrica respecto del eje de
ordenadas (OY) cuando para todo punto x del

dominio D se tiene que —x pertenece a D y

f(=x) = f(x).

Pi(x, £(x9)

AY

()

Geométricamente significa que si doblamos el papel por el eje QY, las dos partes de la

grafica coinciden.

Estas funciones reciben también el nombre de FUNCIONES PARES. Este nombre proviene
de que en el caso de que se trate de funciones polinémicas simétricas respecto del eje OY, éstas

tienen todos sus exponentes pares.

Ejemplos de funciones simétricas respecto del eje de ordenadas:

= La funcion cuadratica f(x)=x yaque f(-x)=(-x)*>=x"= f(x).
= Lafuncion valor absoluto f(x)=|x| yaque f(—x)=—-x|=|x]|=f(x)

= Lafuncion f(x)=x’—|x| yaque f(=x)=(=x)"—|-x|=x"=|x|= f(X)

Sus respectivas graficas serian:

f () =[x]

¥

A

f(x) = x| x|

¥

¥
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FUNCION PERIODICA:
Sea f:D—>R. Se dice que f es periddica si existe un namero real, no nulo, T,
Ilamado PERIODO, tal que paratodo xe D, x+T e D y se verificaque f(x+T)=f(x).

De la propia definicién se deduce que si T es un periodo de la funcion f, también lo es 2T, 3T,...,
es decir sus periodos son multiplos enteros del menor periodo positivo T, que recibe el nombre
de periodo principal o propio.

El conocimiento de la grafica de una funcion en un periodo nos permite construir por
periodicidad toda la grafica.

Ejemplos de funciones periddicas:
= Todas las funciones circulares:

Las funciones seno y coseno tienen por periodo T = 2r, mientras que la funcion tangente
y la cotangente tienen por periodo T ==

= La funcién decimal o mantisa: su periodo principal es 1.

LLLLALLL L

FUNCIONES ACOTADAS.

Funciones acotadas superiormente.

Una funcion f se dice que esta acotada

superiormente si existe un namero real M tal que M
f(X)<M V xeDom(f)
Este ndmero real M recibe el nombre de

COTA SUPERIOR de la  funcion f.

Geométricamente significa que ninguna imagen es f ()

superior al valor M y, por tanto, la grafica de la

funcion f estara por debajo de la recta y = M.

NOTA: Si M es una cota superior de la funcion f, cualquier otro nimero real M’ mayor que M,
también es cota superior de f. En consecuencia, si una funcién esta acotada superiormente
siempre tendra un conjunto de cotas superiores.
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Funciones acotadas inferiormente.

Una funcién f se dice que estd acotada
inferiormente si existe un namero real m tal que

f(x)>m V xeDom(f)

Este nimero real m recibe el nombre de
COTA INFERIOR de la funcién f. Geométricamente
significa que ninguna imagen es inferior al valor m
y, por tanto, la grafica de la funcién f estara por
encima de larecta y =m.

NOTA: Si m es una cota superior de la funcién f,
cualquier otro numero real m” menor que m, también
es cota inferior de f. En consecuencia, si una funcion
estd acotada inferiormente siempre tendra un
conjunto de cotas inferiores.

Funciones acotadas.

f(x)

¥

Una funcion se dice que esta acotada si lo esta inferior y superiormente.

Por estar acotada superiormente, existira un nimero real M que es mayor o igual que
todas las imagenes de la funcién y por estar acotada inferiormente, existira otro nimero real m

que es menor o igual que todas las imagenes de la funcion. En consecuencia,

AmM /m<f(X)<M

lo cual significa que todas las imagenes de nuestra funcion estarian comprendidas entre my My,
por tanto, geométricamente, la grafica de la funcién f estaria en la banda comprendida entre las

rectas y=m e y=M.

Ejemplo: La funcion f(x)=sen(x) es una funcion acotada ya que esta acotada superiormente

por M =1 e inferiormente por m=-1.

Vv x € Dom(f)

y=1___

**** N

Una definicion equivalente de funcion acotada seria la siguiente:

f estdacotada <« JkeR /|f(x)|<k V xeDom(f)
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Podriamos demostrar que la suma y el producto de funciones acotadas es otra funcién
acotada Yy, en consecuencia, el conjunto de funciones acotadas tendria la misma estructura que el
conjunto de funciones reales de variable real.

Funciones acotadas en un punto.

Sea f una funcién definida de D en R y sea a un punto pertenecienteaD (aeD).

e Se dice que f esta acotada superiormente en el punto ae D si
existe un entorno V(a,r),en el cual la funcion esta acotada

superiormente.

e Se dice que f estd acotada inferiormente en el punto ae D si
existe un entorno V(a,r),en el cual la funcion esta acotada

inferiormente.

e Se dice que f esta acotada en el punto ae D si estd acotada
superior e inferiormente en el punto ae D

Resulta evidente que si una funcién f esta acotada en su dominio D estara acotada en cada
uno de los puntos de D, pero el reciproco no tiene por qué verificarse: una funcién puede
estar acotada en cada uno de los puntos de su dominio y, sin embargo, no estar acotada en su

dominio. Es lo que le ocurre, por ejemplo, a la funcion cuadratica f(x) = x*: esta acotada en
todos sus puntos y no esta acotada en su dominio.

Extremo superior. M&ximo absoluto.

Se llama extremo superior de una funcién f a la menor de las cotas superiores de dicha
funcidn. Se representa por sup(f).

Si este valor lo alcanza la funcién en algun punto de su dominio, recibe el nombre de
méximo absoluto.

Por tanto, se dice que una funcion f tiene un maximo absoluto o global en un punto
ae D siseverificaque f(x)< f(a) VxeD.

Extremo inferior. Minimo absoluto.

Se llama extremo inferior de una funcion f a la mayor de las cotas inferiores de dicha
funcidn. Se representa por inf(f).

Si este valor lo alcanza la funcién en algin punto de su dominio, recibe el nombre de
minimo absoluto.

Por tanto, se dice que una funcion f tiene un minimo absoluto o global en un punto a € D
si se verificaque f(x)> f(a) VxeD.
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Ejemplos: A

= Lafuncion f(x)=x* esta acotada inferiormente por

el cero y cualquier valor negativo. La mayor de las
cotas inferiores seria el cero, por lo que nuestra
funcién tiene extremo inferior y como existe un
punto en el dominio en el que se alcanza este
extremo inferior, diremos que nuestra funcion tiene
un minimo absoluto en el punto x=0.

f(x)=x?

¥

- 1 L
= La funcion f(x)=— también tiene como
X

cota inferior maxima el valork=0; sin
embargo, esta funcion no alcanza el valor
cero en ningun punto de su dominio, por lo
que tiene extremo inferior y no tiene maximo

absoluto.

¥

Méximos y minimos relativos de una funcion.
Sea f una funcidon definida de D en R y sea a un punto perteneciente a D.

Se dice que una funcion f tiene un méximo relativo en un punto ae D si existe un
entorno de a, V (a,r), en el cual se verificaque f(x)< f(a) VxeV(a,r)nD.

Se dice que una funcion f tiene un minimo relativo en un punto ae D si existe un
entorno de a, V (a,r), en el cual se verificaque f(x)> f(a) VxeV(ar)nD.

La palabra relativo nos indica que estamos
comparando la imagen de f en el punto a con la
imagen de puntos proximos al punto a. En
consecuencia, no debemos confundir los maximos
y minimos absolutos de una funcion con los

maximos y minimos relativos de la misma:

¥

mientras que los primeros son unicos, los

segundos no tienen por qué serlos (puede haber

mas de uno).
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Tambien debemos tener en cuenta que los maximos y minimos absolutos son al mismo
tiempo relativos, pero la reciproca no siempre es cierta: un maximo o minimo relativo no tiene
por qué ser absoluto.

En el ejemplo cuya gréfica se adjunta vemos que la funcion tiene un maximo y un minimo
relativos, pero no tiene extremos absolutos.

FUNCIONES MONOTONAS.

Una funcion f se dice que es monotona en un punto a cuando sea creciente, estrictamente
creciente, decreciente o estrictamente decreciente en ese punto.

Funciones crecientes en un punto.

Una funcion es creciente en un punto a si para cualquier x valor perteneciente a un
entorno de a, se verifica que:

si x<a = f(x)<f(a)

vxeV(@rn: {si x>a = f(x)>f(a)

Esta relacion también puede expresarse en funcién de la tasa de variacion de la siguiente
forma: pasando todo al primer miembro de las desigualdades obtenemos

six—-a<0 = f(x)-f(a)<0
six—a>0 = f(x)—-f(a)>0
Por tanto, si dividimos la variacion de la imagen entre la variacion del original, tanto si el

punto x esta a la izquierda como si esta a la derecha del punto a, el cociente (tasa de variacion
media) sera mayor o igual que cero:

f0-f@) .,
X—a
Funciones estrictamente crecientes en un punto.

Una funcion es estrictamente creciente en un punto a si para cualquier x valor
perteneciente a un entorno de a, se verifica que:

six<a = f(x)<f(a)

VXEV(a'r):{six>a = f(x)> f(a)

Esta relacion también puede expresarse en funcion de la tasa de variacion de la siguiente
forma: pasando todo al primer miembro de las desigualdades obtenemos

six—-a<0 = f(x)—-f(a)<0
six—-a>0 = f(x)-f(a)>0
Por tanto, si dividimos la variacion de la imagen entre la variacion del original, tanto si el

punto x esta a la izquierda como si esta a la derecha del punto a, el cociente (tasa de variacion
media) sera mayor o igual que cero:

f-f@) _,
X—a
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Funciones decrecientes en un punto.

Una funcidn es decreciente en un punto a si para cualquier x valor perteneciente a un

entorno de a, se verifica que:
Si a f(x)>f(a
vxeV(a,r): !X< = f=1(@)
six>a = f(x)<f(a)

Podemos observar como a medida que va aumentando el original, las imagenes van
disminuyendo.

Esta relacion también puede expresarse en funcién de la tasa de variacion de la siguiente
forma: pasando todo al primer miembro de las desigualdades obtenemos

six—-a<0 = f(x)-f(a)=0
six—a>0 = f(x)—-f(a)<0
Por tanto, si dividimos la variacion de la imagen entre la variacion del original, tanto si el

punto x esta a la izquierda como si esta a la derecha del punto a, el cociente (tasa de variacion
media) sera mayor o igual que cero:

f0-f@ _,
X—a
Funciones estrictamente decrecientes en un punto.
Una funcidn es decreciente en un punto a si para cualquier x valor perteneciente a un
entorno de a, se verifica que:
six<a= f(x)>f(a
vxeV(a,r):q . ) (@
six>a = f(x)<f(a)

Podemos observar como a medida que va aumentando el original, las imagenes van
disminuyendo.

Esta relacion también puede expresarse en funcién de la tasa de variacién de la siguiente
forma: pasando todo al primer miembro de las desigualdades obtenemos
six—a<0 = f(x)—f(@)>0
six—a>0= f(x)—f(a)<0
Por tanto, si dividimos la variacién de la imagen entre la variacion del original, tanto si el

punto x esta a la izquierda como si esta a la derecha del punto a, el cociente (tasa de variacion
media) sera mayor o igual que cero:

(- _,
X—a
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En resumen:
Sea f una funcion definidade D en R y sea a un punto perteneciente a D.

creciente >0
estrictamente creciente - >0
) enaebD < vXeV(a,r):M
decreciente X—a <0
estrictamente decreciente <0

Ejemplos:

e Estudiar la monotonia de la funcién f(x) = x® en el punto de abscisa x = 0.

Para ello calculamos la tasa de variacién media de la funcién en el punto de abscisa cero:
f(x)-f(0) x*-0_ x°
x—0 x-0 X

=x*>0 VvxeV(0,r)
En consecuencia, al ser la tasa de variacion media estrictamente positiva en cualquier
entorno de cero, la funcion clbica es estrictamente creciente en el punto de abscisa x = 0.
e Estudiar la monotonia de la funcion f(x) = x> —3x+2 en el punto de abscisa x = 1.

Para ello calculamos la tasa de variacion media de la funcién en el punto de abscisa uno:
fO)-f@) (xX*-3x+2)-0 (x-1).(x-2) _
Xx-1 Xx—-1 Xx—-1
En consecuencia, al ser la tasa de variacion media estrictamente negativa en cualquier
entorno de uno, la funcion dada es estrictamente decreciente en el punto de abscisa x =1.

x-2<0 VxeV(@Qr)

., 1 . i
e Demostrar que la funcidon f (x) == es estrictamente decreciente en todo punto.
X

11 a=x
f0-T@) _x a_ ax __a=x __1_, VxeV(a,r) que no contenga al
X—a Xx—a Xx—-a ax(x—a) ax

punto cero.

Funciones mondétonas en un intervalo.

Sea f una funcion definidade Den R.

e creciente
. e estrictamente creciente ) ) ,
Se dice que f es . en un intervalo | < D, si Vx,x'el se
e decreciente

e gstrictamente decreciente

ex<x'= f(x)< f(x)

1 f f '

verifica la siguiente relacion X <x= 100 < T(x)
ex<X'= f(x)> f(x")

ex<Xx'= f(x)> f(x)
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Es evidente que si una funcién es monotona en D, lo es en cada uno de sus puntos. Sin
embargo, el reciproco es falso: una funcién puede ser monotona en todos sus puntos y no serlo
en su dominio.

En la préactica, el método mas comodo para estudiar la monotonia de una funcion es
mediante la tasa de variacion media. Operando igual que en la monotonia de una funcion en un
punto llegamos a la siguiente definicion de funcion monétona en un intervalo (equivalente a la
anterior):

e Sea f una funcion definidade Den R.

creciente >0
estrictamente creciente - >0
) enlcD < VX,x'eI:M
decreciente X—X' <0
estrictamente decreciente <0

Ejemplos:

e Estudiar la monotonia de la funcién lineal f(x)=ax+b segln los distintos valores de a

Calculamos el cociente incremental:

f(x)— f(x') . (ax+b) — (ax'+b) _ax—ax a(x—x") _a
X=X X=X X=X X=X
Al ser el cociente incremental igual a “a”, tendremos:
e Si a> 0, entonces la funcion sera estrictamente creciente.

e Si a<0, entonces la funcion sera estrictamente decreciente.

e Demostrar que la funcién f(x) = x* es estrictamente creciente en R.
Calculamos el cociente incremental:

f)—F(x)  x3—x°  (x=x)(X* +xx+x?)
X=X X=X X=X

=x>+xxX+x%>0 Vx,xeR
Por tanto, la funcion cubica es estrictamente creciente en R.

EJERCICIOS.

1. Calcular el dominio, ceros y simetrias de las siguientes funciones:
X—2
x> -1

Al ser una funcion racional su dominio sera el conjunto de numeros reales salvo los
puntos que anulan el denominador. Por tanto:

Dom(f)=R—-{-1,+1}

° f(x):

Para calcular los ceros de la funcion igualamos a cero:
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X—2
X2

f(x)=0 = 0 = x-2=0 = x=2 = C(f)={%

Simetria: calculamos f (—x) para compararlo con f(x)

f(-X) =

(-x)-2 _-x-2_ x+2 _ f(=x) = f(x)
-x)?-1 x*-1  x*-1 f(=x) = —f (X)

Por tanto, no tiene simetria respecto del eje OY ni respecto del origen.

e f(X)=+x"-6x+8

Dominio: Dom(f)={x e R/x*—6x+8 >0} Veamos cuales son estos puntos:

Xx—-2>0 X>2
= =Xx2>4
Xx—-4>0 X>4

X—2<0 X<2
= = X<2
Xx—4<0 Xx<4

Por tanto, Dom(f) =]-o0,2]U[4,+0o[ =R-] 2,4 |

X*—6x+8>0 = (x-2)(x-4)>0 =

Ceros:

X=2
f(X)=Vx*—6x+8=0 = x*-6x+8=0 = {x—4

e f(X)=L(X*+1)

Dominio: el dominio de la funcién logaritmica es el conjunto de puntos que hacen el
argumento estrictamente positivo. Entonces:

Dom(f)={xeR/x*+1>0}=R puesto que x°+1 siempre es estrictamente mayor
que cero.

Ceros: f(X)=0 = L(x*+1)=0 = x*+1=1 = x=0
Simetria:
f(=x) = L((-X)® +1) = L(x* +1) = f(X)

Por tanto, es una funcion par y es simétrica respecto del eje OY.

2. Dada la funcion decimal f(x) =dec(x) razona si:

a. Es periddica o no.

La parte decimal de un numero real es una funcion que toma siempre valores
comprendidos entre 0 y 1: cada vez que incrementamos un nimero real en una unidad, se
repite la misma imagen (s6lo varia su parte entera). Es, por tanto, una funcién periddica
de periodo T = 1.

b. Esta acotada superiormente e inferiormente.

Al tomar siempre valores comprendidos entre 0 y 1, la funcion f(x)=dec(x) estara
acotada superior e inferiormente; luego, estara acotada:
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Cotas superiores = {valores mayores o iguales que 1}
Cotas inferiores = {valores menores o iguales que 0}
c. Tiene extremo superior y extremo inferior.
sup(f) ={menor cota superior} = 1
inf(f) = {mayor cota inferior} = 0
d. Tiene maximo y minimo.
No tiene maximo puesto que el valor 1 no lo alcanza en ningin punto mientras que si
tiene minimo ya que el valor cero se alcanza en cualquier punto de abscisa entera.

EJERCICIOS PROPUESTOS.

1. Calcular dominio, ceros y simetrias de las siguientes funciones:
1 x-1

f(x)=x*| x| f="7 f(X)=ﬁ f(x)=+1-senx f(x)=L({1-x?)

2. Hallar razonadamente el maximo o el minimo de las siguientes funciones:

f(x)=x’ f(><)=x—12 f(x)=x| f(x)=x%| x| f(x)=X21+1

3. Demuestra la veracidad o no de las siguientes proposiciones:

a. Lasuma de dos funciones pares es una funcion par.

b. El producto de dos funciones pares es una funcion par.

c. Lasuma de dos funciones impares es una funcién impar.

d. El producto de dos funciones impares es una funcién impar.

4. Calcular la expresion analitica de las siguientes funciones:
. f(x):‘x2—5x+6‘ o f(x)=x"|x| o f(X)=|x-1+[x+2
o F)=[X+|x+2+|x=3 o f(x)=|x-1-|x+2| . f(x):‘|x—]4—|x+2”

x-1

5. Sean las funciones dadas por f(x)=x*-1y g(x)= 1
X+

Calcular: f + g, f-g,i, fog, gof, fof, gog, fofof
g

e Sus dominios maximos.

6. Una funcion es tal que el méximo y el minimo coinciden, ¢qué se puede decir de ella? Si
existe alguna representarla.

7. Demuestra que la suma y el producto de funciones acotadas en un dominio D es otra funcion
acotada.

8. ¢Queé diferencia existe entre extremo superior (inferior) y maximo (minimo) de una funcion?
¢Pueden coincidir? Poner un ejemplo que aclare la respuesta.

9. Demuestra que si f(x) es creciente, también lo es f(x) + k, siendo k una constante.
10. Demostrar que si f y g son crecientes en un dominio D, también loes f +g.
11. Estudiar el sentido de variacionde f y 1/ f
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	NOTA:  Si m es una cota superior de la función f, cualquier otro número real m’ menor que m, también es cota inferior de f. En consecuencia, si una función está acotada inferiormente siempre tendrá un conjunto de cotas inferiores.
	Funciones acotadas.

