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Resumen

En la vida real existen ecosistemas en los que dos o mds especies interactian
por su supervivencia ya sean por ser depredador y presa o compitan por el mismo
alimento, el cdlculo de las densidades de poblacion de estas especies es muy im-
portante en el sentido biologico para su estudio. En especial, son de gran interés
encontrar ecosistemas donde las densidades de poblacion, a través del tiempo, repi-
tan ciertos patrones ciclicos. En este trabajo vamos a estudiar diversos sistemas de
Lotka-Volterra (tanto lineales como no lineales) en los que interactian dos o tres
especies y nos centraremos en los sistemas que contengan soluciones periodicas o ci-
clos limites. Después explicaremos el método perturbado de Poincaré-Lindstedt para
el cdalculo de soluciones periddicas y lo aplicaremos a algunos sistemas ya analizados
que contengan soluciones periddicas para poder obtener dichas soluciones y ver que

el método funciona.
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Abstract

In real life there are ecosystems in which two or more species interact for their
survival either by being predator and prey or compete for the same food, calculating
the densities of these species is very important in the biological sense for their study.
In particular, It is of great interest the ecosystems where population densities, over
time, repeat certain cyclical patterns. In this work we will study various systems of
Lotka-Volterra (both linear and non-linear) in which two or three species interact
and we will focus on the systems that contain cycles limits or periodic solutions.
We will then explain the disturbed Poincaré-Lindstedt method for the calculation of
periodic solutions and apply it to some already tested systems that contain periodic

solutions in order to obtain these solutions and see that the method works.
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1. Introducciéon

En la vida real existen ecosistemas en los que conviven e interactiian dos o mas
especies. Esta interaccion entre las especies conlleva una variacion de la densidad de
poblacion en cada una de ellas. Estas variaciones de las densidades de poblacion a
través del tiempo pueden modelizarse mediante sistemas dindmicos cuyas soluciones

describen la variacion de las densidades de poblacion a través del tiempo.

Los principales modelos de interacciéon interespecie para dos especies son los

siguientes:

» Interaccion depredador-presa, en la cual la supervivencia de la especie de-

predadora depende de la especie que sirve de presa.

= Interaccion competitiva, en la cual las dos especies compiten por un mismo

recurso que las alimenta (no hay depredacion).

= Interaccidon cooperativa, en la cual las especies se favorecen de la existencia

de las otras.

Aparte de la interaccién interespecie también existe interaccién intraespecie, que

analizaremos posteriormente.

Antes de comenzar con la descripciéon del modelo daremos unas definiciones ba-
sicas a modo de recordatorio.
Definicion 1.1 Un sistema de ecuaciones lineales de primer orden se dice que es

un sistema_autonomo si se puede escribir como

i=f(z), (1)

donde x € R™ y f : R™ = R", es decir, f no depende explicitamente del tiempo.
Definicion 1.2 Una solucidn del sistema (1) es una aplicacion diferenciable t —
z(t) de un intervalo I C R en R" la cual satisface ©(t) = f(x(t)).

Definicion 1.3 Una condicion inicial es la especificacion del valor de x(t) en un

instante determinado, normalmente t = 0. La condicion inicial se describe por medio
de la ecuacion x(0) = zg.

Definicion 1.4 Un punto critico del sistema (1) es un vector xy tal que f(x1) = 0.
En este caso se ve facilmente que x(t) = x1 es solucion del sistema.

Definicion 1.5 Denominamos espacio de fase al espacio R™ en el cual se repre-

sentan las coordenadas del vector x(t), si n = 2 entonces lo denominamos plano

de fase. Una trayectoria o orbita es la proyeccion de una solucion {t,z(t)} € R**

en el espacio de fases. El conjunto de todas proyecciones de las trayectorias en el

espacio de fase se denomina mapa de fase.
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Definicién 1.6 Decimos que un punto critico z del sistema (1) es estable (y también
Lyapunov-estable) si para cada entorno U de z, existe un entorno W tal que toda
trayectoria que parte de W esta contenida en U, es decir, si xo € W entonces
z(t) € U para todo t > 0.

Ademds decimos que un punto es asintdticamente estable si es estable y ademds

toda drbita que parta de W converge a z, es decir, x(t) — z cuando t — oo para
todo xo € W.

Definiciéon 1.7 Dado un punto critico asintoticamente estable el conjunto de puntos

xq tales que x(t) — z se llama cuenca de atraccion de z. La cuenca de atraccion de
z es un conjunto abierto, ya que si fuera cerrado dado xy en la cuenca de atraccion
y W un entorno de z, entonces existe un entorno de xo,U, tal que si y € U entonces
la solucion y(t) con y(0) = yo tiende a un punto w € W; y ademds es invariante,
si una solucion x(t) corta a la cuenca de atraccion en un punto yo para un instante
to, basta tomar la solucion trasladada y(t) = x(t + to) tal que y(0) = yo, y entonces
y(t) — z cuando t — oo, que es lo mismo que decir que x(t) — z cuando t — 0.

Definicion 1.8 Un punto critico se dice globalmente estable si su cuenca de atrac-

cion es el espacio de fase completo (o al menos su interior):
Definicién 1.9 Sea & = f(z) una ecuacion diferencial autonoma en R™ y sea x(t)
solucion de la ecuacion con condicion inicial x(0) = xg. Definimos el w—limite como

el conjunto de todos los puntos de acumulacion de x(t) cuando t — co:

w(zg) = {y € R" : x(ty) — y para alguna sucesion t, — 0o} .
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2. Modelos de Lotka-Volterra clasicos con dos espe-

cles

2.1. Modelo depredador-presa de Lotka-Volterra

Si consideramos un ecosistema donde conviven dos especies, una presa de la otra,

el modelo propuesto por Volterra fue el siguiente

xzx(a—by),

Y =y(—c+dx), (2.1)

donde a, b, ¢, d son constantes positivas. El modelo anterior tiene la siguiente expli-

cacion:

= En ausencia de depredadores, y = 0, la ecuaciéon de la presa queda como = =
ax, que tiene como solucion z(t) = zge™. Esta funcion presenta un crecimiento
exponencial. Por tanto, en ausencia de depredadores, la poblacién de presas

crece indefinidamente.

= En ausencia de presas, x = 0, la ecuacion del depredador se queda como
Y = —cy, cuya solucion es y(t) = yoe~ . Esto indica que en caso de no haber

presas, la poblacion de depredadores tendera a desaparecer.

» La constante b > 0, que corresponde al término cruzado —bzy, indica la tasa

de decrecimiento de las presas por la depredacion.

= La constante d > 0, que corresponde al término cruzado dzxy, indica la tasa de

crecimiento de los depredadores por la depredacion.

En general, los modelos de interaccion entre dos o méas especies, solo tienen sentido
fisico si x e y son funciones no negativas a través del tiempo. Por ello, a partir de
ahora, nos centraremos en calcular las 6rbitas del espacio de fase s6lo en el primer

cuadrante.

Vamos a probar que el primer cuadrante es un conjunto invariante para el sis-
tema (2.1). En efecto, la solucion trivial z(t) = 0, y(t) = yoe™, yo > 0, correspon-
de con el semieje vertical positivo. Analogamente, la solucion trivial z(t) = ze®,
y(t) = 0, corresponde con el semieje horizontal positivo, y las dos soluciones ante-
riores junto a la solucion trivial z(t) = 0, y(t) = 0 forman una frontera en el primer
cuadrante del plano de fases: {(z,y) € R? : x >0, y > 0}.

Ademaés, como sabemos que en un sistema auténomo dos soluciones no se pueden
cortar, ya que contradeciria el teorema de existencia y unicidad, toda soluciéon que
parta del primer cuadrante no puede salir de éste y, por tanto, el interior del primer

cuadrante C} := {(z,y) € R*: z > 0, y > 0} es un conjunto invariante.
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El tinico punto critico de (2.1) en C} es:

zla—by) =0=y=

Y

QLloSIle

Yy(—c+dr)=0=z =

Y

y lo denotaremos por F(z,y) = (2, %) Si linealizamos el sistema (2.1) en torno al

punto critico F', obtenemos el sistema

Q‘U___bc
- dy7
ad

27
Este sistema tiene soluciones periodicas de periodo T'= —. Asi, el sistema (2.1)
a
tiene la misma estructura en torno al punto critico. En la Figura 1 representamos

las orbitas del sistema (2.1) en el plano de fase con diversas condiciones iniciales.

2354

=050

[
L

Figura 1: Plano de fases del modelo de Lotka-Volterra clasico. Soluciones con condiciones

iniciales dadas

La Figura 1 demuestra que este modelo tiene érbitas cerradas en el plano de fase

y por tanto tiene soluciones periodicas x(t), y(t) en torno al punto critico F.

2.2. Modelo depredador-presa con competencia intraespecie

Como se ha visto en el apartado anterior, la ecuacion (2.1) presenta una explosion
de la poblacién de presas en el caso de que no hubieran depredadores. Para corregir
este comportamiento, anadiremos un término logistico en la primera ecuaciéon para
describir la competencia intraespecie y anadiremos también un término logistico a

la segunda ecuacion. El modelo quedaria como

T =xz(a—by —ex),

y=y(=c+dr—fy), 22
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con e >0y f>0. Vamos a probar que C := {(z,y) € R*: z > 0, y > 0} también

es un conjunto invariante en (2.2).

Es facil ver que x(t) = y(t) = 0 es solucion trivial del sistema. Supongamos que

z(t) = 0, la segunda ecuacion quedaria como:

yzy(—c—fy)=—0<1+%)y,

—c . .,
con K = —. Esta ecuacion tiene como solucion:

Kyo
K—wyo)et +yo’

y(t) = (

que toma el valor y(0) = yo y después tiende a 0 cuando ¢ — oo. Asi pues, dado que

estamos en un sistema auténomo, ninguna trayectoria puede cortar al eje y.

Si y(t) = 0, tenemos que la primera ecuacion toma la forma

p=a(a—ex)=a(1+2)
r=x\a—exr)=a o
K"

a .
con K = —, con solucién
e

KIL‘O
(K — .To) e 4 o ’

z(t) =

Esta solucion se divide en tres intervalos: si 0 < xzg < K, la solucién tendera

asintoticamente a © = K = —, si zp = K da lugar a una solucién estacionaria y si
e

. . . a
zo > K la solucion comienza en z(0) = x y tendera asintoticamente a v = K = —.
e

Por tanto, como las soluciones anteriores forman la frontera de C; tendremos que
toda solucion que empiece en C no podré salir de C', con lo cual queda demostrado

que C] es invariante.

Para estudiar cualitativamente el sistema (2.2) vamos a centrarnos en las isocli-
nas, o curvas de misma pendiente. La x—isoclina es la curva formada por los puntos
en los que £ = 0. En nuestro caso, la ecuacion de la x—isoclina es

a e
a—by—eszéy:g—E:ﬁ.

Analogamente, la y—isoclina es la curva formada por los puntos en los que y = 0.

En nuestro caso, tomando f # 0, resulta

—c d
—c+dr—fy=0=>y=—+—x.
o f
Como la x—isoclina tiene pendiente negativa y la y—isoclina tiene pendiente
positiva, las dos rectas se cortaran en un punto F(z,y). Distinguiremos dos casos:

si FeCiosi Fé¢C.
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Caso 1 (F ¢ Cy)
En este caso, las isoclinas dividen a C] en tres regiones, que llamaremos I, IT y III,

de acuerdo con el grafico dado en la Figura 2.

Il

— -

Figura 2: Isoclinas del Caso 1

Las trayectorias cortan a la x—isoclina con pendiente vertical y a la y—isoclina

con pendiente horizontal. Estudiaremos las pendientes en las regiones I, 1T y III.

2c

Como la y—isoclina corta al eje x en el punto <§, 0), el punto P, (E’ %) esta

en la region I, y se tiene que

. 2c 2c c 2ce (a 2c c
iR =5 (o= B o) =5 (8- F-op).

2
y,dadoqueg——c<0,yaqueg<
e d e

C

5 tenemos que z(P;) < 0. Por otro lado,

c 2c c c

Q(Pﬁ:ﬁ(—c—l—dd fﬁ>:ﬁ<_c+26_§>:ﬁ§>o'

Asi que, en la region I, se tiene que

dy g
——-2<0
de & ’

es decir, las trayectorias tienen pendiente negativa.

De manera analoga a la anterior se puede ver que las trayectorias tienen pendiente
positiva en la region II y negativa en la region I11, lo cual queda reflejado en el grafico

de la Figura 2.
Por tanto la tnica posibilidad es que toda trayectoria tienda asintoticamente

a
hacia el punto P (—, 0), es decir, se producira una extinciéon de los depredadores y

la estabilizacion de las presas. Esto se muestra en la Figura 3:

q bbb/
VUL
i )

Figura 3: Tkayeétorie;s del Caso 1
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Caso 2 (F € Cy)

En este caso las isoclinas se cortan en el punto F' de coordenadas

bct+af _  ad-—ce
bd+ef VT bdtef’

T =

punto critico del sistema (2.2). Las isoclinas dividen C} en 4 regiones: I, I, 11T y IV.
Si realizamos un anélisis de las pendientes como en el caso anterior obtendremos que
en las regiones [ y III las trayectorias tienen pendiente negativa y en las regiones II
Y IV tienen pendiente positiva. Pero este anélisis s6lo determina que las trayectorias
giran en sentido contrario a las agujas del reloj en torno a F', sin saber si tienden a

F' o son orbitas periddicas.

Si linealizamos el sistema (2.2) en torno al punto F' y simplificamos, la matriz

asociada queda como:

af + 3bc bbc—i—af

S| vdrer bdies|_ (A B
- dad—ce ad —ce | — c -p/l°

bd+ef  'bd+ef
af + 3bc bc+af ad — ce ad — ce
con ebd+ef > 0, bd+ef>0’0 bd—l—ef>0y fbd—l—ef>

dado que F € (). Si calculamos los autovalores de J obtenemos que

D A  D?-2AD + A? — 4BC
Ma=——— Sk :

2 2 2

y como tenemos que

VD2 —2AD + A2 —_4BC D2+ A2 D A
2 < 2 <59

entonces los autovalores son negativos los dos y por tanto F' es un nodo estable. En
la Figura 4 se muestran varias 6rbitas con distintas condiciones iniciales para este

modelo y vemos que las 6rbitas tienden hacia el punto critico F.

Figura 4: Punto critico interior. Isoclinas y trayectorias del Caso 2
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2.3. Modelo competitivo de Lotka-Volterra

Consideramos ahora dos especies x, y que habitan un ecosistema y compiten por
los recursos del mismo. En este caso, cada una de las especies se ve desfavorecida
por la presencia de la otra. Ademas de la competencia interespecie suponemos que
también hay una competencia intraespecie de tipo logistico. Obtenemos por tanto
el modelo

Tt =ux(a—bxr —cy),
y=vyld—ex—fy),

donde todas las constantes son positivas.

(2.3)

Por un razonamiento anélogo al de la seccién anterior, tenemos que el conjunto
C} es un conjunto invariante de R?. Las ecuaciones de isoclinas del modelo (2.3)

vienen dadas por:

. . a b

r —isoclina: y=—-—-x.
c c
socl; d e

y —isoclina: y=—-——x.
7

Recordemos que en los puntos de la x—isoclina las trayectorias tienen pendiente
vertical y en la y—isoclina tienen pendiente horizontal. En este modelo podemos

encontrar 3 casos:

Caso 1 (Las isoclinas no se cortan en C,)
Este caso incluye el caso en que las isoclinas sean paralelas. Supongamos en primer
lugar que la y—isoclina esta por encima de la x—isoclina, esto divide al primer

cuadrante en tres regiones: I, II y III, como se muestra en la Figura 5.

m

Figura 5: Isoclinas y campo de pendientes del Caso 1

Si estudiamos las pendientes en cada regién como en el apartado anterior, obte-
nemos que en la region I las trayectorias tienen pendiente positiva y la orientacion es
de derecha a izquierda, en la y—isoclina se tiene que = < 0 y, por tanto, las trayecto-
rias van hacia la izquierda. En la region II las trayectorias tienen pendiente negativa
y la orientacion es de derecha a izquierda, en la x—isoclina se tiene que © > 0 vy,
por tanto, las trayectorias van hacia arriba. Y en la regién III las trayectorias tienen

pendiente positiva y la orientacion es de izquierda a derecha.
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Por tanto, la tinica posibilidad es que todas las trayectorias tiendan hacia el

d
punto | 0, ? . Este hecho se ve con la gréfica de la Figura 6 con valores a = 3,b =
c=e=1,d=10,f =2.

Figura 6: Trayectorias del Caso 1

Si en cambio lo que tenemos es que la xr—isoclina esta por encima de la y—isoclina,
a
el estudio es analogo pero ahora las trayectorias tenderén hacia el punto ( —, 0) . Esto

se ve en el grafico de las isoclinas y en el de las trayectorias de la Figura 7.

Figura 7: Isoclinas y trayectorias

Caso 2 (Las isoclinas coinciden)

La ecuacion de ambas isoclinas es de la forma y = n — mx, siendo

En este caso, las isoclinas dividen el plano de fase en dos regiones: I y II.

Si realizamos un anélisis de las pendientes como en el apartado anterior obtene-
mos que en la region I las pendientes son positivas y su orientacion es de derecha
a izquierda. Todos los puntos de la isoclina son puntos criticos, ya que se cumple
al mismo tiempo © = 0 = gy, y en la region II las pendientes son positivas y su
orientacion es de izquierda a derecha. Visualizamos estos resultados en la Figura 8.
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Figura 8: Isoclinas y trayectorias del Caso 2

Caso 3 (Las isoclinas se cortan en C})

El punto de corte de las isoclinas, F'(z,y), es un punto de equilibrio de (2.3)
_af—cd _ bd —ae
r=———) =—.

bf — ce Y70 f—ce

Para estudiar este caso vamos a linealizar el sistema (2.3) en torno a F'. La matriz

jacobiana en F' es

o a—2bx — cy —CT br —cx
J(Z,9) = _ _ | = _ ]
—ex d—ex —2fy —er —fy
Los autovalores de J en F' son:
1

A= 5 (—b;z — f5+/(bz + fy)? — 4zy(bf — ce)) .

Se tiene que A_ < 0, pero para A, tenemos dos casos:

» Sibf—ce >0, entonces A, < 0. Ambos autovalores son negativos y, por tanto,

las trayectorias tienden hacia F' por ser un nodo estable.

» Sibf—ce < 0entonces A, > 0. Como hay un autovalor de cada signo, F' es un
punto de silla. Realizando un estudio de las regiones que crean las isoclinas: I,
IT, IIT y IV, se obtiene que existen dos trayectorias que son separatrices que

a
tienden al punto F', y el resto de las trayectorias tenderan al punto F} (—, 0)
e

d
si estan bajo las separatrices, o al punto Fj (0, ?) si estan por encima de las

separatrices.

Estos dos casos quedan reflejados en los gréaficos de las Figuras 9 y 10.

i 3

| v

I
Ji

|
i

- ¥

AL
'R}

Figura 9: Isoclinas y trayectorias cuando bf — ce > 0
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Figura 10: Isoclinas y trayectorias cuando bf — ce < 0

2.4. Modelo cooperativo de Lotka-Volterra

Las ecuaciones para este modelo son las siguientes:

T =xz(a—bx +cy),

y=yld+ex—fy), 24

donde seguimos incluyendo una competencia intraespecie de tipo logistico. Las ecua-

ciones de las isoclinas son

. a b
xr —isoclina: y=——+ -z,
c c
isoclina + ¢
y —isoclina: y= -+ —=z.
o f

Es decir, ambas isoclinas tienen pendiente positiva. Por tanto tenemos dos casos,

dependiendo si se cortan en C o no.

Caso 1 (Las isoclinas no se cortan en C})
En este caso, las isoclinas dividen a ('} en tres regiones: I, IT y III. Un estudio de las
isoclinas conduce a que las trayectorias entraran en la region I y tenderan hacia el

infinito. Esto se muestra en la Figura 11.

Figura 11: Caso 1: Isoclinas y trayectorias

Caso 2 (Las isoclinas se cortan en C)

El punto de corte F(Z, ) es un punto de equilibrio de (2.4), con coordenadas

af + cd _7bd—|—ae
bf —ce’ y_bf—ce'

T =
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Del analisis de las pendientes en las regiones formadas por las isoclinas obtenemos
que las trayectorias convergen al punto critico I, es decir es un punto critico estable.
Esto se ve en la Figura 12.

Figura 12: Caso 2: Isoclinas y trayectorias

Conclusion: Por tanto podemos concluir que en los modelos clasicos de Lotka-

Volterra solo existen orbitas periddicas en el modelo basico de depredador-presa.

El teorema de Poincaré-Bendixson
El teorema de Poincaré-Bendixson es uno de los resultados mas potentes de la teoria
cualitativa de ecuaciones diferenciales en dimension 2. Su aplicacién se extiende a

ecuaciones de la forma:

(2.5)

Utilizaremos este teorema para completar la caracterizacion de los sistemas de
Lotka-Volterra en 2 dimensiones.
Teorema 2.1 (Poincaré-Bendixson) Sea & = f(z) una ecuacion diferencial en
dimension 2, definida en un abierto G C R2. Sea w(wo) el w—Ilimite correspondiente
a la solucion x(t) con x(0) = xo. Supongamos que w(xy) es no vacio y acotado (por
tanto compacto, pues el w—Ilimite siempre es cerrado). St w(xy) no tiene ningin
punto critico, entonces debe ser una orbita periddica.
Teorema 2.2 (Bendixson-Dulac) Sea @ = f(x) una ecuacion diferencial en di-
mension 2, definida en un abierto G C R? simplemente convezo. Sea divf el operador

divergencia dado por:
df1 Of2
divf(z) = —(x) + =—(x),
(@) = @)+ 52 (@)
que coincide con la traza de la matriz jacobiana. Si divf no se anula ni cambia de
signo en G, es decir que divf < 0 o bien divf > 0 para todo x € G, entonces la

ecuacion diferencial no tiene soluciones periodicas.
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3. Modelos no lineales de ecuaciones ecolbgicas

En la seccion anterior se han estudiado los modelos de Lotka-Volterra para dos

especies de la forma
& =xz(a—bx +cy),

y=yld+exr—fy),

donde a, b, c,d, e, f son nimeros reales.

En esta seccion, extenderemos el estudio a modelos més generales en los que los
términos de interaccién son funciones arbitrarias. Este modelo recibe el nombre de

ecuacion ecologica para dos especies,

T = fl(xay)a

y:f2<xay)7 (31)

donde fi(z,y) y fa(x,y) deben cumplir condiciones que analizaremos seguidamente.

3.1. Modelo general

Vamos a caracterizar un modelo de depredador-presa para dos especies lo mas

realista posible.

En primer lugar, en ausencia de depredadores, parece razonable suponer que la
poblacion de presas tienda a estabilizarse en un determinado valor K, que denomi-

naremos capacidad de soporte. Asi,
t=uzg(x) siy=0,
donde la funcién g debe cumplir:
» g(z) >0siz < K.
» g(z)=0siz =K.
» g(z) < 0siz> K, lo cual significa que ¢'(K) < 0.

Estas condiciones garantizan que x = 0 es un punto de equilibrio inestable y que

xr = K es globalmente estable.

Por otro lado, en ausencia de presas, los depredadores experimentan un decai-

miento exponencial en su niimero que conduce a su extincion, es decir,
y=—dy, six=0,

siendo d una constante positiva.

Analizaremos ahora las interacciones entre ambas especies. Esta claro que la

presencia de depredadores influye negativamente en el crecimiento de las presas.
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Denotaremos por ¢(x,y) la tasa de disminucion per capita de las presas debida a la

depredacion. De esta forma la ecuacion de las presas queda como
&= x(g(x) — o(x,y)).
Las condiciones que debe cumplir la funcién ¢ son:

» ¢(x,0) =0 para todo = > 0: sin depredadores no puede haber depredacion.

" 5 > (: cuantas mas depredadores haya, mas depredacion habra.
Y
d¢ . o
" o < 0: cuantas mas presas haya, menos probabilidad de que una de ellas
x

muera por depredacion.

Para los depredadores, la presencia de presas significa un crecimiento en su ntme-
ro, cuya tasa per cépita denotaremos por ¢(x). Asi, la ecuacion para los depredadores
es

¥ =y(=d+q(z)).

Las condiciones para ¢ son las siguientes:

= ¢(0) = 0: en ausencia de presas, no hay depredacion.

d
] d—q > () para todo > 0: a mayor niimero de presas, mayor depredacion. Esta
x
condicion se puede dividir en dos casos: si el crecimiento de ¢(x) es ilimitado,
o que ¢(z) tienda asintoticamente hacia una cota superior ¢. En este segundo

caso se habla de respuesta saturada.

El sistema asi modelado es la ecuacién ecolégica depredador-presa, y toma
la forma
&= x(g(x) — d(z,y)),
y=y(=d+q(x)),

donde g, ¢ y q reciben el nombre de funciones de respuesta. Vamos a proceder al

(3.2)

estudio de los puntos criticos del sistema.

El origen (0,0) y el punto P(K,0) son puntos criticos de (3.2). Si z e y son
distintos de cero, estudiamos la existencia de puntos criticos en C;. Para ello, se

deben cumplir las siguientes condiciones

g(fL‘) _¢(‘Tay) = 07
—d+q(z) =0.
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Como ¢q(0) =0y ¢'(z) > 0, existira a lo sumo un valor de z, que denotaremos por
z, tal que ¢(Z) = d. Si ¢(x) presenta un crecimiento saturado con ¢, < d entonces
la ecuacion ¢(x) = d no tiene solucion. Si ¢(x) presenta un crecimiento ilimitado, o
si presenta un crecimiento saturado con ¢., > d, entonces T existe y es tinico. Esto
nos lleva a resolver la primera ecuaciéon cuando x = Z, es decir, a encontrar un valor

de y, que denotaremos por y, que satisfaga

Dado que ¢ es una funciéon no negativa debe ser ¢g(z) > 0 = =z < K. Ya que
q(z) = d y q es monétona creciente y, por tanto, invertible, podemos poner z =
q '(d), de forma que ¢7'(d) < K = d < ¢(K). Esto nos impone una condiciéon
necesaria de existencia mas restrictiva que la condicion d < ¢, que acabamos de

deducir.

Ip(z,y)
dy

> 0, es decir que ¢(Z,y) como funcion

Por otro lado, fijado un valor de x, sabemos que ¢(x,0) =0y que > 0.

96(z,y)
Jdy

de y, es monotona creciente partiendo de cero. Al igual que ocurria con ¢(x), el

En particular, ¢(z,0) = 0 y que

crecimiento puede ser ilimitado o saturarse en un valor ¢n.. Si ¢, < ¢(Z), no existe
punto critico en Cy, pero si el crecimiento es ilimitado o si ¢o, > ¢(Z), entonces

existe un tnico valor positivo de y, que denotaremos por ¥, tal que
9(z) = ¢(2,7).

El punto critico interior asi hallado se denota por F(z,y) € C}.

A continuacién, supuesta la existencia de F, vamos a estudiar las isoclinas

de (3.2). Para la y—isoclina tenemos
g(r) =d=r=7=q"(d),
que es la recta vertical de abscisa x = z. Para la x—isoclina tenemos:

g(r) = ¢(z,y),

que es una curva definida de forma implicita en el plano (x,y). Puesto que los puntos
(0,9(0)) v (K,0) estan sobre la curva, y K > Z, es claro que la curva g(z) = ¢(z,y)

corta a la recta vertical x = Z en el punto F(z,y) € C}.

Por tanto, las isoclinas dividen al primer cuadrante en 4 regiones que denomi-
naremos I, II, IIT y IV. Para estudiar la pendiente de las trayectorias en cada una
de las 4 regiones observamos que ¢(z) es una funcién creciente tal que ¢(0) = 0, asi
que q(z) > dsi x> T (regiones I y III) y ¢(z) < d si x < T (regiones II y IV).

Por otro lado, a la izquierda de la curva g(x) = ¢(z,y), p-e. en el origen, se tiene

que g(0) > 0y ¢(0,0) = 0, asi que g(x) > ¢(x,y) (regiones I y IV). Sin embargo,
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a la derecha de la curva, p.e. en los puntos con z > K, se tiene que g(x) < 0y
o(z,y) > 0, asi que g(x) < ¢(x,y) (regiones I y III).

De este modo, tenemos para las distintas regiones:

d
Region I t >0y y >0 = d_y > 0 (trayectorias con pendiente positiva).
T

d
Region II: x <0y y >0 = d_y < 0 (trayectorias con pendiente negativa).
x

d
Region III: £ < 0y y < 0 = d—y > 0 (trayectorias con pendiente positiva).
x

d
Region IV: 2 >0y y <0 = d_y < 0 (trayectorias con pendiente negativa).
x

A partir de este analisis, sabemos que las trayectorias rodean al punto critico F
en sentido contrario a las agujas del reloj, pero no sabemos si las trayectorias son
periodicas (ciclos limite) o espirales.

Para obtener mas informacion, vamos a linealizar (3.2). La matriz jacobiana es

0 e}
G L yq () q(z) —d

Particularizamos la matriz jacobiana para cada uno de los puntos criticos.

En el origen (0,0) se tiene que ¢(0,0) =0y ¢(0) = 0, asi que

- (3 2).

y como hay un autovalor de cada signo, el origen es un punto de silla del sistema
linealizado y también de (3.2). La variedad estable del sistema (3.2) es el eje y y la

inestable es el eje x.

0
En el punto P(K,0), se tiene que g(K) =0, ¢(K,0) =0y a—gb(K, 0) =0, asi que
x

S0y - (K90~
’ 0 gqK)—d |

Sabemos que ¢'(K) < 0, por lo que se nos presentan dos casos. Si ¢(K) < d, es
decir, no existe punto critico interior, el punto P es un nodo estable para el sistema
linealizado y para (3.2). Si ¢(K) > d, en cuyo caso si existe punto critico interior,
entonces P es un punto silla tanto para el sistema linealizado como para (3.2). Su
variedad estable es el eje z, y su variedad inestable es una trayectoria separatriz
que parte de P y divide al interior del cuadrante C; en dos regiones, de forma que

ninguna otra trayectoria puede cruzar esta separatriz.
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En el punto F(z,7), se tiene que g(z) = ¢(Z,7) y q(T) = d, asi que:

|, 00, _ 09, _
s - [7|o0 - o] —aflen
yq'(z) 0
con autovalores

7 (9(2) — 2(z.9)) £/ [ (9(2) - L(z.9))] ~ 4290(2) (7. 7)
: |

Ay =

0
Vamos a interpretar el término z (g(i‘) - —gb(i, gj)) en funcion de la pendiente

ox

de la y—isoclina. En efecto, partimos de la ecuacion de la y—isoclina: g(z) = ¢(z, y)

y derivamos con respecto a x:

g () 0¢
gy 00 L 00dy dy Oz
g(x)_ax 8ydx:>dx_ d9 '

dy

Es decir, que el signo de la pendiente de la y—isoclina en el punto F' coincide con

0 d
el signo de z (g(i') - a—(b(:l_c, gj)) Ponemos m = d—y(i, y) de forma que se presentan
x x

tres casos:

= Si m < 0, ambos autovalores tienen parte real negativa, por lo que F(Z,y) es
un nodo estable del sistema linealizado y también de (3.2). Las trayectorias

tienden a F' en espiral.

= Sim > 0, ambos autovalores tienen parte real positiva y, por tanto, F(Z, )
es un nodo inestable, lo que hace que aparezca un nuevo atractor ciclico, es
decir, una trayectoria periddica que rodea a F'y atrae a todas las trayectorias
que empiecen en (. Este comportamiento, en el cual un punto critico estable
para m < 0 se desdobla en un punto critico inestable mas un atractor ciclico

para m > 0 se denomina bifurcacién de Hopf.

= Si m = 0, los autovalores son imaginarios puros, por lo que F' es un centro
para el sistema linealizado, pero no podemos determinar su naturaleza para el
sistema (3.2).

3.2. Bifurcaciéon de Hopf

Para avanzar con el estudio de las 6rbitas vamos a definir que es un ciclo limite:
Definicion 3.1 (Atractor) Una drbita periddica v es un atractor si w(zg) =

para todas las condiciones iniciales xo en algin entorno de ~y.
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Definiciéon 3.2 (Ciclo limite) Una drbita periddica y es un ciclo limite siw(xgy) =
v para al menos un xo € v. Obviamente, la primera condicion es mds fuerte que la
sequnda ya que todo atractor es un ciclo limite.

Ahora vamos a estudiar el comportamiento anteriormente descrito del desdoble
de un punto critico estable a un punto critico inestable mas un ciclo limite:
Teorema 3.3 (Hopf) Sea G un subconjunto abierto de R?* y & = f,(x) una familia
de ecuaciones definida en G' y dependiente de un pardmetro real ji. Sea P, un punto
critico de la ecuacion diferencial trasladado al origen por un cambio de coordena-
das, supongamos que las componentes de f,(x) admiten un desarrollo en serie de

potencias en torno al origen al menos hasta orden 3:
A(p)e + F(p, 2), con F(,z) € C°

Sean a(p) +i6(p) los autovalores de A(u). Supongamos que se cumplen las condi-
d
ciones F(u,0) =0, D, F(0,0) =0 y ademds «(0) = 0, ﬁ(O) # 0y B(0) #0.

Entonces, para todo entorno del origen, U, y para todo pg > 0, existe ji con

|| < po, tal que la ecuacion
&= A(p)z + F(p, )

tiene una orbita periodica no trivial, es decir, no constante, en el entorno U.

Teorema 3.4 (Hopf, version fuerte) Sea G un subconjunto abierto de R" y & =
fu(x) una familia de ecuaciones definida en G y dependiente de un pardmetro real
p. Sea P, un punto critico de la ecuacion diferencial y supongamos que todos los
autovalores de la matriz jacobiana en u, J,, tienen parte real negativa con la excep-
cion de un par de autovalores complejos conjugados () + i5(p) tales que el signo
de a(p) es el mismo que el de u, y 5(0) # 0. Supongamos que se cumplen estas tres

condiciones adicionales:

1. Las componentes de f, son analiticas.

do

2

(up=0)>0.
3. Py es asintoticamente estable.

Entonces, para valores positivos y suficientemente pequenos del pardmetro i, el punto
de equilibrio inestable P, esta rodeado por un atractor periddico, que tipicamente

depende del valor de . El periodo del ciclo es aproximadamente igual a:
2
B(0)

Definicion 3.5 i la orbitas periodicas ocurren para p > 0 y se comportan como

atractores, la transicion que recibe el nombre de bifurcacion de Hopf supercritica,

ocurre cuando 1 pasa de valores negativos a positivos.
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St la orbitas periodicas ocurren para p < 0 y se comportan como repulsores, la
transicion que recibe el nombre de bifurcacion de Hopf subcritica, ocurre cuando p

pasa de valores positivos a negativos.

St la orbitas periodicas ocurren solo cuando p = 0, es una bifurcacion de Hopf

degenerada.

3.3. Modelo depredador-presa de Gause

A continuacion, vamos a describir diversos casos particulares de ecuaciones eco-
logicas de depredador-presa. El primero de ellos es el introducido por G. Gause en

1930, en el cual ¢(x,y) toma la forma:

Ola,y) = 2p(a).

donde p(x) representa la cantidad promedio de presa cazada por cada depredador y
debe cumplir que p(0) =0y p(x) > 0 para z > 0.

El modelo de Gause toma por tanto una forma similar a la de (3.2):

i = fi(z,y) = zg(z) — yp(z),
= folz,y) = y(—d+q(z)).

Vamos a realizar el analisis de estabilidad de los puntos criticos.

(3.3)

Puesto que = 0 y y = 0 son soluciones de (3.3) tenemos que el interior de C} es
invariante. Ademas, como ¢(x) es monotona creciente, existira a lo sumo un valor =
tal que g(z) = d. Si no existe este valor entonces implica que y < 0, lo que conlleva
la extincion de los depredadores. Excluimos esta situaciéon y nos centramos en la

situacion en la que T existe. La y—isoclina en este caso es la recta vertical z = 7.
Por otro lado, la x—isoclina viene dada por la ecuacion
)= zg(x)
p(x)
que es una funcion definida para = € (0,00). Ademés, y > 0si z € (0, K), y = 0 si
r=Key<0siz>K.

Si x > K, ambas isoclinas no se cortan en (4. Vamos a estudiar los puntos
criticos en el primer cuadrante. Si y = 0, es inmediato ver que los puntos criticos
son el origen (0,0) y el punto P(0, K). Si existiera un punto critico fuera del eje x,
su ordenada seria:

5= 29@)
p(z)
y ya que > 0, p(Z) > 0 pero ¢g(Z) < 0 por ser T > K, se tiene que y < 0, que estéa

fuera del primer cuadrante. La matriz jacobiana es

A(z,y) = <% %_J;l> - (9(55) +x9’fﬂf) —yp'(z)  —plz) > |

o) 2]
& oL yq (z) q(x) —d
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Evaluamos A en ambos puntos criticos

o= (9%

que obviamente tiene autovalor de cada signo, por tanto, el origen es un punto de

silla para el sistema linealizado y para (3.3).
K¢(K) —pK
A(K’O):( g0< ) >>.

Dado que ¢'(K) < 0, se tiene que el primer elemento de la diagonal es negativo,
ademés, como Z > K, se tiene que ¢(K) < d, por lo que el segundo elemento también
es negativo y, por tanto, P(K,0) es un punto critico estable del sistema linealizado
y de (3.3).

Consideraremos ahora el caso en el que ambas isoclinas se cortan en Cf, lo cual
ocurre cuando < K. En este caso el punto de interseccién es tinico y lo denotamos
por F(Z,y). En este caso, el origen sigue siendo un punto de silla del sistema, pero
P(K,0) deja de ser estable. En efecto, dado que tenemos que z < K, se tiene que
q(K) > d y, por tanto, el segundo término de la diagonal de A(K,0) es positivo, y
P(K,0) es un punto de silla de (3.3).

Para estudiar el carécter de F', evaluamos la matriz jacobiana A en F', teniendo

en cuenta que ¢(K) = d.

z)
p(7)

Por la ecuacion de la y—isoclina sabemos que y = , por lo que el primer

elemento de la matriz A se puede expresar como:

ﬂ@+ww%ﬁwﬂ%@:M@M@+@fﬂ—@@W@)

p(7)

Ponemos

1{_{x9($)]

" e | ()

y puesto que p(z) > 0, el signo del primer elemento de A coincide con el signo de

m. La matriz jacobiana toma, por tanto, la forma

. [p@)m —p(z)
Alz1) = (y‘q’(a‘r) 0 )
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Si calculamos los autovalores de A, obtenemos:

_ p@m & /[p(x)m]* — 4yp(z)q ()
: .

As

En caso de que la pendiente de la z—isoclina sea negativa, m < 0, entonces ambos
autovalores son negativos y, por tanto, F'(Z,y) es un punto critico asintéticamente

estable del sistema linealizado, y de (3.3).

Si la pendiente es cero, m = 0, los autovalores son complejos conjugados, con
lo cual, F' es un centro del sistema linealizado pero no sabemos su comportamiento
en (3.3).

Si la pendiente es positiva, m > 0, entonces ambos autovalores son positivos y,

por tanto, F(Z,y) es un punto critico inestable del sistema linealizado, y de (3.3).

Si aplicamos el teorema de Poincaré-Bendixson, obtenemos dos alternativas:

» Si w(wp) contiene un punto critico, éste debe ser F. Del campo de pendientes
deducimos que F' es globalmente estable. La pendiente de la x—isoclina es

negativa en el corte con la y—isoclina: m < 0.

» Si w(xp) no contiene un punto critico, entonces debe ser una érbita periddica
que llamaremos ~. Esta orbita debe rodear un punto critico, que necesaria-
mente ha de ser F'. Obviamente ~ es un ciclo limite. Toda 6rbita que comienza
en puntos suficientemente alejados de v se aproxima en espiral hacia el ciclo
limite sin intersectarlo. Hemos visto que si m > 0, el punto F' es inestable. Por
tanto, las trayectorias que empiezan muy proximas a I’ se alejan en espiral de
¢l y también se aproximan asintoticamente a 7. Representamos el campo de

pendientes y varias trayectorias para este caso en la Figura 13.

--------

Figura 13: Campo de pendientes y trayectorias. Atractor estable

De este modo concluimos que el modelo de Gause produce una bifurcacion de
Hopf.
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3.4. Respuestas funcionales de Holling

En los anos 50, C. S. Hollin, propuso tres tipos diferentes de forma funcional
para la tasa alimentaria p, que dependian de x. Describimos a continuacién los tres

tipos de respuesta funcional de Holling.

Tipo 1 (Respuesta lineal)

La tasa alimentaria toma la forma p(z) = cz, donde ¢ es una constante de propor-
cionalidad positiva. Esta tasa alimentaria es la misma que la considerada para el
modelo lineal de Lotka-Volterra, por lo tanto, el sistema (3.2) tiene el mismo com-
portamiento cualitativo que los sistemas de Lotka-Volterra y, por tanto, no tiene

orbitas periddicas.

Tipo 2 (Respuesta saturada)

La tasa alimentaria se toma proporcional a , donde a es una constante positiva:

a+x

Cx

p<x):a+x'

La respuesta se denomina saturada ya que para valores muy grandes de z, la tasa
alimentaria maxima se estabiliza en un valor igual a ¢, lo que significa que cuando
los depredadores estan saciados no aumenta la cantidad de presas cazadas a pesar

de que su poblacién sea muy grande.

Si se asume la misma dependencia saturada para ¢(z) y una dependencia lineal

para g(x) se tiene que

y el sistema (3.2) toma la forma
x'zmc(l—£> -y o

K a+x’
y:y(—d—l—

bx (3.4)
a+x)’

donde todos los parametros son positivos. Claramente, el origen (0,0) y P(K,0) son
puntos criticos de (3.4). Vamos a estudiar si existen otros puntos criticos del sistema

para x # 0 e y # 0. De la segunda ecuacion de (3.4) tenemos que

bx 0o ad
a+r YTy

—d +

lo que significa que se debe cumplir b > d para que exista Z. Por otro lado, de la

primera ecuacion de (3.4) tenemos que

x cy a—+x T
1- =) - —0=y= (1-%)
T( K a+x Y c "
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ad

Substituyendo x = T = vV simplificando obtenemos que
rab ad
g=———| K — .
Y Kc(b—d)( b—d>
_ . ad
Con lo que, para que y > 0, se debe cumplir que K > —

Consideramos primero el caso en que no hay punto critico interior y por tanto

los tinicos puntos criticos son (0,0) y P(K,0). La matriz jacobiana de (3.4) es

A(z,y) = ( g(z) +xg'(x) —yp'(z) —p() >

yq (x) q(z) —d
T<1_£>_E_yL __
K K (a+z)? a+x
- ab bx
Y (a+z)? T ata

En el origen se tiene que

A(0,0) = (0 _Od> ,

por lo que el origen es un punto de silla para el sistema linealizado y también de (3.4).
En P(K,0) se tiene que

R - N C+KK
- - a
A(K,0) = ot B | = oo ad |
—d —
0 —d+—0 0 (b—d) +bK d
ad

entonces, si b < do K < se comprueba facilmente que P(K,0) es un punto

b—d’
critico estable del sistema linealizado y de (3.4).

Consideramos ahora el caso en el que hay punto critico interior F'(z,y) € C; con

o ad _ abr o ad
"Tv—a YT Keb—ad) b—d) -

En el apartado anterior se demostré que F' es un punto critico estable < la pendiente

coordenadas

de la x—isoclina es negativa en el punto de corte

d [xg(xr)
en nuestro caso tenemos que
x
1 =
xg(zx) xr ( K) r x d [xzg(x) B
— - _ 1 - = — =K —a-2%.
p(z) cr c(a +2) ( K) ~ dr plx) | _. T

a+x
Por lo tanto, F es estable < K < a + 2Z. El siguiente teorema nos permite refinar

este resultado.
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Teorema 3.6 El punto critico F' es globalmente estable para (3.4) < K < a+ 2%.
En resumen, si K < a + 27, el punto F' es un nodo estable.

Si K = a+ 2z, el punto F' ya no es asintoticamente estable, pero sigue siendo

estable.

Si K > a+ 2, el punto F' es un nodo inestable, y todas las trayectorias cerca
de él se alejan. Sin embargo, esto no ocurre con trayectorias que empiezan lejos de

I, que se acercan a él, por tanto existird un ciclo limite que rodee a F.

Por tanto, el modelo de respuesta saturada también presenta una bifurcaciéon de
Hopf.

Tipo 3 (Respuesta sigmoidal)

En este caso la tasa alimentaria toma la formas:

CZE2

p(z) = PERICR
que también se satura en el valor ¢ para valores grandes de z. Sin embargo, en este
caso, existe un punto de inflexiéon de la curva, que tiene la funciéon de modelar una
menor tasa alimentaria para densidades pequenas de presa. Su nombre viene dado

por la forma de letra "S"que adquiere la curva.

Vamos a asumir que hay un comportamiento sigmoidal para g(x) y lineal para
g(x), es decir,
ba?

a? 4+ x2’

g(x):r(l—%).

Por tanto, el sistema (3.2) toma la forma:
_ (1 x ) cx
T=rr LT ) T Y e e
Y=y (—d ==

a? + 22

q(z) =

2

Vamos a proceder al estudio de la estabilidad de los puntos criticos de (3.5).
El origen (0,0) y el punto P(K,0) son puntos criticos. Para determinar si existen
puntos criticos en el interior de C4, vemos bajo que condiciones existe soluciéon al

sistema

Despejando z de la segunda ecuaciéon obtenemos

Vb —d’
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que soOlo existe si b > d. Despejando y de la primera ecuacion y substituyendo z

obtenemos

__ o ab . a [ d
y_c\/d(b—d)<1 K b-d)‘

Para que exista el punto critico dentro de (', y tiene que ser mayor que 0. Por

a [ d [ d
(1—E m>>O$K>a m,

o lo que es lo mismo: K > Zz. En resumen, las dos condiciones: b > dy K > &

tanto, tenemos que

garantizan la existencia de un punto critico interior.

Vamos a estudiar la estabilidad de los puntos criticos por medio de la matriz

jacobiana
Of 0hN (12 gt
A _ | 9z 0 _ K (a? + 22)? a? + 2
@) =\a7, of|= x ba?
0, O, pp T g, b
or 0Oy (a? 4 22)? a? + x?

En el origen la matriz jacobiana es

A(0,0) = (g _Od> .

Por lo tanto, el origen es un punto de silla en el sistema linealizado y en (3.5). En

el punto P(K,0) la matriz jacobiana es

El segundo término se puede expresar como

(b—d)Kz—dcﬂ: b—d el da?
a? 4 K2 a® 4 K? b—d)
Por tanto, se nos presentan dos casos:

2
7 en cuyo caso no existe punto critico interior, ambos

-Sib<doK2<bda

autovalores son negativos y P(K,0) es un nodo estable.

2
7 en cuyo caso si existe punto critico interior, entonces

«Sib>dy K2 > bd_“
P(K,0) es un punto de silla del linealizado y de (3.5).
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Asumimos ahora que existe el punto critico interior F(Z,y). Evaluando la matriz

jacobiana en F'y simplificando tenemos que

(2 2ed [N _ed
A(7.5) = d oK\ b—d b
’ 2(b — d)?__
o xy 0

Cuyos autovalores son

2
20 2ad [ d 2b 2ad [ d 8cd(b — d)* __
i Tl SENRal, S B A [P ietalyy SENR S I SO
T(d DK b—d) " (d DK b—d) e Y

2

Vamos a estudiar el signo del término entre paréntesis, que denotamos por M

2b 2ad d
M=T-1=3gVi—a

Si b > 2d, es evidente que M es negativo. Por lo que, al ser ambos autovalores

negativos, F' es un punto critico estable.

Si b < 2d, entonces M podria tomar valores positivos. Como tenemos que b > d,
entonces d < b < 2d. Ponemos b = hd, con h € (1,2). Substituyendo en M y

simplificando obtenemos que

2 2 a 1
M==1=35\Vi=1

Esta claro que tanto para valores de h préoximos a 1 como para 2, M tomara valores
negativos. Vamos a estudiar si M valores positivos para valores intermedios de h.

Esto ocurre si, y solo si, hv/h — 1M toma valores positivos, siendo

h\/h—lM:\/h—l(Q—h)—%a

Buscamos los méximos de hvh — 1M. Derivando con respecto a h e igualando a

cero tenemos que

d 2 h 4
%<h\/h—1M>_ﬁ—\/h—l_o:h—ge(lﬂ).

Si hallamos el valor de M (%) y le imponemos que sea mayor que cero obtenemos que

vt 3\/§a>0:>a<1
3/ 2 2K K = 33"

a 1
Es decir, imponiendo la condicién inicial — < ——= garantizamos que M toma
K 3V3

valores positivos.
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Por tanto concluimos que:

» Para valores de h proximos a 1 se tiene M(h) < 0, por lo que los autovalores

son negativos y F' es un nodo estable.

= Alir creciendo h, en un entorno de %, se tiene que M (h) > 0. Por tanto al tener
al menos un autovalor positivo F' es inestable yse produce una bifurcacion de

Hopf y F' esté rodeado de un atractor ciclico.

» Al seguir creciendo h y aproximarse a 2, M(h) vuelve a ser negativo y F

recupera si caracter estable.

Conclusion: Por lo tanto, en las ecuaciones ecolégicas, sélo pueden llegar a existir ci-

clos limite, si se cumplen ciertas condiciones sobre las funciones g(z), q¢(z) y ¢(z,y).
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4. Modelos de Lotka-Volterra para mas de dos es-

pecies

En esta seccion, nos vamos a centrar en ecosistemas en los que conviven 3 especies
e interactian entre ellas. El modelo general para sistemas de Lotka-Volterra de 3

especies es
T =x(r; + a112 + a1 2y + a1 32),
U =y(rs + ag 1z + az2y + az32), (4.1)

z = 2(7’3 + ag1x + azy + a3732) )

con r;,a;; € R para 4,5 = 1,2,3. En modelo, el conjunto O; = {x € R* : z; >
0,7 =1...3}, correspondiente al primer octante, es un conjunto invariante, ya que
si alguna de las especies es 0 entonces las demas ecuaciones describen un sistema de

Lotka-Volterra de dimensioén 2, que vimos que era invariante en el primer cuadrante.

Los puntos criticos de (4.1) se obtienen como solucién del sistema

ri+a T+ ay+azz =0,
To + Q1% + 22y + az3z =0, (4.2)

r3+ a3 1T+ azy + azzz =0,

Aqui, suponemos que z,y,z > 0 para obtener solo los puntos criticos en el primer
octante.

En el modelo (4.1) podemos tener multitud de casos dependiendo del valor y
el signo de las constantes por lo que nos centraremos en los modelos de cadenas

troficas.

4.1. Modelo de Lotka-Volterra con cadenas troficas

Una cadena trofica de n especies es una cadena en la que la primera especie es
presa de la segunda, la segunda de la tercera, y asi sucesivamente hasta llegar a
la tdltima especie la cual depreda a la anterior pero no es presa de ninguna. Este

modelo describe basicamente una cadena alimentaria.

Si suponemos que tenemos una cadena troéfica de 3 especies y ademas puede

existir una competencia intraespecie en el modelo, el modelo (4.1) toma la forma

T =x(r — a0 — aizy),
Y =y(—r2+ a1 — azay — az3z), (4.3)

zZ = Z(—Tg + a372y — a3,3z) s

donde 7; > 0y a;; > 0. Vamos a calcular los puntos criticos del sistema (4.3), que
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se obtienen resolviendo el sistema

z(ry — a11r — ar2y) =0,
Y(—ro + ag 1T — agoy — agzz) =0, (4.4)

2(—r3 + as 2y — az32)

El origen (0,0,0) es punto critico y la matriz jacobiana del sistema (4.3) es

T — 2@1’1513 — a12Y —Q1 2% 0
A(xa Y, Z) = as 1Y —To + G217 — 2a22Y — A23% —Q23Y
0 as oz —T3+ azy — az3z

Por tanto, en el origen, la matriz tiene dos autovalores negativos y uno positivo,
por lo que el origen es un punto de silla del sistema linealizado y de (4.3) para todos

los casos. Vamos a ver el resto de puntos criticos por casos.

Caso 1
Si no existiera competencia intraespecie (a;; = 0, i = 1,2, 3), entonces tenemos que
resolver el sistema
x(ry —aipy) =0,
Y(=r2 + ag17 — ag3z) =0,

Z(—Tg + a372y) =0.

Para que existan puntos criticos en el interior de O7, debe cumplirse que

7“1—Cl1,23/=0,

—r3+az2y =0,

.., . . L. . . a32T1
por lo que la condiciéon para la existencia de puntos criticos interiores es: r3 = ——

ay2

1 "
e y = —. Para obtener el punto critico en 07, queda resolver
a2

—r9 + A21T — G232 = 0,

y como es una ecuacion en la que x depende de z obtenemos la recta de puntos
" T2 a3 1 .
criticos con coordenadas Py [ — 4+ ——=\,—, A | con A € R. Si calculamos la
as 1 21 A12
matriz jacobiana en un punto critico de la recta, obtenemos

__a1,2(r2taz,3\)
0 e 0
_ | a2a1m a2 371
A(PA) o ai,2 0 T Ta1a ’
0 (1372)\ 0

con autovalores

0 \/—a1,27“1(a2,3a3,2>\+7"2tl1,2+a2,3¢11,2>\) \/—01,27“1(a2,303,2>\+7”2¢11,2+a2,3¢11,2)\)
’ a2 ’ a2
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Los dos términos con raiz son imaginarios puros, luego existen érbitas periddicas

en torno a cada punto critico de la recta obtenida.

. as aT1 s . T3
Siry # caben dos posibilidades: si ¥y = —— entonces obtenemos el
a1,2 as3,2
) . (A
unto _ ue no pertenece a O;. Si y = —— obtenemos el punto
t 0, t 0:. S bt | t
%2 az 2 12
T2 .. .
P | —,—,0|. La matriz jacobiana en el punto P es
CL21 a12
0 _r2ai1,2 0
a1
. 71021 _a2,3T1
A(P) = at,2 0 ai,2 ’
7"1a32
0 0 rg + —= a1z

con autovalores

—r1a3,2+a1,273
(\/—7‘27’1, —Vrer, o )

Tenemos asi dos autovalores complejos conjugados y A3 = —r3 + , por lo

Q12

23211 " entonces A3 serfa negativo y las érbitas en este caso tenderian

que, S1 13 > @12
a la extinciéon de z y a un ciclo limite formado por la interaccion aislada de las

2321 - entonces las orbitas realizan ciclos periddicos

az 2r1

dos primeras especies. Si r3 =

)

como un caso particular del demostrado anteriormente, y si r3 < , entonces
las orbitas divergen al infinito, al haber un autovalor positivo. Esto se ve en las

siguientes Figuras.

(a) r3 > asz, 2”1 (b) ry = ag,2T1 (C) r3 < as, 2’1

ai,2 ai,2 ai,2

Caso 2
Si s6lo hay competencia intraespecie en una especie, tenemos tres posibilidades:

. e T2
= Siass # 0, entonces tenemos los puntos criticos (0,0,0), P <— — O) Y
Qg1 41,2
) (2,303,271 23 1 as 2 rs .
Fl—+ — ry, —, ———1ry — —— |, si se cumple que
az1 (12021033 21033 a12 12033 a3;3

azory > ajors. Si no se cumple la condiciéon de existencia de [’ entonces
el modelo tiene el caracter de convergencia al ciclo limite del caso anterior

con centro el punto P. En cambio, si se cumple la existencia de F', el punto
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r

P —2 —,0 ) deja de ser estable y el punto F' es un nodo estable donde las
Q21 "y 2

orbitas convergen a F' en forma de espiral. Esto se ve en las siguientes Figuras:

(a) as, 2”1 < a1,273 (b) asz 2’ > a1,273

= Siags # 0, obtenemos dos puntos criticos: el origen (0,0,0) y el punto en la

r a r
frontera F [ — + irl, —1, 0 ). En el punto F' los autovalores son

a2 1 1,202 1 a2

2 2 2 2
3971 —Q227T1 + \/a2727'1 — 4(7’17’2(1172 + a1’2a272r1)

—T3 + ’ ) 2
ai 2 Q12

a3, 2T1

y, como la raiz es menor que as o7y, si —r3 + —— < 0, entonces las soluciones

)2

convergen al punto F en espiral. Si —rg 4 “22% ot = 0 las o6rbitas convergen a un

punto de la curva de la variedad estable de’F , v si es mayor que 0 entonces
las 6rbitas convergen a la variedad estable en el infinito. Esto queda plasmado

en las siguientes Figuras:

(a) —rs + 522 <0 (b) —r3 + %2211 = (c) —rz + 2211 5

ai,2 ai,2 at,2

» Sia; # 0 tenemos cuatro posibles puntos criticos: el origen (0,0, 0), el pun-

(& o T aii . .
to P, [ —,0,0), el punto P» | —, — — ————713,0 ] y el punto interior
a1 Q21 A12 12091

(&1 a2 T3 as; T1 a2 T2 .

rf{———rry, — — | — — ———r3 | — —|. El origen y el pun-
Q1,1 a3 2011 azo az3 \ 0411 a320a1 1 a23

to P; siempre existen. Si no existe P, entonces P; es un punto critico estable,
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y si existe P, P; se transforma en un punto de silla. Si existe F', P es un
punto de silla y si no existe, P, es nodo estable. Si existe F', entonces también
debe existir P, y F' es nodo estable del sistema. Esto se ve en las siguientes

Figuras:

(a) E|P1 (b) E|P1, P2 (C) E|P1, PQ, F

Caso 3
Si hay competencia intraespecie en dos de las especies volvemos a tener tres posibi-
lidades:

» Siags # 0,a22 # 0, existen 3 puntos criticos: el origen (0,0,0), Pi(z1,v1,0)
y F(xq, 1y, 29). El comportamiento de P; es de nodo estable si no existe F'y
de punto de silla si existe. En cuanto a F', si existe, es un nodo estable del

sistema. Esto se ve en las siguientes Figuras:

(a) 3P, (b) 3P, F

» Siasgz # 0,a1; # 0, tenemos 4 puntos criticos y un comportamiento analogo

al de a;; # 0, como puede verse en las siguientes Figuras.
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(a) ElPl (b) E|P1, P2 (C) E|P1, PQ, F

» Siags # 0,a11 # 0, tenemos 4 puntos criticos y un comportamiento analogo

al anterior.

Caso 4
Si hay competencia intraespecie en todas las especies entonces obtenemos 4 puntos

criticos y un comportamiento de las trayectorias analogo a los anteriores.

Conclusion: Por tanto, en el modelo de Lotka-Volterra de tres especies en el que

hay cadenas troficas, existiran soluciones periddicas cuando no haya competencia

a3,271

o, ¥ existiran ciclos limite cuando

intraespecie y ademas se cumpla que r3 =
no exista competencia intraespecie en las dos primeras especies y se cumpla que

AzoT1 < A1273.



38 Trabajo de fin de grado

5. El método de Poincaré-Lindstedt

Después de haber estudiado varios modelos de Lotka-Volterra en dos y tres espe-
cies, nuestro objetivo ahora es profundizar en los modelos en los que existen 6rbitas
periddicas o, al menos, algtin ciclo limite al que convergen las trayectorias. Si se
intentara resolver los modelos para obtener una expresién de la solucién periodica
a través del tiempo tendriamos que, a pesar de la posible sencillez del modelo, en

general es muy dificil obtener una expresion exacta y cerrada de la solucion.

Poincaré introdujo un método para describir soluciones peridédicas por medio de

una serie de potencias con respecto a un valor pequeno € en ecuaciones del tipo
T+r=cf(x), 0<e<l. (5.1)
El método d Poincaré-Linstedt se basa en la busqueda de soluciones de la forma

x(t) = 2o(t) +ex1(t) + 2mo(t) + 3x3(t) + . ..

Pude ocurrir que exista una solucion periodica z(t) de (5.1) con periodo T
con términos zx(t) que no sean periodicos, por ejemplo, el desarrollo de la funciéon
cos((1+¢)t) es

cos((1 + ¢e)t) = cos(t) — tesin((1 + e)t) — %t% cos((L+e)t)+ ...

cuyos términos son claramente no periédicos, ya que para valores grandes de ¢ perde-
riamos la periodicidad. A los términos que dependen de ¢ se les denomina términos
seculares. Este problema se resuelve desarrollando en serie la frecuencia, w = 2%,
con respecto a &,

w:w0+5w1+52w2+53w3+....

En este caso, como queremos que las funciones sean 2w —periédicas necesaria-

mente debemos tener que wy = 1.

Consideramos ahora un sistema de orden 1 del tipo

t+y=cf(zy),

J—ax=ceg(z,y), 52)

donde 0 < € < 1 es un pequeno parametro de perturbacion. Entonces el método de

Poincaré-Lindstedt trata de buscar soluciones de la forma

2(T) = x(T) + ex1(T) + 225(T) + 323(T) + . ..
y(T) = yo(T) + e (T) + 2ya(T) + %ys(T) + . ..

donde x;,y; son funciones perioédicas de periodo 27, y T' = wt con

w:wo+sw1+€2w2+53w3+..., wo=1.
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Si realizamos el cambio de variable T' = wt en (5.2) obtenemos el sistema
wr' +y=c¢ Z fige'y’
1,
wy —x = 52 iy

1,

x
donde # corresponde con — y 2’ con T’ Y Dij fijriy( > i 9ig '4y7) el desarrollo
en serie de f(x,y) (g(z,y) resp.). Si ahora desarrollamos en serie z, y y w y agrupa-
mos los términos de igual potencia en €, obtenemos varias ecuaciones que nos daran

las soluciones para cada coeficiente de las series.

(xy +yo) + (2] +wizg +11) + ... = 52 fii(wo+ery+..) (yo+ey +...),

7]
(yo — x0) +e(yy +wiyp — 1) + ... = 529@]‘(%0 teri 4. ) (Yot ey +..)
]

El sistema obtenido para el orden cero es

376+I90:0a
yé)_xozoa

con soluciéon

xo(T) = Agcos(T) — Bysin(T),
yo(T) = Apsin(T) + By cos(T),

donde Ay, By vienen determinadas por las condiciones iniciales del sistema.

El sistema para el orden uno es

/ /
ry +wiry + Y1 = fooToYo s

Y1+ wiyy — T1 = Go,0ToYo -
Si sustituimos x¢(7"), yo(T") en la ecuacion anterior, obtenemos
A2 —
i+ y1 = foo ( 5 ) sin(27) + fo.0AoBo cos(2T") + wy(Agsin(T") + By cos(T'))

A2
yi — T1 = gdo,0 (T) SlIl(QT) -+ f() ()A()BO COS(ZT) — wl(Ao COS( ) BO SlIl(T))

Si intentamos resolverlo obtendremos términos seculares. Para que no ocurra esto
asignaremos un valor a w; para eliminar esa perturbacion. Para obtener este valor

de w; utilizaremos el siguiente resultado:
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Proposicion 5.1 El sistema

' +y = Asin(t) + Bcos(t) + Z(Am sin(mt) + By, cos(mt))

m>2

y' —x = Csin(t) + Dcos(t) + Z(C’m sin(mt) + D,,, cos(mt))

m>2
tiene soluciones periodicas si A— D =0y B+ C =0.

Utilizando el resultado anterior obtenemos que w; = 0. Si resolvemos el sistema con

wy = 0, obtendremos las expresiones de z1(7) e y;(7') sin términos seculares.

Este método se aplica de forma analoga para érdenes superiores y obtendriamos

al final una expresion para la solucion periddica del sistema (5.2).

Después de haber descrito el método de Poincaré-Lindstedt, vamos a proceder a

obtener el sistema (5.2) a partir del modelo de Lotka-Volterra

x:x(a_by)a
Yy =1y(—c+dx).

Como hemos estudiado anteriormente, las soluciones peridédicas rodean al punto

de equilibrio <§Z, %) Ahora si perturbamos el sistema en torno al punto critico
mediante
c a
o(t) = S+ eplt), ylt) =5 +eu(s),

obtenemos el sistema
. —bc . —bc
5902751/1 — be*py) 80271/1 — bepy
—

. d . d
ep= %6@ + de?p) = %g& + de)

)

que responde a la forma (5.2). Procedemos ahora a aplicar el metodo como ha sido
descrito anteriormente, siendo ahora wy la frecuencia de la solucién del sistema no
perturbado, es decir, con € = 0:

bc ad

g = Voo

Wy =

Ademas para poder hacer los calculos pertinentes debemos modificar el resultado
para eliminar los términos seculares de la siguiente forma:

Proposicion 5.2 FEl sistema

Vaba' 4+ ay = Asin(t) + B cos(t) + Z(Am sin(mt) 4+ B,, cos(mt))

m>2
Vaby' — by = Csin(t) + D cos(t) + Z(C’m sin(mt) + D, cos(mt))
m>2

Va Va

tiene soluciones periddicas si, A— —=D =0y B+ —C =0.

Vb Vb



Rubén Poveda Martinez 41

5.1. Metodo de Poincaré-Lindstedt en sistemas de orden 3

Ahora vamos a pasar a adaptar el método de Poincaré-Lindstedt para sistemas

de dimension 3.

Consideramos el sistema de Lotka-Volterra para 3 especies de la forma

T =z(r — a12y),

gy =y(—ry+ as1x — as3z),
ya y4

Este sistema, como se vi6 antes, tiene soluciones periddicas o ciclos limite cuando

as 2T ., L1 L. .
r3 > . Vamos a calcular la expresion de las érbitas periddicas para este sistema,
12
. 3,271
es decir, en el caso en que r3 = ———.
a2

En primer lugar, calculamos los puntos criticos del sistema, dados por una recta
e ) 23 ™ .
de puntos criticos 7y = (— + ==X\, —, ), con A\ € R*. Si perturbamos el
as G271 A12

sistema en torno a un punto P de la recta con el cambio de variable

T2 a3
x(t) = — + =X +ex(t),
(t) o o (t)
™
y(t) = — +eye(t),

a2
2t) = A +ez(t),

obtenemos el sistema perturbado

. a2
Te = ——= (T2 + A23)\) Ye — A1 2TcYeE
a2 1
2171 2371
Ye = Te— Ze + (A21%cYe — A2,3Ye%e )€
1.2 a2

Ze = a3,2>\ze + a3 2Ye 2e€ -

Del sistema perturbado, obtenemos wy como el valor del autovalor imaginario del
sistema sin perturbar, es decir, cuando € = 0. Si ahora realizamos el cambio t = wT,
obtenemos el sistema

/ 1.2

W, = ——= (o 4+ a23\) Ye — 1 2TcYeE
a2
az171 Q2 371
/ 5 5
WY, = ———T¢ — Ze + (21T cYe — A23YeZe)E
ai 2 1.2

/
Wz, = 32 \Ye + A3 2YeZe€

Ahora, por ultimo, si realizamos los cambios de variables

2o(T) = 2o(T) + 21(T)e + 22(T)e? + . ..
Ye(T) = yo(T) + y1(T)e + yo2(T)e* + . ...
2o(T) = 20(T) + 21(T)e + 2o(T)e* + ...

W=wy+ wie +wee? + ...
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y agrupamos los términos de igual potencia en e, obtenemos, para el coeficiente del

orden 0 de €, el sistema

/ _ ai2

Woty = == (12 4+ az,3\) yo ,
2,1
G217 2,371
WolYo = ———To — 20,
Q12 a2

/
Wozy = a3 2\Yo -

La solucién de este sistema viene dada por:

xo(T) = (r2 + 62300128 cos(T) — (r2 + a23))a1,2C sin(7T) + _a2,3A ,
a2 1Wo a2,1Wo az 1
yo(T) = Bsin(T') + C cos(T),
B\ CA
20(T) = 43274 cos(T) + Fa2A sin(T') + A,
wWo wWo

con A, B,C dependientes de las condiciones iniciales del sistema. Las derivadas de

X0, Yo, 20 vienen dadas por

B (rg + aggA\)ar 2B . (rg + az3A\)aq 2C .

zh(T) = in(T) — os(T),
(1) = - gy ) (e 00
yo(T) = Beos(T) — Csin(T),
B A
20(T) = 93,2 sin(T') + 420 cos(T) .
wo Wo

Ahora que tenemos las soluciones del orden 0, pasamos al sistema de orden 1:

1,2
/ / 5
Woxy + w1y = T (12 + az3\) y1 — a1270Y0
2,1
/ p QG217 Q2,371
Woyy + wilYy = ry — Z1 + a2,1T0Yo — 42,3Y0%0
a2 a2

/ /
woz) + w12y = az2Ay1 + a3 2900 -

Si sustituimos las funciones zo(7"), yo(T'), 20(T) en el sistema de orden 1, obtene-

mos el sistema

a2
WOJ,’/l + — (7’2 + CL273>\) Yy =

21
a; oC a1 2B )
= al’zw (wl (7“2 + a2,3)\) — (JJo(Z273A)) COS(T) + &172&} (w1 (7’2 + 0,2,3)\) — woang)) sm(T)
2,1%0 2,140
—a?,BC a?
——27 " (ry 4 ag3\) cos(2T) + =——2— ((C? — B?)(ry + ag3)\)) sin(27),
a21Wo a2 1Wo
a9 1T a9 3T
woyi Q21 11_1+ 2,3 121 _
a2 a2

BC
= —wBcos(T) +w Csin(T) + o (a12(r2 + ag3A) + ag sas o) cos(2T) +
0
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B? - C?
+T (CLLQT’Q + (&1,2 + CL372>CL2’3>\) SIH(QT) ,
0
WOZi — a372)\y1 =
C B a2 ,A\BC
= da2 Awy — wiA) cos(T) + G32 (Awy — wiA) sin(T) — =2 cos(27)

wWo Wy wo

az o\

23’2 (C? — B?)sin(27) .
Wo

Para resolverlo sin que hayan términos seculares debemos utilizar el siguiente resul-
tado:

Proposicién 5.3 Un sistema de la forma

vab + cdi = —ay + Acos(t) + Bsin(t) + Z(A" cos(nt) + By, sin(nt)),

n>1
vab + cdy=bx — cz+ Ccos(t) + Dsin(t) + Z(C" cos(nt) + D, sin(nt)) , (5.3)
n>1
Vab+ cdz=dy + E cos(t) + Fsin(t) + Z(E” cos(nt) + F, sin(nt))
n>1

tiene soluciones sin términos seculares si se cumple el sistema:

vab+cdC +cF —bB =0
vab+cdD —cE +bA =0

Demostracion. Sin perdida de generalidad, hacemos A,,, B,,, C,,, D,,, D,,, E,,, F,, =0

con n > 1. La solucién del sistema (5.3) para x(t) viene dada por

o(t) = < a*bz  acF cdB N acdz ~ aC  abB ) cos(t)
 \Wab+ed 2Vab+ted ab+ed ab+ted 2 2vab+ed) ab+cd
<aD _ ack N abA > t cos(t)
2 2Vab+cd 2v/ab+cd) ab+cd
B (aD N acdyo  acE  cdA N a*byg ) sin(t)
vab+cd ab+cd ab+cd vab+cd) ab+cd
(aC’ abB acF ) tsin(t)
—\ 5 = + + g
2 2v/ab+cd  2v/ab+cd) ab+cd

Esta solucion tiene términos seculares. Para que no tengamos el término secular

t cos(t), hacemos

@ B ack n abA
2 2vab +cd  2+/ab+ cd

Si queremos que desaparezca el término secular ¢ sin(t),hacemos

g B abB n acF
2 2vab+cd  2v/ab+ cd

Por tanto, las dos ecuaciones dan las condiciones necesarias para no tener térmi-

=0= +Vab+cdD —cE +bA =0

=0= +Vab+cdC +cF —-bB=0

nos seculares. Este procedimiento se realiza de forma anéloga para y(t) y z(t) donde
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obtendremos las mismas ecuaciones. |

En nuestro caso, si resolvemos el sistema anterior para no obtener términos

seculares, llegamos a que

7’1a2,3A (al,z - Cl3,2) wo

T T R £ 123N 1 + Gy oA T1ds
Wo“a1,2 T 7172012 T T1A23A Q12 T A32AT102 3

con lo que si resolvemos la EDO para el orden 1 sustituyendo el valor anterior de w;

obtendremos las soluciones z1(T"), y1(T"), z1(T'), libres de términos seculares.
Seguidamente procederiamos a resolver el 2° orden del método, de forma analoga.

Para mayor comprension del método vamos a aplicarlo en el siguiente ejemplo

Ejemplo 5.4 Consideramos el sistema

i‘zx(l_y)a
i=z(-1+y),

Los puntos criticos son de la forma (2+ A, 1, A). Tomamos de forma arbitraria, el

5 1
punto <§, 1, 5) . Si hacemos los cambios de variable en torno a este punto obtenemos

el sistema
wr, = o EYeZ
e de ye €
/
WY, = Te — Ze + 5(xeye - yeze) 5
, 1
wz, = §ye + EYeZe -

En el sistema no perturbado, con € = 0, calculamos los autovalores y obtenemos
que wy = v/3. Por tanto, si sustituimos los desarrollos en serie en el sistema anterior,

obtenemos el sistema

)
V3xl + (V37 +w1x6)g+...:—§(y0+ey1 +..)—¢elyo+eyr +..)(xg+ex1+...),
V3yh+ (V3Y, Fwiyh)e+ . .o=x0 — 20+ e(xy — 21) ...+ ez Z((ajpyn_p — YpZn—p)E"),
n>0 p=0
1
V32, + (V32 +w126)6+...:§(y0+5y1 +.)t+elyoteyr+..)(z0+ezm+...).

El sistema para el orden 0 es

)
\/3176 - _5907

\/gy(l):l'o—ZO,

1
\/526 = §yo )
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cuya solucion, dando condiciones iniciales x¢(0) = 2,40(0) = 1, 29(0) = 1, es

zo(T) = gc s(T) — 5_\6/3 sin(T") + g ,
yo(T) = ? sin(7) 4+ cos(T') ,

W(T) = — L cos(m) + Y2 sin(T) +

7
6 6 6

El sistema para el orden 1 es

5
\/595/1 = _éyl — ZToYo — wl-’ﬂ(),
\/53/1 =21 — 21+ ToYo — Yoo — W1y6 )

1
V32 = S + Yozo — W12y -

Si substituimos los valores de xg, o, 20 en el sistema anterior y simplificamos
obtenemos el sistema

V3a) = %Syl + (%gwl - g) cos(T') + <§w1 — @) sin(7T") — gcos(QT)

2V'3
+ 1—\2_ sin(27) ,

V3, =1y — 2 — ?wl cos(T') + wy sin(T") + cos(2T) — \/?ﬁ sin(27) ,

1 7 3 3 1 1
32 = St (6 — %m) cos(T) + (1—\2_ - 6w1> sin(T) — G cos(27)
V3 .
+ ) sin(27) .

La condicién para que la soluciéon del sistema anterior no tenga términos seculares
es el sistema

con lo que, si despejamos wq, obtenemos el valor w; = ——. Por lo tanto, sustitu-

18
yendo el valor de w; en el sistema anterior, quedaria como
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3 7 5 5v/3
\/_xl —yl . sin(T') — 36 cos(T) — 6 os(2T) + =TS sin(27) ,
V3Y, =1 — 2 — 1_78 cos(T) + 71—\23 sin(7T") + cos(27") — ? sin(27) ,
135 35V/3 1 V3
V32 = S + 36 ° os(T) + 108 sin(7T") — 6 cos(2T) + R sin(27) ,

Si lo resolvemos y tomamos solo la solucion particular, obtenemos la solucion sin

términos seculares

7 V3 35 858\/_

2 (T) = 103 cos(T) — m sin(T) + 394 C cos(2T) — 394 in(27),
n(T) = ;7 cos(2T) +9 \/_sm(QT)
2(T) = IT385 cos(T) + f(;é_ sin(7) — 32754 cos(2T) — 37@ sin(27) .

El sistema para el orden 2 es

\/_% = ——?/2 — Z1Yo — TolY1 — w1$1 - W2x07

\/_ - ! /
3y, = 372 — 22+ T1Yo + ToY1 — 21Y0 — oY1 — W1y — Wl

\/_22 = —3/2 + Y120 + Yoz1 — w12] — Wz} .

Si sustituimos los valores ya conocidos en el sistema anterior y simplificamos, obte-

nemos el sistema

11161 11401
V3ah = 5 0 COS(T)+§W2\/§COS<T) 0 3sin (T)~|—gw2 sin(T")

2 648 1944
% 3sin(27) — 5498767 cos(2T') + ﬁ\/—sm(i%T) - gCOS(BT)
V3 =xy — 25 — 227 cos(T) — %UJQ\/§COS(T> + 8—1\/§sin(T) + wo sin(T)
- % 3sin(27) + §COS(3T) + 7428565 cos(2T') — %\/gsin(BT) ,
V32, :%yg 4 % cos(T) — éw2\/§ cos(T) + 366429\/5 sin(T') — éwz in(T)
% 3sin(27) — %COS(3T) 1428061 cos(2T") — 163\/_s1n(3T)

Aqui, si queremos que no hayan términos seculares en la solucion debemos resol-

ver el sistema

/3 (_3 - \/§w2) . (3679\/§ - @> - <5w2 - 11401\/§> o,

27 3 648 6 6 1944

V3 3695  v/3ws 5v/3w, 11161
\/_<81 +“2)_<216_ 6 )+< 6 o |V
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cuya soluciéon es wo = %ﬁi@ Si sustituimos el valor de ws y resolvemos la EDO,

obtenemos la soluciéon

2o(T) = 3;)6% T2 cos(T) - % Bsin(T) + oo cos(2T) + 1122 £ cos(3T)
- %\/_sm(BT) - % 3sin(27),

yo(T) = % 3sin(27) + m\/_sm(?)T) + 38i13 cos(2T) + 237 cos(3T),

(T = 396% 20 cos(1) + 2B sin(T) — L VBsin(2T) — 11 cos(21)
— %\/_sm(?)T) 11624 cos(3T) .

Hasta este punto, la solucién del sistema original seria de la forma

x(t) 5 +e€ <§ cos(wt) — 5 sin(wt) + g) + &2 (L cos(wt) — 7—\/3 sin(wt) +

2 6 108 108
35 858v/3 3635 13211
22 cos(2 p 3 (222 -
—{—324 cos(2wt) — 394 sin( wt)) +¢ (972 + 11664 cos(wt)
11771 53 145
oot ' 9
1664 3sin(wt) + 9 cos(2wt) + {664 Cos(3wt)) :

y(t) =1+¢ (? sin(wt) + Cos(wt)) + ¢? <% cos(2wt) + g\@sin@wt)>

353 2
+e ( V3sin(2wt) + @\/_sm(?)wt) + i cos(2wt) + 77 Cos(3wt)>

108 sin(wt) —

25 3 3635 55183 595471
——— cos(2wt) — 3% sin(2wt)> + & (— — ———cos(T) + 3sin(7")

1 1 _
2(t) =5 Te <_6 cos(wt) + ? sin(wt) + g) + & (WS; cos(wt) + 5

324 972 11664 11664

1901 12
_@f sin(27") — 20 cos(2T) — —=V/3sin(3T) — > cos(ST)),

7V3 110393
con w = \/§+51—8+5 H)T

Podemos seguir realizando este procedimiento en 6rdenes mayores para obtener

soluciones con mayor aproximacion a la solucion real.

A continuacién, tenemos la representacion grafica en la Figura 20 de las solucio-
nes para el metodo de Poincaré-Lindstedt hasta el orden 6 con varias condiciones
iniciales dadas en rojo (la utilizada en el ejemplo y otras dos) y en amarillo las

soluciones exactas del sistema.
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7

35 3 28 26 24 51

Figura 20: Comparacién método Poincaré-Lindstedt con solucion exacta

Podemos ver que hay una buena aproximacion de la soluciéon con la aplicacion

del método solo hasta el orden 6.

5.2. Algoritmo para el método de Poincaré-Lindstedt para 3

especies

Como se puede observar el método utilizado tiene un gran coste computacional
para ordenes grandes de €, por tanto, vamos a describir un algoritmo para el método

que optimice el tiempo de ejecucion.

Para empezar, perturbamos el sistema de Lotka-Volterra en torno a un punto

critico del sistema y obtenemos un sistema que tendra la forma

y—br+cz=c¢eg(x,y,z),
Z—dy=c¢eh(x,y,z),

Ahora vamos a definir ciertos términos:

» Definimos X (p1, pa, p3, @) como el coeficiente del desarrollo en serie de la fun-

cion zPryP?zP3. Es decir,
X(ph P2, P3; a) = (l.p1yp2zp3)a :

» Definimos DX (), DY (a), DZ (), con o € N, como la derivada de 4, Yo, Za,

es decir,

DX (a) = diT:Ea(T) , DY () = diTya(T), DZ(«a) = diTza(T).

» Definimos W (a) con a € N como el valor de w,.
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= Definimos F, G, H como las hipermatrices M x M x M, cuyos elementos son los

coeficientes del desarrollo en serie de f, g, h respectivamente, con M el mayor
grado de la series. Es decir, p.ej, F (i, j, k) = fi k-

Solucién de orden O

1.

2.

Asignamos X (0,0,0,0) =1y W(0) = Vab + cd, es decir, wy = vab + cd.

Calculamos X (1,0,0,0), X(0,1,0,0), X(0,0,1,0) como las soluciones del sis-
tema sin perturbar (¢ = 0).

Calculamos
DX(0) = L x(1,0,0,0)
- dT s Yy Yy 9
d
DY (0) = —X(0,1
(O) dT (07 ) 07 O) )
d
DZ(0) = —=X 1,0).
(O) dT (07 07 Y O)

Calculamos, para cada p con 2 < p < M:

X(p,0,0,0) = X(1,0,0,0)X(p — 1,0,0,0),
X(0,p,0,0) = X(0,1,0,0)X (0, p — 1,0,0),
X(0,0, p,0) = X(0,0,1,0)X(0,0,p— 1,0) .

. Para cada py, po, p3 tal que 2 < py, po, p3 < M, calculamos su desarrollo en

serie (xP1y”2z2P%),,

X(pb P2, P3, 0) = X(/Oh 07 07 O)X<O7 P2, 07 O)X(O7 07 P3, O) .

Solucién de orden 1

1.

Calculamos los primeros términos de la parte derecha del sistema de orden 1:

M i g
_ ki—j j—k
U = E E ,§ :fk,i—j,j—k%?/o 20

i=0 j=0 k=0

M i g
_ ko i—j _j—k
Vi= E ,E ,§ :9k7i—j7j—kxoyo 20

i=0 j=0 k=0

M i g
_ K i—j j—k
Wy, = g E g Pri—jji—kToYo 2o

i=0 j=0 k=0
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Estos términos se calculan mediante

M i J
:ZZZF(k7Z_j’]_k)X(k’Z_j’j_k’O)’

i=0 j=0 k=0
J
Vi=> 3> Gki—j,j—k)X(ki—jj—Fk0),
J
Wy = > H(k,i—j,j—k)X(k,i—jj—k0).

2. Calculamos el resto de la parte derecha del sistema:
Ry =—wirg, S1=-wyy, Th=-wz,
mediante:
Ry =-W(Q)DX(0), S =-W(Q)DY(0), Ty=-W(1)DZ(0).
El valor de w; se obtiene resolviendo el sistema para que no hayan términos

seculares en la solucion como ha sido explicado en el teorema (5.3).

3. Una vez determinado W (1) lo substituimos en R, S, 7). Ahora calculamos
X(1,0,0,1),X(0,1,0,1),X(0,0,1,1) como las soluciones del sistema de orden

1 con el valor de W(1) determinado.

4. Calculamos

d
d
d

5. Calculamos, para cada p con 2 < p < M:

X(p,0,0,1) ZXlOOl Q)X (p—1,0,0,q),
X(0,p,0,1) ZXO,I,Ol $)X(0,p—1,0,q),

X(0,0,p,1 ZX 0,0,1,1—¢)X(0,0,p—1,9).

6. Para cada pq, po, p3 tal que 2 < py, po, p3 < M, calculamos su desarrollo en en

serie (zP1yP2zP3),,

1 p
X(P17P27P37 1) = ZZX(PMO’OJ) - Q)X(07p2707Q)X(0707p37 1 _p> .

p=0 ¢=0
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Solucién de orden n > 2

1. Calculamos los primeros términos de la parte derecha del sistema de orden n:

M i J n—1

Un =3 SN F(kii—jj — k)X (k,i—j.j — kn—1) = > W(n - p)DX(p).
i=0 j=0 k=0 p—
M i J n—1
i=0 j=0 k=0 o
M ‘ J n—1

Wo =SSN H(ki—jij— RX(ki—j.j—kn—1) =Y W(n—p)DZ(p).
i=0 j=0 k=0 -

2. Calculamos el resto de la parte derecha:

/ / /
R, = —wyzy, Sp=—wnyy, Th=—wnz.

El valor de w, se obtiene resolviendo el sistema para que no hayan términos

seculares en la solucién como se ha hecho anteriormente.

3. Una vez determinado W (n) lo substituimos en R, Sy, T,. Ahora calculamos
X(1,0,0,n),X(0,1,0,n), X(0,0,1,n) como las soluciones del sistema de orden

n con el valor de W (n) determinado.

4. Calculamos

DX(n)= diTX(l 0,0,m),
DY (n) = diTX(O, 1,0,n),
DZ(n) = diTX(O 0,1,n).

5. Calculamos para cada p con 2 < p < M:

X(p,0,0,n) = ZXloon—q)X<p—1,o,o,q>,
X(0,p,0,n) = ZX 0,1,0,n — q)X(0,p—1,0,q),
X(0,0,p,n) Zxoo,l,n 90X (0,0,p=1,9).

6. Para cada py, pa, p3 tal que 2 < py, po, p3 < M, calculamos su desarrollo en en

series (zyP?z"3) |

n p
X(Phﬂ%ﬂ?w”) = ZZX(PMOaOJ? - q>X<07p2707Q>X(0707p37n _p> .

p=0 ¢=0
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Al final, obtendremos que la aproximacion de la soluciéon periddica en el sistema

original es

z(t) = X(1,0,0,0)(T) +eX(1,0,0,1)(T) + ... +2X(1,0,0,Q)(T),
y(t) = X(0,1,0,0)(T) +eX(0,1,0, 1)(T) + ... +9X(0,1,0,Q)(T),
2(t) = X(0,0,1,0)(T) +X(0,0,1,1)(T) + ... +“X(0,0,1,Q)(T),

donde X(1,0,0,q)(T), X(0,1,0,q), X(0,0,1,q)(T) son 2r—periodicas en T = wt y

w=W(0)+eW(@)+...+°W(Q).



Rubén Poveda Martinez 53

A. Meétodo de Poincaré-Lindstedt para tres dimen-

siones en Maple

LIP03:=proc(edo,ci,orden)

local var,sys,r,omega,PC,EDO,serie,M,1i,j,k,F,G,H,n,0DI,0D,s0l,A,val,
X,bX,DY,DZ,U,V,W,R,S,T,aux;

var[1] :=op(1,lhs(edo[1]));

var [2] :=op(1,lhs(edo[2]));

var[3] :=op(1,1lhs(edo[3]));

sys:=subs([var[1]=x,var[2]=y,var[3]=z],edo);

sys:={rhs(sys[1])=0,rhs(sys[2])=0,rhs(sys[3])=0,x"2+y~2+2"2<>0};

PC:=isolve(sys,1);

print (PC);

PC:=[PC[readstat("Que punto:")]];
PC:=subs(1=1/2,PC) ;

EDO:=collect(subs([var[1]=rhs(PC[1])+epsilon*x_e(t),var[2]=rhs(PC[2])
+epsilonxy_e(t),var[3]=rhs(PC[3])+epsilon*z_e(t)],edo),epsilon);
EDO:=[expand (EDO[1] /epsilon) ,expand (EDO[2] /epsilon) ,expand(EDO[3]/epsilon)];

serie[1] :=mtaylor(coeff (subs([x_e(t)=x_e,y_e(t)=y_e,z_e(t)=z_e],
rhs(EDO[1])),epsilon,1),[x_e,y_e,z_e],12);

serie[2] :=mtaylor(coeff (subs([x_e(t)=x_e,y_e(t)=y_e,z_e(t)=z_e],
rhs(EDO[2])),epsilon,1),[x_e,y_e,z_e],12);

serie[3] :=mtaylor(coeff (subs([x_e(t)=x_e,y_e(t)=y_e,z_e(t)=z_e],
rhs(EDO[3])),epsilon,1),[x_e,y_e,z_e],12);

M:=lcm(degree(serie[1]) ,degree(serie[2]) ,degree(serie[3]));

for i from O to M do
for j from O to M do
for k from 0 to M do
F[i,j,k] :=coeff(coeff(coeff(seriell],y_e,j),x_e,i),z_e,k);
G[i,j,k]:=coeff(coeff(coeff(seriel2],y_e,j),x_e,i),z_e,k);
H[i,j,k] :=coeff(coeff(coeff(serie[3],y_e,j),x_e,i),z_e,k);
od;od;od;
X[0,0,0,0]:=1;

n:=0; ##### orden O #H####
ODI:=subs(epsilon = 0, EDO);
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sys:=subs([x_e(t)=x,y_e(t)=y,z_e(t)=z],0DI);
sys:=[rhs(sys[1]),rhs(sys[2]),rhs(sys[3])];

A:=Matrix([[diff (sys[1],x),diff(sys[1],y),diff(sys[1],2z)], [diff (sys[2]
,x) ,diff (sys[2],y),diff(sys[2],2)], [diff(sys[3],x),diff(sys[3],y),
diff(sys[3],2)11);

val:=Eigenvalues(A);

omegal[0] :=Im(val[2]);

0D:=[omega[0]*1hs (0DI[1])=rhs(0DI[1]),omega[0]*1hs(0ODI[2])=rhs(0ODI[2]),
omega [0]*1hs (ODI[3])=rhs(0ODI[3])];
sol:=dsolve([op(0OD),x_e(0)=rhs(ci[1]),y_e(0)=rhs(ci[2]),z_e(0)=
ths(cil[31)1);

X[1,0,0,0] :=rhs(sol[1]);

X[0,1,0,0] :=rhs(s0l[2]);

X[0,0,1,0] :=rhs(s0l1[3]);
DX [0] :=diff(X[1,0,0,0],t);
DY[0] :=diff(X[0,1,0,0],t);
DZ[0] :=diff(X[0,0,1,0],t);

for i from 2 to M do

X[i,0,0,0] :=combine(X[1,0,0,0]*X[i-1,0,0,0]);

X[0,1,0,0] :=combine(X[0,1,0,01*X[0,i-1,0,0]);

X[0,0,1,0] :=combine(X[0,0,1,0]*X[0,0,i-1,0]);

od;

for i from O to M do

for j from O to M do

for k from 0 to M do
X[i,j,k,0]:=combine(X[i,0,0,0]*X[0,],0,0]1*X[0,0,k,0]);

od;od;od;

n:=n+1; ##### orden 1 #H##H

U:=combine (sum(sum(sum(F [r,p-q,q-r]*X[r,p-q,9-r,0],r=0..9),9=0..p),
p=0..M));

V:=combine (sum(sum(sum(G[r,p-q,q-r]*X[r,p-q,9-r,0],r=0..9),9=0..p),
p=0..M));

W:=combine (sum(sum(sum(H[r,p-q,q-r]*X[r,p-q,9-r,0],r=0..9),9=0..p),
p=0..M));

R:=-omega[1]*DX[0]; S:=-omegal[1]*DY[0]; T:=-omegal[1]*DZ[0];

aux:=[combine (U+R) , combine (V+S) ,combine (W+T)];
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sol:=solve({omega[0] *coeff (aux[2],cos(t))-A[2,1]*coeff (aux[1],sin(t))
-A[2,3]*coeff (aux[3],sin(t))},omegal1]);

omegal[1l] :=rhs(sol[1]);

R:=-omega[1]*DX[0]; S:=-omega[1]*DY[0]; T:=-omega[1]*DZ[0];

0D:=[omega[0]*1hs(0DI[1])=combine(rhs(0DI[1])+U+R),omega[0]*1hs(0DI[2])=
combine (rhs (0DI[2])+V+S) ,omega[0]*1hs(0ODI[3])=combine (rhs(0ODI[3])
+W+T) 1 ;

sol:=dsolve(0D,singsol=none) ;

sol:=subs([_C1=0,_C2=0,_C3=0],s0l);

sol:=combine(value(sol));

X[1,0,0,1] :=combine(rhs(sol[1]));

X[0,1,0,1] :=combine(rhs(so0l[2]));

X[0,0,1,1] :=combine(rhs(s0l[3]));

DX[1]:=diff(X[1,0,0,1],t);

DY[1]:=diff(X[0,1,0,1],t);

DZ[1] :=diff(X[0,0,1,1],%t);

for i from 2 to M do

X[i,0,0,1] :=combine (sum(X[i-1,0,0,p]*X[1,0,0,1-p],p=0..1));

X[0,i,0,1] :=combine (sum(X[0,i-1,0,p]*X[0,1,0,1-p],p=0..1));

X[0,0,i,1] :=combine(sum(X[0,0,i-1,p]*X[0,0,1,1-p],p=0..1));

od;

X[0,0,0,1]:=1:

for i from O to M do

for j from O to M do

for k from O to M do
X[i,j,k,1]:=combine(sum(sum(X[i,0,0,p-ql*X[0,j,0,q9]*X[0,0,k,1-p],
q=0..p),p=0..1));
od;od;od;

n:=n+1; ##### orden mayor que 1 #HH#H###

while n<=8 do

U:=combine (sum(sum(sum(F [r,p-q,q-r]*X[r,p-q,9-r,n-1],r=0..9),9=0..p),
p=0..M) -sum (DX [p] *omega [n-p] ,p=1..n-1));

V:=combine (sum(sum(sum(G[r,p-q,q-r]*X[r,p-q,9-r,n-1],r=0..9),9=0..p),
p=0..M) -sum (DY [p] *omega [n-p] ,p=1..n-1));

W:=combine (sum(sum(sum(H[r,p-q,q-r]*X[r,p-q,9-r,n-1],r=0..9),q=0..p),
p=0..M)-sum(DZ [p] *omega [n-p] ,p=1..n-1));

R:=-omega[n]*DX[0]; S:=-omega[n]*DY[0]; T:=-omega[n]*DZ[0];

aux:=[combine (U+R) , combine (V+S) ,combine (W+T)];
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sol:=solve({omega[0] *coeff (aux[2],cos(t))-A[2,1]*coeff (aux[1],sin(t))
-A[2,3]*coeff (aux[3],sin(t))},omegaln]);
omega[n] :=rhs(sol[1]);
R:=-omega[n]*DX[0]; S:=-omegal[n]*DY[0]; T:=-omegal[n]*DZ[0];
0D:=[omega[0]*1hs (ODI[1])=combine(rhs(0DI[1])+U+R),omega[0]*1hs(ODI[2])=
combine (rhs (0DI[2])+V+S) ,omega[0]*1hs(0ODI[3])=combine (rhs(0ODI[3])
+W+T) ] ;
sol:=dsolve(0D,singsol=none) ;
sol:=subs([_C1=0,_C2=0,_C3=0],s0l);
sol:=combine(value(sol));
X[1,0,0,n] :=combine(rhs(sol[1]));
X[0,1,0,n] :=combine(rhs(so0l[2]));
X[0,0,1,n] :=combine(rhs(sol[3]));
DX[n] :=diff(X[1,0,0,n],t);
DY [n]:=diff(X[0,1,0,n],t);
DZ[n] :=diff (X[0,0,1,n],t);
for i from 2 to M do
X[1i,0,0,n] :=combine(sum(X[i-1,0,0,p]*X[1,0,0,n-p],p=0..n));
X[0,i,0,n] :=combine(sum(X[0,i-1,0,p]*X[0,1,0,n-p],p=0..n));
X[0,0,i,n] :=combine(sum(X[0,0,i-1,p]*X[0,0,1,n-p],p=0..n));
od;
X[0,0,0,n]:=1:
for i from 0 to M do
for j from O to M do
for k from 0 to M do
X[i,j,k,n]:=combine(sum(sum(X[i,0,0,p-ql*X[0,j,0,q]1*X[0,0,k,n-p]
,9=0..p),p=0..n));
od;od;od;
n:=n+1;
od;
X_e:=sum(X[1,0,0,p]l*epsilon~p,p=0..n-1);
Y_e:=sum(X[0,1,0,p]l*epsilon~p,p=0..n-1);
Z_e:=sum(X[0,0,1,p]*epsilon~p,p=0..n-1);
Omega:=sum(omega [p] *epsilon~p,p=0..n-1);
X_e:=subs(T=0Omega*t,X_e);
Y_e:=subs(T=0megax*t,Y_e);
Z_e:=subs(T=0Omega*t,Z_e) ;
return([x(t)=rhs(PC[1])+combine(epsilon*X_e) ,y(t)=rhs(PC[2])+combine(
epsilon*Y_e) ,z(t)=rhs(PC[3])+combine(epsilon*Z_e)]);

end:
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