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Introducci�on.

La teor��a de homotop��a propia tiene como uno de sus principales obje-
tivos el estudio de los espacios no compactos. El primer invariante de ho-
motop��a propia fue el de \punto ideal", de�nido en 1923 por B. Ker�ekj�arto
[52], que dio una clasi�caci�on de las super�cies no compactas. En 1931, H.
Freudenthal [35] generaliz�o dicho invariante para cualquier espacio topol�o-
gico con el denominado \punto �nal".

Posteriormente, en 1965, L. Siebenmann [72] dio condiciones necesarias
y su�cientes para que una n-variedad diferenciable, con n � 6; fuera el
interior de una variedad compacta con borde. En su trabajo asoci�o nuevos
invariantes a los �nales semiestables de Freudenthal, utilizando el grupo
fundamental y l��mites inversos de grupos. M�as tarde propon��a en su trabajo
de 1970 [73] que, para el estudio de los espacios no compactos las hip�otesis
de homotop��a deber��an darse en la categor��a de las aplicaciones propias
mejor que en la de todas las aplicaciones continuas.

Respecto a los primeros invariantes de homotop��a propia con estructura
de grupo, en 1974, E.M. Brown [10] de�ni�o grupos de homotop��a propia.
Estos grupos est�an asociados a un espacio X no compacto y a un �nal de
Freudenthal, representado por un rayo propio � : [0;1)! X: De�ni�o estos
grupos como clases de homotop��a propia relativa a [0;1) de g�ermenes de
aplicaciones propias de Sn enX; donde Sn se construye a partir del invervalo
[0;1) pegando una n-esfera basada en cada entero. En este trabajo, Brown
caracteriz�o las equivalencias de homotop��a propia en la categor��a de los
complejos simpliciales conexos localmente �nitos y de dimensi�on �nita en
funci�on de estos nuevos grupos y de los grupos de Hurewicz �n: Tambi�en
de�ni�o el funtor P que permite calcular los grupos de homotop��a propia a
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partir de sistemas inversos de los grupos de homotop��a.

Tambi�en, Z. �Cerin [17], en 1980 de�ne una noci�on diferente de grupo de
homotop��a propia, como el conjunto de clases de homotop��a de aplicaciones
propias que conservan el rayo base de Sn � [0;1) en X:

Una t�ecnica usada para el estudio de homotop��a propia es el empleo
de los sistemas inversos de espacios o proespacios. La conexi�on consiste en
asignar al espacioX el sistema inverso de la clausura de los complementarios
de sus compacto-cerrados:

"(X) = fCl(X-K) : K es compacto y cerrado enXg:

Este sistema inverso se denomina proespacio �nal asociado a X y de�ne un
funtor " que permite comparar categor��as de homotop��a propia con cate-
gor��as homot�opicas de proespacios.

La construcci�on de una categor��a que tuviera como objetos sistemas
inversos de espacios y la de�nici�on de mor�smos entre sistemas inversos
con distintos conjuntos de ��ndices fue realizada por A. Grothendieck [43].
Asociada a una categor��a C construy�o la categor��a proC cuyos objetos
son los sistemas inversos de C indexados por categor��a �ltrantes y cuyos
mor�smos son tales que hacen a los sistemas co�nales isomorfos.

En 1967, D. Quillen [68] introdujo la noci�on de categor��a de modelos

cerrada, consistente en una categor��a C, junto con tres clases de mor�smos:
co�braciones, �braciones y equivalencias d�ebiles, satisfaciendo seis axiomas
que dan condiciones su�cientes para desarrollar una teor��a de homotop��a
en C y que traslada el problema de encontrar invariantes a probar que
ciertas categor��as, con los mor�smos adecuados, son de Quillen. Tambi�en,
en 1973, K.S. Brown [11] desarrolla una teor��a diferente a la de Quillen para
poder aplicarla a algunas categor��as de haces. Recientemente, H.J. Baues
[4] ha introducido la noci�on de categor��a co�brada, una forma m�as d�ebil
de la axiom�atica de Quillen, con axiomas m�as sencillos y un mayor n�umero
de ejemplos. En su trabajo estudia tambi�en las categor��as con cilindro
natural, axiom�atica de homotop��a funtorial y caso particular de categor��a
co�brada. Existen otras teor��as de homotop��a basadas en funtores. En
categor��as aditivas, la m�as amplia desarrollada hasta el momento es la dada
por S. Rodr��guez-Mach��n [63], [71] con la noci�on de categor��a aditiva con
cono natural, que usa un funtor cono y axiomas similares a los de categor��a
con un cilindro natural.
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En la utilizaci�on de t�ecnicas axiom�aticas cabe destacar los trabajos de T.
Porter, W. Grossman y Edwards y Hastings. En 1974, T. Porter [65] intro-
dujo una procategor��a homot�opica de conjuntos simpliciales, Ho(proSS),
invirtiendo formalmente aquellos mor�smos de proSS que, salvo isomor-
�smo, se pod��an representar como un sistema inverso de equivalencias d�ebi-
les (de homotop��a) de SS: Despu�es, en 1976 [66], desarroll�o esta idea en un
contexto m�as abstracto. Prob�o que si C es una categor��a con una estruc-

tura axiom�atica de Brown, entonces se puede dotar a proC de una nueva
estructura de Brown.

W. Grossman, en 1975 [41] da una estructura de categor��a de modelos
cerrada a la categor��a de torres de conjuntos simpliciales, towSS. Tambi�en
de�ni�o grupos de homotop��a de proespacios [42] utilizando t�ecnicas similares
a las de Brown, de�nidos mediante \racimos" de n-esferas, determinando
los llamados grupos de Brown-Grossman.

En 1976, Edwards y Hastings [21] por una parte, recogen las ideas de T.
Porter, al considerar categor��as homot�opicas obtenidas al invertir equivalen-
cias d�ebiles por niveles, y por otra, las tambi�en mencionadas de Grossman,
que daba una estructura de categor��a de modelos cerrada a towSS. Pro-
baron que si C es una categor��a de modelos cerrada, con propiedades adi-
cionales, entonces proC admite tambi�en una estructura cerrada de modelos
de Quillen. De los resultados de Edwards y Hastings tambi�en se destacan
sus teoremas de incrustaci�on, considerando las categor��as P� de espacios
�-compactos y Hausdor� con aplicaciones propias y (P�)1 con los mis-
mos objetos de P� y cuyos mor�smos son g�ermenes de aplicaciones propias.
Con el proceso de asignar a cada espacio su proespacio �nal se de�nen los
funtores,

Ho((P�)1)!Ho(proTop);

Ho(P�)! Ho(proTop;Top);

que Edwards y Hastings probaron que son incrustaciones plenas. Aqu��,
la categor��a (proTop,Top) es aquella que tiene como objetos mor�smos
X ! Y , donde X es un proespacio e Y un espacio topol�ogico considerado
como proespacio.

Apoy�andose en estos encajes, L.J. Hern�andez y T. Porter [47] dieron
en 1988 una de�nici�on alternativa de los grupos de �Cerin y por otra parte
modi�caron la de�nici�on de los grupos de Brown-Grossman introduciendo
versiones globales de dichos grupos.
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En relaci�on con teoremas de incrustaci�on, destaca tambi�en el trabajo
de Bassendoski [6] que introduce la noci�on de espacio �ltrado, que es un
proespacio global X de (proTop;Top) tal que limXi = ;; y las aplicaciones
de transici�on son inyectivas. Observ�o que la categor��a de los CW complejos
localmente �nitos y aplicaciones propias se puede representar como una
subcategor��a plena de la categor��a de los espacios �ltrados que a su vez es
una subcategor��a plena de (proTop;Top): Este enfoque es diferente al de

Edwards-Hastings.

Uno de los problemas existentes en la categor��a de los espacios y aplica-
ciones propias, P, es que no veri�ca la axiom�atica de Quillen, que exige, en
el axiomaM0, tener l��mites y col��mites �nitos, pues la categor��a P no tiene
objeto �nal y en general no existen push-outs. Una forma de establecer
un marco de trabajo en teor��a de homotop��a propia, es escoger axiom�aticas
menos restrictivas, como la noci�on de categor��a co�brada. En este sentido
se demuestra que P tiene estructura de categor��a co�brada [14].

Existen otras posibilidades, por ejemplo, se puede embeberP en una ca-
tegor��a completa y cocompleta y usar teor��as de homotop��a que asuman la
existencia de l��mites y col��mites. En esta direcci�on, se tiene el embebimiento
de Edwards y Hastings de la subcategor��a de P de los espacios �-compactos,
Hausdor� y localmente compactos en la categor��a de homotop��a de proespa-
cios. Una desventaja de este embebimiento es la gran restricci�on hecha en
P. Otro problema es que las contrucciones homot�opicas producen proespa-
cios que muchas veces no pueden ser interpretados geom�etricamente como
un espacio.

Garc��a-Pinillos [38] propone en su tesis una nueva soluci�on, introduce la
noci�on de espacio exterior, de forma que la categor��a de los espacios exte-
riores, E, es completa y cocompleta y demuestra que P se puede considerar
como una subcategor��a plena suya. Adem�as, E, tiene varias estructuras de
categor��a de modelos cerrada.

Por otro lado, la obtenci�on de modelos algebraicos para tipos de homo-
top��a de espacios topol�ogicos ha sido un objetivo primordial en la homotop��a
algebraica. Uno de los primeros modelos con informaci�on algebraica sobre
tipos de homotop��a fueron los complejos de cadenas de grupos abelianos.
En su estudio tuvo lugar un proceso de algebraizaci�on de la teor��a de homo-
top��a topol�ogica que produjo el concepto de homotop��a entre aplicaciones
de cadenas.
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La obtenci�on de adecuados modelos algebraicos para tipos de homotop��a
de espacios ha conducido, con el tiempo al intento de hacer teor��a de homo-
top��a con tales modelos algebraicos con el objetivo de utilizar m�etodos alge-
braicos que aparecen m�as simples que aquellos de los espacios topol�ogicos.

En los a~nos 50, D. Kan [50] y J.C. Moore [62] desarrollan las t�ecnicas
simpliciales, introduciendo las nociones de conjunto simplicial, grupo simpli-
cial y grupo abeliano simplicial . Probaron que la categor��a homot�opica de
los conjuntos simpliciales de Kan es equivalente a la categor��a homot�opica
de los CW complejos y que la categor��a homot�opica de los grupos simpli-
ciales es equivalente a la categor��a homot�opica de CW complejos basados y
0-conexos. Las teor��as de homolog��a y cohomolog��a tambi�en se desarrolla-
ron haciendo algunas versiones que utilizaban grupos abelianos simpliciales.
De este modo, las categor��as de homotop��a en categor��as abelianas se uti-
lizaron como una aproximaci�on a las categor��as de homotop��a de espacios.
Esta perspectiva permite entonces, disponer, para el estudio de objetos
geom�etricos, de lenguajes y herramientas que podr��an ser m�as simples al
ser tratados con esta �optica abstracta.

El objetivo principal de esta memoria es el de desarrollar las t�ecnicas
simpliciales para las categor��as de homotop��a propia, buscar los modelos
axiom�aticos adecuados para dichas categor��as y desarrollar las teor��as de ho-
molog��a derivadas de las construcciones simpliciales correspondientes, con-
cretamente:

� encontrar nociones an�alogas a la de conjunto simplicial para el estudio
de los invariantes del in�nito de un espacio no compacto;

� encontrar categor��as simpliciales adecuadas para el desarrollo de teo-
r��as de homolog��a invariantes por homotop��a propia;

� buscar aquellos modelos axiom�aticos que sean veri�cados por las ca-
tegor��as y teor��as de homotop��a encontradas para as�� disponer de las
propiedades generales de estos modelos;

� y aplicar la maquinaria simplicial para poder calcular dichos invarian-
tes homol�ogicos.

El marco de trabajo usado para la categor��a propia ser�a la categor��a de
los espacios exteriores. Para ello se desarrolla m�as esta nueva categor��a,
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dando nuevos resultados, de gran inter�es, que demostrar�a la utilidad de E
como una herramienta e�caz para el estudio de la homotop��a propia.

Siguiendo todas estas ideas esta memoria se ha estructurado en tres
partes:

La primera consiste en un cap��tulo 0 de preliminares, donde se estable-
cen nociones y resultados bien conocidos sobre categor��as simpliciales, de
modelos cerrada y categor��as de prehaces, resultados importantes para el de-
sarrollo de la memoria. Destaca un elegante teorema que permite construir
funtores del tipo realizaci�on geom�etrica en una gran variedad de contextos.

La segunda parte abarca desde el cap��tulo 1 hasta el 3 y est�a constituida
por una nueva estructura homot�opica para los espacios exteriores, una ela-
borada construcci�on de modelos de tipo simplicial e invariantes de homolog��a
derivados de �estos.

En el primer cap��tulo se hace un desarrollo m�as amplio y exhaustivo
de E, surgiendo generalizaciones y nuevas nociones, as�� como resultados.
En este sentido, en la primera secci�on se comprueba el hecho de que E

es equivalente a Top
1
; la categor��a de los espacios topol�ogicos punteados

(X;x0) donde fx0g es un cerrado enX, cuyos mor�smos son las aplicaciones
continuas punteadas tales que el �unico punto que va al punto distinguido del
espacio punteado codominio es el punto distinguido del espacio punteado
dominio.

En la segunda secci�on se generalizan leyes exponenciales, en concreto,

HomE(X ��Y;Z) �= HomTop(Y;Z
X);

para X; Z espacios exteriores, X con ciertas propiedades adicionales, e Y
espacio topol�ogico, que establece una conexi�on entre E y Top. Y

HomE(X ��Y;Z) �= HomE(X;Z
Y );

con X; Z espacios exteriores, Y espacio topol�ogico localmente compacto,
importante, por ejemplo, para dar la adjunci�on entre el funtor cilindro y el
funtor cocilidro.

En la tercera secci�on se enriquece la estructura de modelos cerrada dada
por Garc��a-Pinillos, que aqu�� se denomina e-estructura, con una estructura
de categor��a simplicial compatible suya. Por otro lado, se consideran en E

unos nuevos mor�smos:
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� g-equivalencias d�ebiles (resp. g-�braciones), que son equivalencias
d�ebiles (resp. �braciones) en el sentido de Garc��a-Pinillos, tales que
al olvidar su estructura exterior son equivalencias d�ebiles cl�asicas, en
Top;

� g-co�braciones, que son aquellos que veri�can la propiedad de ele-
vaci�on de homotop��a a izquierda respecto de las g-�braciones triviales.

Con estos mor�smos, se demuestra que E es una categor��a simplicial de
modelos cerrada (g-estructura). Unos objetos co�brantes en esta categor��a
son los denominados gCW complejos. Un gCW complejo es un cierto espacio
exterior X dotado de una �ltraci�on,

; = X
�1 � X

0 � X
1 � ::: � X

n � :::

de forma que el n-esqueleto se obtiene del (n-1)-esqueleto pegando celdas de
dos tipos: las cl�asicas celdas compactas y un tipo de celdas no compactas.

En estos espacios las equivalencias de homotop��a exterior se podr�an ca-
racterizar con los grupos de homotop��a de tipo Brown y con los grupos de
homotop��a cl�asicos, mediante un teorema de tipo Whitehead, que tendr�a
una adaptaci�on para la categor��a P.

En la cuarta y �ultima secci�on del cap��tulo se comparan las distintas
estructuras homot�opicas de E entre s��, la e-estructura y la g-estructura, y
con la de Top. En primer lugar, de la clara adjunci�on con las identidades
en E, se prueba la existencia de una adjunci�on,

L(id) :Hoe(E)
// Hog(E) : R(id):oo

donde Hoe(E) denota a la categor��a localizada de E con la estructura de
modelos derivada de la e-estructura, y Hog(E) a la localizada de E con la
estructura derivada por la g-estructura. Adem�as, L(id) es un embebimiento.

Por otro lado, se demuestra otra adjunci�on:

L(V ) : Ho(Top) // Hog(E) : R(U);oo

donde U es el funtor que olvida la estructura exterior, y V : Top ! E es
aquel funtor que a cada espacio topol�ogico le considera como externolog��a
su topolog��a. Aqu��, tambi�en, L(V ) es un embebimiento.
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El segundo cap��tulo es de naturaleza m�as algebraica. En �el se presentan
los M -conjuntos simpliciales y los conjuntos simpliciales exteriores como
modelos algebraicos para E.

En las secciones uno y dos se estudia el primer modelo mencionado, que
no es m�as que la categor��a de objetos simpliciales de los conjuntos con la
acci�on de un determinado monoide M: Se de�ne en esta categor��a:

� equivalencia d�ebil (resp. �braci�on), a aquellos mor�smos que al olvi-
dar la acci�on del monoide es equivalencia d�ebil (resp. �braci�on) en
conjuntos simpliciales;

� y co�braci�on, a aquellos mor�smos que veri�can la propiedad de ele-
vaci�on de homotop��a a izquierda respecto de las �braciones triviales.

Con estos mor�smos se demuestra que tiene estructura de categor��a sim-
plicial de modelos cerrada, resultado ya veri�cado por Hern�andez Paricio
en [44], pero que aqu�� se hace de una forma diferente, m�as directa.

A continuaci�on se compara dicho modelo con E, vi�endose la existencia
de una adjunci�on del tipo singular-realizaci�on, adjunci�on que se hereda en
las categor��as localizadas respectivas, proceso que necesita muchas compro-
baciones previas. Tambi�en se introduce, asociado a cada espacio exteriorX;
y v��a un M-conjunto simplicial, un conjunto simplicial, denominado prismas
in�nitos, cuyos grupos de homotop��a recogen informaci�on sobre los grupos
de homotop��a de tipo Steenrod de X:

En las dos siguientes secciones se estudia la categor��a de los conjuntos
simpliciales exteriores, comprobando tener una estructura de categor��a sim-
plicial, dotada de tensor y exponenciaci�on en el sentido de Quillen y, al
igual que con los M -conjuntos simpliciales, la existencia de una adjunci�on
del tipo singular-realizaci�on con los espacios exteriores. Para esta adjunci�on
se hace uso de la ya existente entre los conjuntos simpliciales y los espa-
cios topol�ogicos. Se destaca la extensi�on de la noci�on de exterior a �esta y a
otras categor��as como conjuntos (resp. grupos abelianos) exteriores y grupos
abelianos simpliciales exteriores, as�� como tambi�en para funtores. En esta
l��nea tambi�en se estudia la categor��a de objetos simpliciales de los conjuntos
exteriores, que es categor��a simplicial, as�� como una relaci�on funtorial con
el modelo en cuesti�on, que preserva cilindros, importante para demostrar la
invarianza por homotop��a en ciertos invariantes que se de�nir�an m�as tarde.
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Para �nalizar el cap��tulo se estudia la categor��a de los grupos abelianos
simpliciales exteriores, demostrando tener propiedades similares a la de los
conjuntos simpliciales exteriores, en concreto, tambi�en es una categor��a sim-
plicial. Se dan dos relaciones funtoriales: por un lado, un funtor que rela-
ciona esta categor��a con la de objetos simpliciales de los grupos abelianos
exteriores, que preserva cilindros. Por otro, mediante adjunciones del tipo
libre-olvido con las categor��as an�alogas de conjuntos.

En el tercer cap��tulo, �ultimo de esta segunda parte, se estudian inva-
riantes de naturaleza homol�ogica para E, en concreto la M -homolog��a, u
homolog��a con la acci�on del monoide M , y la R-homolog��a. Antes se hace
un an�alisis de las distintas categor��as de complejos de cadenas, as�� como
de las categor��as exteriores de complejos de cadenas, creadas partiendo de
categor��as en las que intervienen los grupos abelianos con las nociones de
exterior y simplicial vistos en el anterior cap��tulo. Estas relaciones se har�an
a trav�es de funtores de tipo Moore y de sumas alternas, aunque el que
se utilizar�a realmente es este �ultimo. Posteriormente se hace un estudio
totalmente algebraico del anillo de las matrices localmente �nitas con coe-
�cientes enteros y el funtor P de Brown, importantes para la construcci�on
de la R-homolog��a. Destaca la existencia de un funtor adjunto a izquierda
suyo, adjunci�on que se hereda en las respectivas categor��as de complejos de
cadenas positivos. En la �ultima secci�on se trabaja con la homolog��a en s��.
Finalmente se estudian las homolog��as que surgen cuando existe la acci�on
del monoide y en la que interviene el anillo R; demostr�andose tener riqueza
en propiedades, como existencia de sucesiones exactas largas de homolog��a,
invarianza por homotop��a exterior, etc. Cabe destacar tambi�en la creaci�on
en la R-homolog��a de un algoritmo de c�alculo para una amplia clase de gCW
complejos. Para ello se de�ne el complejo de cadenas R-celular de X como

C
Rcel

n
(X) = H

R

n
(Xn

;X
n�1);

con operador frontera

H
R

n
(Xn

;X
n�1)

�� // H
R

n�1(X
n�1)

jn�1
// H

R

n�1(X
n�1

;X
n�2);

donde �� es el homomor�smo de conexi�on y jn�1 el inducido por la inclusi�on,
demostr�andose que los grupos de homolog��a del gCW complejo X son los
de su complejo de cadenas R-celular asociado.

xiii



La �ultima parte de la memoria consta de un solo cap��tulo y est�a dedicado
al estudio de otras homolog��as en los espacios exteriores que se derivan
de las ya estudiadas: la homolog��a tubular y la tubular cerrada. Estas
homolog��as tienen especial importancia en el estudio del �nal de un espacio
exterior y tienen como an�alogos la homolog��a del �nal y la localmente �nita
respectivamente de un espacio topol�ogico. Entre sus propiedades destacan
la existencia de una sucesi�on exacta larga de homolog��a, invarianza por

homotop��a exterior, aditividad �nita y teoremas de tipo escisivo.

En 1940 Steenrod [75] de�ni�o grupos de homolog��a para los espacios
m�etrico-compactos basados en ciclos regulares. Posteriormente, en 1961, J.
Milnor [59] dio una caracterizaci�on axiom�atica para este tipo de grupos en
la categor��a de los pares de espacios m�etrico-compactos.

Para un CW complejo contable y localmente �nito resulta que la ho-
molog��a reducida de Steenrod de su compacti�caci�on de Alexandro� es pre-

cisamente la homolog��a celular basada en ciclos in�nitos; es decir se toma el
complejo formado por un producto de c��clicos in�nitos donde el conjunto de
��ndices de dicho producto es el cardinal de las celdas de la dimensi�on corres-
pondiente y el operador borde es el inducido por los n�umeros de incidencia
de dichas celdas.

La importancia de la homolog��a tubular cerrada radica en que, para CW
complejos,K; localmente �nitos y con un n�umero contable de celdas en cada
dimensi�on su homolog��a celular localmente �nita coincide, salvo un salto de
dimensi�on, con la homolog��a tubular cerrada K dotado de cierta estructura
de gCW complejo, teni�endose como consecuencia que la homolog��a reducida
de Steenrod de un espacio m�etrico-compacto X es isomorfa a la homolog��a
tubular cerrada de su complejo fundamental de Lefschetz asociado [53],
tambi�en llamado construcci�on telesc�opica de Milnor. Este apartado cierra
la memoria.

Como posible l��nea de continuaci�on a este trabajo se propone estudiar los
grupos simpliciales exteriores y categor��as de M -grupos simpliciales, donde
M es un monoide, con m�etodos an�alogos a los utilizados en [12], [15] y
[39]. Tambi�en, las t�ecnicas desarrolladas en [25], [29] y [30] pueden ser de
utilidad en un estudio del n-tipo de un espacio exterior y sus aplicaciones a
homotop��a propia y teor��a de la forma, as�� como las de [16] para un an�alisis
de los espacios exteriores con grupos de homotop��a de torsi�on.

En esta memoria el autor ha contado con la importante �nanciaci�on
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Cap��tulo 0

Preliminares: Categor��as

notables.

Este cap��tulo est�a centrado en dar nociones y resultados preliminares con
los que se trabajar�a en la memoria. Se recuerda las de�niciones de cate-
gor��as de modelos cerrada, simplicial y simplicial de modelos cerrada, as��
como la categor��a de prehaces, analizando algunas de sus propiedades m�as
importantes.

0.1 Categor��a de modelos cerrada.

Sin duda alguna, una de las teor��as de homotop��a abstracta m�as exten-

didas y consistentes es la desarrollada por Quillen [68]. En 1967 intro-
dujo la axiom�atica de categor��a de modelos cerrada reejando sus axiomas
propiedades su�cientes para desarrollar una teor��a de homotop��a.

De�nici�on 0.1.1 Una categor��a de modelos es una categor��a C junto con
tres clases de mor�smos, llamados �braciones, co�braciones y equivalencias
d�ebiles, tales que veri�can los axiomas siguientes:

M0: C es cerrada respecto a l��mites y col��mites �nitos.

1
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M1: Dado un cuadrado conmutativo,

A
u //

i

��

X

p

��

B v
// Y;

donde i es co�braci�on, p es �braci�on y uno de ellos es, adem�as, equivalencia
d�ebil, entonces existe un mor�smo h : B ! X que hace los tri�angulos
conmutativos. A este mor�smo se le denomina elevaci�on del diagrama.

Los mor�smos que sean simult�aneamente �braciones y equivalencias
d�ebiles se llamar�an �braciones triviales. Similarmente co�braciones triviales
para co�braciones y equivalencias d�ebiles.

M2: Todo mor�smo se puede factorizar de dos formas:

(i) f = pi, donde i es co�braci�on y p �braci�on trivial.

(ii) f = qj, donde j es co�braci�on trivial y q �braci�on.

M3: La composici�on de �braciones es �braci�on, la inducida en un
pull-back de una �braci�on es �braci�on y todo isomor�smo es �braci�on.
An�alogamente, la composici�on de co�braciones es co�braci�on, la inducida
en un push-out de una co�braci�on es co�braci�on y todo isomor�smo es
co�braci�on.

M4: La inducida en un pull-back de una �braci�on trivial es, adem�as,
equivalencia d�ebil, y la inducida en un push-out de una co�braci�on trivial
es, tambi�en, equivalencia d�ebil.

M5: Para dos mor�smos,

X
f

// Y
g

// Z ;

si dos cualesquiera de f , g y gf son equivalencias d�ebiles, tambi�en lo es el
tercero. Todo isomor�smo es equivalencia d�ebil.

Saber cu�ando un mor�smo, que sale de un push-out y llega a otro, es
equivalencia d�ebil, resulta ser, muchas veces, necesario.



0.1. Categor��a de modelos cerrada. 3

Proposici�on 0.1.1 Sea C una categor��a de modelos, y sea

X0

�

��

X



��

f
oo

g
// X1

�

��

Y0 Y
f
0

oo

g
0

// Y1

un diagrama conmutativo en C, donde � ; � y  son equivalencias d�ebiles y

en cada �la de mor�smos al menos uno es co�braci�on. Entonces la inducida
en los push-outs, � [ � : X0 [X X1 ! Y0 [Y Y1 es equivalencia d�ebil.

Invirtiendo el sentido de las echas, sustituyendo co�braci�on por �-
braci�on y push-out por pull-back, se tiene el resultado dual. V�ease para
una demostraci�on, por ejemplo, [4].

De�nici�on 0.1.2 Dados f , g mor�smos de C, si para cualquier diagrama
conmutativo,

A
u //

f

��

X

g

��

B v
// Y;

existe una elevaci�on h : B ! X, se dir�a que f tiene la propiedad de ele-
vaci�on a izquierda (P.E.I.) respecto de g: Similarmente se dir�a que g tiene
la propiedad de elevaci�on a derecha (P.E.D.) respecto de f:

De�nici�on 0.1.3 Sea X un objeto de C. Un cilindro para X es una fac-
torizaci�on del mor�smo codiagonal,

X
`
X

id+id
//

�0+�1 ##H
H
H
H
H
H
H
H
H

X

X
0
;

�

>>
}
}
}
}
}
}
}
}

donde �0+ �1 es una co�braci�on y � una equivalencia d�ebil. Dualmente, un
cocilindro para X es una factorizaci�on del mor�smo diagonal,

X
(id;id)

//

s
!!B

B
B
B
B
B
B
B

X �X

X
00
;

(d0;d1)

::
u
u
u
u
u
u
u
u
u
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donde (d0; d1) es una �braci�on y s una equivalencia d�ebil.

Se denotar�a por ; al objeto inicial de C, y por � al objeto �nal.

De�nici�on 0.1.4 Un objeto X se dir�a que es co�brante si el mor�smo
inicial ;X : ; ! X es co�braci�on. An�alogamente, se dir�a �brante si el
mor�smo �nal �X : X ! � es �braci�on.

Un apartado importante en las categor��as de modelos es lo que se de-
nomina localizaci�on.

De�nici�on 0.1.5 Sea C una categor��a arbitraria y S una subclase de la
clase de mor�smos de C. La localizaci�on deC respecto de S es una categor��a
S�1C junto con un funtor  : C! S�1C tal que transforma los mor�smos
de S en isomor�smos, y dado cualquier otro funtor F : C! D con la misma
propiedad entonces existe un �unico funtor � : S�1C! D tal que

C


//

F
##F

F
F
F
F
F
F
F
F S�1C

�

��

D

es conmutativo.

Esta categor��a siempre existe. Para ver su construcci�on puede consul-
tarse [36].

Dada una categor��a de modelos, C, se de�ne su categor��a de homotop��a
como la localizaci�on de C respecto de las equivalencias d�ebiles, denotada
como  : C ! Ho(C): An�alogamente se tienen las localizaciones de Cc

respecto de sus equivalencias d�ebiles, c : Cc ! Ho(Cc) y de Cf respecto
de sus equivalencias d�ebiles, f : Cf ! Ho(Cf ); donde Cc y Cf son las
subcategor��as plenas de C de objetos co�brantes y objetos �brantes, res-
pectivamente. Adem�as, si Ccf es la subcategor��a de objetos co�brantes y
�brantes, se tiene que el funtor inducido en homotop��a, � : �Ccf !Ho(C);
es una equivalencia de categor��as, por lo que se tiene como consecuencia
que, si A es co�brante y B es �brante entonces HomHo(C)(A;B) = [A;B]:
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Se dice que la categor��aC es punteada cuando el objeto inicial es isomorfo
al �nal. En este caso se le denomina objeto cero y se denotar�a por �: Si
f : X ! Y es un mor�smo, se de�ne �bra de f como el pull-back � �Y X,
y co�bra al push-out � [X Y :

� �Y X
p1=� //

p2

��

�

�

��

X
� //

f

��

�

j1=�

��

X
f

// Y; Y
j2

// � [X Y:

Si X es un objeto co�brante, un objeto suspensi�on de X, S(X), es la co�bra
de �0+�1 : X

`
X ! X

0, donde X 0 es un cilindro para X: Por otro lado, si Y
es �brante, un objeto lazos de Y , 
(Y ), es la �bra de (d0; d1) : Y

00 ! Y �Y ,
donde Y 00 es un cocilindro para Y: Estas construcciones, S y 
 inducen
funtores,

Ho(C)
S //

Ho(C);



oo

tales que S es adjunto a izquierda de 
:

De�nici�on 0.1.6 Sean  : A ! A0 y F : A ! B funtores. El funtor
derivado a izquierda de F respecto de  es un funtor,

L

F : A0 ! B;

junto con una transformaci�on natural, " : (LF ) ! F de manera que, dado
cualquier otro funtor, G : A0 ! B y transformaci�on natural � : G ! F ,
existe una �unica transformaci�on natural � : G ! (LF ) tal que "� = �:

De forma dual, el funtor derivado a derecha de F respecto de  es un
funtor,

R

F : A0 ! B;

junto con una transformaci�on natural � : F ! (R
F ) de forma que, dado

cualquier otro funtor G : A0 ! B y transformaci�on natural � : F ! G

existe una �unica transformaci�on natural � : (R
F ) ! G tal que �� = �:

En el caso que A sea una categor��a de modelos, C, y  : C ! Ho(C) el
funtor localizaci�on, se denotar�a simplemente por LF: Si C es categor��a de
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modelos y F : C ! B funtor, (LF ) ! F es isomor�smo si y s�olo si F
transforma equivalencias d�ebiles en isomor�smos. En este caso se supondr�a
que LF es inducido por F en el sentido que es el �unico funtor Ho(C)! B

tal que (LF ) = F: Adem�as RF = LF:

De�nici�on 0.1.7 Sea F : C ! C0 un funtor entre categor��as de modelos.
El funtor derivado total a izquierda de F es el funtor

L(F ) :Ho(C)!Ho(C0);

dado por L(F ) = L
(0F ) donde  : C ! Ho(C) y 0 : C0 ! Ho(C0) son

los funtores localizaci�on. De forma an�aloga se de�ne el funtor derivado total
a derecha de F , R(F ) : Ho(C)! Ho(C0):

Con ciertas condiciones adicionales, una pareja de funtores adjuntos en-
tre categor��as de modelos inducen otra adjunci�on en las categor��as localiza-
das respectivas.

Teorema 0.1.1 Sean C y C' categor��as de modelos y sea

C
L //

C0

R

oo

un par de funtores adjuntos, L adjunto a izquierda de R. Sup�ongase que
L preserva co�braciones y que transforma equivalencias d�ebiles entre co�-
brantes en equivalencias d�ebiles, as�� como R preserva �braciones y que
transforma equivalencias d�ebiles entre �brantes en equivalencias d�ebiles.
Entonces los funtores

Ho(C)
L(L)

//
Ho(C0)

R(R)

oo

son can�onicamente adjuntos. Adem�as, si para cada objeto co�brante X y
objeto �brante Y , todo mor�smo L(X)! Y es equivalencia d�ebil si y s�olo
si su mor�smo asociado X ! RY es equivalencia d�ebil, entonces la unidad
y counidad de la adjunci�on son isomor�smos, por lo que Ho(C) y Ho(C0)
son equivalentes.
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De�nici�on 0.1.8 Sea C una categor��a de modelos. Se dir�a que C es ce-
rrada si satisface el axioma adicional siguiente:

M6: Dos clases de mor�smos determinan a la tercera por las siguientes
condiciones:

(i) Un mor�smo es co�braci�on si y s�olo si tiene la P.E.I. respecto de las
�braciones triviales.

(ii) Un mor�smo es �braci�on si y s�olo si tiene la P.E.D. respecto de las
co�braciones triviales.

(iii) Un mor�smo f es equivalencia d�ebil si y s�olo si f = uv donde v
tiene la P.E.I. respecto de las �braciones y u tiene la P.E.D. respecto de las
co�braciones.

Es f�acil de comprobar que M6 implicaM1, M3 y M4, luego una cate-
gor��a de modelos cerrada se puede de�nir haciendo uso de los axiomasM0,
M2, M5 y M6.

Las categor��as de modelos cerradas tienen la propiedad de que un mor-
�smo f es equivalencia d�ebil si y s�olo si (f) es isomor�smo en Ho(C).
Adem�as, se pueden rede�nir mediante la noci�on de retracto.

De�nici�on 0.1.9 Un mor�smo f : X ! Y es un retracto de f 0 : X 0 ! Y
0

si existe un diagrama conmutativo,

X

f

��

u //
X
0

f
0

��

u
0

//
X

f

��

Y v
//
Y
0

v
0

// Y;

con u0u = idX y v0v = idY :

Proposici�on 0.1.2 Sea C una categor��a de modelos. Entonces C es cerra-
da si y s�olo si cada una de las clases de mor�smos, co�braciones, �braciones
y equivalencias d�ebiles, tiene la propiedad de que todo retracto de un miem-
bro de la clase es tambi�en un miembro de la clase.

As�� una categor��a de modelos cerrada es una categor��a C con tres fa-
milias distinguidas de mor�smos, denominados co�braciones, �braciones y
equivalencias d�ebiles veri�cando los siguientes axiomas:



8 Cap��tulo 0. Preliminares: Categor��as notables.

CM1: C es cerrada respecto a l��mites y col��mites �nitos.

CM2: Para dos mor�smos,

X
f

//
Y

g
//
Z ;

si dos cualesquiera de f , g y gf son equivalencias d�ebiles, entonces tambi�en
lo es el tercero.

CM3: Si f es un retracto de g, y g es �braci�on, co�braci�on o equivalencia
d�ebil entonces tambi�en lo es f:

CM4: Dado un cuadrado conmutativo,

A
u //

i

��

X

p

��

B v
// Y;

con i co�braci�on, p �braci�on y uno de ellos es equivalencia d�ebil, entonces
existe elevaci�on del diagrama.

CM5: Todo mor�smo f se puede factorizar como:

(i) f = pi, con i co�braci�on y p �braci�on trivial.

(ii) f = qj, con j co�braci�on trivial y q �braci�on.

Ejemplos:

(a) Sea Chai(Ab) la categor��a que tiene por objetos complejos de cade-
nas de grupos abelianos, X, tales que existe nX 2 Zcon Xn = 0; 8n � nX:

Los mor�smos son los de complejos de cadenas entre estos objetos. Se
denominar�a esta categor��a como de complejos de cadenas acotados inferior-
mente.

Si f : X ! Y un mor�smo en Chai(Ab); se dir�a que,

(i) f es �braci�on si fn es epimor�smo, 8n 2 Z;

(ii) f es co�braci�on si fn es monomor�smo y coker(fn) es proyectivo,

8n 2 Z;

(iii) f es equivalencia d�ebil si Hn(f) : Hn(X) ! Hn(Y ) es isomor�smo,
8n 2 Z:
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Quillen asegura que Chai(Ab); junto con las �braciones, co�braciones y
equivalencias d�ebiles anteriormente de�nidas tiene estructura de categor��a
de modelos cerrada.

(b) Sea la categor��a de conjuntos simpliciales, SS, es decir, la categor��a
de funtores Sets�

op

, donde � es la categor��a simplicial, cuyos objetos son
los ordinales �nitos [n] = f0 < 1 < 2 < ::: < ng, n � 0, y cuyos mor�smos
son aplicaciones crecientes ' : [n] ! [m] ('(i) � '(j), si i � j). En esta
categor��a � se tienen unos mor�smos especiales:

Por un lado, �i : [n � 1] ! [n], 0 � i � n dado por �i(k) = k si k < i,
y �i(k) = k + 1 si k � i; y por otro �i : [n+ 1]! [n], 0 � i � n, dado por
�i(k) = k, si k � i, y �i(k) = k � 1 si k > i:

Si X es un conjunto simplicial, esto es, un funtor X : �op ! Sets;

entonces di = X(�i) : Xn ! Xn�1 y si = X(�i) : Xn ! Xn+1 son los
operadores cara y degeneraci�on respectivamente, como ya se sabe. N�otese
que Xn = X([n]), para n � 0:

Tambi�en Quillen da la siguiente estructura de categor��a de modelos ce-
rrada: Sea f : X ! Y una aplicaci�on simplicial,

(i) f es �braci�on (resp. �braci�on trivial) si tiene la P.E.D. respecto de
las aplicaciones fV (n; k) ,! �[n]; 0 � k � n; n � 0g; (resp. respecto de
f _�[n] ,! �[n]; n � 0g) donde V (n; k) es el subconjunto simplicial generado
por las caras f�i�[n]; 0 � i � n; i 6= kg del n-s��mplice standard �[n], y
_�[n] est�a generado por las caras de �[n];

(ii) f es co�braci�on (resp. co�braci�on trivial) si tiene la P.E.I. respecto
de las �braciones triviales (resp. �braciones);

Finalmente,

(iii) f es equivalencia d�ebil si se puede factorizar como f = pi, donde i
es una co�braci�on trivial y p una �braci�on trivial.

(c) Se denota por Top la categor��a de espacios topol�ogicos y aplicaciones
continuas. Una aplicaci�on continua f : X ! Y se dice que es

(i) �braci�on, si es una �braci�on de Serre, es decir, que tiene la P.E.D.
respecto de las aplicaciones �0 : D

n ! D
n � I,(x; (x; 0)), n � 0;

(ii) equivalencia d�ebil, si �n(f) : �n(X;x)! �n(Y; f(x)) es isomor�smo,
para cada x 2 X y n � 0:
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Una co�braci�on es una aplicaci�on continua con la P.E.I. respecto de las
�braciones triviales.

Con estas de�niciones, Top tiene estructura de categor��a de modelos
cerrada.

0.2 Categor��a simplicial.

Otra estructura, tambi�en importante, es la denominada categor��a simplicial,
relacionada con SS.

De�nici�on 0.2.1 Una categor��a simplicial es una categor��a C dotada de la
siguiente estructura:

(i) Un funtor HomC : Cop �C! SS;

(ii) una aplicaci�on simplicial, para cada terna de objetos X, Y , Z de C,
llamada composici�on,

� : HomC(X;Y )�HomC(Y;Z)! HomC(X;Z);

denot�andose �n(f; g) = g �n f ;

y,

(iii) un isomor�smo natural, ' : HomC( ; )! HomC( ; )0;

sujeta a los siguientes axiomas:

(i) Si f 2 HomC(X;Y )n, g 2 HomC(Y;Z)n y h 2 HomC(Z;W )n en-
tonces (h �n g) �n f = h �n (g �n f):

(ii) Dado u 2 HomC(X;Y ),

(a) si f 2 HomC(Y;Z)n entonces HomC(u;Z)n(f) = f �n s
n

0 ('(u)):

(b) si g 2 HomC(W;X)n entonces HomC(W;u)n(f) = s
n

0('(u)) �n g:

Aqu�� se entiende que

HomC(u;Z)n = HomC(u; idZ)n;

y que
HomC(W;u)n = HomC(idW ; u)n:
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Como un ejemplo representativo se tiene la categor��a SS, la categor��a
de los conjuntos simpliciales:

El producto de conjuntos simpliciales da lugar a un funtor,

� : SS� SS! SS;

dado como

(X � Y )n = Xn � Yn;

(X � Y )(') = X(')� Y (');

(f � g)n = fn � gn:

Tambi�en se tiene el conjunto simplicial Y X :

(Y X)n = HomSS(X ��[n]; Y );

(Y X)(') = HomSS(idX � '�; idY ) = (idX � '�)
�
;

(f�)n = HomSS(� � id�[n]; f) = (�� id�[n])
�
f�:

Obs�ervese que el n-s��mplice standard es el funtor �[n] = Hom�( ; [n])
y que si ' : [p]! [q] es un mor�smo de � entonces se induce una transfor-
maci�on natural, es decir, una aplicaci�on simplicial '� : �[p]! �[q]:

El funtor HomSS es (:)(:): Por otro lado g �n f viene dada por la com-
posici�on,

X ��[n]
idX�� // X ��[n]��[n]

f�id�[n]
// Y ��[n]

g
// Z;

siendo � : �[n]! �[n]��[n] la aplicaci�on simplicial diagonal can�onica.

Adem�as, ya que X � �[0] �= X para cada conjunto simplicial X, se
puede de�nir el isomor�smo natural ' sin problemas.

Es sencillo comprobar que SS, con esta estructura, es una categor��a
simplicial.

An�alogamente, se de�ne enTop un funtorHomTop : Top
op�Top! SS

como

HomTop(X;Y )n = HomTop(X � j�[n]j; Y );

HomTop(X;Y )(') = HomTop(idX � j'�j; idY );

HomTop(f; g)n = HomTop(f � jid�[n]j; g):



12 Cap��tulo 0. Preliminares: Categor��as notables.

Aqu��, j:j : SS ! Top denota el funtor realizaci�on geom�etrica, v�ease
[60]. Si f 2 HomTop(X;Y )n y g 2 HomTop(Y;Z)n, entonces g �n f viene
determinado por la composici�on,

X � j�[n]j
idX�� // X � j�[n]j � j�[n]j

f�idj�[n]j
// Y � j�[n]j

g
// Z:

Por otro lado, j�[0]j �= �; entonces X � j�[0]j �= X para cada espacio
topol�ogico X; teni�endose un isomor�smo natural,

HomTop( ; ) �= HomTop( ; )0:

Con esta estructura, Top es una categor��a simplicial.

De�nici�on 0.2.2 SeanC1,C2 categor��as simpliciales. Un funtor simplicial
de C1 a C2 consiste en

(i) Un funtor F : C1 ! C2; y

(ii) una aplicaci�on simplicial, para cada par de objetos X, Y de C1,
denotada por F : HomC1

(X;Y )! HomC2
(F (X); F (Y )) tal que

(a) Fn(g �n f) = Fn(g) �n Fn(f);

(b) F0('1(f)) = '2(F (f)):

Proposici�on 0.2.1 Sea K un conjunto simplicial �jo. Entonces existe una
adjunci�on,

�K : SS
//
SS : (:)K;oo ( �K a (:)K):

Aqu��, la biyecci�on � : HomSS(X �K;Y )! HomSS(X;Y
K) viene dada

por ((�(f))n(x))m(k; �) = fm((X(�))(x); k); cuya inversa se de�ne como
~�(g) = ev(g � idK); donde la aplicaci�on evaluaci�on ev : Y K � K ! Y se
de�ne como (ev)n(f; k) = fn(k; id[n]):

De�nici�on 0.2.3 Sea C categor��a simplicial, X objeto de C y K un con-
junto simplicial. Se de�ne X 
 K como un objeto de C junto con una
aplicaci�on simplicial � : K ! HomC(X;X 
K) tal que para todo objeto
Y , la aplicaci�on simplicial

HomC(X 
K;Y )! (HomC(X;Y ))
K
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es isomor�smo, donde su aplicaci�on simplicial adjunta es la composici�on

HomC(X 
K;Y )�K //

(p2;p1)

��

HomC(X;Y )

K �HomC(X 
K;Y )
��id

// HomC(X;X 
K)�HomC(X 
K;Y ):

�

OO

De forma an�aloga, se de�ne XK como un objeto de C junto con una
aplicaci�on simplicial � : K ! HomC(X

K
;X) tal que para todo objeto Y ,

la aplicaci�on simplicial

HomC(Y;X
K)! (HomC(Y;X))K

es isomor�smo, donde su aplicaci�on simplicial adjunta es la composici�on

HomC(Y;X
K)�K //

id��

��

HomC(Y;X)

HomC(Y;X
K)�HomC(X

K
;X):

�

44hhhhhhhhhhhhhhhhhh

En la pr�actica, es su�ciente de�nir una operaci�on, X 
K; satisfaciendo:

(i) X 
 (K � L) �= (X 
K) 
 L;

(ii) HomC(X 
K;Y ) �= HomSS(K;HomC(X;Y ));

siendo isomor�smos naturales, para demostrar la existencia del tensor ([68]).
De forma an�aloga para XK con las propiedades:

(i) (XK)L �= X
K�L;

(ii) HomC(Y;X
K) �= HomSS(K;HomC(Y;X)):

Por otro lado, se puede comprobar que si para cada objeto X y conjunto
simplicial K existe el objeto X 
K entonces se de�ne un funtor


 : C� SS! C:

An�alogamente, si existe el objeto XK entonces de�ne un funtor

(:)(:) : SSop �C! C:

De�nici�on 0.2.4 Se de�ne la categor��a de objetos simpliciales de una ca-
tegor��a arbitraria C, como la categor��a de funtores C�op

:
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As��, los objetos de C�op

son funtores X : �op ! C, y los mor�smos
son las transformaciones naturales entre estos funtores.

Dados X, Y objetos simpliciales de C y K un conjunto simplicial, una
echa f : X �K ! Y consiste en una colecci�on de mor�smos,

ff(�) : Xq ! Yq; � 2 Kq; q � 0g;

tal que para todo mor�smo de �; ' : [p] ! [q]; y � 2 Kq; el siguiente
cuadrado es conmutativo:

Xq

f(�)
//

X(')

��

Yq

Y (')

��

Xp
f(K(')(�))

// Yp

Se de�ne Map(X �K;Y ) al conjunto de todas las echas X �K ! Y:

La siguiente proposici�on establece la funtorialidad de esta asignaci�on:

Proposici�on 0.2.2 Existe un funtor,

Map( � ; ) : (C�op

)op � SS �C�op

! Sets:

Obs�ervese que si �, � son mor�smos simpliciales y � aplicaci�on simplicial
entonces (Map(� � �; �)(f))(�) = �qf(�q(�))�q, para cada � 2 K 0

q
, q � 0:

As��, denotando por A :�! SS el funtor dado por

A([n]) = �[n];
A(') = '�;

entonces se obtiene un funtor HomC�
op =Map( �A ; ):

Por otro lado, la composici�on se de�ne (g�nf)(�) = g(�)f(�); � 2 �[n]p,
n; p � 0: Finalmente, como �[0]p tiene un �unico p-s��mplice, �p : [p] ! [0];
se de�ne '(f)(�p) = fp: Esta construcci�on da lugar al siguiente teorema:

Teorema 0.2.1 La categor��a de objetos simpliciales de una categor��a C es
simplicial.
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Toda categor��a C induce una categor��a simplicial C�op

: Este hecho
tambi�en se traslada para funtores, es decir, dado un funtor F : C ! D,
se induce un funtor simplicial C�op

! D�op

de la siguiente forma: Por
un lado F

�op

: C�op

! D�op

viene dado como F
�op

(X)n = F (Xn);
F

�op

(X)(') = F (X(')) y F�op

(f)n = F (fn): La aplicaci�on simplicial co-
rrespondiente viene dada como F�op

n
(f)(�) = F (f(�)):

El siguiente resultado, probado por Quillen, da condiciones su�cientes
para la existencia de X 
K y XK para cada objeto simplicial de C, X, y
conjunto simplicial K :

Proposici�on 0.2.3 Sea C una categor��a y X objeto simplicial de C. Si C
es cerrada bajo coproductos (resp. coproductos �nitos) entonces existe el
objeto X 
 K en C�op

para cada conjunto simplicial K (resp. conjunto
simplicial �nito.) Si C es cerrada bajo l��mites (resp. l��mites �nitos) en-
tonces existe XK, para cada conjunto simplicial (resp. conjunto simplicial
�nito) K:

En este caso,
(X 
K)n =

`
�2Kn

Xn;

y si se denota por j� : Xn !
`
�2Kn

Xn la inyecci�on �-�esima, para � 2 Kn

y ' : [m] ! [n] es un mor�smo de � se induce ! = (X 
 K)(') �unico
tal que !j� = jK(')(�)X('); para cada � 2 Kn: De forma similar, por
propiedades de coproductos se induce, para cada mor�smo simplicial f y
aplicaci�on simplicial �; el mor�smo simplicial f 
 �:

Proposici�on 0.2.4 HomC�
op ( 
 ; ) y Map( � ; ) son funtores natu-

ralmente isomorfos.

Como consecuencia el funtor de la estructura simplicial deC�op

se puede
poner en funci�on del tensor 
:

0.3 Categor��a simplicial de modelos cerrada.

Diversas categor��as son simpliciales y tambi�en de modelos cerradas. Com-
patibilizando ambas estructuras con axiomas adicionales surge otra noci�on
diferente.
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De�nici�on 0.3.1 Una categor��a simplicial de modelos cerrada es una cate-
gor��a de modelos cerrada C, que es tambi�en simplicial, y que satisface los
siguientes axiomas de compatibilidad:

SM0: Si X es un objeto de C entonces existen los objetos X
K y XK

para cada conjunto simplicial �nito K:

SM7: Si i : A ! B es una co�braci�on y p : X ! Y es una �-
braci�on, entonces el mor�smo (HomC(B; p);HomC(i;X)) inducido desde
HomC(B;X) en el pull-back,

HomC(A;X)�Hom
C
(A;Y ) HomC(B;Y )

p2

��

p1

// HomC(B;Y )

Hom
C
(i;Y )

��

HomC(A;X)
Hom

C
(A;p)

// HomC(A;Y );

es una �braci�on de conjuntos simpliciales, y es �braci�on trivial si i o p lo
son.

Como ejemplo de categor��a simplicial de modelos cerrada est�a SS, con
X 
K = X �K y XK la exponenciaci�on usual de conjuntos simpliciales.
Tambi�en Top, con X 
K = X � jKj y XK = X

jKj
:

La de�nici�on de categor��a simplicial de modelos cerrada no es muy
pr�actica, por lo que muchas veces se hace uso de una equivalencia m�as
manejable.

Proposici�on 0.3.1 Sea C una categor��a simplicial satisfaciendo los axio-

mas M0 y SM0, con cuatro clases distinguidas de mor�smos: �braciones,
co�braciones, �braciones triviales y co�braciones triviales, tales que la pri-
mera y la cuarta (resp. la segunda y la tercera) determina cada una por
propiedades de elevaci�on como en M6 (a) y (b) de la de�nici�on de categor��a
de modelos cerrada. Entonces SM7 es equivalente separadamente a cada
una de las siguientes condiciones:
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SM7(a): Si f es �braci�on (resp. �braci�on trivial) entonces el mor�smo
inducido en el pull-back,

X
�[n]

(idX)j

##

f
id�[n]

))
''

X
_�[n] �

Y
_�[n] Y

�[n]

p2

��

p1

//
Y

�[n]

(idY )
j

��

X
_�[n]

f
id _�[n]

//
Y

_�[n]
;

es una �braci�on (resp. �braci�on trivial), donde j : _�[n] ,! �[n] denota la
inclusi�on, y

X
�[1]

(idX)lk

''

f
id�[1]

**
((

X
V (1;k) �Y V (1;k) Y

�[1]

p2

��

p1

//
Y

�[1]

(idY )
l
k

��

X
V (1;k)

f
id
V (1;k)

//
Y
V (1;k)

es �braci�on trivial, donde lk : V (1; k) ,! �[1] es la inclusi�on, k 2 f0; 1g:

SM7(b): Si i : A ! B es co�braci�on (resp. co�braci�on trivial), en-
tonces el mor�smo inducido en el push-out,

A
 _�[n]
i
id _�[n]

//

idA
j

��

B 
 _�[n]

idB
j

��

j1

��

A
�[n]

i
id�[n]
00

j2

// (B 
 _�[n]) _(A
 _�[n]) (A
�[n])

**

B 
�[n];

es co�braci�on (resp. co�braci�on trivial) y
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A
 V (1; k)
i
idV (1;k)

//

idA
lk

��

B 
 V (1; k)

idB
lk

��

j1

��

A
�[1]

i
id�[1]
00

j2

// (B 
 V (1; k)) _(A
V (1;k)) (A
�[1])

**

B 
�[1]

es co�braci�on trivial, k 2 f0; 1g:

Quillen da condiciones su�cientes para que una categor��a de objetos
simpliciales tenga estructura de categor��a simplicial de modelos cerrada.
No obstante, otra forma m�as elegante, de la que pondr�a en pr�actica en esta
memoria, es introducir categor��a de I-diagramas y usar un teorema de J.
Miranda [61]. Es necesario de�nir previamente una nociones.

De�nici�on 0.3.2 Sea X un objeto de una categor��a C con col��mites de sis-
temas directos. Se dir�a que X es secuencialmente peque~no si para cualquier
fYn; jn : Yn ! Yn+1gn2N; sistema directo, se veri�ca que

colim HomC(X;Yn) �= HomC(X; colim Yn):

Como ejemplos representativos de objetos secuencialmente peque~nos
est�an los conjuntos �nitos en la categor��a de conjuntos, los grupos �ni-
tamente generados en la categor��a de grupos y los conjuntos simpliciales
�nitos en la categor��a de los conjuntos simpliciales, en particular �[n], _�[n]
y V (n; k) son conjuntos simpliciales secuencialmente peque~nos.

De�nici�on 0.3.3 Sea C una categor��a e I una categor��a peque~na. Se de�ne
la categor��a de I-diagramas de C a la categor��a de funtores CIop

:

Esta categor��a tiene, por tanto, como objetos funtores X : Iop ! C,
llamados I-diagramas, y como mor�smos, � : X ! Y; las transformaciones
naturales.
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Aparece el funtor evaluaci�on en j 2 J : (ev)j : C
Iop ! C como

(ev)j(X) = Xj ; (ev)j(�) = �j;

para cada I-diagrama X y mor�smo de I-diagramas, �:

Si la categor��a primitiva tiene tres clases distinguidas de mor�smos: �-
braciones, co�braciones y equivalencias d�ebiles, surge de forma natural tres
clases de mor�smos en la categor��a de I-diagramas asociada:

De�nici�on 0.3.4 Sea f un mor�smo en CIop
; se dir�a que,

(i) f es �braci�on, si (ev)j(f) es �braci�on en C, para cada j 2 I;

(ii) f es equivalencia d�ebil, si (ev)j(f) es equivalencia d�ebil en C, para
cada j 2 I;

(iii) f es co�braci�on, si veri�ca la P.E.I. respecto de las �braciones tri-
viales.

Teorema 0.3.1 Sea C una categor��a de modelos cerrada, completa y co-
completa. Sean, adem�as, ff� : A� ! B�g�2�; fg : C ! Dg2� dos
familias de mor�smos de C tales que fA�g�2� y fCg2� son objetos se-
cuencialmente peque~nos. Sup�ongase que un mor�smo f en C es �braci�on
(resp. �braci�on trivial) si y s�olo si tiene la P.E.D. respecto de f� : A� ! B�,
para cada � 2 � (resp. respecto de g : C ! D , para cada  2 �).
Entonces CIop

; con la estructura dada anteriormente es una categor��a de
modelos cerrada.

En el caso que interesa, se considera la categor��a de los I-diagramas deC,
donde I es una categor��a peque~na. As��, si C, tiene �braciones, co�braciones
y equivalencias d�ebiles, dado un mor�smo f : X ! Y en CI se dir�a que
es �braci�on (resp. equivalencia d�ebil) si fi : Xi ! Yi es �braci�on en C

(resp. equivalencia d�ebil), para cada i; y se dir�a que es co�braci�on si tiene
la P.E.D. respecto de las �braciones triviales.

Con esto, en las condiciones del teorema 0.3.1, teniendo en cuenta el
teorema 0.2.1 y la proposici�on 0.2.3, en el caso que CI veri�case SM7

entonces ser��a una categor��a simplicial de modelos cerrada.

Si C es una categor��a peque~na, la categor��a de C-diagramas en Sets

recibe un nombre especial.
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0.4 Categor��a de prehaces. Teorema de Mac

Lane-Moerdijk.

En esta secci�on se introduce la categor��a de prehaces y se da un teorema
importante para la construcci�on de diversos funtores del tipo realizaci�on
geom�etrica.

De�nici�on 0.4.1 Sea C una categor��a peque~na, se de�ne la categor��a de
prehaces de C, a la categor��a SetsC

op

:

A los objetos de SetsC
op

se les denomina prehaces de C. La notaci�on
usual es Ĉ = SetsC

op

:

Si P es un prehaz en C y x 2 P (C), donde C es un objeto de C, dado
un mor�smo f : D ! C en C, el valor P (f)(x) se denomina restricci�on de
x a lo largo de f: Normalmente se denota como P (f)(x) = xjf = x � f:

Todo objeto C de C se puede considerar como el prehaz,

y(C) = HomC( ; C);

de�nido como y(C)(D) = HomC(D;C), y(C)(�) = �
�
:

De�nici�on 0.4.2 Sea P un prehaz, se dir�a que es representable si existe
un objeto C tal que y(C) y P son naturalmente isomorfos.

Si f : C1 ! C2 es un mor�smo, se de�ne y(f) : y(C1) ! y(C2), dado
como y(f)C = f�: Esto da lugar a un funtor y : C ! SetsC

op

denominado
embebimiento de Yoneda. Este funtor es �el y pleno; este hecho es un caso
especial del lema de Yoneda, que dice que si P es un prehaz, existe una
biyecci�on,

� : HomĈ(y(C); P )! P (C);

dada por �(�) = �C(idC); para cada objeto C de C.

De�nici�on 0.4.3 Sea P un prehaz, se de�ne la categor��a de elementos de
P ,

R
CP; tambi�en llamada categor��a de Grothendieck de P , a aquella que

tiene por objetos pares de la forma (C; x), donde C es un objeto de C y
x 2 P (C): Un mor�smo ~u : (C; x)! (C 0

; x
0) consiste en un mor�smo de C,

u : C ! C
0
; tal que P (u)(x0) = x:
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Esta categor��a tiene un funtor proyecci�on �P :
R
CP ! C dado como

�P ((C; x)) = C y �P (~u) = u:

Los col��mites sobre la categor��a de elementos se pueden usar para cons-
truir funtores adjuntos.

Teorema 0.4.1 (Mac Lane-Moerdijk)

Si A : C! E es un funtor desde una categor��a peque~na a una categor��a
cocompleta, el funtor

R : E! SetsC
op

;

dado por R(E)(C) = HomE(A(C); E) tiene un funtor adjunto a izquierda
L : SetsC

op

! E de�nido para cada prehaz, P , como el col��mite

L(P ) = colim (
Z
C
P

�P! C
A
! E):

Obs�ervese que R est�a de�nido como

R(E)(C) = HomE(A(C); E); R(E)(u) = A(u)�; R(f)C = f�:

L viene de�nido para cada transformaci�on natural P
�
! Q como sigue:

Si f(C;p) : (A�P )((C; p)) ! L(P ) y g(C;q) : (A�P )((C; q)) ! L(Q) re-
presentan los coconos universales respectivos para A�P y A�Q, de�niendo
h(C;p) = g(C;�C(p)) se tiene un cocono para A�P . As��, existe un �unico mor-
�smo ' : L(P )! L(Q) tal que 'f(C;p) = g(C;�C(p)); para cada (C; p) objeto
de
R
C P: Entonces L(�) = ':

Si en este teorema se considera E = Ĉ y como el funtor A el embe-
bimiento de Yoneda, teniendo en cuenta que por el lema de Yoneda el funtor
R es

R(E)(C) = HomĈ(y(C); E)
�= E(C);

esto es, R : Ĉ ! Ĉ es naturalmente isomorfo a la identidad en Ĉ. Por la
unicidad salvo isomor�smo natural de la adjunci�on, su adjunto a izquierda
debe ser naturalmente isomorfo al funtor identidad, por lo que

P �= colim (
Z
C
P

�P! C
y

! SetsC
op

);

es decir, todo prehaz es col��mite de prehaces representables.

Otro resultado interesante y que se deduce del teorema es el siguiente:
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Proposici�on 0.4.1 Para cada funtor A : C ! E desde una categor��a
peque~na a una categor��a cocompleta existe un funtor L : SetsC

op

! E

veri�cando

(i) L preserva col��mites.

(ii) L hace el siguiente diagrama conmutativo:

C
y

//

A

��

SetsC
op

L

zzuu
u
u
u
u
u
u
u

E:

Adem�as, este funtor L con las propiedades (i) y (ii) es �unico salvo isomor-
�smo y se puede de�nir como

L(P ) = colim (
Z
C
P

�P! C
A
! E):



Cap��tulo 1

Espacios exteriores.

Se realizar�a ahora un desarrollo exhaustivo del marco de trabajo en el que
estar�a totalmente inmersa la memoria: la categor��a de los espacios exterio-
res, introducida por Garc��a-Pinillos [38]. En la primera secci�on se ven sus
propiedades b�asicas, as�� como otra interpretaci�on de esta categor��a. En la
siguiente se desarrollan leyes exponenciales generales, cruciales para la de-
terminaci�on y relaci�on de estructuras homot�opicas, as�� como de invariantes.
Posteriormente se generaliza enriqueciendo esta categor��a con estructuras
de categor��a simplicial de modelos cerrada con la llamada g-estructura.
Adem�as se dar�a la noci�on de gCW complejo, objeto g-co�brante para esta
estructura, y se podr�an dar teoremas de tipo Whitehead. Por �ultimo, se
har�an comparaciones entre las distintas estructuras axiom�aticas de la cate-
gor��a de los espacios exteriores: la e-estructura, dada por Garc��a-Pinillos, y
la mencionada g-estructura, introducida aqu��, as�� como la existente en Top,
los espacios topol�ogicos con aplicaciones continuas.

1.1 La categor��a de los espacios exteriores,

primeras propiedades.

Intuitivamente hablando, un espacio exterior es un espacio topol�ogico en-
riquecido con un sistema de entornos en el \in�nito". El comportamiento de
los complementos de sus compacto-cerrados inspira la de�nici�on abstracta
de exterior.

23
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De�nici�on 1.1.1 Sea (X; � ) un espacio topol�ogico. Una externolog��a en
(X; � ) es una colecci�on no vac��a de abiertos, " � �; tal que

(i) Si E1, E2 2 " entonces E1 \ E2 2 ";

(ii) Si E 2 ", U 2 � y E � U entonces U 2 ":

A los elementos de " se les denomina abiertos externos o e-abiertos.
Un espacio exterior consiste en un espacio topol�ogico junto con una exter-

nolog��a. Se denotar�a por (X; " � � ):

De esta de�nici�on de externolog��a se deducen algunas propiedades inme-
diatas, entre ellas cabe destacar que una externolog��a " es una topolog��a si
y s�olo si ; 2 " si y s�olo si " = �: Tambi�en, que la uni�on de un e-abierto con
un abierto es un e-abierto y que el espacio total, X, es siempre un e-abierto.

Ejemplos:

Dado un espacio topol�ogico (X; � ) se tiene la externolog��a formada por
los complementos de sus compacto-cerrados:

"
X

cc
= fE 2 � : X-E es compactog:

Otras externolog��as que se le pueden asignar son la trivial, " = fXg; y la
propia topolog��a, " = �:

Obs�ervese que si X es un espacio compacto entonces ; 2 "X
cc
y, por tanto,

"
X

cc
= �:

De�nici�on 1.1.2 Una aplicaci�on, f : (X; " � � ) ! (X 0
; "
0 � �

0); entre
espacios exteriores se dice que es exterior si es continua y f�1(E) 2 ", para
cada E 2 "0:

Proposici�on 1.1.1 Sea f : X ! X
0 una aplicaci�on continua entre espacios

exteriores, entonces f es exterior si y s�olo si para cada E
0 2 "

0
; existe

E 2 " : f(E) � E
0
:

Demostraci�on:

\)" Sea E0 2 "0, entonces E = f
�1(E0) 2 " y f(E) = f(f�1(E0) � E

0
:

\(" Sea E 0 2 "0, entonces 9E 2 " : f(E) � E
0, luego E � f

�1(E0). Ya
que f es continua se tiene que f�1(E0) es abierto y por tanto e-abierto. 2

Una noci�on an�aloga a la de cerrado en un espacio topol�ogico es la de
cerrado exterior o e-cerrado en un espacio exterior.
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De�nici�on 1.1.3 Sea (X; " � � ) un espacio exterior y F � X: Se dir�a que
F es e-cerrado o cerrado exterior si X-F 2 ":

Si (X; � ) es un espacio topol�ogico y �e es una subfamilia no vac��a de la
familia � de cerrados tal que

(i) Si F1, F2 2 �e entonces F1 [ F2 2 �e;

(ii) Si F 2 �, L 2 �e y F � L entonces F 2 �e;

entonces existe una �unica externolog��a en (X; � ), " = fX-F : F 2 �eg, tal
que �e son todos sus cerrados externos. Dicha externolog��a se denomina
de complementos de cerrados de �e:Un ejemplo es considerar en (X; � ) la
familia de sus compacto-cerrados, originando la externolog��a "X

cc
:

Es sencillo comprobar que dada una aplicaci�on continua entre espacios
exteriores, �esta es exterior si y s�olo si la antiimagen de todo e-cerrado es
e-cerrada.

La composici�on de aplicaciones exteriores es exterior y la aplicaci�on iden-
tidad en un espacio exterior es exterior, de aqu�� se tiene la categor��a cuyos
objetos son los espacios exteriores y cuyos mor�smos son las aplicaciones
exteriores. Dicha categor��a se denotar�a por E.

Se recuerda ahora la noci�on de aplicaci�on propia.

De�nici�on 1.1.4 Dada una aplicaci�on continua entre espacios topol�ogicos
f : X ! Y , se dir�a propia si f�1(K) es compacto para cada K; compacto-
cerrado.

La categor��a de los espacios topol�ogicos y aplicaciones propias se denotar�a
por P. Como consecuencia se tiene que f : (X; �X ) ! (Y; �Y ) es una apli-
caci�on propia si y s�olo si f : (X; "X

cc
� �X)! (Y; "Y

cc
� �Y ) es exterior.

Obs�ervese que si X no es compacto y f : X ! Y es propia entonces
Y no puede ser compacto; por otro lado, si X es compacto cualquier apli-
caci�on continua con dominio X es propia, en este caso propia y continua
son equivalentes.

P es una subcategor��a plena de E, existe el embebimiento e : P ! E

que consiste en asignar a cada espacio topol�ogico X el espacio exterior
e(X) = Xe provisto de la topolog��a de X y con la externolog��a de los
complementos de sus compacto-cerrados. A cada aplicaci�on propia f se le
asigna e(f) = fe = f:
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Muchas veces es m�as c�omodo quedarse con una subfamilia representativa
de ":

De�nici�on 1.1.5 Sea (X; " � � ) espacio exterior y � � ": Se dice que � es
base exterior de X si para cada E e-abierto, existe B 2 � tal que B � E:

Como consecuencia, si B1; B2 2 � entonces existe B3 2 � con B3 � B1\B2:

Proposici�on 1.1.2 Sea (X; � ) espacio topol�ogico y � una colecci�on no va-
c��a de abiertos tal que si B1; B2 2 � entonces existe B3 2 � veri�cando que
B3 � B1 \ B2: Entonces,

< � >= fE 2 � : 9B 2 �; B � Eg

es la �unica externolog��a en (X; � ) tal que � es base exterior.

Demostraci�on: Se deja para el lector.

De�nici�on 1.1.6 Sea (X; " � � ) espacio exterior y � � ": Se dice que �
es subbase exterior de X si para cada E e-abierto existe fS1; :::; Sng � � tal
que \n

i=1Si � E:

Proposici�on 1.1.3 Sea (X; � ) un espacio topol�ogico y � una colecci�on no
vac��a de abiertos. Entonces,

< � >= fE 2 � : 9fS1; :::; Sng � �; \n
i=1Si � Eg

es la �unica externolog��a en (X; � ) tal que � es subbase exterior.

Demostraci�on: Se deja para el lector.

Proposici�on 1.1.4 Sea f : (X; " � � )! (X 0
; "
0 � �

0) aplicaci�on continua

entre espacios exteriores. Entonces

(i) Dada � base exterior de X 0, f es exterior si y s�olo si f�1(B) 2 ";

para cada B 2 �:

(ii) Dada � subbase exterior de X 0, f es exterior si y s�olo si f�1(S) 2 ";
para cada S 2 �:
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Demostraci�on:

Para la demostraci�on de (i) tan s�olo la implicaci�on hacia la izquierda no
es obvia. Sup�ongase que f�1(B) 2 ", para cada B 2 �: En este caso, si
E 2 "0 entonces existe B 2 � con B � E, por lo que f�1(B) � f

�1(E): La
propiedad (ii) de la de�nici�on 1.1 concluye el resultado.

La demostraci�on de (ii) se hace de forma similar a la hecha en (i) ha-
ciendo uso de las dos propiedades de la de�nici�on 1.1. 2

Se repasar�a ahora una serie de de�niciones y resultados que comprobar�an
que la categor��a de los espacios exteriores, E, es completa y cocompleta.

De�nici�on 1.1.7 Sea f(Xi; "i � �i)gi2I una colecci�on de espacios exterio-
res. Se de�ne el espacio exterior (X; " � � ) como X =

`
i2I Xi la uni�on

disjunta con la topolog��a coproducto y con externolog��a la de los subcon-
juntos E � X tales que j�1

k
(E) 2 "k para cada k 2 I, donde jk : Xk ! X

es la inyecci�on k-�esima.

No existe ning�un problema en comprobar que el espacio exterior creado
en la de�nici�on anterior es el coproducto de la familia dada.

De�nici�on 1.1.8 Sea f(Xi; "i � �i)gi2I una colecci�on de espacios exterio-
res. Se de�ne el espacio exterior (X; " � � ) como X =

Q
i2I Xi el producto

conjuntista con la topolog��a producto, y si se denota por pk :
Q
i2I Xi ! Xk

la proyecci�on k-�esima, entonces la externolog��a es la generada por la subbase
exterior cuyos elementos son de la forma p�1

k
(Ek), Ek 2 "k, k 2 I:

Tampoco en este caso es dif��cil la veri�caci�on de que este espacio exterior
es, realmente, el producto de la familia considerada.

Todo espacio exterior induce subespacios exteriores.

De�nici�on 1.1.9 Sea X espacio exterior y A � X, se de�ne en A la ex-
ternolog��a cuyos elementos son de la forma E \ A donde E es e-abierto en
X:

N�otese que la inclusi�on can�onica i : A! X es exterior.
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De�nici�on 1.1.10 Sea (X; " � � ) un espacio exterior, \�" una relaci�on
de equivalencia en X, X=� el espacio topol�ogico cociente. Si se denota por
� : X ! X=� la proyecci�on can�onica, se de�ne en X=� la externolog��a dada
por aquellos subconjuntos E tales que ��1(E) 2 ":

Proposici�on 1.1.5 Dadas dos aplicaciones exteriores,

X

f
//

g
// Y ;

existe su igualador y su coigualador

Demostraci�on:

Sea A = fx 2 X : f(x) = g(x)g � X, entonces con la inclusi�on can�onica
i : A ! X es el igualador. Por otro lado se considera en Y la relaci�on de
equivalencia cuyas relaciones elementales son f(x) � g(x), x 2 X; no es
dif��cil veri�car que la proyecci�on � : Y ! Y=� es el coigualador de f y g.

2

Se hace notar que (;; f;g � f;g) es el objeto inicial en E y que el objeto
(�; f�g � f;; �g) es �nal, donde � representa el conjunto unipuntual.

Como consecuencia de los resultados anteriores:

Corolario 1.1.1 E es una categor��a completa y cocompleta.

Un hecho especial de la categor��a E es que se puede considerar como una
subcategor��a de Top�, la categor��a de los espacios topol�ogicos punteados,
mediante un proceso similar a la compacti�caci�on de Alexandro�.

Si (X; "X � �X) es un espacio exterior y � un punto no perteneciente a
X se de�ne X1 = X [ f�g con punto distinguido �, junto con la topolog��a
�1 = �X[fE[f�g : E 2 "Xg: Por otro lado, si f : X ! X

0 es una aplicaci�on
exterior, se de�ne f1 : X1 ! X

0

1
( X1 = X [ f�g, X 0

1
= X

0 [ f�0g)
dada por f1(x) = f(x) si x 2 X y f1(�) = �0: Esto origina un funtor
(:)1 : E ! Top�: Este funtor es �el puesto que si f; g : X ! X

0 son
aplicaciones exteriores tales que f1 = g1 entonces f = f1jX = g1jX = g:

No obstante no es pleno pues, por ejemplo, la aplicaci�on constante en el
punto distinguido X1 ! X

0

1
, x ; �0, no proviene de ninguna aplicaci�on

exterior X ! X
0
:
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Se considera Top1 la subcategor��a de Top� cuyos objetos son los espa-
cios topol�ogicos punteados de la forma (X;x0) donde fx0g es cerrado en X:
Los mor�smos de esta categor��a son las aplicaciones continuas punteadas
f : (X;x0)! (Y; y0) tales que f

�1(fy0g) = fx0g:

Teorema 1.1.1 E y Top1 son categor��as equivalentes.

Demostraci�on:

Obs�ervese que el funtor (:)1 se puede considerar un funtor E! Top1.
Si X, X 0 son espacios exteriores,

(:)1 : HomE(X;X
0)! HomTop1(X1;X

0

1
)

es inyectiva, seg�un lo comentado anteriormente. Ahora, si h : X1 ! X
0

1
es

continua punteada con h�1(f�0g) = f�g, entonces se considera la aplicaci�on
exterior f = hjX : X ! X

0
; adem�as f1 = h; con lo cual (:)1 : E! Top1

es un funtor �el y pleno.

Sea (X;x0) un espacio topol�ogico punteado tal que fx0g es cerrado en
X. Entonces se considera �X = X-fx0g con la topolog��a y externolog��a
siguientes:

� �X = fA-fx0g : A 2 �Xg;

" �X = fA-fx0g : A 2 �X; x0 2 Ag:

Obs�ervese que � �X � �X puesto que X-fx0g 2 �X :

Entonces ( �X1; �) �= (X;x0) en Top1; efectivamente, en �X1 se tiene la
topolog��a � �X1 = � �X [ fE [ f�g : E 2 " �Xg: Se de�ne f : ( �X1; �) ! (X;x0)
dada por f(x) = x si x 2 �X y f(�) = x0: Sea A 2 �X , x0 =2 A, entonces
se tiene que f�1(A) = A = A-fx0g 2 � �X � � �X1 : Si x0 2 A entonces
f
�1(A) = (A-fx0g)[f�g 2 � �X1 : Adem�as f�1(fx0g) = f�g: Por otro lado se

considera g : (X;x0)! ( �X1; �) dada por g(x) = x, si x 6= x0, g(x0) = �: De
forma similar se demuestra que es un mor�smo de Top1; adem�as fg = id

y gf = id: 2

1.2 Leyes exponenciales.

Ahora se analizar�an unas leyes exponenciales en E de car�acter general y
tambi�en unas consecuencias que se deducen de �estas.
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De�nici�on 1.2.1 Sea X un espacio exterior y L � X: Se dice que L es
e-compacto si L-E es compacto para cada E e-abierto.

Se deduce inmediatamente que X es e-compacto si y s�olo si su externolog��a
est�a contenida en la de los complementos de sus compacto-cerrados.

Lema 1.2.1 Si f : X ! Y es exterior y L � X es e-compacto entonces
f(L) es e-compacto.

Demostraci�on:

Sea E e-abierto en Y , entonces f(L)-E = f(L-f�1(E)): Ya que f es
exterior, f�1(E) es e-abierto, por tanto, L-f�1(E) es compacto. De la
continuidad de f se deduce el resultado. 2

De�nici�on 1.2.2 Sean X, Z espacios exteriores. Se de�ne

Z
X = HomE(X;Z);

con la topolog��a generada por la subbase cuyos elementos son de la forma

(K;U) = f� 2 ZX : �(K) � Ug;

(L;E) = f� 2 ZX : �(L) � Eg;

donde K es compacto en X, U abierto en Z, L es e-compacto en X y E
e-abierto en Z: Esta topolog��a se denotar�a por �ZX :

Lema 1.2.2

(i) Si f : X 0 ! X es una aplicaci�on exterior y Z espacio exterior
entonces f� : ZX ! Z

X 0

es continua.

(ii) Si g : Z ! Z
0 es una aplicaci�on exterior y X espacio exterior

entonces g� : Z
X ! (Z 0)X es continua.

Demostraci�on:

(i) Sea K un compacto en X 0, U abierto en Z: Entonces

(f�)�1((K;U)) = f� 2 ZX : �(f(K)) � Ug = (f(K); U):
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De la continuidad de f se desprende que f(K) es compacto por lo que esta
antiimagen es abierta en ZX

: An�alogamente si L es e-compacto en X 0 y E
e-abierto en Z entonces se tiene que

(f�)�1((L;E)) = (f(L); E):

Por el lema 1.2.1 este subconjunto es abierto en ZX
:

(ii) Si K es compacto en X y U abierto en Z 0 entonces

(g�)
�1((K;U)) = f� 2 ZX : g(�(K)) � Ug = f� 2 ZX : �(K) � g

�1(U)g;

que es (K; g�1(U)): Por la continuidad de g, g�1(U) es abierto, por lo que
se tiene que (g�)

�1((K;U)) es abierto. Finalmente,

(g�)
�1((L;E)) = (L; g�1(E));

que es abierto, teniendo en cuenta esta vez que g es exterior.
2

Corolario 1.2.1 Existe un funtor,

(:)(:) : Eop �E! Top;

dado por (X;Z); Z
X, (f; g); g

f = f
�
g�:

Lema 1.2.3 Sea X espacio exterior, Hausdor�, localmente compacto, con
externolog��a "X

cc
, y Z espacio exterior. Entonces ZX admite como subbase a

aquella que tiene como elementos los de la forma (K;U), ( �EX ; EZ), con K
compacto, U abierto, EX e-abierto en X y EZ e-abierto en Z, donde �EX
denota la clausura de EX:

Demostraci�on:

Se denota por � 0
ZX

la topolog��a generada por estos nuevos subconjuntos
cuya subbase se denotar�a por �0: Si la subbase de �ZX se denota por � y E
es e-abierto en X entonces �E es e-compacto puesto que, si E0 es e-abierto,
se tiene que �E-E0 = �E\(X-E0), que es un cerrado contenido en el compacto
X-E0. As��, �E-E0 es compacto. Esto demuestra que �0 � � y, por tanto,
�
0

ZX
� �ZX : Para ver �ZX � �

0

ZX
basta comprobar que � � �

0

ZX
: Sea L

e-compacto en X, E e-abierto en Z y � 2 (L;E). Entonces ��1(E) 2 "
X

cc
:

Ya que X es Hausdor� y localmente compacto no es dif��cil comprobar que
existe E0 2 "

X

cc
tal que su clausura est�a contenida en ��1(E): Entonces se

veri�ca que � 2 ( �E0; E)\(L-E0
; E) � (L;E), pero ( �E0; E)\(L-E 0

; E) 2 � 0
ZX

demostr�andose as�� que (L;E) 2 � 0
ZX
: 2
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De�nici�on 1.2.3 SeanX espacio exterior e Y espacio topol�ogico. Se de�ne
en X � Y la topolog��a producto y externolog��a dada por aquellos subcon-
juntos abiertos de X � Y , E, tales que para cada y 2 Y existe Uy 2 �Y ,
y 2 Uy; y existe Ey 2 "X tal que Ey � Uy � E: Este nuevo espacio exterior
se denotar�a por X ��Y:

Lema 1.2.4 Sea f : X ! X
0 una aplicaci�on exterior y g : Y ! Y

0 una

aplicaci�on continua, entonces f ��g : X ��Y ! X
0 ��Y 0, (x; y); (f(x); g(y)),

es exterior.

Demostraci�on:

Por la continuidad de f y g se tiene la continuidad de f ��g: Ahora, si
E es e-abierto de X 0 ��Y 0 e y 2 Y entonces existe Ug(y) 2 �Y 0 , g(y) 2 Ug(y),
existe Eg(y) 2 "X 0 tal que Eg(y) � Ug(y) � E: Entonces

f
�1(Eg(y))� g

�1(Ug(y)) � (f ��g)�1(E):

El hecho de que f es exterior y que g es continua concluye la demostraci�on.
2

Corolario 1.2.2 Existe un funtor,

�� : E�Top! E;

dado por (X;Y ); X ��Y , (f; g); f ��g:

Cuando el espacio topol�ogico Y es compacto, la externolog��a de X ��Y
tiene una expresi�on m�as sencilla y manejable.

Proposici�on 1.2.1 Sea X espacio exterior, Y espacio topol�ogico compacto,
entonces "X ��Y = fE 2 �X�Y : 9G 2 "X ; G� Y � Eg:

Demostraci�on:

Sea E e-abierto de X ��Y: Para cada y 2 Y existe un entorno abierto de
y, Uy y existe Ey e-abierto de X tal que Ey � Uy � E: De la compacidad
de Y se tiene Y = [n

k=1Uyk : Se considera G = \n
k=1Eyk : Se comprueba

inmediatamente que G� Y � E: El resto de la demostraci�on es trivial. 2
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Un hecho importante es que, en el caso queX tenga la externolog��a de los
complementos de sus compacto-cerrados y que Y sea un espacio topol�ogico
compacto, la externolog��a en X ��Y coincide con la de los complementos de
sus compacto-cerrados. Para demostrarlo se introduce, a nivel t�ecnico, lo
que se denomina descomposici�on.

Una descomposici�on de un conjunto X es una partici�on P de X,

P = fAigi2I � P(X);

con [i2IAi = X, Ai \Aj = �, si i 6= j: En el caso de un espacio topol�ogico
(X; � ) se puede de�nir una topolog��a en P de la siguiente forma:

A = fAigi2L�I 2 �P si y s�olo si [i2LAi 2 �: Esto da lugar a que la
proyecci�on can�onica p : X ! P, (x ; Ax, Ax el �unico elemento de la
partici�on que contiene a x) sea continua. Esta aplicaci�on se denomina des-
composici�on y es sencillo comprobar que es cociente.

Dado un abierto V de X se dice que es saturado relativo a P si existe un
abierto W en P tal que V = p

�1(W ): Se dir�a que la descomposici�on P es
semicontinua superiormente si para cada A 2 P, U 2 � con A � U existe
V 2 � saturado tal que A � V � U: La siguiente proposici�on puede verse
demostrada en [78]:

Proposici�on 1.2.2 p : X ! P es cerrada si y s�olo si P es semicontinua
superiormente.

Como consecuencia, si f : X ! Y es una aplicaci�on cociente, entonces
f es cerrada si y s�olo si P = ff�1(fyg) : y 2 Y g es una descomposici�on
semicontinua superiormente.

Proposici�on 1.2.3 Sea X un espacio exterior dotado de la externolog��a de
los complementos de sus compacto-cerrados y sea Y espacio topol�ogico com-
pacto, entonces la externolog��a de X ��Y coincide con la de los complementos
de sus compacto-cerrados.

Demostraci�on:

Se denota por pX : X � Y ! X la proyecci�on sobre X, que es cociente.
Se considera tambi�en la descomposici�on de X � Y ,

P = fp�1
X
(fxg) : x 2 Xg = ffxg � Y : x 2 Xg:
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Sea A = fx0g � Y 2 P y U un abierto de X � Y que contiene a A: Para
cada y 2 Y , (x0; y) 2 U; por lo que existe un abierto en X, Ay, y un abierto
en Y , By; tales que (x0; y) 2 Ay �By � U: De la compacidad de fx0g � Y

se tiene fx0g � Y � [n
k=1(Ayk

� Byk
): Si se considera C = \n

k=1Ayk
que

es abierto en X y x0 2 C entonces C � Y = p
�1(ffxg � Y : x 2 Cg) es

abierto saturado y A � C � Y � U: As�� se tiene que P es semicontinua
superiormente, por lo que pX es cerrada. Ahora sea E 2 "

X�Y

cc
, entonces

E
c = K es compacto-cerrado en X � Y; luego pX(K) es compacto-cerrado

en X: Para �nalizar se considera G = X-pX(K); entonces G � Y � E, por
lo que E es un e-abierto de X ��Y:

Rec��procamente, si E es e-abierto de X ��Y entonces G � Y � E, para
alg�un G; complemento de un compacto-cerrado. As��,

E
c � (G� Y )c = G

c � Y:

2

Proposici�on 1.2.4 Sean X,Z espacios exteriores, Y espacio topol�ogico. Si
f : X ��Y ! Z es exterior, entonces la aplicaci�on ~f : Y ! Z

X , de�nida
como ~f (y)(x) = f((x; y)), es continua.

Demostraci�on:

~f est�a bien de�nido, si y0 2 Y , se considera jy0 : X ! X ��Y , x; (x; y0),

que es exterior, y como ~f(y0) = fjy0 entonces
~f (y0) 2 Z

X
:

Sea y0 2 Y tal que ~f(y0) 2 (K;U), para alg�un compacto K de X y
abierto U de Y: De la continuidad de f; para cada x 2 K existen entornos
abiertos de x e y0, Vx y Wx respectivamente, tales que f(Vx �Wx) � U:

De la compacidad de K, se tiene K � [n
i=1Vxi, y considerando el entorno

abierto de y0; W = \n
i=1Wxi

; se tiene que ~f(W ) � (K;U):

Por otro lado, si ~f(y0) 2 (L;E) para alg�un L e-compacto y E e-abierto,
del hecho que f es exterior, existe E0 un e-abierto en X y existe un entorno
abierto de y0, U; tal que E

0 � U � f
�1(E): Para cada x 2 L-E0, como f

es continua y f((x; y0)) 2 E existen entornos abiertos de x e y0, Ax, Bx,
respectivamente, con f(Ax � Bx) � E: Como L-E0 es compacto entonces
se extrae fAxi

gn
i=1 un subrecubrimiento �nito. Sea el entorno abierto de y0,

W = (\n
i=1Bxi

) \ U , entonces ~f(W ) � (L;E):
2
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Proposici�on 1.2.5 Sean X, Z espacios exteriores, X Hausdor�, local-
mente compacto, con externolog��a "

X

cc
, y sea Y un espacio topol�ogico. Si

g : Y ! Z
X es continua, entonces �g : X ��Y ! Z, �g((x; y)) = g(y)(x), es

exterior.

Demostraci�on:

Sea (x0; y0) 2 X ��Y con �g((x0; y0)) 2 U , para U abierto en Z: De la
compacidad local de X y la continuidad de g(y0); existe K un entorno
compacto de x0 tal que g(y0) 2 (K;U): Por la continuidad de g existe V un
entorno abierto de y0 tal que g(V ) � (K;U), es decir, �g(K � V ) � U; de lo
que se deduce la continuidad de �g:

Sea ahora E e-abierto en Z; y sea y0 2 Y: Ya que g(y0) 2 Z
X existe

un compacto-cerrado en X, K, tal que g(y0)(X-K) � E: X es Hausdor� y
localmente compacto, luego existe un compacto-cerrado,K 0, veri�cando que
X-K 0 � X-K: As�� g(y0) 2 (X-K 0; E): De la continuidad de g se deduce que
existe un entorno abierto de y0, U , con g(U) � (X-K 0; E): Para concluir,
(X-K 0)� U � (�g)�1(E), siendo (�g)�1(E) abierto pues �g es continua. 2

Corolario 1.2.3 Sean X, Z espacios exteriores, X Hausdor�, localmente
compacto, con externolog��a "X

cc
, e Y espacio topol�ogico. Entonces existe una

biyecci�on,
HomE(X ��Y;Z) �= HomTop(Y;Z

X):

De�nici�on 1.2.4 Sea Y un espacio topol�ogico y Z un espacio exterior. Se
de�ne ZY = HomTop(Y;Z) provista de la topolog��a compacto-abierta y la
externolog��a cuya base exterior est�a formada por los subconjuntos de ZY

de la forma (K;E), K compacto en Y , E e-abierto en Z: Esta externolog��a
se denotar�a por "ZY :

N�otese que, si K, K 0 son compactos en Y y E, E0 son e-abiertos en Z,
entonces (K[K 0

; E\E0) � (K;E)\(K 0
; E

0): En el caso que Y sea compacto
se puede simpli�car la subbase exterior.

Proposici�on 1.2.6 Si Y es un espacio topol�ogico compacto, Z un espacio
exterior, entonces "ZY est�a generada por la base exterior cuyos elementos
son de la forma (Y;E), E e-abierto en Z:
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Demostraci�on:

Sea �
0 la base formada por los elementos (Y;E), y sea � la base de

de�nici�on de "ZY : Por un lado �0 � �, con lo cual se tiene un contenido en
las externolog��as generadas. Si K es un compacto en Y y E es un e-abierto
en Z, evidentemente (K;E) es un abierto de ZY que contiene a (Y;E):

2

Lema 1.2.5

(i) Si g : Z ! Z
0 es una aplicaci�on exterior e Y es un espacio topol�ogico

entonces g� : Z
Y ! (Z 0)Y es exterior.

(ii) Si f : Y 0 ! Y es una aplicaci�on continua y Z es un espacio exterior
entonces f� : ZY ! Z

Y
0

es exterior.

Demostraci�on:

(i) Si K es compacto en Y , U abierto en Z entonces

(g�)
�1((K;U)) = (K; g�1(U));

que es abierto pues g es continua. An�alogamente si E es e-abierto entonces
(g�)

�1((K;E)) = (K; g�1(E)) 2 �ZY que es abierto pues g es exterior.

(ii) Si K es compacto y U abierto entonces (f�)�1((K;U)) = (f(K); U)
que es abierto pues f(K) es compacto. Se tiene tambi�en lo mismo para
e-abiertos. 2

Corolario 1.2.4 Existe un funtor,

(:)(:) : Topop �E! E;

dado por (Y;Z); Z
Y , (f; g); g

f = g�f
�
:

Es conocido que si X,Y ,Z son espacios topol�ogicos, Y localmente com-
pacto, entonces existe la biyecci�on natural

HomTop(X � Y;Z) �= HomTop(X;Z
Y );

donde enX�Y se considera la topolog��a producto y en ZY = HomTop(Y;Z)
la topolog��a compacto-abierta. Se veri�ca una ley exponencial similar para
espacios exteriores.
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Proposici�on 1.2.7 Sean X, Z espacios exteriores, Y espacio topol�ogico
localmente compacto. Si f : X ��Y ! Z es una aplicaci�on exterior, entonces
la aplicaci�on ~f : X ! Z

Y , dada por ~f(x)(y) = f((x; y)), es exterior.

Demostraci�on:

Al ser f exterior, en particular es continua, por lo que, haciendo uso de
la ley exponencial en Top, se tiene que ~f es continua.

Sea K un compacto en Y , E un e-abierto en Z: Para cada y 2 K existe
un entorno abierto de y, Uy, y existe un e-abierto de X, Ey, tales que
Ey � Uy � f

�1(E): De la compacidad de K se toma un subrecubrimiento

�nito fUykg
n

k=1: Sea el e-abierto E
0 = \n

k=1Eyk : Entonces
~f (E0) � (K;E):

2

Proposici�on 1.2.8 Sean X,Z espacios exteriores, Y espacio topol�ogico lo-
calmente compacto. Si g : X ! Z

Y es una aplicaci�on exterior, entonces la
aplicaci�on �g : X ��Y ! Z de�nida como �g((x; y)) = g(x)(y), es exterior.

Demostraci�on:

Teniendo en cuenta de nuevo la ley exponencial en Top se deduce la
continuidad de �g: Por otro lado, si E es e-abierto en Z, para cada y 2 Y

existe un entorno compacto de y,Ky: Como g es exterior, existe un e-abierto,
Ey, de X tal que g(Ey) � (Ky; E): Tomando Uy el interior de Ky, entonces
Ey � Uy � (�g)�1(E): 2

Corolario 1.2.5 Existe una biyecci�on natural,

HomE(X ��Y;Z) �= HomE(X;Z
Y );

con X,Z espacios exteriores, Y espacio topol�ogico localmente compacto.

De las biyecciones naturales 1.2.3, 1.2.5 se deduce primeramente que,
�jado un espacio exterior X Hausdor�, localmente compacto, con la exter-
nolog��a de los complementos de sus compacto-cerrados, existe una situaci�on
de adjunci�on,

X �� : Top � E : (:)X; X �� a (:)X:
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Tambi�en, �jado un espacio topol�ogico localmente compacto Y , existe una
adjunci�on,

��Y : E � E : (:)Y ; ��Y a (:)Y :

Dados X, Z dos espacios exteriores, X Hausdor�, localmente compacto
y con la externolog��a de los complementos de sus compacto-cerrados, e Y
un espacio topol�ogico localmente compacto, cabe preguntarse qu�e relaci�on
tienen los espacios topol�ogicos (ZY )X y (ZX)Y : Seg�un lo visto, existe una
biyecci�on natural entre ellos, pero esta biyecci�on es especial.

Proposici�on 1.2.9 (ZY )X y (ZX)Y son homeomorfos.

Demostraci�on:

Se de�ne ' : (ZY )X ! (ZX)Y , por '(f)(y)(x) = f(x)(y), x 2 X, y 2 Y:
N�otese que es biyecci�on, teniendo en cuenta las biyecciones 1.2.3 y 1.2.5.

Sea K un compacto en Y , K 0 compacto en X, U abierto en Z y f0 de
(ZY )X tal que '(f0) 2 (K; (K 0

; U)): Se considera (K 0
; (K;U)), que es un

abierto en (ZY )X que contiene a f0 y '((K 0
; (K;U))) � (K; (K 0

; U)): De
forma similar, si el abierto que contiene a '(f0) es de la forma (K; ( �EX ; EZ));
entonces '(( �EX ; (K;EZ))) � (K; ( �EX ; EZ)): As�� se deduce la continuidad
de ': Se denota por  a la aplicaci�on inversa de ': Haciendo argumentos
similares se demuestra su continuidad. 2

N�otese que el homeomor�smo dado en la proposici�on anterior es trans-
formaci�on natural.

1.3 Estructuras de Quillen para E.

Se estudiar�an diferentes estructuras de modelo para homotop��a en el sen-
tido de Quillen, relacion�andolas entre s��. Se considerar�a el conjunto de los
n�umeros naturales N con la topolog��a discreta y externolog��a de los com-
plementos de sus compacto-cerrados, es decir, de sus subconjuntos �nitos.
Tambi�en a Sn, Dn, I, la n-esfera, el n-disco y el intervalo unidad cerrado
provistos con las topolog��as inducidas por la usual, respectivamente.

De�nici�on 1.3.1 Dado X espacio exterior se de�ne el cilindro de X como
el espacio exterior X ��I:
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Puesto que I es compacto se observa que la externolog��a en X ��I es la
formada por aquellos abiertos de la topolog��a producto de X � I, E, tales
que existe un e-abierto en X, G con G � I � E:

Esta construcci�on da lugar al funtor cilindro ��I : E ! E: Asociadas
a este funtor surgen �0; �1 : id ! ��I y p : ��I ! id; transformaciones
naturales dadas para cada espacio exterior, X; como �"(x) = (x; "), x 2 X,
" 2 f0; 1g, y p((x; t)) = x; x 2 X, t 2 I: Adem�as p�" = id, haciendo el
diagrama siguiente conmutativo:

X
`
X

id+id
//

�0+�1 %%J
J
J
J
J
J
J
J
J

X

X ��I:

p

<<
y
y
y
y
y
y
y
y
y

De forma totalmente dual se tiene:

De�nici�on 1.3.2 Dado X espacio exterior se de�ne el cocilindro de X

como el espacio exterior XI
:

Surge el funtor cocilindro (:)I : E ! E y transformaciones naturales
d0; d1 : (:)

I ! id, s : id! (:)I de�nidos para cada espacio exterior X como
d"(�) = �("); " 2 f0; 1g; � 2 XI

; y s(x)(t) = x, para x 2 X, t 2 I: Se tiene
un diagrama conmutativo,

X
(id;id)

//

s
!!C

C
C
C
C
C
C
C

X �X

X
I
:

(d0;d1)

::
u
u
u
u
u
u
u
u
u

Seg�un lo ya visto, el funtor cilindro es adjunto a izquierda del funtor cocilin-
dro.

Se va a considerar la categor��a de los espacios exteriores bajo N; EN. Los
objetos a : N! X; que son aplicaciones exteriores, se denotar�an por (X; a),
mientras que los mor�smos

N

a

~~~~
~
~
~
~
~

b

��
@
@
@
@
@
@
@

X
f

// Y
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se denotar�an por f : (X; a)! (Y; b):

De�nici�on 1.3.3 Sean f; g : (X; a)! (Y; b) aplicaciones exteriores bajo N:
Se dir�a que f es e-hom�otopa a g relativamente a N, si existe una aplicaci�on
exterior H : X ��I ! Y , denominada homotop��a exterior relativa a N, tal

que H�0 = f , H�1 = g y H(a� id) = bp:

Se observa que, por la adjunci�on del funtor cilindro con el funtor cocilin-
dro, f es hom�otopa a g relativamente a N si y s�olo si existe una aplicaci�on
exterior ~H : X ! Y

I , tal que d0 ~H = f; d1
~H = g y ~Ha = sb:

Sustituyendo N por ; surge, de forma natural, la homotop��a exterior no
relativa.

Una r�apida comprobaci�on demuestra que la relaci�on de e-homotop��a re-
lativa a N es de equivalencia enHomEN((X; a); (Y; b)): Adem�as, esta relaci�on
es compatible respecto de la composici�on con aplicaciones exteriores bajo
N:

Se considera id � � : N ! N��Sn, n ; (n; �); aplicaci�on exterior, para
cada n un entero no negativo, donde � es el punto distinguido de Sn:

Dado X espacio exterior existe la biyecci�on

HomE(N��S
n
;X) �= HomTop(S

n
;X
N):

Este tipo de biyecci�on se puede trasladar para objetos bajo N :

HomEN((N��S
n
; id� �); (X; a)) �= HomTop�((S

n
; �); (XN; a)):

Teniendo en cuenta que HomE(N��(S
n � I);X) �= HomTop(S

n � I;X
N)

existe la biyecci�on

[(N��Sn; id� �); (X; a)]N�= [(Sn; �); (XN; a)];

donde el primer miembro de la biyecci�on es el conjunto de las clases de e-
homotop��a relativa y el segundo es el conjunto de clases homotop��a punteado
cl�asico. Esto da pie a la siguiente de�nici�on:

De�nici�on 1.3.4 Dado (X; a) objeto en EN, se de�ne su n-conjunto de
homotop��a exterior de tipo Brown como el conjunto

�
B

n
((X; a)) = [(N��Sn; id� �); (X; a)]N:
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As��, existe una biyecci�on '(X;a) : �B
n
((X; a)) ! �n(X

N
; a), de forma

que induce la estructura algebraica de uno a otro. Entonces, �B0 ((X; a)) es
un conjunto punteado, �B1 ((X; a)) es un grupo y �

B

n
((X; a)) es un grupo

abeliano, para n � 2. Por otro lado, dado f : (X; a)! (Y; b) una aplicaci�on
exterior bajo N, se de�ne �B

n
(f) = f� : �

B

n
((X; a)) ! �

B

n
((Y; b)): Como la

aplicaci�on fN: (XN; a)! (YN; b) es continua punteada y existe un diagrama
conmutativo,

�
B

n
((X; a))

�= //

�
B

n
(f)

��

�n(X
N
; a)

�n(f
N)

��

�
B

n
((Y; b))

�= // �n(Y
N
; b);

entonces �B0 (f) es aplicaci�on de conjuntos, �B1 (f) es homomor�smo de gru-
pos y �B

n
(f) es homomor�smo de grupos abelianos, para n � 2: Adem�as,

�
B

n
(f) es biyectivo si y s�olo si �n(f

N) lo es.

Tambi�en se puede considerar IR+ = [0;+1) con la topolog��a inducida
por la usual y externolog��a de los complementos de sus compactos. De forma
totalmente an�aloga, se tiene la categor��a de los espacios exteriores bajo IR+;

EIR+: Surge la noci�on de e-homotop��a relativa a IR+ y, observando que IR+

es Hausdor�, localmente compacto y con la externolog��a "
IR+
cc

, se puede
hacer el mismo razonamiento hecho para N; dando lugar, as��, a la siguiente
de�nici�on:

De�nici�on 1.3.5 Dado (X; a) objeto en EIR+, se de�ne su n-conjunto de
homotop��a exterior de tipo Steenrod como el conjunto

�
S

n
((X; a)) = [(IR+

��Sn; id� �); (X; a)]IR+ :

As��, se tiene un conjunto punteado para n = 0; un grupo para n = 1 y un
grupo abeliano para n � 2: De igual manera se tiene, dado una aplicaci�on
exterior bajo IR+, una aplicaci�on de conjuntos, un homomor�smo de grupos
o un homomor�smo de grupos abelianos, dependiendo que la dimensi�on sea
0, 1 o mayor o igual que 2; respectivamente.

De�nici�on 1.3.6 Sea f : X ! Y una aplicaci�on exterior. Se dice que f
es equivalencia d�ebil exterior o e-equivalencia d�ebil si veri�ca una de las dos
condiciones siguientes:
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(i) Si XN= ; entonces YN= ;:

(ii) Si XN6= ; entonces, �B
n
(f) : �B

n
((X; a))! �

B

n
((Y; fa)) es biyecci�on,

para cada n � 0, a 2 XN:

De�nici�on 1.3.7 Sea p : E ! B una aplicaci�on exterior, se dice que es una
�braci�on exterior, o e-�braci�on si tiene la P.E.D. respecto de las aplicaciones
�0 : N��D

n ! N��(Dn � I), n � 0: Es decir, todo diagrama de la forma

N��Dn u //

�0

��

E

p

��

N��(Dn � I)
v

//

99

B

tiene elevaci�on, h : N��(Dn � I)! E; ph = v; h�0 = u:

Lema 1.3.1 Sea f : X ! Y una aplicaci�on exterior. Entonces f es equi-
valencia d�ebil exterior o �braci�on exterior si y s�olo si fNes equivalencia
d�ebil o �braci�on en Top, respectivamente. Adem�as, si f es equivalencia de
homotop��a exterior, entonces fNes equivalencia de homotop��a en Top.

Demostraci�on:

Obs�ervese que, como �B
n
(f) �= �n(f

N), entonces es equivalente que f
sea e-equivalencia d�ebil a que fNsea equivalencia d�ebil en Top. De la ley
exponencial 1.2.3 f tiene la P.E.D. respecto de �0 : N��D

n ! N��(Dn � I),
n � 0 si y s�olo si fNla tiene respecto de �0 : D

n ! D
n � I, n � 0:

Sup�ongase ahora un inverso homot�opico exterior g : Y ! X de f: Si
F : X ! X

I es tal que d0F = gf y d1F = idX , considerando la composici�on

de FNcon el homeomor�smo (XI)N
�=! (XN)I se tiene una homotop��a tal

que gNfN' idXN: An�alogamente se demuestra que fNgN' idYN: 2

De�nici�on 1.3.8 Sea i : A ! B una aplicaci�on exterior, se dice que es
co�braci�on exterior o e-co�braci�on si tiene la propiedad de elevaci�on de
homotop��a a izquierda respecto de las e-�braciones triviales.

Garc��a-Pinillos demostr�o que E, junto con la e-�braciones, e-co�bracio-
nes y las e-equivalencias d�ebiles, tiene estructura de categor��a de modelos
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cerrada. Se demostrar�a que, adem�as, tiene una estructura adicional, la de
categor��a simplicial de modelos cerrada.

Se de�ne un funtor HomE : Eop �E! SS por,

HomE(X;Y )n = HomE(X ��j�[n]j; Y );

HomE(X;Y )(') = HomE(idX ��j'�j; idY );

HomE(f; g)n = HomE(f ��jid�[n]j; g):

Si f 2 HomE(X;Y )n y g 2 HomE(Y;Z)n, entonces g �n f viene deter-
minado por la composici�on

X ��j�[n]j
idX

���
// (X ��j�[n]j) ��j�[n]j

f ��idj�[n]j
// Y ��j�[n]j

g
// Z:

Es de f�acil comprobaci�on el hecho que � de�ne una aplicaci�on simplicial
para cada terna de espacios exteriores X, Y , Z:

Teniendo en cuenta que j�[0]j �= �; entonces X ��j�[0]j �= X para cada
espacio exterior X; pudi�endose de�nir, HomE( ; ) �= HomE( ; )0; isomor-
�smo natural.

Se deja para el lector demostrar que:

Proposici�on 1.3.1 E con la estructura de�nida anteriormente es una ca-
tegor��a simplicial.

De�nici�on 1.3.9 Sea X un espacio exterior y sea K un conjunto simplicial
�nito. Se de�ne X 
K = X ��jKj y XK = X

jKj
:

N�otese que, en este caso, jKj es un espacio topol�ogico compacto y Haus-
dor�

Si X es un espacio exterior se considera el funtor B(X) : �! E dado
como B(X)([n]) = B(X)n = X ��j�[n]j; [n] 2 � y B(X)(') = idX ��j'�j;
para cada mor�smo ' de �:

Como HomE(B(X)(:); Y ) = HomE(X;Y ), haciendo uso del Teorema
de MacLane-Moerdijk cuando C = �; " = E y A = B(X) se tiene una
biyecci�on natural en K e Y;

HomE(LB(X)(K); Y ) �= HomSS(K;HomE(X;Y ));
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donde LB(X)(K) = colim (
R
�K

�K!�
B(X)
! E):

Realmente se tiene que B es un funtor E! E� dado para los mor�smos
como B(f)[n] = f ��idj�[n]j:

Sean � : K ! K
0 una aplicaci�on simplicial y f : X ! X

0 exterior. Si
�(C) es el funtor constante con valor C; se consideran los coconos univer-
sales respectivos de B(X)�K y B(X 0)�K0; � : B(X)�K ! �(LB(X)(K)) y

�
0 : B(X 0)�K0 ! �(LB(X 0)(K

0)).

Se de�ne la transformaci�on natural �0
�
: B(X 0)�K ! �(LB(X 0)(K

0))
como (�0

�
)([n];k) = �

0

([n];�n(k))
; ([n]; k) 2

R
�K: Por la propiedad universal del

col��mite se induce una �unica LB(f)(�) : LB(X)(K) ! LB(X 0)(K
0) tal que

�(LB(f)(�))� = �
0

�
B(f)�K:

Esta construcci�on de�ne un funtor,

LB( )( ) : SS �E! E:

Proposici�on 1.3.2 La biyecci�on

HomE(LB(X)(K); Y ) �= HomSS(K;HomE(X;Y ))

es tambi�en natural en X:

Demostraci�on:

Se deja para el lector teniendo en cuenta que la biyecci�on

� : HomE(LB(X)(K); Y )! HomSS(K;HomE(X;Y ))

viene dada por �(h)n(k) = h�([n];k) donde � : B(X)�K ! �(LB(X)(K)) es
cocono universal de B(X)�K: 2

Lema 1.3.2 Sea

Z1

f
//

g

// Z2
h // Z3

coigualador en Top, Z2 compacto, Z3 Hausdor�, y sea Y un espacio exte-
rior. Entonces,

Y
Z3

h� //
Y
Z2

f
�

//

g�
// Y

Z1

es igualador en E.
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Demostraci�on:

Sea ! : X ! Y
Z2 una aplicaci�on exterior tal que f�! = g

�
!: Si x 2 X

entonces !(x)f = !(x)g con lo que existe una �unica '(x) : Z3 ! Y con-
tinua tal que '(x)h = !(x): Esto de�ne una aplicaci�on ' : X ! Y

Z3,
que es exterior: Si K es un compacto en Z3 y U un abierto en Y , por las
hip�otesis del lema h�1(K) es compacto en Z2 y (h�1(K); U) es abierto en
Y
Z2: As��, !�1((h�1(K); U)) es abierto en X, pero este subconjunto coin-

cide con '�1((K;U)) prob�andose la continuidad de ': De forma an�aloga se
demuestra que la antiimagen v��a ' de todo abierto externo es externa. El
resto de la demostraci�on es evidente. 2

Lema 1.3.3 Sea F : J! Top un funtor, donde J es una categor��a �nita,
colimi2JF (i) y cada F (i) son espacios compactos y Hausdor�. Si X es un
espacio exterior entonces,

colimi2J(X ��F (i)) �= X ��colimi2JF (i):

Demostraci�on:

Primeramente se ve para coproductos �nitos, en este caso basta para el
coproducto de dos. Si Z1, Z2 son espacios compactos y Hausdor�, es sencillo
comprobar que Z1

`
Z2 tambi�en lo es. Se considera j" : Z" ! Z1

`
Z2 la

inyecci�on "-�esima, " 2 f1; 2g; dada por j"(z) = (z; ") interpretando Z1

`
Z2

como (Z1 � f1g) [ (Z2 � f2g): Entonces,

' : X ��(Z1

`
Z2)! (X ��Z1)

`
(X ��Z2)

dada por '(x; (z; ")) = ((x; z); ") es isomor�smo exterior.

Por otro lado, si

Z1

f
//

g
// Z2

h // Z3

es un coigualador en Top, con Zi compacto y Hausdor�, i 2 f1; 2; 3g,
entonces, seg�un el lema anterior, para cada espacio exterior Y ,

Y
Z3

h� //
Y
Z2

f
�

//

g�
// Y

Z1
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es igualador en E. Esto es equivalente a que, para cada espacio exterior X;

HomE(X;Y
Z3)

(h�)�
// HomE(X;Y

Z2)
(f�)�

//

(g�)�

// HomE(X;Y
Z1)

sea un igualador en Sets. Por la ley exponencial del corolario 1.2.5 se
concluye que

X ��Z1

idX
��f

//

idX
��g

// X ��Z2

idX
��h

// X ��Z3

es coigualador en E.

El caso general, teniendo en cuenta que el col��mite se construye a partir
de coproductos �nitos y un coigualador. 2

Obs�ervese que este lema se extiende de forma natural para mor�smos,
si f : X ! Y es una aplicaci�on exterior y � : F ! G una transformaci�on
natural entre funtores con las hip�otesis del lema, entonces

colim(f ���) �= f ��colim �:

Por otro lado, en el caso que X sea localmente compacto, Hausdor�, con
externolog��a "X

cc
, el lema es v�alido para F : J! Top cualquier funtor desde

una categor��a peque~na a los espacios topol�ogicos.

Las propiedades de col��mites que se exponen ahora ser�an de gran utili-
dad.

Dado un funtor L : J0 ! J y un objeto j 2 J, la categor��a comma j # L
tiene como objetos mor�smos de la forma u : j ! L(j0). Un mor�smo
de u0 : j ! L(j00) a u1 : j ! L(j01) es un mor�smo v0 : j00 ! j

0

1 tal que
L(v0)u0 = u1:

Una categor��a J es conexa si, dados dos objetos j0, j1 de J existe una
sucesi�on �nita de mor�smos (en ambas direcciones posibles) uniendo j0 con
j1: Un funtor L : J0 ! J es �nal si para cada j 2 J, la categor��a comma
j # L es no vac��a y conexa.

Proposici�on 1.3.3 Si L : J0 ! J es �nal y F : J ! C es un funtor
tal que existe colim FL entonces existe colim F y el mor�smo can�onico
colim FL! colim F es un isomor�smo.
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Para su demostraci�on puede consultarse [54]. Se denotar�a por �=n

la subcategor��a plena de � determinada por los objetos [0]; [1]; :::; [n]: En-
tonces, dado un conjunto simplicial K : �op ! Sets, se de�ne el funtor

Skn(K) como la composici�on (�=n)op ,!�op K
! Sets:

Proposici�on 1.3.4 Si K es un conjunto simplicial con dim(K) � n en-
tonces el funtor can�onico I :

R
�=nSkn(K)!

R
�K es �nal.

Demostraci�on:

Sea ([p]; x) un objeto de
R
�K: Como la dimensi�on deK es menor o igual

que n se tiene que la categor��a comma ([p]; x) # I es no vac��a. Para probar
que ([p]; x) # I es conexa se aplica el lema de Eilenberg-Zilber (p�ag. 26 de
[36]).

2

Haciendo uso de todos estos �ultimos resultados se demostrar�a que la ca-
tegor��a de los espacios exteriores, E, tiene estructura de categor��a simplicial
de modelos cerrada.

Proposici�on 1.3.5 Si X es un espacio exterior y K un conjunto simplicial
�nito, entonces LB(X)(K) �= X 
K:

Demostraci�on:

Sup�ongase que dim(K) � n: Entonces:

X 
K = X ��jcolim (
R
�K

�K!�
y

! Sets�
op

)j

�= X ��colim (
R
�K

y�K! Sets�
op j:j

! Top)

�= X ��colim (
R
�=nSkn(K)

I
!
R
�K

j:jy�K
�! Top)

�= colim (
R
�=nSkn(K)

I
!
R
�K

j:jy�K
�! Top

X ��
�! E)

�= colim (
R
�K

B(X)�K
�! E) = LB(X)(K):

N�otese que K = colim(
R
�K

�K!�
y

! Sets�
op

), el funtor

j:j : Sets�
op

! Top

preserva col��mites al ser adjunto a izquierda, y que
Z
�=n

Skn(K)
I
!
Z
�
K

j:jy�K
�! Top
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est�a en las hip�otesis del lema 1.3.3.
2

De forma similar se comprueba que f 
 � �= LB(f)(�), donde f es una
aplicaci�on exterior y � simplicial entre conjuntos simpliciales �nitos. Como
consecuencia inmediata,

Corolario 1.3.1 Existe una biyecci�on natural,

HomE(X 
K;Y ) �= HomSS(K;HomE(X;Y ));

donde X, Y son espacios exteriores y K un conjunto simplicial �nito.

Proposici�on 1.3.6 Sean X un espacio exterior y K, L conjuntos simpli-
ciales �nitos, entonces,

(i) X 
 (K � L) �= (X 
K)
 L;

(ii) XK�L �= (XK)L:

Demostraci�on:

(i) X 
 (K � L) = X ��jK � Lj �= X ��(jKj � jLj) = (X ��jKj) ��jLj =
(X 
K)
 L, teniendo en cuenta que jK � Lj �= jKj � jLj, (v�ease [60]).

(ii) Si Y es un espacio exterior arbitrario entonces,

HomE(Y;X
K�L) �= HomE(Y 
 (K � L);X)

�= HomE((Y 
 L)
K);X)
�= HomE(Y 
 L;X

K)
�= HomE(Y; (X

K)L);

concluy�endose el resultado. 2

Haciendo uso de los corolarios 1.2.5 y 1.3.1 se tiene

HomE(Y;X
K) �= HomE(Y 
K;X) �= HomSS(K;HomE(Y;X)): As��, E

veri�ca el axioma SM0.

Se tiene que HomE(X 
K;Y ) �= HomE(X;Y
K): Esto se puede genera-

lizar a nivel simplicial.

Proposici�on 1.3.7 Existe un isomor�smo natural simplicial,

HomE(X 
K;Y ) �= HomE(X;Y
K):
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Demostraci�on:

HomE(X 
K;Y )n = HomE((X 
K)
�[n]; Y )
�= HomE((X 
�[n])
K;Y )
�= HomE(X 
�[n]; Y K) = HomE(X;Y

K)n:

La naturalidad en todas las variables concluye la demostraci�on. 2

E es una categor��a simplicial que veri�ca el axioma SM0. Adem�as es
una categor��a de modelos cerrada, por lo que est�a en las condiciones de la
proposici�on 0.3.1.

Proposici�on 1.3.8 E veri�ca el axioma SM7.

Demostraci�on:

Basta ver que veri�ca SM7(a). Sea p : X ! Y una e-�braci�on (resp.
e-�braci�on trivial). Se tiene el mor�smo pull-back,

X
�[n]

p
id�[n]

$$

(idX)j

))

'

''

X
_�[n] �

Y
_�[n] Y

�[n]

p2

��

p1

//
X

_�[n]

p
id _�[n]

��

j : _�[n]! �[n]

Y
�[n]

(idY )
j

//
Y

_�[n]
:

Ya que el funtor (:)N: E ! Top es adjunto a derecha del funtor N�� se
sigue que preserva l��mites, en particular pull-backs. As�� se tiene

'
N: (X�[n])N! (X

_�[n] �
Y

_�[n] Y
�[n])N�= (X

_�[n])N�
(Y

_�[n])N
(Y �[n])N;

que es isomorfo al pull-back en Top,

(XN)�[n]

(pN)
id�[n]

%%

(id
XN

)j

++

 

))

(XN)
_�[n] �(YN)

_�[n] (YN)�[n]

��

// (XN)
_�[n]

��

(YN)�[n] // (YN)
_�[n]
:
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Como Top es una categor��a simplicial de modelos cerrada entonces veri�ca
SM7. Por otro lado, p es e-�braci�on (resp. e-�braci�on trivial) si y s�olo si
p
Nlo es en Top. Como  �= '

Ny  es �braci�on (resp. �braci�on trivial)
se tiene que 'Nes �braci�on (resp. �braci�on trivial) y, por tanto, ' es una
e-�braci�on (resp. e-�braci�on trivial). El resto de la demostraci�on se hace
por razonamientos an�alogos. 2

De todo lo visto hasta ahora se deduce que E tiene estructura de cate-
gor��a simplicial de modelos cerrada.

Se de�nir�a ahora una nueva estructura en E. Existe un funtor de olvido
U : E ! Top de forma que prescinde de la externolog��a de cada espacio
exterior y a cada aplicaci�on exterior se le asigna la misma aplicaci�on entre
los espacios topol�ogicos correspondientes. Siempre que no haya lugar a
ambig�uedad o confusi�on se denotar�a al olvido de f : X ! Y como el mismo
f : X ! Y:

Existe otro funtor, V : Top ! E que a cada espacio topol�ogico lo
transforma en un espacio exterior sin m�as que considerar como externolog��a
la propia topolog��a. No es dif��cil comprobar que U es adjunto a derecha de
V:

De�nici�on 1.3.10 Sea f : X ! Y una aplicaci�on exterior. Se dice que f
es g-equivalencia d�ebil si es e-equivalencia d�ebil y su olvido es equivalencia
d�ebil en Top.

Un hecho sencillo de comprobar es que toda equivalencia de homotop��a
exterior es una g-equivalencia d�ebil.

De�nici�on 1.3.11 Sea p : E ! B una aplicaci�on exterior. Se dice que es

g-�braci�on si es e-�braci�on y su olvido es �braci�on en Top.

Decir que el olvido de p es �braci�on en Top es lo mismo que decir que p,
como aplicaci�on exterior, tiene la P.E.D. en E respecto de las aplicaciones
exteriores �0 : Dq ! D

q ��I, donde en D
q se considera la externolog��a de

los complementos de sus compacto-cerrados, es decir, la propia topolog��a,
por tanto en D

q ��I se tiene tambi�en la externolog��a de los complementos
de sus compacto-cerrados, o la propia topolog��a. Asimismo, toda aplicaci�on
u : Dq ! X es exterior si y s�olo si su olvido es continua, al igual con
aplicaciones del tipo Dq � I ! X:
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De�nici�on 1.3.12 Sea i : A ! B una aplicaci�on exterior, se dice que es
g-co�braci�on si veri�ca la P.E.I. respecto de las g-�braciones triviales.

Se deduce que todo espacio exterior es g-�brante. Adem�as, no es dif��cil
comprobar que tanto el coproducto de g-co�braciones como la inducida en
un push-out de una g-co�braci�on es de nuevo una g-co�braci�on.

A continuaci�on, una caracterizaci�on para g-�braciones triviales.

Proposici�on 1.3.9 Sea f una aplicaci�on exterior. Entonces f es g-�bra-
ci�on trivial si y s�olo si tiene la P.E.D. respecto de las aplicaciones

fN��Sn�1 ! N��Dn
; S

n�1 ! D
n
; n � 0g:

Demostraci�on:

Teniendo en cuenta la ley exponencialHomE(N��Y;X) �= HomE(Y;X
N),

f es e-�braci�on trivial si y s�olo si fNtiene la P.E.D. respecto de Sn�1 ! D
n

en Top si y s�olo si f tiene la P.E.D. respecto de N��Sn�1 ! N��Dn en E,
8n � 0: Adem�as, el olvido de f es �braci�on trivial si y s�olo si tiene la P.E.D.
respecto de Sn�1 ! D

n en Top, esto es equivalente a que f tenga la P.E.D.
respecto de Sn�1 ! D

n, considerados como aplicaciones exteriores. 2

Otra consecuencia inmediata de estas de�niciones es que dados

X
f

//
Y

g
//
Z

tales que dos de las aplicaciones exteriores f , g, gf son g-equivalencias
d�ebiles, tambi�en lo es la tercera. Para comprobarlo se tiene en cuenta la
estructura de categor��a de modelos cerrada de Top. Asimismo las clases
de g-�braciones, g-co�braciones y g-equivalencias d�ebiles son cerradas bajo
retractos. Para veri�car CM5 es necesario partir de unos resultados previos.

Sup�ongase una sucesi�on

X0
i1 // X1

i2 // X2
// � � � // Xn

// � � �

tal que cada ik : Xk�1 ! Xk es inyectiva, cerrada, e-cerrada y los puntos
de Xk menos los de �0k(X0) son cerrados y e-cerrados, donde se denota por
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�kl : Xk ! Xl a la composici�on ilil�1:::ik+2ik+1: Se considera ~X = colim Xn:

Este espacio exterior es

~X = (
`
1

n=0Xn)=�= ([1
n=0(Xn � fng))=�;

donde (x; k) � (y; l) si y s�olo si (x; k) = (y; l), o bien k < l y �kl(x) = y o
bien l < k y �lk(y) = x; y que la topolog��a (resp. externolog��a) de ~X es la
m�as �na que hace continuas (resp. exteriores) las inyecciones �k : Xk ! ~X;
�k(x) = [(x; k)]: Se puede suponer, sin p�erdida de generalidad que ik no
es isomor�smo, para cada k. De existir uno se puede suprimir y reagrupar
adecuadamente la sucesi�on dando el mismo col��mite.

Lema 1.3.4 Sea K � ~X un compacto. Entonces existe n 2 N� = N [ f0g
tal que K � �n(Xn):

Demostraci�on:

Sup�ongase que K 6� �n(Xn), 8n 2 N�: Como K 6� �0(X0) entonces
existe k0 2 K tal que k0 =2 �0(X0). As��, k0 2 �n1(Xn1

)-�0(X0):

K 6� �n1(Xn1
), luego existe k1 2 K tal que k1 2 �n2(Xn2

)-�n1(Xn1
);

para n2 > n1: Reiterando el proceso se obtiene una sucesi�on de puntos de
K, fkig

1

i=0 tal que ki 2 �ni+1
(Xni+1

)-�ni(Xni
), n0 = 0, ni+1 > ni:

Se considera el conjunto numerable T = fkig
1

i=0: Si S est�a contenido
en T entonces ��1

n
(S) es �nito, y como ��10 (S) = ; entonces ��1

n
(S) es

cerrado en Xn, n 2 N
�
: Luego S es cerrado en ~X y, por tanto, cerrado en

T: Se concluye que T tiene la topolog��a discreta. Ahora bien, razonando
para S = T se tiene que T es cerrado en ~X, y como est�a contenido en el

compacto K, es compacto, lo cual es una contradicci�on pues T es in�nito y
discreto. 2

Proposici�on 1.3.10 Sea f : Z ! ~X una aplicaci�on exterior, Z Hausdor�,
localmente compacto, �-compacto, "Z = "

Z

cc
. Entonces f se factoriza a trav�es

de Xn, para n su�cientemente grande

Z
f

//

fn   @
@
@
@
@
@
@
@

~X

Xn

.
�

�n

>>
}
}
}
}
}
}
}
}
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Demostraci�on:

Sup�ongase que f(Z) 6� �n(Xn), 8n 2 N�: Por un lado, ya que Z es
Hausdor�, localmente compacto y �-compacto entonces Z = [n2NKn, con
Kn compacto y Int(Kn) � Kn+1, para cada n 2 N:

Ya que f es continua, para cada i 2 N se tiene que f(Ki) es compacto,
por lo que, haciendo uso del lema anterior, f(Ki) � �ni(Xni

): Adem�as,
ni ! 1 (i ! 1). Entonces existe un s1 su�cientemente grande y exis-
te k1 2 Ks1

tal que f(k1) 2 �ns1
(Xns1

)-�0(X0); existe s2 su�cientemente
grande y k2 2 Ks2

tal que f(k2) 2 �ns2
(Xns2

)-�ns1 (Xns1
); con s2 > s1:

Reiterando el proceso, se obtiene una sucesi�on fkigi2Nde manera que f(ki)
est�a en �ns

i
(Xns

i
)-�ns

i�1
(Xns

i�1
):

Sea a : N! Z dado por a(i) = ki: Entonces a es exterior: la continuidad
est�a clara; y si K � Z es compacto, se tiene que K � Z = [n2NInt(Kn)
por lo que K � [m

i=1Int(Ki) � [m
i=1Ki. As��, a

�1(K) � [m
i=1a

�1(Ki), que es
�nito.

Sea ahora � = fa, que es exterior al ser composici�on de aplicaciones
exteriores. Si n 2 N�; �(N) \ Xn es �nito, pero �(N) \ Xn \ X0 = ;: Esto
demuestra que �(N)\Xn es e-cerrado en Xn; n 2 N

�
: Se concluye que �(N)

es e-cerrado en ~X , por lo que ��1(�(N)) = N es e-cerrado en N, es decir,
�nito, lo cual es una contradicci�on. Por tanto existe n 2 N [ f0g tal que
f(Z) � �n(Xn). 2

Dada una aplicaci�on exterior inyectiva i, entonces su inducida en un
push-out, i, tambi�en es inyectiva. Si adem�as i es cerrada o e-cerrada en-
tonces tambi�en lo es i, respectivamente. As��, dada la sucesi�on

X0
i1 // X1

i2 // X2
// � � � // Xn

// � � �

de forma que cada Xn se obtiene inductivamente a trav�es de un push-out
en E de la forma `

�2� Z�
//

`
�2�

h�

��

Xn�1

in

��`
�2� Z

0

�
; // Xn;

donde cada h� es cerrada, e-cerrada e inyectiva, y adem�as los puntos de Z� y
Z
0

�
son cerrados y e-cerrados, se tiene que la sucesi�on est�a en las condiciones

de los resultados anteriores.
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Proposici�on 1.3.11 Sea f : X ! Y una aplicaci�on exterior. Entonces f
se factoriza como f = pi; con i g-co�braci�on y p g-�braci�on trivial.

Demostraci�on:

Se construye un diagrama,

X
i1 //

f
  B

B
B
B
B
B
B
B

X1
i2 //

p1

��

X2
//

p2
}}{{
{
{
{
{
{
{

� � � // Xn
//

pn

tthhh
hh
hh
hh
hh
hh
hh
hh
hh
hh
hh
h � � �

Y

como sigue: si X0 = X, p0 = f y Xn�1 y pn�1 : Xn�1 ! Y se suponen
construidos, se considera � el conjunto de todos los diagramas conmutativos,

N��Sq��1
u� //

�
_

��

Xn�1

pn�1

��

q� � 0

N��Dq�
v�

// Y

y � el conjunto de todos los diagramas conmutativos,

S
q�1

u
//

�
_

��

Xn�1

pn�1

��

q � 0

D
q

v

// Y

Se construye el diagrama push-out,

(
`
�2�N

��Sq��1)
`
(
`
2� S

q�1)
(
`

�2�
u�)
`

(
`

2�
u)

//
�

_

��

Xn�1�
_

in

��

(
`
�2� N

��Dq��1)
`
(
`
2�D

q�1)
(
`

�2�
w�)
`

(
`

2�
w)

// Xn:

Puesto que pn�1u� = v�jN��S
q��1 y pn�1u = vjN��S

q�1 para cada
� 2 � y  2 � se considera la aplicaci�on exterior push-out pn : Xn ! Y:

Si ~X = colim Xn, se denota por �n : Xn ! ~X a cada una de las
aplicaciones exteriores que de�nen el cocono universal.
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Ya que, para cada k 2 N, pkik = pk�1, existe p = colim pn : ~X ! Y: Sea
i = �0: Entonces pi = p�0 = p0 = f:

Por un lado p es g-�braci�on trivial, dado un diagrama conmutativo,

N��Sq�1
u //

�
_

��

~X

p

��

N��Dq

v
// Y;

entonces, por la proposici�on 1.3.11, u tiene una factorizaci�on u = �nu
0
:

Esto da lugar al diagrama pnu
0 = vjN��Sq�1. Para un � 2 � se tiene que

u
0 = u�, q = q�, v = v� y, teniendo en cuenta la construcci�on de Xn+1 existe

una aplicaci�on exterior w� : N��D
q� ! Xn+1 tal que w�jN��S

q��1 = in+1u�:

Entonces h = �n+1w� es la extensi�on buscada.

De forma an�aloga se puede encontrar una elevaci�on para el segundo tipo
de diagrama,

S
q�1 u //

�
_

��

~X

p

��

D
q

v
// Y

Por otro lado i es g-co�braci�on. N��Sq�1 ,! N��Dq y Sq�1 ,! D
q son

g-co�braciones, para cada q � 0, ya que veri�can la P.E.I. respecto de las
g-�braciones triviales. De esta forma el coproducto de aplicaciones de este
tipo es g-co�braci�on y, por tanto, cada in : Xn�1 ,! Xn es g-co�braci�on al
ser la inducida en un push-out de una g-co�braci�on. Ahora, sea el diagrama
conmutativo, con q : E ! B g-�braci�on trivial:

X
u //

i

��

E

q

��

~X v
// B:

Ya que i = �0 = �1i1 se tiene qu = (v�1)i1 y como i1 es g-co�braci�on
existe l1 : X1 ! E tal que l1i1 = u, ql1 = v�1: Como �1 = �2i2 se tiene el
diagrama ql1 = (v�2)i2, luego existe l2 : X2 ! E tal que l2i2 = l1, ql2 = v�2:

Siguiendo el proceso inductivo existe lk : Xk ! E con lkik = lk�1, qlk = v�k:

Entonces l = colim lk : ~X ! E es la elevaci�on buscada. 2
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De�nici�on 1.3.13 Sea i : B ! A una aplicaci�on exterior. Se dice que B es
retracto por deformaci�on fuerte de A a trav�es de i si existe una aplicaci�on
exterior r : A ! B llamada retracci�on tal que ri = idB, ir 'rel i idA,
es decir, existe F : A��I ! A exterior tal que F�0 = ir, F�1 = idA y
F (i��id) = ip: Si s�olo se veri�ca ri = idB se dice, simplemente, que B es
retracto de A a trav�es de i:

Lema 1.3.5 Sea el diagrama push-out siguiente:

B
f

//

i

��

X

j

��

A g
// Z:

Si B es retracto o bien retracto por deformaci�on fuerte de A a trav�es de i
entonces tambi�en X lo es de Z a trav�es de j, respectivamente.

Demostraci�on:

Sea r : A! B con ri = idB. Entonces, se induce del push-out una �unica
aplicaci�on exterior h : Z ! X tal que hg = fr, hj = idX : Sup�ongase ahora
que, adem�as, ir 'rel i idA y sea homotop��a F : A��I ! A correspondiente.
El funtor cilindro es adjunto a izquierda, por lo que el siguiente diagrama
es push-out:

B ��I
f ��id

//

i��id

��

X ��I

j ��id

��

A��I
g ��id

// Z ��I

Se induce una �unica aplicaci�on exterior H : Z ��I ! Z con H(j ��id) = jp,
H(g ��id) = gF: Es inmediato comprobar que esta homotop��a es la buscada.

2

Proposici�on 1.3.12 Sea f : X ! Y una aplicaci�on exterior. Entonces f
se factoriza como f = qj, con j g-co�braci�on trivial y q g-�braci�on.
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Demostraci�on:

Similarmente a la proposici�on 1.3.11 se construye un diagrama conmu-
tativo,

X
j1 //

f
  
A
A
A
A
A
A
A
A

X1

j2 //

q1

��

X2
//

q2
}}||
|
|
|
|
|
|

� � � // Xn
//

qn

ttiii
ii
ii
ii
ii
ii
ii
ii
ii
ii
ii
i � � �

Y;

de la siguiente forma: si X0 = X, q0 = f y se supone construido Xn�1 y
qn�1 : Xn�1 ! Y se considera entonces � el conjunto de todos los diagramas
conmutativos,

N��Dq�
u� //

�
_

��0

��

Xn�1

qn�1

��

q� � 0

N��(Dq� � I)
v�

// Y

y � el conjunto de todos los diagramas conmutativos,

D
q

u
//

�
_

�


0

��

Xn�1

qn�1

��

q � 0

D
q � I v

// Y:

Se construye el diagrama push-out,

(
`
�2� N

��Dq�)
`
(
`
2�D

q )
(
`

�2�
u�)
`

(
`

2�
u )

//
�

_

��

Xn�1�
_

jn

��

(
`
�2� N

��(Dq� � I))
`
(
`
2�D

q � I)
(
`

�2�
w�)
`

(
`

2�
w)

// Xn:

Entonces se induce del push-out, qn : Xn ! Y: Se considera ~X = colim Xn;

y se denota por �n : Xn ! ~X a cada una de las aplicaciones exterio-
res que de�nen el cocono universal. Estas aplicaciones son secciones. Si
q = colim qn y j = �0 : X ! ~X entonces qj = f: Haciendo el mismo
razonamiento que el hecho en la factorizaci�on de la proposici�on 1.3.11 se
tiene que q es g-�braci�on y j es g-co�braci�on. Tan solo resta demostrar que
j es g-equivalencia d�ebil.
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Cada N��Dq� es retracto por deformaci�on fuerte del espacio exterior
N��(Dq� � I) a trav�es de ��0 as�� como Dq de Dq � I a trav�es de �0 por lo
que se deduce que cada Xn�1 es retracto por deformaci�on fuerte de Xn a
trav�es de jn:

Por un lado, j es e-equivalencia d�ebil: Si ( ~X)N 6= ;, como se tiene
que HomE( ~X;X0) 6= ; entonces XN6= ;: Sup�ongase que XN6= ;; y sean
a 2 X

N, q � 0 y [�] 2 �
B

q
(( ~X; ja)): Sea � : (N��Sq; idN� �) ! ( ~X; ja)

un representante. Se toma una factorizaci�on para un n su�cientemente
grande � = �n�

0
: X es retracto por deformaci�on fuerte de ~X a trav�es

de �0n = jnjn�1:::j2j1, por lo que �B
q
(�0n) : �

B

q
((X; a)) ! �

B

q
((Xn; �0na))

es biyectiva. As��, existe �00 2 �
B

q
((X; a)) con �

B

q
(�0n)([�

00]) = [�0]; luego

�
B

q
(j)([�00]) = [�] demostr�andose la suprayectividad de �B

q
(j):

Sean ahora, [�0], [�1] 2 �
B

q
((X; a)) con �

B

q
(j)([�0]) = �

B

q
(j)([�1]): Se

considera la homotop��a exterior H : (N��Sq) ��I ! ~X tal que H�0 = j�0,
H�1 = j�1 y H((idN���) ��id) = jap y se toma una factorizaci�on para un
n su�cientemente grande H = �nH

0
: Es sencillo comprobar que H 0 es una

homotop��a entre �0n�0 y �0n�1, y como �B
q
(�0n) es biyectiva se concluye que

[�0] = [�1]:

Por otro lado, sustituyendo en el razonamiento anterior N por � se de-
muestra que el olvido de j es equivalencia d�ebil en Top. 2

La g-co�braci�on trivial j de la proposici�on anterior veri�ca la P.E.I.
respecto de las g-�braciones. En efecto, esta propiedad se conserva por
coproductos y por cambio de cobase, luego cada jn : Xn�1 ! Xn tambi�en
veri�ca esta propiedad. Ahora bien, dado un diagrama conmutativo vj = pu

con p g-�braci�on, entonces (v�1)j1 = pu por lo que existe l1 tal que l1j1 = u

y pl1 = v�1; ahora se considera el diagrama (v�2)j2 = pl1 y su elevaci�on
asociada l2; con l2j2 = l1 y pl2 = v�2: De forma inductiva, se obtiene lk
tal que lkjk = lk�1 y plk = v�k: Entonces l = colim ln es la elevaci�on del
diagrama pu = vj:

Corolario 1.3.2 E junto con las g-�braciones, g-co�braciones y las g-equi-
valencias d�ebiles es una categor��a simplicial de modelos cerrada.

Demostraci�on:

S�olamente hay que comprobar los axiomas CM4 y SM7.
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Sea el diagrama conmutativo

A
u //

i

��

X

p

��

B v
// Y:

El caso no obvio es cuando i es g-co�braci�on trivial y p es g-�braci�on. Se
factoriza i = qj, con j : A! Z g-co�braci�on trivial con la P.E.I. respecto de
las g-�braciones y q g-�braci�on que, por CM2, es trivial. Entonces existe
una elevaci�on r : B ! Z para el diagrama

A
j

//

i

��

Z

q

��

B
idB

// B:

Luego, i es retracto de j y, as��, tiene la P.E.I. respecto de las g-�braciones.

En cuanto a SM7 basta ver SM7(a): Si p : X ! Y es g-�braci�on (resp.
g-�braci�on trivial) entonces es e-�braci�on (resp. e-�braci�on trivial), por lo

que el mor�smo pull-back ' : X�[n] ! X
_�[n] �

Y
_�[n] Y

�[n] es e-�braci�on
(resp. e-�braci�on trivial). Por otro lado, el olvido de p es �braci�on en Top
(resp. �braci�on trivial). Ya que el funtor olvido, U , es adjunto a derecha
preserva l��mites, en particular pull-backs, adem�as U(XK) = (U(X))K yTop
es categor��a simplicial de modelos cerrada por lo que se tiene el olvido de '
es �braci�on en Top (resp. �braci�on trivial). El resto de la demostraci�on se
razona igual. 2

La de�nici�on de gCW complejo surge como un espacio exterior en el
que se pegan adecuadamente celdas compactas y no compactas. Se dar�a
ahora su de�nici�on rigurosa y se ver�an algunas de sus propiedades m�as
importantes, as�� como un teorema de tipo Whitehead.

De�nici�on 1.3.14 Sea X un espacio exterior, se dice que es un gCW com-
plejo si admite una �ltraci�on

; = X
�1 �

� i0 //
X

0 �
� i1 //

X
1 �

� i2 //
X

2 �
�

// � � � �
�

//
X
n �

�

// � � �
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tal que X es el col��mite de dicha sucesi�on y cada Xn se obtiene de Xn�1

mediante un push-out de la forma

(
`
�2An
N��Sn�1

�
)
`
(
`
�2Bn

S
n�1
�

)
(
`

�2An
'�)
`

(
`

�2Bn
'�)

//
�

_

��

Xn�1�
_

in

��

(
`
�2An
N��Dn

�
)
`
(
`
�2Bn

D
n

�
)

(
`

�2An
 �)
`

(
`

�2Bn
 �)

// Xn:

Se deduce, entonces, que X tiene la topolog��a y externolog��a d�ebiles respecto
de dicha sucesi�on, que cada ik es inyectiva, cerrada, e-cerrada y los puntos
de Xk son cerrados y e-cerrados. Se denotan por �k : X

k ! X a cada una
de las inyecciones can�onicas. Se puede suponer, sin perder generalidad, que
cada ik y cada �k son inclusiones.

A  �(N��D
n

�
),  �(D

n

�
) se les denominar�a N-celda y celda simple respec-

tivamente, y a las aplicaciones '� : N��Sn�1
�

! X
n�1, '� : Sn�1

�
! X

n�1

las aplicaciones caracter��stica respectivas.

Se llamar�a q-esqueleto de X al elemento q-�esimo de la �ltraci�on que
admite X, Xq

:

Proposici�on 1.3.13 Todo gCW complejo es un espacio exterior g-co�bran-
te.

Demostraci�on:

Primeramente se demostrar�a por inducci�on sobre q; que Xq es g-co�-
brante. Si q = 0 entonces X0 se obtiene del push-out

; //
�

_

��

;�
_

��

(
`
�2A0
N��D0

�
)
`
(
`
�2B0

D
0
�
) // X0:

Como ; ,! X0 es la inducida en el push-out de una g-co�braci�on entonces es
g-co�braci�on. Sup�ongase ahora queXq�1 es g-co�brante. iq : X

q�1
,! X

q es
la inducida en un push-out de una g-co�braci�on por lo que es g-co�braci�on,
luego la composici�on ; ,! X

q�1
,! X

q tambi�en lo es. Teniendo en cuenta
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que X = colim X
q y haciendo uso de razonamientos an�alogos a los hechos

en la proposici�on 1.3.11 para veri�car que la aplicaci�on i de la factorizaci�on
de f es g-co�braci�on, se demuestra que X es g-co�brante. 2

Corolario 1.3.3 (Teorema de Whitehead)

Sea f : X ! Y aplicaci�on exterior entre gCW complejos. Entonces f
es una equivalencia de homotop��a exterior si y s�olo si f es g-equivalencia
d�ebil.

Demostraci�on:

Basta observar que todo gCW complejo es g-�brante y g-co�brante y que
para espacios exteriores g-co�brantes, homotop��as a izquierda, a derecha y
homotop��a exterior coinciden. Combinando esto con el teorema de White-
head en una categor��a de modelos cerrada [68] se tiene el resultado. 2

N�otese que todo CW complejo es un gCW complejo con externolog��a la
propia topolog��a. Esta externolog��a no tiene por qu�e coincidir con la de los
complementos de los compacto-cerrados. El lema que viene a continuaci�on
es una herramienta �util a la hora de dar condiciones su�cientes para que
un CW complejo dotado de la externolog��a de los complementos de sus
compacto-cerrados sea un gCW complejo.

Lema 1.3.6 Sea el push-out en E,

A
g

//

f

��

C

f

��

B
g

// X;

donde B, C son Hausdor� y con las externolog��as de los complementos de
sus compacto-cerrados. Si f es cerrada e inyectiva, o bien propia, y g es
propia entonces la externolog��a push-out en X es la de los complementos de
sus compacto-cerrados.

Para una demostraci�on puede consultarse [38].

Proposici�on 1.3.14 Sea X un CW complejo localmente �nito, de dimen-
si�on �nita y con un n�umero contable de celdas en cada dimensi�on. Entonces
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X; con la externolog��a de los complementos de sus compacto-cerrados, es un
gCW complejo.

Demostraci�on:

Se procede por inducci�on sobre la dimensi�on deX, q: Si q es cero entonces
X = X

0 se obtiene a trav�es del push-out en Top de la forma

; //
�

_

��

;�
_

��`
n2A0

D
0
n
`

n2A0
fn

// X0;

con
`
n2A0

fn homeomor�smo. Si A0 es numerable, las 0-celdas se pueden
reagrupar como N��D0

: Se de�ne f : N��D0 ! X
0 como f(n; x) = fn(x),

dando lugar al diagrama

; //
�

_

��

;�
_

��

N��D0
f

//
X

0
:

Entonces, si se considera en X
0 = X la externolog��a push-out, se tiene

un push-out en E. N�otese este diagrama est�a en las condiciones del lema
anterior, por lo que se tiene un push-out en E considerando en X0 la ex-
ternolog��a de los complementos de sus compacto-cerrados. En el caso que
A0 sea �nito, se tiene que

`
n2A0

D
0
n
tiene la externolog��a de los comple-

mentos de sus compacto-cerrados; haciendo el mismo razonamiento se tiene
tambi�en el resultado.

Sup�ongase ahora cierto para dimensiones menores o iguales que q � 1:
Si X = X

q, se obtiene de un diagrama push-out en Top:

`
n2Aq

S
q�1
n

`
n2Aq

g
q

n

//
�

_

��

X
q�1

�
_

iq

��`
n2Aq

D
q

n `
n2Aq

f
q

n

// X
q
:
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Si Aq es numerable, procediendo de forma similar para q = 0, se pueden
reunir las celdas en una N-celda.

Se tienen las aplicaciones gq : N��Sq�1 ! X
q�1 y f

q : N��Dq ! X
q
;

dadas por gq(n; x) = g
q

n
(x), f q(n; x) = f

q

n
(x) respectivamente. As��, se tiene

un push-out en Top:

N��Sq�1
g
q

//
�

_

��

X
q�1

�
_

iq

��

N��Dq

f
q

// X
q
:

Se observa que en N��Dq, N��Sq�1 las externolog��as coinciden con las de
los complementos de sus compacto-cerrados. El diagrama anterior es un
push-out en E si se considera en X

q la externolog��a push-out. Por otro
lado, todos los p-esqueletos de X son espacios Hausdor�. Si se denota por
i : Sq�1 ,! D

q la inclusi�on can�onica se tiene que idN��i : N��S
q�1

,! N��Dq

es una aplicaci�on propia. Adem�as, la aplicaci�on g
q : N��Sq�1 ! X

q�1,
es exterior. Efectivamente, sea K � X

q�1 un compacto-cerrado, entonces
est�a contenido en un n�umero �nito de celdas. Sea e una de esas celdas, de
dimensi�on q � 1: Si (gq)�1(�e) no es compacto entonces corta a un n�umero
in�nito de (q-1)-esferas, contradiciendo que X sea localmente �nito. As��,
(gq)�1(�e) es compacto; se concluye de la continuidad de gq y el hecho de
que todo cerrado en un compacto es compacto, que (gq)�1(K) es compac-
to-cerrado. Aplicando el lema anterior se obtiene el resultado.

Si Aq es �nito, entonces
`
n2Aq

D
q

n
tiene la externolog��a de los comple-

mentos de sus compacto-cerrados,
`
n2Aq

S
q�1
n

,!
`
n2Aq

D
q

n
es propia, as��

como
`
n2Aq

S
q�1
n

! X
q�1

: Procediendo de forma an�aloga al caso numerable
se concluye la demostraci�on. 2

Como corolario,

Corolario 1.3.4 (Teorema de Whitehead propio)

Sea f : X ! Y una aplicaci�on propia entre CW complejos localmente
�nitos, de dimensi�on �nita y con un n�umero contable de celdas en cada
dimensi�on. Entonces f = fe es g-equivalencia d�ebil si y s�olo si f es una
equivalencia de homotop��a propia.
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Demostraci�on:

Por la proposici�on anterior, Xe, Ye son gCW complejos. Entonces f = fe

es g-equivalencia d�ebil si y s�olo si fe es equivalencia de homotop��a exterior
si y s�olo si f es equivalencia de homotop��a propia.

N�otese que e(X � I) = e(X) ��I: 2

1.4 Comparaci�on de estructuras de modelos.

En esta nueva secci�on se comparar�an las estructuras de categor��as de mo-
delos existentes en E: la e-estructura, la g-estructura, as�� como tambi�en la
de los espacios topol�ogicos.

Como se ha visto, la categor��a de los espacios exteriores tiene una es-
tructura de categor��a simplicial de modelos cerrada con las e-�braciones,
e-co�braciones y las e-equivalencias, y otra con las g-�braciones, g-co�-
braciones y g-equivalencias d�ebiles. Cabe preguntarse qu�e ocurre con las
categor��as localizadas respectivas.

Se denotar�a por Hoe(E) a la categor��a localizada de E con la estructura
de modelos derivada de las e-�braciones, e-co�braciones y e-equivalencias
d�ebiles. Similarmente se denotar�a por Hog(E) a la localizada de E con
la estructura derivada por los g-mor�smos respectivos. Obs�ervese que, de
forma obvia, existe una adjunci�on,

E
id //

E
id

oo :

Evidentemente id : E ! E lleva g-�braciones en e-�braciones y g-equiva-
lencias d�ebiles en e-equivalencias d�ebiles, por lo que lleva e-co�braciones en
g-co�braciones. Adem�as,

Proposici�on 1.4.1 Si f : X ! Y es una e-equivalencia d�ebil, con X, Y
e-co�brantes, entonces es una g-equivalencia d�ebil.

Demostraci�on:

Por el teorema de Whitehead f es una e-equivalencia de homotop��a.
Obviamente su olvido en Top es equivalencia de homotop��a puesto que
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U(X ��I) = U(X) � I: En particular es equivalencia d�ebil en Top, por lo
que f es g-equivalencia d�ebil. 2

Corolario 1.4.1 Existe una adjunci�on,

L(id) :Hoe(E)
//
Hog(E) : R(id):oo

Demostraci�on:

Consecuencia inmediata de la proposici�on anterior, de los anteriores co-
mentarios y del teorema 0.1.1. 2

Proposici�on 1.4.2 El funtor L(id) : Hoe(E) ,! Hog(E) es un embe-
bimiento.

Demostraci�on:

Si X es un objeto de Hoe(E) entonces L(id)(X) = Qe(X) donde Qe(X)
es la aproximaci�on e-co�brante de X; pX : Qe(X) ! X es la e-�braci�on
trivial asociada.

Por otro lado R(id)(X) = Re(X) = X; con Re(X) la aproximaci�on e-
�brante de X; que es igual a X pues todos los objetos son e-�brantes. En
este caso, dado X un objeto e-co�brante, si f : id(X)! Y es e-equivalencia
d�ebil entonces su inducida en la adjunci�on f : X ! id(Y ) es e-equivalencia
d�ebil, de lo que se deduce que la unidad de la adjunci�on en X, �X ; es iso-
mor�smo en Hoe(E): Si X no es e-co�brante se considera su aproximaci�on
e-co�brante mediante la e-�braci�on trivial pX : Qe(X)! X; y el diagrama
conmutativo en Hoe(E);

X
�X // R(id)L(id)(X)

Qe(X)

e(pX)�=

OO

�Qe(X)

�= // R(id)L(id)(Qe(X));

R(id)(e(pX))�=

OO

donde e : E ! Hoe(E) es la proyecci�on de E sobre la localizada, por
lo que la unidad de la adjunci�on en X, �X es isomor�smo, concluyendo la
demostraci�on. 2
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Otra comparaci�on de especial inter�es es entre las categor��as localizadas
de Top con la estructura de Quillen y la localizadaHog(E): El funtor olvido
U : E ! Top transforma g-�braciones en �braciones y g-equivalencias
d�ebiles en equivalencias d�ebiles.

Su funtor adjunto a izquierda V : Top ! E, en el que a cada espa-
cio topol�ogico se le considera como externolog��a su topolog��a, veri�ca la
siguiente propiedad:

Proposici�on 1.4.3 V : Top ! E transforma equivalencias d�ebiles entre
co�brantes en g-equivalencias d�ebiles.

Demostraci�on:

Por el teorema de Whitehead y como en Top todos los objetos son
�brantes, dado f : X ! Y equivalencia d�ebil entre co�brantes, es una
equivalencia de homotop��a. Como V (Z � I) = V (Z) ��I, para cualquier
espacio topol�ogico Z, se tiene que V (f) es una e-equivalencia de homotop��a,
luego una e-equivalencia d�ebil. Adem�as U(V (f)) = f es equivalencia d�ebil
en Top. 2

Corolario 1.4.2 Existe una adjunci�on,

L(V ) : Ho(Top) //
Hog(E) : R(U):oo

2

Proposici�on 1.4.4 El funtor L(V ) : Ho(Top) ,! Hog(E) es un embe-

bimiento.

Demostraci�on:

SiX es un espacio topol�ogico, entonces L(V )(X) = V (Q(X)), con Q(X)
aproximaci�on co�brante de X en Top. Por otro lado, si X es espacio
exterior, R(U)(X) = U(X): Razonando de forma an�aloga a la demostraci�on
hecha en la proposici�on 1.4.2, si X es co�brante en Top y se tiene que f :
V (X)! Y es g-equivalencia d�ebil entonces f : X ! U(X) es equivalencia

d�ebil, deduci�endose que la unidad de la adjunci�on es isomor�smo. 2



Cap��tulo 2

Modelos simpliciales.

En este cap��tulo se presentan dos modelos algebraicos para la categor��a de
los espacios exteriores: los M -conjuntos simpliciales y los conjuntos sim-
pliciales exteriores. Las dos primeras secciones est�an dedicadas al primer
modelo mencionado. Se establece una estructura de categor��a simplicial
de modelos cerrada y la creaci�on de funtores adjuntos, realizaci�on y sin-
gular exteriores, que inducen otra adjunci�on en las categor��as localizadas
respectivas. En la segunda secci�on se estudia un conjunto simplicial, pris-
mas in�nitos, asociado a cada M -conjunto simplicial y, por tanto, a cada
espacio exterior mediante su singular exterior.

En las siguientes secciones se extender�a la noci�on de exterior a otras
categor��as, entre ellas, el segundo modelo. Otras son los grupos abelianos
simpliciales exteriores y conjuntos (grupos abelianos) exteriores. La relaci�on
de este otro modelo con E es la existencia de una adjunci�on a trav�es de
funtores an�alogos a la realizaci�on geom�etrica y el singular cl�asicos. En la
�ultima secci�on se estudia la categor��a de los grupos abelianos simpliciales
exteriores y sus relaciones con el modelo y otras categor��as con el �n de
establecer un puente para de�nir invariantes homol�ogicos.

2.1 M-conjuntos simpliciales.

Se de�nir�a la categor��a de M -conjuntos simpliciales, demostr�andose que
tiene una estructura de categor��a simplicial de modelos cerrada y despu�es

67
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se crear�an los funtores adjuntos singular y realizaci�on geom�etrica exterio-
res. Dichos funtores inducir�an una adjunci�on en las categor��as localizadas
respectivas.

L.J. Hern�andez [44] demuestra la existencia de tal estructura de Quillen,
no obstante, se presenta aqu�� una demostraci�on diferente.

Se comienza con las nociones de monoide, M-conjunto y M-aplicaci�on.

De�nici�on 2.1.1 Un monoide es un conjunto M con una ley de com-
posici�on interna � :M �M !M veri�cando

(i) m � (m0 �m00) = (m �m0) �m00
; para cualquier m, m0, m00 de M: (Ley

asociativa).

(ii) Existe 1 2 M tal que 1 �m = m � 1 = m, para cualquier m de M:

(Existencia de elemento neutro).

Todo monoide M se puede considerar como una categor��a con un solo
objeto �, donde los mor�smos � ! � son los elementos de M , siendo la
composici�on la operaci�on. Rec��procamente, toda categor��a con un �unico
objeto tiene estructura de monoide considerando sus mor�smos y como
operaci�on su composici�on.

De�nici�on 2.1.2 Sea M un monoide, un M-conjunto a derecha es un par
(X; �), donde X es un conjunto y � representa una acci�on de M por la
derecha de X, esto es, una aplicaci�on � : X �M ! X tal que

(i) �(�(x;m);m0) = �(x;m �m0), para cada x de X y m, m0 de M ;

(ii) �(x; 1) = x, para cada x de X:

Para simpli�car notaci�on, �(x;m) se representar�a por x �m. Si no hay
lugar a confusi�on el par (X; �) se denotar�a simplemente por X: As��, en las
propiedades (i) y (ii) de la de�nici�on anterior se escribe (x�m)�m0 = x�(m�m0)
y x � 1 = x respectivamente.

De�nici�on 2.1.3 Si X, Y son M -conjuntos por la derecha, una M-aplica-
ci�on a derecha de X a Y consiste en una aplicaci�on f : X ! Y que respeta
las acciones, es decir, f(x �m) = f(x) �m, para x de X y m de M:
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La composici�on de M -aplicaciones por la derecha es M -aplicaci�on por
la derecha y la identidad en unM -conjunto es M -aplicaci�on por la derecha.
Surge entonces la categor��a de M -conjuntos por la derecha, denotada por
SetsM. Tambi�en existe la noci�on de M -conjunto y M -aplicaci�on por la
izquierda, dando lugar, de forma natural, a la categor��a de M -conjuntos a
izquierda, MSets. A partir de aqu��, cuando se haga referencia a M -conjun-
tos y M -aplicaciones se entender�a que son por la derecha.

Considerando a M como categor��a se puede hablar de la categor��a de
funtores, SetsM

op

: Esta categor��a y la categor��a de M -conjuntos est�an rela-
cionadas.

Proposici�on 2.1.1 SetsM y SetsM
op

son categor��as isomorfas.

Demostraci�on:

Se de�ne F : SetsM ! SetsM
op

como sigue: si X es un M -conjunto,
entonces F (X)(�) = X; F (X)(m)(x) = x � m; Y, si f : X ! Y es una
M -aplicaci�on entonces F (f)� = f : X ! Y , haciendo que F (f) sea una
transformaci�on natural.

Ahora se de�ne G : SetsM
op

! SetsM como, G(X) = X(�) con la
acci�on x � m = X(m)(x); y si f : X ! Y es una transformaci�on natural
entonces G(f) = f� : X(�)! Y (�) es M -aplicaci�on.

Se dejan los detalles al lector. 2

Dada una categor��a cualquiera C, se ha hablado de la categor��a de obje-
tos simpliciales de C como la categor��a de funtores C�op

donde � es la ca-

tegor��a simplicial. En este caso, la categor��a de M -conjuntos simpliciales es
(SetsM)�

op �= (SetsM
op

)�
op �= Sets�

op
�Mop

= Sets(��M)op
: Todas estas

reformulaciones se podr�an usar indistintamente para designar a la categor��a
de los M -conjuntos simpliciales.

Si X : (��M)op ! Sets es un M -conjunto simplicial entonces se
denotar�a X(([p]; �)) = Xp; a (';m) : ([p]; �)! ([q]; �) como ' : [p]! [q]:

De forma natural surge el funtor olvido U : SetsM ! Sets, tambi�en

considerado como U : SetsM
op

! Sets; U(X) = X(�); olvidando la acci�on
del monoide. Este funtor se extiende simplicialmente, olvidando nivel a nivel
la acci�on del monoide en los conjuntos, a U�op

: (SetsM
op

)�
op

! Sets�
op

;

que se denotar�a, si no hay lugar a ambig�uedad, como U:
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Mediante este funtor olvido, U; se obtienen los siguientes mor�smos es-
peciales:

De�nici�on 2.1.4 Sea f : X ! Y una M -aplicaci�on simplicial, entonces

(i) f es una �braci�on, si U(f) es �braci�on en Sets�
op

;

(ii) f es una equivalencia d�ebil, si U(f) es equivalencia d�ebil en Sets�
op

;

(iii) f es co�braci�on, si tiene la P.E.I. respecto de las �braciones triviales.

En el siguiente teorema se har�a una aplicaci�on directa del teorema 0.3.1.

Teorema 2.1.1 La categor��a de M-conjuntos simpliciales, Sets(��M)op
;

junto con las �braciones, co�braciones y equivalencia d�ebiles de�nidas an-
teriormente, tiene estructura de categor��a de modelos cerrada.

Demostraci�on:

Obs�ervese que la categor��a de conjuntos simpliciales, Sets�
op

; es una
categor��a de modelos cerrada completa y cocompleta. Por otro lado, si
f : X ! Y es una aplicaci�on simplicial, entonces f es �braci�on (resp.
�braci�on trivial) si y s�olo si tiene la P.E.D. respecto de

fV (n; k) ,! �[n]; n � 0; 0 � k � ng

(resp. respecto de la familia de aplicaciones simpliciales

f _�[n] ,! �[n]; n � 0g):

Se hace notar que los dominios son secuencialmente peque~nos. Entonces,
el teorema 0.3.1 asegura que (Sets�

op

)M
op

es una categor��a de modelos
cerrada con la siguiente estructura: f : X ! Y se dir�a que

(i) es �braci�on si f� : X(�)! Y (�) es �braci�on en conjuntos simpliciales;

(ii) es equivalencia d�ebil si f� : X(�) ! Y (�) lo es en conjuntos simpli-
ciales;

(iii) es co�braci�on si tiene la P.E.I. respecto de las �braciones triviales.

Pero, observando la conmutatividad del siguiente diagrama:

(SetsM
op

)�
op U //

' �=

��

Sets�
op

(Sets�
op

)M
op

;

(ev)�

77
o
o
o
o
o
o
o
oo

o
o
o
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con '(X)(�)n = Xn(�), se tiene que (ev)� �= U: Entonces, con la estructura
dada inicialmente, (SetsM

op

)�
op �= Sets(��M)op es categor��a de modelos

cerrada. 2

Evidentemente, (SetsM
op

)�
op

es una categor��a simplicial, v�ease 0.2.1.
Ahora, el objetivo a demostrar es la compatibilidad de las dos estructuras,
es decir, que se veri�can los axiomas SM0 y SM7. Primeramente, y en esta
l��nea, se comprueba la existencia de X 
 K y XK en el sentido simplicial
de Quillen.

De la cocompletitud de SetsM
op

, dado X unM -conjunto simplicial y K
un conjunto simplicial:

De�nici�on 2.1.5 El M -conjunto simplicial X 
K viene dado como

(X 
K)n =
`
�2Kn

Xn;

y si j� : Xn !
`
�2Kn

Xn denota a la inclusi�on �-�esima, � 2 Kn, y
' : [m]! [n] es una aplicaci�on creciente, entonces (X 
K)(') es la �unica

M -aplicaci�on, w, tal que wj� = jK(')(�)X('), para cada � 2 Kn:

De forma similar, si f : X ! X
0 es una M -aplicaci�on simplicial y

� : K ! K
0 es una aplicaci�on simplicial, se tiene una M -aplicaci�on simpli-

cial f 
 � : X 
K ! X
0 
K

0
: De esta forma se comprueba la existencia

del funtor


 : (SetsM
op

)�
op

� Sets�
op

! (SetsM
op

)�
op

:

Seg�un el cap��tulo 0 de la memoria, X 
 K, es el objeto simplicial en el
sentido de Quillen. En este caso exist��a, adem�as, un isomor�smo can�onico,

X 
 (K � L) �= (X 
K) 
 L:

De�nici�on 2.1.6 Dado X un M -conjunto simplicial, K un conjunto sim-
plicial, se de�ne XK como sigue:

(XK)n = HomSets�
op (K ��[n]; U(X));

X
K(') = (idK � '�)

�
:
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X
K es un M -conjunto simplicial sin m�as que hacer uso de la estructura de

M -conjunto simplicial de X: Por otro lado, si f : X ! Y es M -aplicaci�on
simplicial y � : K ! L es aplicaci�on simplicial, entonces f� : XL ! Y

K

viene dada como (f�)n = (� � id�[n])
�
U(f)�: Se obtiene, as��, un funtor

(:)(:) : (Sets�
op

)op � (SetsM
op

)�
op

! (SetsM
op

)�
op

:

Inspir�andose en la proposici�on 0.2.1 se obtiene,

Proposici�on 2.1.2 Si X, Y sonM-conjuntos simpliciales y K un conjunto
simplicial, existe una biyecci�on natural,

Hom(SetsM
op

)�
op (X 
K;Y ) �= Hom(SetsM

op
)�
op (X;Y K):

Demostraci�on:

Sea ' : Hom(SetsM
op

)�
op (X 
K;Y ) ! Hom(SetsM

op
)�
op (X;Y K); dada

por
('(f)n(x))m(k; �) = fmjk(X(�)(x)):

Su inversa viene dada como

 (g)njk(x) = gn(x)n(k; id[n]):

Es sencillo comprobar la naturalidad. 2

Corolario 2.1.1 Si X es un M-conjunto simplicial y K, L son conjuntos
simpliciales entonces XK�L �= (XK)L:

Demostraci�on:

Hom(SetsM
op

)�
op (Y;XK�L) �= Hom(SetsM

op
)�
op (Y 
 (K � L);X)

�= Hom(SetsM
op

)�
op ((Y 
 L)
K;X)

�= Hom(SetsM
op

)�
op (Y 
 L;X

K)
�= Hom(SetsM

op
)�
op (Y; (XK)L);

para todo M -conjunto simplicial Y . Se deduce as�� que XK�L �= (XK)L: 2

Se sigue que

Hom(SetsM
op

)�
op (X;Y K) �= Hom(SetsM

op
)�
op (X 
K;Y )
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�= HomSets�
op (K;Hom(SetsM

op
)�
op (X;Y ));

dondeHom(SetsM
op

)�
op es el funtor de la estructura simplicial de la categor��a

de losM -conjuntos simpliciales. Luego XK , as�� de�nido, es el objeto XK en
el sentido simplicial de Quillen. As��, pues, la categor��a de los M-conjuntos
simpliciales veri�ca el axioma SM0.

La proposici�on 2.1.2 tiene una generalizaci�on simplicial.

Proposici�on 2.1.3 Sean X, Y M-conjuntos simpliciales y K un conjunto
simplicial. Entonces existe un isomor�smo simplicial,

Hom(SetsM
op

)�
op (X 
K;Y ) �= Hom(SetsM

op
)�
op (X;Y K):

Demostraci�on:

Si n � 0 entonces

Hom(SetsM
op

)�
op (X 
K;Y )n �= Hom(SetsM

op
)�
op ((X 
K)
�[n]; Y )

�= Hom(SetsM
op

)�
op (X 
 (K ��[n]); Y )

�= Hom(SetsM
op

)�
op ((X 
�[n])
K;Y )

�= Hom(SetsM
op

)�
op (X 
�[n]; Y K)

�= Hom(SetsM
op

)�
op (X;Y K)n:

Teniendo en cuenta la naturalidad de las biyecciones en todas las variables
el resto de la demostraci�on es evidente. 2

Queda por comprobar el axioma SM7. Es necesario de�nir antes un
funtor adjunto a izquierda del funtor olvido de M-conjuntos simpliciales en
conjuntos simpliciales.

De�nici�on 2.1.7 Sea X un conjunto. Se de�ne el M -conjunto X � M

como X �M: Si f : X ! Y es una aplicaci�on, entonces f �M = f � idM :

N�otese que (x;m) �m0 = (x;m �m0), origina una acci�on por la derecha de
M en X �M haciendo que X �M sea un M -conjunto. Adem�as, de forma
natural, f �M es M -aplicaci�on. Esta construcci�on da un funtor

�M : Sets! SetsM;

o su isomorfo Sets! SetsM
op

:
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Proposici�on 2.1.4 Sea X un conjunto, Y unM-conjunto. Entonces existe
una biyecci�on natural,

HomSetsM(X �M;Y ) �= HomSets(X;U(Y )):

Demostraci�on:

Si f : X �M ! Y es una M -aplicaci�on entonces ~f : X ! Y viene dado
por ~f(x) = f(x; 1): Por otro lado, si g : X ! U(Y ) es aplicaci�on entonces
g : X �M ! Y viene dado por g(x;m) = g(x) � m: Evidentemente g es

M -aplicaci�on. Adem�as, ~f = f , y ~g = g, dando lugar a la biyecci�on. La
naturalidad es inmediata. 2

As��, se tiene una adjunci�on,

�M : Sets
//
SetsM

op

: U;oo �M a U:

que inducen funtores adjuntos, que se denotar�an con los mismos s��mbolos,
en las categor��as simpliciales correspondientes:

�M : Sets�
op //

(SetsM
op

)�
op

: U:oo

Proposici�on 2.1.5 La categor��a de losM-conjuntos simpliciales veri�ca el
axioma SM7.

Demostraci�on:

Ya que Sets(��M)op es una categor��a de modelos cerrada en la que se
da el axioma SM0, basta comprobar que veri�ca SM7(a).

Sea p : X ! Y una �braci�on en Sets(��M)op (resp. �braci�on trivial).
Se tiene el pull-back

X
�[n]

(idX)j

$$

f
id�[n]

))

'

''

X
_�[n] �

Y
_�[n] Y

�[n]

p2

��

p1

//
Y

�[n]

(idY )
j

��

X
_�[n]

f
id _�[n]

//
Y

_�[n]
:
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Como U : Sets(��M)op ! Sets�
op

es un funtor adjunto a derecha, preserva
l��mites, en particular pull-backs. Teniendo en cuenta que U(XK) = U(X)K,
U(f�) = U(f)� y que Sets�

op

veri�ca SM7(a) al ser una categor��a simpli-
cial de modelos cerrada, como U(p) es �braci�on (resp. �braci�on trivial) de
conjuntos simpliciales se tiene que U(') es �braci�on (resp. �braci�on trivial)
de conjuntos simpliciales. As��, ' es �braci�on de M -conjuntos simpliciales
(resp. �braci�on trivial). El resto de la demostraci�on se razona de forma

id�entica. 2

Todos los resultados expuestos se resumen en un corolario.

Corolario 2.1.2 Sets(��M)op es una categor��a simplicial de modelos ce-
rrada.

Se construir�an ahora unos funtores adjuntos de una categor��a en la otra,
llamados singular exterior y realizaci�on geom�etrica exterior, para, posterior-
mente comprobar que inducen una adjunci�on en las categor��as localizadas
respectivas.

Se considera el monoide concretoM = HomE(N;N), donde en N se toma
la topolog��a discreta y externolog��a de los complementos de sus subconjuntos
�nitos. Dado n 2 N [ f0g se considera el n-s��mplice standard geom�etrico
�n: Si ' : [n] ! [m] es creciente, v0; v1; :::; vn son los v�ertices de �n y
w0; w1; :::; wm los correspondiente v�ertices de �m entonces se induce una
aplicaci�on continua denotada como ~' : �n ! �m dada por

~'(
P
n

i=0 xivi) =
P
n

i=0 xiw'(i):

Esto da origen a un funtor �! Top.

De�nici�on 2.1.8 Se de�ne el funtor singular exterior,

Singe : E! Sets(��M)op
;

como

Singe(X)n = HomE(N���n;X);

Singe(X)(';m) = (m��~')�;

Singe(f)n = f�:
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Proposici�on 2.1.6 Existe un funtor j:je : Sets
(��M)op ! E, llamado re-

alizaci�on geom�etrica exterior, tal que es adjunto a izquierda del funtor sin-
gular exterior.

Demostraci�on:

Sea el funtor A :��M! E dado como

A([n];N) = N���n;

A(';m) = m��~':

N�otese que se est�a en las condiciones del teorema 0.4.1, y que, en este caso,
el funtor R es, exactamente, el funtor singular exterior Singe: As��, existe el
funtor j:je = L : Sets(��M)op ! E :

jXje = colim (
Z
��M

X
�X!��M

A
! E);

para cada M -conjunto simplicial X. 2

Lo siguiente a desarrollar es desvelar si estos funtores, de reciente cons-
trucci�on, inducen de alguna forma unos funtores adjuntos en las categor��as
localizadas respectivas. La metodolog��a empleada para tal �n vendr�a di-
rigida por las hip�otesis del teorema 0.1.1 de Quillen.

Primeramente se observa que el funtor j:je hace conmutativo el siguiente
diagrama (v�ease la proposici�on 0.4.1):

��M
y

//

A

��

Sets(��M)op

j:je
wwnn
n
nn
n
n
nn
n
n
nn

E:

En Top, el conocido funtor singular, Sing : Top! Sets�
op

viene dado
por Sing(X)n = HomTop(�n;X); Sing(X)(') = ( ~')�, Sing(f)n = f�:

Se construye a partir del funtor B : � ! Top; dado por B([n]) = �n;

B(') = ~'; mediante el teorema de Mac Lane-Moerdijk. En este caso, la
realizaci�on geom�etrica ordinaria, j:j : Sets�

op

! Top; tiene la expresi�on

jKj = colim (
Z
�
K

�K!�
B
! Top);
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para cada conjunto simplicial K: Adem�as, hace conmutativo el diagrama

�
y

//

B

��

Sets�
op

j:jyyss
s
s
s
s
s
s
s
s

Top:

La pr�oxima proposici�on dar�a una caracterizaci�on de e-�braci�on en E a
trav�es del singular exterior.

Proposici�on 2.1.7 Sea K un conjunto simplicial, entonces

jK �M je �= N��jKj:

Demostraci�on:

Teniendo en cuenta el tri�angulo conmutativo j:jey = A; dado ([p]; �)
objeto de ��M, el funtor de Yoneda, y, veri�ca

y([p]; �)q = Hom��M(([q]; �); ([p]; �))
= Hom��M(([q];N); ([p];N))
= Hom�([q]; [p])�HomE(N;N)
= �[p]q �M

= (�[p]�M)q:

Se llega a que y([p]; �) = �[p]�M:As��, j�[p]�M je = N���p = N��j�[p]j:
Se observa que tambi�en j'��M je = idN��j'�j: Se considera ahora el funtor
C : � ! E como C([p]) = N���p; C(') = idN� ~': Entonces, por un
lado C = (N�� )B, y, por el teorema de Mac Lane-Moerdijk, un diagrama
conmutativo,

�
y

//

C

��

Sets�
op

j:jCzzvv
v
v
v
v
v
v
v
v

E;

donde jKjC = colim (
R
�K

�K! �
C
! E), para cada conjunto simplicial

K, siendo su adjunto a derecha un funtor SingC , dado por la expresi�on
SingC(X)p = HomE(N���p;X):

Si U : Sets(��M)op ! Sets�
op

es el funtor olvido entonces se tiene que
SingC = USinge:
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Sea X un espacio exterior y p � 0. Entonces

SingC(X)p = HomE(N���p;X) = U(Singe(X)p) = (USinge(X))p;

SingC(X)(') = (idN��~')� = (USinge(X))(');

SingC(f)p = f� = USinge(f):

Teniendo en cuenta que la composici�on de adjunciones es adjunci�on y que
el adjunto es �unico salvo isomor�smo natural se tiene j:jC �= j:je( �M): As��,
para cada conjunto simplicial K se tiene jKjC �= jK �M je: Para �nalizar,
hay dos diagramas conmutativos, j:jy = B y j:jCy = (N�� )B: Entonces

jK �M je �= jKjC
�= colim (

R
�K

�K!�
C
! E)

�= colim (
R
�K

�K!�
B
! Top

N��
�! E)

�= N��colim (
R
�K

�K!�
B
! Top)

�= N��jKj:

El pen�ultimo isomor�smo proviene del hecho que N�� : Top ! E es
adjunto a izquierda de (:)N : E ! Top (corolario 1.2.3), por lo tanto,
preserva los col��mites. 2

De forma natural se comprueba que si � : K ! K
0 es una aplicaci�on

simplicial entonces j� �M je �= idN��j�j; y de aqu��, el isomor�smo natural
j:je( �M) �= (N�� )j:j:

Proposici�on 2.1.8 Sea f : X ! Y una aplicaci�on exterior. Entonces, f es
e-�braci�on si y s�olo si tiene la P.E.D. respecto de N��jV (p; k)j ,! N��j�[p]j,
p > 0; 0 � k � p:

Demostraci�on:

f es e-�braci�on si y s�olo si fNes �braci�on en Top, es decir, para cada
diagrama conmutativo, con p > 0; 0 � k � p;

jV (p; k)j u //
�

_

��

X
N

f
N

��

j�[p]j
v

// Y
N
;
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existe elevaci�on. Haciendo uso del corolario 1.2.3 es equivalente a que f
tenga la P.E.D. respecto de N��jV (p; k)j ,! N��j�[p]j: 2

Proposici�on 2.1.9 Sea f : X ! Y una aplicaci�on exterior. Entonces f
es e-�braci�on si y s�olo si Singe(f) es �braci�on en Sets(��M)op

:

Demostraci�on:

Si f : X ! Y es exterior, Singe(f) es �braci�on de M -conjuntos sim-
pliciales si y s�olo si USinge(f) es �braci�on de conjuntos simpliciales. A su
vez, esto es equivalente a que para cada p > 0, 0 � k � p y diagrama
conmutativo de la forma

V (p; k)
u //

�
_

i

��

USinge(X)

USinge(f)

��

�[p]
v

// USinge(Y );

exista elevaci�on. Ahora bien, se tiene unas adjunciones,

Sets�
op

�M
//
Sets(��M)op

U

oo

j:je
//
E;

Singe

oo

cuya composici�on da lugar a la adjunci�on

Sets�
op

j:je( �M)
//
E:

USinge

oo

As��, probar que existe elevaci�on en dicho diagrama es probar, teniendo en
cuenta el isomor�smo natural j:je( �M) �= (N� )j:j; que existe elevaci�on
en el siguiente:

N��jV (p; k)j
�

_

idN��jij

��

�= // jV (p; k)�M je�
_

ji�M j

��

~u // X

f

��

N��j�[p]j
�= // j�[p]�M je

~v
// Y:

2

En particular, el funtor singular exterior preserva �braciones. Adem�as,
este funtor preserva equivalencias d�ebiles.

Lema 2.1.1 USinge; Sing(:)
N: E ! Sets�

op

son funtores naturalmente
isomorfos.
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Demostraci�on:

Sea X espacio exterior y p � 0; entonces

USinge(X)p = U(Singe(X)p)
= U(HomE(N���p;X)
�= HomTop(�p;X

N)
�= Sing(XN)p
�= Sing(:)N(X)p:

La naturalidad en todas las variables concluye la demostraci�on. 2

Proposici�on 2.1.10 El funtor singular exterior preserva equivalencias d�e-
biles.

Demostraci�on:

Sea f : X ! Y una equivalencia d�ebil. Comprobar que Singe(f) es
equivalencia d�ebil es comprobar que USinge(f) es equivalencia d�ebil en
conjuntos simpliciales. Por otro lado, fNes equivalencia d�ebil en Top,
y como el funtor singular Sing : Top ! Sets�

op

preserva equivalencias
d�ebiles, entonces Sing(fN) es equivalencia d�ebil en conjuntos simpliciales;
pero USinge(f) �= Sing(fN): 2

El funtor singular exterior tambi�en tiene relaciones con las �braciones
triviales.

Proposici�on 2.1.11 Sea f : X ! Y una aplicaci�on exterior. Entonces f
es e-�braci�on trivial si y s�olo si Singe(f) es �braci�on trivial en Sets(��M)op

:

Demostraci�on:

Que f sea e-�braci�on trivial es equivalente a que tenga la P.E.D. respecto
de los diagramas

N��Sp�1
u //

�
_

��

X

f

��

N��Dp

v
// Y:

Pero N��Sp�1 = N��j _�[p]j �= j _�[p]�M je y N��D
p = N��j�[p]j �= j�[p]�M je:

Como j:je( �M) es adjunto a izquierda de USinge, es equivalente a que
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tenga elevaci�on para

_�[p]
û //

�
_

��

USinge(X)

USinge(f)

��

�[p]
v̂

// USinge(Y ):

Es decir, que USinge(f) sea �braci�on trivial en conjuntos simpliciales, o,
equivalentemente, que Singe(f) sea �braci�on trivial enM -conjuntos simpli-
ciales. 2

El funtor singular exterior y la exponenciaci�on est�an relacionados.

Proposici�on 2.1.12 Sea X espacio exterior y K un conjunto simplicial.
Entonces Singe(X

K) �= Singe(X)K:

Demostraci�on:

Sea n � 0; entonces

Singe(X
K)n = HomE(N���n;X

jKj)
�= HomE((N���n) ��jKj;X)
�= HomE((N��j�[n]j) ��K;X)
�= HomE(N��j�[n]�Kj;X)
�= HomE(j(�[n]�K)�M je;X)
�= HomSets(��M)op ((�[n]�K)�M;Singe(X))
�= HomSets�

op (�[n]�K;USinge(X))
�= HomSets�

op (K ��[n]; USinge(X))
�= Singe(X)K

n
:

La naturalidad de todas las biyecciones concluye la demostraci�on. 2

De forma similar, si � es una aplicaci�on simplicial y f una aplicaci�on
exterior, entonces Singe(f

�) �= Singe(f)
�
:

El funtor singular exterior preserva �braciones triviales y las co�bra-
ciones est�an caracterizadas por la P.E.I. respecto de las �braciones triviales
con lo cual se tiene que el funtor realizaci�on geom�etrica exterior trans-
forma co�braciones en e-co�braciones. En particular, como j:je preserva
el objeto inicial, transforma co�brantes en co�brantes. Haciendo uso de la
proposici�on 2.1.9, el hecho de que en E todos los objetos son e-�brantes y
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que preserva el objeto �nal entonces, el singular exterior de todo espacio
exterior es un objeto �brante.

Proposici�on 2.1.13 Sea f : X ! Y una equivalencia d�ebil de M-conjun-
tos simpliciales, con X, Y co�brantes. Entonces, jf je : jXje ! jY je es una
equivalencia de homotop��a exterior.

Demostraci�on:

Sea Z un espacio exterior cualquiera, entonces, por la proposici�on 2.1.12,
el siguiente diagrama es conmutativo:

HomE(jXje; Z
I)

�= //

(d1)�

��

(d0)�

��

HomSets(��M)op (X;Singe(Z)
�[1])

(d1)�

��

(d0)�

��

HomE(jXje; Z) �=
// HomSets(��M)op (X;Singe(Z)):

As��, los coigualadores correspondientes son isomorfos, en otras palabras,
Hom�(E)(jXje; Z) �= Hom

�(Sets(��M)op (X;Singe(Z)), siendo la biyecci�on
natural.

Ya que f es equivalencia d�ebil induce una biyecci�on en la categor��a
localizada de Sets(��M)op

;

HomHo(Sets(��M)op (Y; Singe(Z))
(f)�

�! HomHo(Sets(��M)op (X;Singe(Z)):

Como Y es co�brante y Singe(Z) es �brante,

HomHo(Sets(��M)op (Y; Singe(Z)) = Hom�(Sets(��M)op (Y; Singe(Z));

y de la misma forma para X: Luego

f
� : Hom�(Sets(��M)op (Y; Singe(Z))! Hom�(Sets(��M)op (X;Singe(Z))

es biyecci�on. Adem�as, se tiene un diagrama conmutativo,

HomE(jY je; Z)
(jf je)

�

//

�=
��

HomE(jXje; Z)

�=
��

Hom�(Sets(��M)op (Y; Singe(Z))
f
�

// Hom�(Sets(��M)op (X;Singe(Z)):
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Por tanto, (jf je)
� : Hom�(E)(jY je; Z)! Hom�(E)(jXje; Z) es biyectivo, para

Z cualquier espacio exterior, siendo la biyecci�on, natural. Considerando
Z = jXje, es un simple ejercicio comprobar, usando la naturalidad y la
biyecci�on, que h = ((jf je)

�)�1(idjXje) : jY je ! jXje es el inverso e-homot�o-
pico de jf je: 2

Corolario 2.1.3 El funtor realizaci�on geom�etrica exterior, j:je, transforma
equivalencias d�ebiles entre co�brantes en e-equivalencias d�ebiles.

Demostraci�on:

Basta tener en cuenta la proposici�on anterior y el hecho de que toda
equivalencia de homotop��a exterior es una e-equivalencia d�ebil. 2

Como corolario a todos estos resultados relativos a los funtores singular
exterior y realizaci�on geom�etrica exterior,

Corolario 2.1.4 Existe una adjunci�on, L(j:je) a R(Singe);

Ho(Sets(��M)op)
L(j:je)

//
Hoe(E):

R(Singe)

oo

Demostraci�on:

El funtor j:je es adjunto a izquierda de Singe. j:je preserva co�braciones
y equivalencias d�ebiles entre co�brantes. Adem�as Singe preserva �braciones
y equivalencias d�ebiles. El teorema 0.1.1 concluye la demostraci�on. 2

2.2 Prismas in�nitos.

En esta secci�on se de�nir�a, para cada M -conjunto simplicial, un conjunto
simplicial especial, denominado prismas in�nitos. En ciertos casos ser�a de
Kan, por lo que se podr�an de�nir directamente sus grupos de homotop��a. Se
ver�an propiedades muy interesantes, entre �estas se relacionar�an los grupos
de homotop��a exterior de tipo Steenrod con los grupos de homotop��a de los
prismas in�nitos de un determinado M-conjunto simplicial.
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Para X; M -conjunto simplicial, se considera X�[1] y d0; d1 : X
�[1] ! X.

Cada d" es tal que

(d")n : (X
�[1])n ! Xn; �; �n(�"; id[n]);

donde �" : [n]! [1] es tal que �"(t) = "; t 2 [n]; " 2 f0; 1g:

Tambi�en se tiene a s : X ! X
�[1] :

sn : Xn ! (X�[1])n; (sn(x))m(k; �) = X(�)(x):

Existe un elemento especial del monoide M = HomE(N;N):

De�nici�on 2.2.1 El elemento sh : N ! N, sh(k) = k + 1; k 2 N; se
denomina operador shift.

Si X es un M -conjunto simplicial se puede de�nir una aplicaci�on sim-
plicial (sh)� : X ! X, dada por (sh)�

n
(x) = x � sh; x 2 Xn: Sin embargo,

no es M -aplicaci�on simplicial.

De�nici�on 2.2.2 Sea X un M -conjunto simplicial, se de�ne los prismas
in�nitos deX, y se denotar�a por Prinf(X); al conjunto simplicial pull-back

Prinf(X)
p1 //

p2

��

X
�[1]

(d0;d1)

��

X
(idX ;(sh)

�)
// X �X:

N�otese que el pull-back es en Sets�
op

: Por otro lado Prinf(X) tiene la
descripci�on expl��cita:

Prinf(X)n = fa 2 (X�[1])n : (d1)n(a) = (d0)n(a) � shg;

P rinf(X)(') = X
�[1](')jPrinf(X)n:

Adem�as, p1 : Prinf(X) ,! X
�[1] es la inclusi�on can�onica y p2 es

d0jPrinf(X) : Prinf(X)! X:
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Si h : X ! Y esM -aplicaci�on simplicial, se induce una �unica aplicaci�on
simplicial Prinf(h) : Prinf(X) ! Prinf(Y ) con p1Prinf(h) = h

�[1]
p1;

p2Prinf(h) = hp2: En otras palabras:

Prinf(h)n(a) = hn(a); a 2 Prinf(X)n � (X�[1])n:

Esto de�ne un funtor Prinf : Sets(��M)op ! Sets�
op

:

Se ha comprobado que los funtores USinge; Sing(:)
N: E ! Sets�

op

son naturalmente isomorfos. Como consecuencia inmediata se obtiene una
relaci�on entre los grupos de homotop��a de tipo Brown y los grupos de ho-
motop��a de un determinado conjunto simplicial punteado.

Corolario 2.2.1 Sea Z un espacio exterior y a 2 ZN: Entonces el n-grupo
de homotop��a de tipo Brown de (Z; a) es isomorfo al n-grupo de homotop��a
del conjunto simplicial punteado (U(Singe(Z)); a

0) donde a0 : N���0 ! Z

es isomorfo a a:

Demostraci�on:

�
B

n
((Z; a)) �= �n(Z

N
; a)

�= �n(Sing(Z
N); Sing(a)):

Pero Sing(ZN) �= U(Singe(Z)) y Sing(a) se corresponde con a
0
: 2

Para el caso de los grupos de homotop��a de tipo Steenrod, �S
n
((Z; a));

con a 2 Z
IR+, existe una relaci�on directa con el funtor prismas in�nitos.

Existe un diagrama de funtores,

E
Singe

//

(:)IR+

��

Sets(��M)op

Prinf

��

Top
Sing

// Sets�
op

:

No es conmutativo en el sentido estricto, sin embargo, las composiciones
respectivas son naturalmente isomorfas.

Proposici�on 2.2.1 PrinfSinge; Sing(:)
IR+ : E ! Sets�

op

son funtores
naturalmente isomorfos.
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Demostraci�on:

Si Z es un espacio exterior,

Sing(ZIR+)n = HomTop(�n; Z
IR+) �= HomE(IR+ ���n; Z):

Llamando L : E! Sets�
op

al funtor

L(Z)n = HomE(IR+
���n; Z);

L(Z)(') = (idIR+

��~')�;

L(f)n = f�;

entonces L �= Sing(:)IR+ de forma obvia. Por otro lado,

Prinf(Singe(Z))n = fa 2 (Singe(Z)
�[1])n : (d1)n(a) = (d0)n(a) � shg:

Obs�ervese que

(Singe(Z)
�[1])n = HomSets�

op (�[1]��[n]; U(Singe(Z)))
�= HomSets(��M)op ((�[1]��[n])�M;Singe(Z))
�= HomE(j(�[1]��[n])�M je; Z)
�= HomE(N��j�[1]��[n]j; Z)
�= HomE(N��(I ��nj); Z);

donde I �= �1 = j�[1]j; siendo la biyecci�on natural en todas las variables.
Adem�as, existe el diagrama conmutativo

(Singe(Z)
�[1])n

�= //

(d")n

��

HomE(N��(I ��n); Z)

(idN��(�")n)
�

ssgggg
gg
gg
gg
gg
gg
gg
gg
gg
g

Singe(Z)n = HomE(N���n; Z);

donde (�")n : �n ! I ��n, x; ("; x); " 2 f0; 1g:

Teniendo en cuenta la conmutatividad del diagrama y denotando, para
cada a 2 (Singe(Z)

�[1])n, su imagen por â 2 HomE(N��(I � �n); Z) en-
tonces es sencillo comprobar que a 2 Prinf(Singe(Z))n si y s�olamente si
â 2 HomE(N��(I ��n); Z) tal que â(k; 1; x) = â(k + 1; 0; x), para cada k
natural, y x 2 �n:
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Para cada espacio exterior Z se considera el conjunto simplicial T (Z),
donde T (Z)n es el conjunto de las aplicaciones exteriores b : N��(I��n)! Z

tales que b(k; 1; x) = b(k + 1; 0; x); k 2 N; x 2 �n: Se de�ne,

T (Z)(') = idN��(idI � ~')�;

T (f)n = f�:

Entonces, se obtiene un funtor T : E! Sets�
op

tal que PrinfSinge �= T:

Sea la transformaci�on � : T ! L :

(�Z)n(a) = â : IR+ ���n ! Z; (t; x); a([t]; t� [t]; x);

donde (t; x) 2 IR+ ���n y [t] denota la parte entera de t:

â = (�Z)n(a) es continua puesto que a(k; 1; x) = a(k+1; 0; x): Adem�as es
exterior: sea E e-abierto en Z, entonces a�1(E) es e-abierto en N��(I��n),
luego existe K � N �nito tal que (N-K) � I ��n � a

�1(E): Se considera
M = [i2K[i; i + 1] � IR+; que es compacto en IR+ y, por tanto cerrado.
Entonces es de sencilla comprobaci�on que â((IR+-M)��n) � E:

Rec��procamente, si b : IR+ ���n ! Z es exterior, entonces

�b : N��(I ��n)! Z; (k; t; x); b(k + t; x);

es tambi�en exterior: evidentemente es continua y si E es e-abierto en Z

entonces existe K � IR+ compacto tal que (IR+-K) � �n � b
�1(E): Sea

M = f[t]; [t] + 1 : t 2 Kg: Es �nito pues K est�a acotado. No presenta
tampoco di�cultad demostrar que �b((N-M) � I � �n) � E: Adem�as, �b
veri�ca �b(k; 1; x) = �b(k + 1; 0; x); k 2 N, x 2 �n:

Esto de�ne un isomor�smo simplicial �Z : T (Z)! L(Z): La naturalidad
de la transformaci�on es inmediata. 2

Corolario 2.2.2 Si Z es espacio exterior entonces Prinf(Singe(Z)) es un
conjunto simplicial de Kan.

Demostraci�on:

Basta tener en cuenta el isomor�smo natural de la proposici�on anterior
y el hecho de que el singular de todo espacio topol�ogico es un conjunto
simplicial de Kan. 2
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Corolario 2.2.3 Sea Z espacio exterior y a 2 Z
IR+ : Entonces los grupos

de homotop��a exterior de tipo Steenrod de (Z; a) son isomorfos a los grupos

de homotop��a del conjunto simplicial punteado (Prinf(Singe(Z); �a), donde
�a se corresponde con a de modo can�onico.

Demostraci�on:

�
S

n
((Z; a)) �= �n(Z

IR+; a)
�= �n(Sing(Z

IR+); Sing(a)):

Pero Sing(ZIR+) �= Prinf(Singe(Z)):

2

2.3 Conjuntos simpliciales exteriores.

Se introducir�a ahora otro modelo algebraico para E: la categor��a de los con-
juntos simpliciales exteriores. Esta nueva categor��a, a pesar de no ser de
objetos simpliciales, tendr�a una estructura de categor��a simplicial y adem�as
dispondr�a de unos objetos X 
K, XK , en el sentido simplicial de Quillen.
De esta manera se podr�a hablar de homotop��a y categor��a homot�opica.
Posteriormente se ver�a la relaci�on existente con E mediante una cierta ad-
junci�on.

Primeramente se recordar�an algunas propiedades conocidas concernien-
tes a subconjuntos simpliciales de un conjunto simplicial dado.

Dado X : �op ! Sets un conjunto simplicial, un subconjunto sim-
plicial, Z, de X, y se denotar�a Z � X, es un conjunto simplicial tal que
Zn � Xn, n � 0; y tal que la inclusi�on i : Z ,!X es simplicial.

Si Z, Z 0 son subconjuntos simpliciales de X se puede hablar del subcon-
junto simplicial intersecci�on Z \ Z 0; como

(Z \ Z 0)n = Zn \ Z
0

n
;

(Z \ Z 0)(') = X(')jZn \ Z
0

n
; ' : [m]! [n]:

Tambi�en se puede hablar de su uni�on Z [ Z 0, como

(Z [ Z 0)n = Zn [ Z
0

n
;

(Z [ Z 0)(') = X(')jZn [ Z
0

n
; ' : [m]! [n]:
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Estas nociones se pueden extender de forma natural a una colecci�on arbi-
traria de subconjuntos simpliciales fZ igi2I : Otra propiedad interesante es
que si Z � X y W � Y entonces Z �W � X � Y:

Sea ahora f : X ! Y una aplicaci�on simplicial, si Z � Y (resp. W � X)
se considera f�1(Z) � X (resp. f(W ) � Y ) como f�1(Z)n = f

�1
n
(Zn),

n � 0 y f�1(Z)(') = X(')jf�1(Z)n; ' : [m]! [n]; (resp. f(W )n = fn(Wn)
y f(W )(') = X(')jf(W )n).

A continuaci�on, las nociones de conjunto simplicial exterior y aplicaci�on
simplicial exterior.

De�nici�on 2.3.1 Un conjunto simplicial exterior consiste en un par (X; "),
donde X es un conjunto simplicial y " es una familia no vac��a de subcon-
juntos simpliciales de X, llamada externolog��a, veri�cando

(i) Si Z1, Z2 2 " entonces Z1 \ Z2 2 ";

(ii) Si Z 2 "; W � X y Z � W entonces W 2 ":

De�nici�on 2.3.2 Una aplicaci�on simplicial exterior es una aplicaci�on sim-
plicial entre conjuntos simpliciales exteriores, f : (X; ") ! (X 0

; "
0); tal que

f
�1(E) 2 ", para cada E 2 "0:

Surgen, de forma natural, bases y subbases exteriores, al estilo de los
espacios exteriores. Se deja como ejercicio para el lector comprobar que
todos los resultados concernientes a estas nociones relacionados con las
aplicaciones continuas se pueden transcribir al lenguaje de los conjuntos
simpliciales exteriores con aplicaciones simpliciales.

Si no hay peligro de confusi�on, a las aplicaciones simpliciales exteriores
se las denotar�a por f : X ! X

0, omitiendo las externolog��as. Tambi�en, se
notar�a la categor��a de los conjuntos simpliciales exteriores por E-Sets�

op

:

Teniendo como objetivo demostrar que esta nueva categor��a es completa
y cocompleta, se introducen los subobjetos y conjuntos simpliciales exterio-
res cocientes, y se comprueba que tiene productos, coproductos, igualadores
y coigualadores.

De�nici�on 2.3.3 Sea (X; ") un conjunto simplicial exterior y A � X un
subconjunto simplicial. Se de�ne

"A = fE \A : E 2 "g:
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Es externolog��a en A, dot�andola as�� de estructura de conjunto simplicial
exterior y haciendo que la inclusi�on can�onica i : A ,! sea una aplicaci�on
simplicial exterior.

Sea ahora (X; ") un conjunto simplicial exterior, de forma que en cada
Xn existe una relaci�on de equivalencia compatible, es decir, x � x

0 si y s�olo
si X(')(x) � X(')(x0), para cada ' de �, con codominio [n]: Se considera
(X=�)n = Xn=� y (X=�)(') = �' la inducida en las proyecciones. X=� es
el conjunto simplicial cociente.

Se tiene tambi�en la proyecci�on � : X ! X=�, �n(x) = [x], x 2 Xn:

Evidentemente es simplicial, y la externolog��a

"X=� = fE � X=�: ��1(E) 2 "g

dota a X=� de estructura de conjunto simplicial exterior. Se denomina
conjunto simplicial exterior cociente.

Sea ahora f(X i
; "
i)gi2I una colecci�on de conjuntos simpliciales exteriores.

Por un lado se considera
`
i2IX

i el conjunto simplicial coproducto, dado
por (

`
i2I X

i)n =
`
i2I X

i

n
; y si jk : Xk

,!
`
i2I X

i representa la inyecci�on
k-�esima, k 2 I, entonces se de�ne la externolog��a

"(
`

i2I
Xi) = fE �

`
i2IX

i : j�1
k
(E) 2 "k;8k 2 Ig;

haciendo a cada jk exterior. Es un simple ejercicio comprobar que
`
i2IX

i

con la estructura exterior es el coproducto categ�orico de la familia dada. Por
otro lado, si se considera el conjunto simplicial producto

Q
i2I X

i y se denota
por pk :

Q
i2I X

i ! X
k, la proyecci�on k-�esima, se de�ne la externolog��a

generada por la subbase exterior

S = fp�1
k
(Ek) : Ek 2 "

k
; k 2 Ig:

Tampoco aqu�� es dif��cil comprobar el hecho de que
Q
i2I X

i es el producto
categ�orico de la familia dada en E-Sets�

op

: Teniendo en cuenta las herra-
mientas introducidas, se comprueba que, dadas

X

f
//

g
// Y;

aplicaciones simpliciales exteriores, existe su igualador y coigualador.
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Si ; representa el conjunto simplicial vac��o, y � el conjunto simplicial
unipuntual, entonces (;; f;g) y (�; f�g) son los objetos inicial y �nal de esta
categor��a, respectivamente. Se deduce inmediatamente

Corolario 2.3.1 E-Sets�
op

es una categor��a completa y cocompleta.

Como se anunciaba en la introducci�on de esta secci�on, otra propiedad
interesante de esta categor��a es que es simplicial. A continuaci�on se dar�a
las herramientas necesarias para demostrar este hecho. En primer lugar se
introduce el tensor X 
K, cuando X es un conjunto simplicial exterior y
K es un conjunto simplicial, noci�on que dar�a pie a la creaci�on de un funtor
HomE-Sets�op :

De�nici�on 2.3.4 Sea (X; ") un conjunto simplicial exterior, K conjunto
simplicial. Se de�ne el conjunto simplicial exterior (X 
 K; "X
K) como
sigue: X
K = X�K, donde representa el producto cartesiano en conjuntos
simpliciales, olvid�andose de la estructura exterior de X. Los elementos de
"X
K son los subconjuntos de X �K, E, tales que para cada p � 0; y para
cada � 2 Kp, existe F

� 2 " y existe G� � K con � 2 G�

p
y F � �G

� � E:

Se comprueba que, efectivamente, es externolog��a en X 
K, por lo que
lo dota de estructura de conjunto simplicial exterior.

Proposici�on 2.3.1 Para cada f : (X; ") ! (X 0
; "
0) aplicaci�on simplicial

exterior y � : K ! K
0 aplicaci�on simplicial, f 
 � : X 
 K ! X

0 
 K
0
;

dada por f 
� = f ��, considerando el producto en conjuntos simpliciales,
es una aplicaci�on simplicial exterior.

Demostraci�on:

Evidentemente es aplicaci�on simplicial. Tan solo falta demostrar que
es exterior. Sea E 2 "X 0
K0 , p � 0 y � 2 Kp; entonces �p(�) 2 K

0

p
,

por lo que existe F �p(�) 2 "
0 y G

�p(�) � K
0 con �p(�) 2 G

�p(�)
p

tal que

F
�p(�) �G

�p(�) � E: Como f es exterior, f�1(F �p(�)) 2 "; por otro lado se
considera ��1(G�p(�)) � K. Obs�ervese que � 2 ��1(G�p(�))p y que, adem�as,
f
�1(F �p(�))� �

�1(G�p(�)) � (f � �)�1(E): 2
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Corolario 2.3.2 Existe un funtor,


 : E-Sets�
op

� Sets�
op

! E-Sets�
op

:

En el caso que K sea un conjunto simplicial �nito, la descripci�on de la
externolog��a de X 
K se puede simpli�car, como se podr�a apreciar.

Proposici�on 2.3.2 Si X es un conjunto simplicial exterior y K conjunto
simplicial �nito, entonces

"X
K = fE � X �K : 9F 2 "; F �K � Eg:

Demostraci�on:

Unicamente el contenido \�" no es obvio. Sea E 2 "X
K, p � 0;
� 2 Kp; con � no degenerado; entonces existe F � 2 " y existe G� � K, con
� 2 G�

p
y F � �G

� � E: Si N denota el conjunto de todos los s��mplices no
degenerados, sea

F = \�2NF
�
:

Puesto que esta intersecci�on es �nita entonces F es exterior. Adem�as, se
tiene que F �K � E pues K = [�2NG

�
: As��,

F �K = F � ([�2NG
�) = [�2N(F �G

�) � [�2N (F
� �G

�) � E:

2

Proposici�on 2.3.3 Sea X un conjunto simplicial exterior y K, L conjun-
tos simpliciales �nitos. Entonces

(X 
K)
 L = X 
 (K � L):

Demostraci�on:

Si E 2 "X
(K�L) entonces existe F 2 " tal que F � (K � L) � E; as��
F � K 2 "X
K y (F � K) � L = F � (K � L) � E: Por otro lado, si
E 2 "(X
K)
L, existeH 2 E 2 "X
K tal que H�L � E: Por ser H exterior
existe F 2 " con F �K � H: Se deduce que

F � (K � L) = (F �K)� L � H � L � E:

2
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De�nici�on 2.3.5 Sean X, Y conjuntos simpliciales exteriores. Se de�ne el
conjunto simplicial HomE-Sets�op (X;Y );

HomE-Sets�op (X;Y )p = HomE-Sets�op (X 
�[p]; Y ); p � 0;

HomE-Sets�op (X;Y )(') = (idX 
 '�)
�
; ' 2 �:

Por otro lado, si f , g son aplicaciones simpliciales exteriores se de�ne la
aplicaci�on simplicial HomE-Sets�op (f; g) como

HomE-Sets�op (f; g)p = (f 
 id�[p])
�
g�;

con lo cual se tiene un funtor

HomE-Sets�op : (E-Sets
�op

)op �E-Sets�
op

! Sets�
op

:

Ahora se crea la composici�on para la estructura simplicial.

De�nici�on 2.3.6 Se de�ne g �p f como la composici�on

X 
�[p]
idX
� // X 
 (�[p]��[p])

f
id�[p]
// Y 
�[p]

g
// Z;

para cada f 2 HomE-Sets�op (X;Y )p y g 2 HomE-Sets�op (Y;Z)p:

Obs�ervese que X 
 (�[p]��[p]) = (X 
�[p])
�[p]):

Esto de�ne una aplicaci�on simplicial para cada terna de conjuntos sim-
pliciales exteriores X, Y , Z :

� : HomE-Sets�op (X;Y )�HomE-Sets�op (Y;Z)! HomE-Sets�op (X;Z):

Una simple comprobaci�on demuestra la asociatividad de �:

Lema 2.3.1 Existe un isomor�smo natural,

HomE-Sets�op (X;Y )
�=! HomE-Sets�op (X;Y )0:
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Demostraci�on:

Sea X un conjunto simplicial exterior. Se de�ne �X : X 
�[0] ! X,
por (�X)p(x; �p) = x, donde �p es el �unico p-s��mplice [p] ! [0] de �[0]:
�X es isomor�smo simplicial, pero adem�as, si E 2 "X
�[0], existe F 2 "

con F � �[0] � E, luego F = �X(F � �[0]) � �X(E), con lo cual la
imagen de todo exterior es exterior. Por otro lado, si F 2 " entonces
(�X)

�1(F ) = F ��[0] 2 "X
�[0]:

Si Y es un conjunto simplicial exterior, (�X)
� es el isomor�smo buscado,

~u = u�X: El resto de la demostraci�on es rutinario. 2

No es dif��cil comprobar que

HomE-Sets�op (u; idZ)p(f) = f �p s
p

0(~u);

dados u : X ! Y y f : Y 
�[p] ! Z aplicaciones simpliciales exteriores.
An�alogamente,

HomE-Sets�op (idW ; u)p(g) = s
p

0(~u) �p g;

para g :W 
�[p]! X:

Como resumen de todos estos resultados,

Proposici�on 2.3.4 E-Sets�
op

es una categor��a simplicial.

Queda pendiente comprobar que el tensorX
K es del sentido simplicial
de Quillen. Para ello, ahora se da ahora la relaci�on de dicho tensor con el
funtor HomE-Sets�op :

Proposici�on 2.3.5 Existe una biyecci�on natural,

HomE-Sets�op (X 
K;Y ) �= HomSets�
op (K;HomE-Sets�op (X;Y )):

Demostraci�on:

Sean X, Y conjuntos simpliciales exteriores, K conjunto simplicial y
f : X 
 K ! Y una aplicaci�on simplicial exterior. Entonces se de�ne
~f : K ! HomE-Sets�op (X;Y )) como (( ~f)p(k))q(x; �) = fq(x;K(�)(k)),
p; q � 0, k 2 Kp; x 2 Xq y � 2 �[p]q:
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Si p � 0 y k 2 Kp entonces ( ~f)p(k) : X 
�[p] ! Y es una aplicaci�on
simplicial exterior: no presenta problema comprobar que es una aplicaci�on
simplicial; ahora sea E 2 "Y ; entonces f

�1(E) 2 "X
K y, como k 2 Kp

existe F k 2 "X , y G
k � K, con k 2 G

k

p
y tal que F k � G

k � f
�1(E):

Evidentemente, F k ��[p] 2 "X
�[p]; adem�as, F k � �[p] � (( ~fp(k))
�1(E)

pues dado q � 0 y (x; �) 2 F k

q
��[p]q; entonces

(( ~f)p(k))q(x; �) = fq(x;K(�)(k)) = fq(x;G
k(�)(k)) 2 Eq:

Sea g : K ! HomE-Sets�op (X;Y )) una aplicaci�on simplicial. Se con-
sidera g : X 
K ! Y como (g)p(x; k) = (gp(k))p(x; id[p]): g es simplicial,
pero adem�as es exterior: si E 2 "Y ; k0 2 Kp, ya que gp(k0) : X 
�[p]! Y

es una aplicaci�on simplicial exterior entonces (gp(k0))
�1(E) 2 "X
�[p] y,

por tanto, existe F 2 "X tal que F � �[p] � (gp(k0))
�1(E): Se considera

Ln = fk 2 Kn : gn(k)(F � �[n]) � Eg � Kn; n � 0: Entonces L es un
subconjunto simplicial. Evidentemente, k0 2 Lp y g(F � L) � E: 2

As��, seg�un Quillen, y por todo lo demostrado, si X es un conjunto sim-
plicial exterior yK un conjunto simplicial �nito entoncesX
K es el objeto
tensor en el sentido simplicial de Quillen. Tambi�en existe la exponenciaci�on.

De�nici�on 2.3.7 Sea X un conjunto simplicial exterior, K un conjunto
simplicial. Se de�ne XK como,

(XK)p = HomSets�
op (K ��[p];X); p � 0 (X � U(X));

(XK)(') = (idK � '�)
�
; ' 2�;

donde "XK = fE � X
K : 9F 2 "X tal que FK � Eg:

Esta construcci�on dota a XK de estructura de conjunto simplicial exte-
rior. N�otese que (F1 \ F2)

K = F
K

1 \ FK

2 :

Proposici�on 2.3.6 Si f : X ! X
0 es una aplicaci�on simplicial exterior y

� : K 0 ! K es aplicaci�on simplicial entonces se induce f� : XK ! (X 0)K
0

;

una aplicaci�on simplicial exterior.

Demostraci�on:

Para cada p � 0; (f�)p = (� � id�[p])
�
f�: Si F 2 "X 0 entonces se tiene

que f�1(F ) 2 "X: As��, f
�((f�1(F ))K) � F

K
0

: 2
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Corolario 2.3.3 Existe un funtor,

(:)(:) : (Sets�
op

)op �E-Sets�
op

! E-Sets�
op

:

Los funtores 
 y (:)(:) est�an relacionados mediante una biyecci�on
natural, hecho crucial para comprobar, en el posterior corolario, que XK es
la exponenciaci�on del sentido simplicial de Quillen.

Proposici�on 2.3.7 Existe una biyecci�on natural,

HomE-Sets�op (X 
K;Y ) �= HomE-Sets�op (X;Y
K);

donde X, Y recorren los conjuntos simpliciales exteriores y K los conjuntos
simpliciales �nitos.

Demostraci�on:

Sean X, Y conjuntos simpliciales exteriores,K conjunto simplicial �nito
y f : X 
 K ! Y una aplicaci�on simplicial exterior. Entonces se de�ne
~f : X ! Y

K como (( ~f)p(x))q(k; �) = fq(X(�)(x); k), donde p; q � 0;
x 2 Xp; k 2 Kq, � 2 �[p]q: Se comprueba sin di�cultad que, para cada p,

x 2 Xp, la aplicaci�on ( ~f)p(x) : K��[p]! Y es simplicial, as�� como tambi�en
~f : X ! Y

K
: Queda por veri�car que ~f es exterior: se considera F 2 "Y :

Entonces f�1(F ) 2 "X
K, por lo que existeG 2 "X tal que G�K � f
�1(F ):

Adem�as, G � ( ~f)�1(FK):

Sea ahora g : X ! Y
K una aplicaci�on simplicial exterior. Se de�ne

g : X 
 K ! Y como (g)p(x; k) = (gp(x))p(k; id[p]); para cada p � 0;
x 2 Xp; k 2 Kp: g es simplicial, pero adem�as, si F 2 "Y ; como FK 2 "Y K y

g es exterior, se tiene g�1(FK) 2 "X; y g
�1(FK)�K � (g)�1(F ): 2

Corolario 2.3.4 Sean X, Y conjuntos simpliciales exteriores, K, L con-
juntos simpliciales �nitos. Entonces,

(i) Y K�L �= (Y K)L;

(ii) HomE-Sets�op (X;Y
K) �= HomSets�

op (K;HomE-Sets�op (X;Y )):

Demostraci�on:

(i) Para cada conjunto simplicial exterior, Z;
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HomE-Sets�op (Z; Y
K�L) �= HomE-Sets�op (Z 
 (L�K); Y )

�= HomE-Sets�op ((Z 
 L)
K;Y )
�= HomE-Sets�op (Z 
 L; Y

K)
�= HomE-Sets�op (Z; (Y

K)L):

(ii)
HomE-Sets�op (X;Y

K) �= HomE-Sets�op (X 
K;Y )
�= HomSets�

op (K;HomE-Sets�op )(X;Y )):

2

La biyecci�on natural de la proposici�on 2.3.7 tiene una generalizaci�on
simplicial.

Proposici�on 2.3.8 Existe una biyecci�on natural,

HomE-Sets�op (X 
K;Y ) �= HomE-Sets�op (X;Y
K);

donde X, Y recorren los conjuntos simpliciales exteriores y K los conjuntos
simpliciales �nitos.

Demostraci�on:

Si p � 0;

HomE-Sets�op (X 
K;Y )p �= HomE-Sets�op ((X 
K)
�[p]); Y )
�= HomE-Sets�op (X 
 (�[p]�K); Y )
�= HomE-Sets�op (X 
�[p])
K;Y )
�= HomE-Sets�op (X 
�[p]; Y K)
�= HomE-Sets�op (X;Y

K)p:

De la naturalidad en todas las variables se concluye el resultado. 2

2.4 Los funtores E-Sing y E-j:j.

En el caso de espacios topol�ogicos y conjuntos simpliciales existen unos
funtores singular, Sing; y realizaci�on geom�etrica, j:j; de forma que Sing es
adjunto a derecha de j:j :

Sets�
op

j:j
//
Top:

Sing

oo
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Para X espacio topol�ogico y p � 0; Sing(X)p = HomTop(�p;X): Por otro
lado, por el teorema de MacLane-Moerdijk, la construcci�on del funtor rea-
lizaci�on es:

jKj = colim (
Z
�
K

�K!�
B
! Top);

donde B([n]) = �n; n � 0: Esta realizaci�on geom�etrica de K tiene una
construcci�on m�as expl��cita: primeramente se consideraK =

`
n�0(Kn��n),

considerando en cada Kn la topolog��a discreta. A continuaci�on se establece
una relaci�on de equivalencia en K: Sus relaciones elementales son del tipo
(K(')(x); u) � (x; ~'(u)), donde ' : [m]! [n] es un mor�smo de�, x 2 Xn;

u 2 �m; ~' : �m ! �n la inducida de ': Entonces jKj = K=� :

Ahora se pretende dar una de�nici�on de un funtor E-Sing; de la cate-
gor��a de los espacios exteriores a la de conjuntos simpliciales exteriores.

De�nici�on 2.4.1 Sea (X; "X) un espacio exterior, se de�ne

(E-Sing)((X; "X));

como el conjunto simplicial Sing(X) junto con la externolog��a que admite
como base exterior los subconjuntos simpliciales de la forma Sing(E), con
E 2 "X :

Obs�ervese que Sing(E) � Sing(X), para cada abierto exterior E y
que Sing(E1) \ Sing(E2) = Sing(E1 \ E2): Se denotar�a simplemente por
(E-Sing)(X), si no hay posibilidad de confusi�on.

Proposici�on 2.4.1 Sea f : X ! X
0 una aplicaci�on exterior, entonces se

induce (E-Sing)(f) : (E-Sing)(X) ! (E-Sing)(X 0); una aplicaci�on sim-
plicial exterior.

Demostraci�on:

Se de�ne (E-Sing)(f) = Sing(f) : Sing(X) ! Sing(X 0): Evidente-
mente es una aplicaci�on simplicial, pero adem�as es exterior: si E 2 "X 0

entonces f�1(E) 2 "X y Sing(f)(Sing(f�1(E))) � Sing(E):
2

Corolario 2.4.1 Existe un funtor E-Sing : E! E-Sets�
op

:



2.4. Los funtores E-Sing y E-j:j. 99

De�nici�on 2.4.2 Sea (X; "X) un conjunto simplicial exterior. Se de�ne
E-j(X; "X)j; como el espacio exterior dado por el espacio topol�ogico jXj,
realizaci�on geom�etrica de X considerado como conjunto simplicial, junto
con la externolog��a formada por los abiertos de jXj que contienen a la rea-
lizaci�on geom�etrica de alg�un subconjunto simplicial exterior de X:

Obs�ervese que jE1 \E2j = jE1j \ jE2j; dados E1, E2 abiertos exteriores,
con lo cual, se prueba inmediatamente que es un espacio exterior. Se hace
notar que si E � X, entonces jEj = p(

`
n�0(En ��n)), donde p : X ! jXj

es la proyecci�on can�onica.

Si no hay lugar a confusi�on se podr�a denotar como E-jXj:

Proposici�on 2.4.2 Sea f : X ! X
0 una aplicaci�on simplicial exterior.

Entonces se induce una aplicaci�on exterior E-jf j : E-jXj ! E-jX 0j:

Demostraci�on:

Se de�ne E-jf j = jf j : jXj ! jX 0j: Evidentemente es continua, adem�as,
si E es un subconjunto exterior de X 0, entonces f�1(E) lo es de X, y
jf�1(E)j � (jf j)�1(jEj): N�otese que jf j([(x; u)]) = [(fn(x); u)]; para cada
(x; u) 2 Xn ��n; n � 0: 2

Corolario 2.4.2 Existe un funtor E-j:j : E-Sets�
op

! E:

Estos funtores construidos, E-Sing y E-j:j, est�an relacionados por una
adjunci�on.

Proposici�on 2.4.3 Sea X un conjunto simplicial exterior, Y un espacio
exterior y f : E-jXj ! Y una aplicaci�on exterior. Entonces se induce
~f : X ! (E-Sing)(Y ) una aplicaci�on simplicial exterior.

Demostraci�on:

Se de�ne ( ~f )n : Xn ! HomTop(�n; Y ) como (( ~f)n(x))(u) = f([(x; u)]);

como en el caso cl�asico. Evidentemente ~f es una aplicaci�on simplicial. Sea
E un abierto exterior de Y , ya que f es exterior f�1(E) es abierto exterior,
luego existe F subconjunto simplicial exterior de X tal que jF j � f

�1(E):
Adem�as, F � ( ~f)�1(Sing(E)): 2
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Proposici�on 2.4.4 Sea X un conjunto simplicial exterior, Y espacio ex-
terior y g : X ! (E-Sing)(Y ) una aplicaci�on simplicial exterior. Entonces
se induce g : E-jXj ! Y una aplicaci�on exterior.

Demostraci�on:

Se de�ne g([(x; u)]) = gn(x)(u); para cada (x; u) 2 Xn � �n; n � 0:
Evidentemente g es una aplicaci�on continua. Adem�as, si E es un abierto
exterior de Y , entonces Sing(E) es un subconjunto simplicial exterior de
Sing(Y ), por lo que g�1(Sing(E)) lo es de X y jg�1(Sing(E))j � (g)�1(E):

2

Corolario 2.4.3 Existe una biyecci�on natural,

HomE(E-jXj; Y ) �= HomE-Sets�op (X; (E-Sing)(Y ));

donde X recorre los conjuntos simpliciales exteriores, Y los expacios exte-
riores.

Siguiendo ideas paralelas a las de la categor��a de los espacios exteriores,
E, y la categor��a de los conjuntos simpliciales exteriores, E-Sets�

op

, surgen
nuevas categor��as. En concreto, los conjuntos exteriores, cuya categor��a de
objetos simpliciales asociada est�a relacionada con la de los conjuntos simpli-
ciales exteriores a trav�es de un funtor �el. Adem�as, este funtor conservar�a
ciertos tensores.

De�nici�on 2.4.3 Un conjunto exterior es un par (X; "), donde X es un
conjunto y " es una familia no vac��a de subconjuntos de X tal que

(i) Si E1, E2 2 ", entonces E1 \ E2 2 ";

(ii) Si E 2 ", F � X y E � F entonces F 2 ":

De�nici�on 2.4.4 Una aplicaci�on exterior entre dos conjuntos exteriores
(X; "), (X 0

; "
0) consiste en una aplicaci�on f : X ! X

0 tal que f�1(E) 2 ",
para cada E 2 "0:

De estas nociones surge la categor��a de conjuntos exteriores E-Sets.

Esta categor��a tiene propiedades buenas sobre l��mites y col��mites.
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Dada f(Xi; "i)gi2I una familia de conjuntos exteriores, si se denota por
jk : Xk !

`
i2I

Xi la inclusi�on k-�esima del coproducto en Sets, se considera
en f(Xi; "i)gi2I la externolog��a constituida por aquellos subconjuntos, E;
tales que j�1

k
(E) 2 "k; para cada k 2 I:

Por otro lado, si pk :
Q
i2I
Xi ! Xk representa la proyecci�on k-�esima en

Sets, se considera en
Q
i2I
Xi la externolog��a que admite como base exterior

los subconjuntos de la forma p�1
k
(Ek); Ek 2 "k; k 2 I:

Es inmediato comprobar que son el producto y coproducto categ�orico
en E-Sets de la familia considerada.

Dadas f , g aplicaciones exteriores de X a Y se considera

A = fx 2 X : f(x) = g(x)g;

con la externolog��a inducida por la de X, es decir, sus subconjuntos exte-
riores son de la forma E \A, con E 2 "X : Entonces i : A ,! X, la inclusi�on
can�onica, es el igualador de f y g. Si se considera en Y el conjunto cociente
Y=�, con las relaciones elementales f(x) � g(x); x 2 X, y externolog��a for-
mada por aquellos subconjuntos E tales que ��1(E) es subconjunto exterior
de Y; donde � : Y ! Y=� es la proyecci�on, entonces � es el coigualador de
f y g. De esta manera,

Proposici�on 2.4.5 La categor��a de conjuntos exteriores, E-Sets, es com-
pleta y cocompleta.

N�otese que (;; f;g) y (�; f�g) son el objeto inicial y �nal respectivamente.

Al ser (E-Sets)�
op

una categor��a de objetos simpliciales, entonces es
una categor��a simplicial. ComoE-Sets es cerrada bajo coproductos dado un
conjunto exterior simplicialX :�op ! E-Sets; yK un conjunto simplicial,
existe el conjunto exterior simplicial X 
K, que viene dado por

(X 
K)n =
`
�2Kn

Xn; n � 0:

Si n � 0 se de�ne l� : Xn ! Xn � Kn como l�(x) = (x; � ), � 2 Kn:

En Xn �Kn se puede considerar la siguiente externolog��a: E 2 "Xn�Kn
si

y s�olo si l�1
�
(E) 2 "Xn

; para cada � 2 Kn: Por otro lado, si ' : [q] ! [p]
es un mor�smo en � se considera X(') � K(') : Xp � Kp ! Xq � Kq,
comprob�andose que es exterior. Esta construcci�on da lugar a un conjunto
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exterior simplicial isomorfo a X 
K: De forma natural, si f : X ! X
0 es

una aplicaci�on exterior simplicial y � : K ! K
0 es simplicial, fn � �n es

exterior y de�ne una aplicaci�on exterior simplicial isomorfa a f 
 �: Por
otro lado, E-Sets es cerrada bajo l��mites por lo que existe el objeto XK

para (E-Sets)�
op

:

Proposici�on 2.4.6 Existe un funtor �el,

W : E-Sets�
op

! (E-Sets)�
op

;

que conserva el tensor 
 restringido a conjuntos simpliciales con un
n�umero �nito de s��mplices en cada dimensi�on.

Demostraci�on:

Sea (X; ") un conjunto simplicial exterior. Se de�ne W ((X; ")) como
W ((X; "))n = (Xn; "n), donde "n es la externolog��a que admite como base
exterior a fEn : E 2 "g: Obs�ervese que, como En \ E

0

n
= (E \ E 0)n est�a

bien dada. Si ' : [m]! [n] es creciente,W ((X; "))(') = X(') : Xn ! Xm,
que es exterior pues En � X(')�1(Em); para cada E 2 ": Por otro lado, si
f : (X; ")! (X 0

; "
0) es una aplicaci�on simplicial exterior, entonces se tiene

que W (f)n = fn : Xn ! X
0

n
es exterior puesto que f�1

n
(En) = f

�1(E)n;
E 2 ": Se demuestra f�acilmente la funtorialidad y �delidad de W:

Sea ahora (X; ") un conjunto simplicial exterior y K un conjunto sim-
plicial con un n�umero �nito de s��mplices en cada dimensi�on. Si n � 0;
W (X 
 K)n = Xn � Kn = (W (X) 
 K)n; en W (X 
 K)n se tiene la
externolog��a que admite como base exterior los subconjuntos de la forma
En � Kn; E 2 "; mientras que en (W (X) 
 K)n por los subconjuntos
F � Xn �Kn tales que para cada k 2 Kn; existe E

k 2 " con Ek

n
� l

�1
k
(F ):

Realmente estas externolog��as coinciden: si E 2 " y k 2 Kn, entonces
l
�1
k
(En �Kn) = En; por otro lado, si F � Xn�Kn veri�cando la condici�on

exterior de (W (X) 
 K)n, se considera para cada k 2 Kn, E
k 2 " con

E
k

n
� l

�1
k
(F ), y E = \k2Kn

E
k 2 "; entonces En �Kn � F: N�otese que E

est�a bien dado al ser Kn �nito. Se deduce que W (X 
K) = W (X)
K:

2

Como consecuencia inmediata W preserva los cilindros, es decir,

W (X 
�[1]) = W (X)
�[1]:
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2.5 Grupos abelianos simpliciales exteriores.

Como se habr�a observado, la noci�on exterior se puede trasladar a otras ca-
tegor��as. En paralelismo a la secci�on anterior, en el apartado concerniente
a los conjuntos simpliciales exteriores y conjuntos exteriores simpliciales,
surgen los grupos abelianos simpliciales exteriores (noci�on exterior de grupo

abeliano simplicial), y los grupos abelianos exteriores simpliciales (categor��a
de objetos simpliciales de la categor��a exterior de grupos abelianos). Estas
nuevas categor��as servir�an de puente para el pr�oximo cap��tulo poder desa-
rrollar un tipo de homolog��a en espacios exteriores.

Se comienza con la presentaci�on de la categor��a de los grupos abelianos
simpliciales exteriores. Dado un grupo abeliano simplicial, se tiene la noci�on
de subgrupo simplicial de forma obvia, H < G: Las mismas propiedades
sobre subconjuntos simpliciales, excepto la uni�on, se trasladan a este caso.

De�nici�on 2.5.1 Un grupo abeliano simplicial exterior consiste en un par
(G; "), donde G es un grupo abeliano simplicial y " es una familia no vac��a
de subgrupos simpliciales de G veri�cando:

(i) Si E1; E2 2 " entonces E1 \ E2 2 ";

(ii) Si E 2 "; F < G y E < F entonces F 2 ":

De�nici�on 2.5.2 Un homomor�smo simplicial entre grupos abelianos sim-
pliciales exteriores f : (G; ")! (G0

; "
0) se dice que es exterior si f�1(E) 2 ";

para cada E 2 "0:

Se tiene entonces, una nueva categor��a, la de los grupos abelianos sim-
pliciales exteriores, E-Ab�

op

:

Tambi�en esta categor��a es completa y cocompleta. Adem�as es punteada.

Si A es un subgrupo simplicial de G, con G simplicial exterior, se induce
en A la externolog��a "A cuya base exterior est�a formada por los subgrupos
de A de la forma E\A, E 2 ": As��, la inclusi�on i : A ,! G es homomor�smo
simplicial exterior. Por otro lado se puede de�nir el grupo simplicial cociente
G=A por (G=A)p = Gp=Ap; p � 0; teniendo el homomor�smo simplicial
proyecci�on � : G! G=A, se de�ne

"G=A = fE < G=A : ��1(E) 2 "g;
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haciendo a � simplicial exterior.

Si f(Gi
; "i)gi2I es una familia de grupos abelianos simpliciales exteriores,

se considera �i2IG
i, dada por (�i2IG

i)p = �i2IG
i

p
; p � 0; y la inyecci�on

jk : G
k ! �i2IG

i, para cada k 2 I: Se consideran los subgrupos simplicia-
les E < �i2IG

i tales que j�1
k
(E) 2 "k; 8k 2 I; dando lugar al coproducto

categ�orico de la familia dada. Si se toma
Q
i2I

G
i por (

Q
i2I
G
i)p =

Q
i2I

G
i

p
;

y pk :
Q
i2I G

i ! G
k
; se toma la subbase exterior formada por los subgrupos

simpliciales de la forma p�1
k
(Ek); Ek 2 "k, k 2 I; teni�endose el producto.

Con estas nociones y resultados se demuestra la completitud y cocom-
pletitud de esta categor��a. Si se considera el grupo abeliano simplicial
0 : �op ! Ab dado por 0p = 0; p � 0; y como externolog��a f0g, se
comprueba que (0; f0g) es el objeto cero.

Ahora se veri�car�a que es una categor��a simplicial. Las construcciones
tanto del tensor como del funtor HomE-Ab�op son an�alogas a las hechas
para E-Sets�

op

:

De�nici�on 2.5.3 Sea (G; ") un grupo abeliano simplicial exterior y K un
conjunto simplicial. Se considera G
K grupo abeliano simplicial exterior,
olvid�andose en G de la extructura exterior, junto con la familia de subgrupos
simpliciales E, tales que, para cada p � 0; � 2 Kp; existe F

� � K y existe
H
� 2 "; con � 2 H�

p
tal que H� 
 F

�
< E:

Proposici�on 2.5.1 Sea f : (G; ") ! (G0
; "
0) un mor�smo en E-Ab�

op

,
y � : K ! K

0 aplicaci�on simplicial. Entonces se induce una aplicaci�on
simplicial exterior, f 
 � : G 
K ! G

0 
K
0
:

Demostraci�on:

An�aloga a la hecha para E-Sets�
op

: 2

Corolario 2.5.1 Existe un funtor 
 : E-Ab�
op

�Sets�
op

! E-Ab�
op

:

Proposici�on 2.5.2 Si (G; ") es un grupo abeliano simplicial exterior y K
un conjunto simplicial �nito,

"G
K = fE < G
K : 9F 2 "; F 
K < Eg:
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Demostraci�on:

An�aloga a la hecha para E-Sets�
op

: 2

Se pueden transcribir muchas nociones y resultados de E-Sets�
op

a

E-Ab�
op

: As��, (G 
 K) 
 L �= G 
 (K � L); para G grupo simplicial
exterior y K, L conjuntos simpliciales �nitos.

De�niendo el funtor

HomE-Ab�op : (E-Ab
�op

)op �E-Ab�
op

! Sets�
op

como HomE-Ab�op (G;G
0)p = HomE-Ab�op (G
�[p]; G0), p � 0 y constru-

yendo una aplicaci�on simplicial composici�on similar a la hecha en E-Ab�
op

,
se comprueba,

Proposici�on 2.5.3 E-Ab�
op

es una categor��a simplicial.

Adem�as,

Proposici�on 2.5.4 Existe una biyecci�on natural,

HomE-Ab�op (G 
K;H) �= HomSets�
op (K;HomE-Ab�op (G;H)):

Demostraci�on:

Dado f : G 
 K ! H se de�ne ~f : K ! HomE-Ab�op (G;H)) como
(( ~f )p(k))qj� = fqjK(�)(k); para cada � 2 �[p]q; p; q � 0; k 2 Kp: Aqu��,
j� : Gq !

`
�2�[q]p Gq; y jK(�)(k) : Gq !

`
�2Kq

Gq:

Por otro lado, si g : K ! HomE-Ab�op (G;H)) es simplicial, se considera
g : G
K ! H como (g)pjk = (gp(k))pjid[p]; para cada k 2 Kp; p � 0:

El resto de la demostraci�on es similar al ya expuesto para conjuntos
simpliciales exteriores.

2

De�nici�on 2.5.4 Sea G un grupo abeliano simplicial exterior y K un con-
junto simplicial. Se de�ne GK :

(GK)p = HomSets�
op (K ��[p]; G); p � 0 (G � U(G));

(GK)(') = (idK � '�); ' 2�:

y con externolog��a cuya base exterior est�a formada por los de la forma EK
;

E 2 "G:
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N�otese que aunque enHomSets�
op (K��[p]; G) se olvida de la estructura

algebraica de G as�� como de su externolog��a, se induce una estructura de
grupo abeliano simplicial exterior, de forma obvia: (f + f

0)q = fq + f
0

q
: Por

otro lado, ya que (E1 \ E2)
K = E

K

1 \ EK

2 , la externolog��a est�a bien dada.

De forma natural, si f : (G; ")! (G0
; "
0) es un homomor�smo simplicial

exterior y � : K 0 ! K es aplicaci�on simplicial, se induce f� : GK ! (G0)K
0

un homomor�smo simplicial exterior, dado por (f�)p = (� � id�[p])
�
f�;

p � 0: Entonces se obtiene un funtor

(:)(:) : (Sets�
op

)op �E-Ab�
op

! E-Ab�
op

:

Existiendo tambi�en una biyecci�on natural,

HomE-Ab�op (G 
K;H) �= HomE-Ab�op (G;H
K);

donde G, H recorren los grupos abelianos simpliciales exteriores y K los
conjuntos simpliciales �nitos. Para su veri�caci�on su puede acudir, una
vez m�as, a la demostraci�on hecha en la categor��a E-Sets�

op

; de lo que se
concluye que GK es el objeto simplicial en el sentido de Quillen.

Otra categor��a de inter�es es la de los grupos abelianos exteriores. Sus
objetos son pares (G; "), con G grupo abeliano y " una familia no vac��a de
subgrupos de G, llamados exteriores veri�cando que la intersecci�on de dos
elementos de " es de " y que todo subgrupo de G que contenga a un elemento
de " vuelve a ser de ": Por otro lado, sus mor�smos son homomor�smos de
grupos f : G ! G

0 tales que f�1(E) 2 ", para cada E 2 "
0
: Esta nueva

categor��a se denotar�a por E-Ab. De forma similar a E-Sets, esta categor��a
es completa y cocompleta con objeto cero (0; f0g): Adem�as,

Proposici�on 2.5.5 E-Ab es una categor��a aditiva.

Demostraci�on:

Existe el objeto cero y tiene coproductos �nitos al ser cocompleta. A-
hora, sean (G; "), (G0

; ")0 grupos abelianos exteriores. Dados f; g : G! G
0

homomor�smos exteriores, se de�ne de forma habitual f+g : G ! G
0 como

(f+g)(x) = f(x)+g(x); x 2 G: Evidentemente es homomor�smo de grupos,
pero adem�as es exterior puesto que si E 2 "0 se puede encontrar E1 2 " con
f(E1) < E y E2 2 " con g(E2) < E: Sea E0 = E1\E2; entonces es subgrupo
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exterior de G y (f + g)(E0) < E; demostrando que f + g es exterior. Por
otro lado, si f : G ! G

0 es exterior y se de�ne (�f)(x) = �f(x); x 2 G

entonces tambi�en �f es exterior pues si f(E0) < E entonces (�f)(E0) < E:

2

Aunque Ab es una categor��a abeliana no se puede decir lo mismo de
E-Ab. Se denotar�a por U : E-Ab! Ab el funtor que olvida la estructura
exterior.

Proposici�on 2.5.6 Sea f : G ! G
0 un homomor�smo exterior. Entonces

f es monomor�smo (resp. epimor�smo) si y s�olo si U(f) es monomor�smo
(resp. epimor�smo.)

Demostraci�on:

Sea f monomor�smo y h1; h2 : H ! G homomor�smos veri�cando que
U(f)h1 = U(f)h2: Se consideran h1; h2 : (H;P(H))! (G; "G), donde P(H)
designa a la externolog��a formada por todos los subgrupos de H: Entonces
h1; h2 son exteriores y fh1 = fh2, con lo cual h1 = h2, luego h1 = h2:

Sup�ongase ahora que U(f) es monomor�smo y h1; h2 : (H; "H)! (G; "G)
son exteriores con fh1 = fh2 entonces U(fh1) = U(fh2); es decir, que
U(f)U(h1) = U(f)U(h2); por lo que U(h1) = U(h2) y h1 = h2:

De forma similar, si f es epimor�smo y h1; h2 : G
0 ! H son homomor-

�smos con h1U(f) = h2U(f); se consideran h1; h2 : (G
0
; "G0) ! (H; fHg);

que son exteriores y h1f = h2f; luego h1 = h2 y h1 = h2: Haciendo uso del
mismo truco para monomor�smo se comprueba que si U(f) es epimor�smo
entonces f es epimor�smo. 2

Se tiene entonces que f es bimor�smo si y s�olo si U(f) es isomor�smo.
Sin embargo en E-Ab los bimor�smo e isomor�smos no coinciden. Est�a
claro que todo isomor�smo en E-Ab lo es en Ab, pero no se da lo con-

trario. Por ejemplo el homomor�smo identidad del grupo G, G no trivial,
es isomor�smo, pero idG : (G;P(G)) ! (G; fGg) no lo es. Se desprende
que en E-Ab no todo mor�smo es n�ucleo de su con�ucleo, por ejemplo, luego
E-Ab no es una categor��a abeliana.

(E-Ab)�
op

como categor��a de objetos simpliciales es una categor��a sim-
plicial, adem�as es completa y cocompleta, por lo que si G es un grupo
abeliano exterior simplicial y K es un conjunto simplicial, entonces existe
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el grupo abeliano exterior simplicial G 
K, y viene dado por

(G
K)p =
`
k2Kp

Gp; p � 0:

Proposici�on 2.5.7 Existe un funtor �el,

W
0 : E-Ab�

op

! (E-Ab)�
op

;

que conserva el tensor 
 ; restringido a conjuntos simpliciales con un
n�umero �nito de s��mplices en cada dimensi�on.

Demostraci�on:

Sea (G; ") un grupo abeliano simplicial exterior. Se de�ne W 0((G; "))
como W 0((G; "))n = (Gn; "n) donde "n es la externolog��a que admite como
base exterior a fEn : E 2 "g: Si ' : [m]! [n] es un mor�smo en� entonces
W

0((G; "))(') = G(') : Gn ! Gm; que es exterior. Si f : (G; ") ! (G0
; "
0)

es exterior, entonces W 0(f)n = fn tambi�en es exterior, n � 0: La funtoria-
lidad y �delidad de W 0 son inmediatas.

Sean ahora (G; ") un grupo abeliano simplicial exterior y K conjunto
simplicial �nito con un n�umero �nito de s��mplices en cada dimensi�on. Se
tiene, por un lado, que W 0(G 
K)n = (G 
K)n =

`
k2Kn

Gn, n � 0 y por
otro, (W 0(G)
K)n =

`
k2Kn

W
0(G)n =

`
k2Kn

Gn; n � 0: Se comprueba que
las externolog��as coinciden, de forma similar al funtor W de la proposici�on
2.4.6. 2

Se obtiene tambi�en que W 0 conserva los cilindros, es decir,

W
0(G
�[1]) = W

0(G) 
�[1]:

Se ver�an ahora relaciones entre todas las categor��as simpliciales de�nidas
en las dos �ultimas secciones de este cap��tulo, esto es, conjuntos simpli-
ciales exteriores, grupos abelianos simpliciales exteriores, conjuntos exterio-
res simpliciales y grupos abelianos exteriores simpliciales. Estas relaciones,
funtoriales, se deducir�an de la adjunci�on existente entre el funtor libre, de
conjuntos a grupos abelianos, y el funtor olvido, de grupos abelianos a con-
juntos.

Se denota por L : Sets! Ab al funtor libre, que asigna a cada conjunto
X el grupo abeliano libre generado por X, L(X): Sus elementos son sumas
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formales �nitas �1x1 + :::+ �nxn, �i 2 Z, xi 2 X; 8i 2 f1; :::; ng; n 2 N: A
cada aplicaci�on f : X ! X

0, el homomor�smo L(f) : L(X)! L(X 0), dado
por L(f)(x) = f(x), para cada x 2 X; extendi�endose por linealidad. Por
otro lado, existe un funtor de olvido U : Ab ! Sets, que prescinde de la
estructura algebraica del conjunto. L es un funtor adjunto a izquierda de
U . Cabe preguntarse qu�e relaci�on tienen las categor��as E-Sets y E-Ab, si
existe una adjunci�on similar. Los siguientes resultados dar�an una respuesta

a�rmativa a esta pregunta.

De�nici�on 2.5.5 Dado (X; ") un conjunto exterior,

(E-L)((X; "))

es el grupo abeliano exterior dado por el par (L(X); "(E-L)((X;"))); donde
L(X) es el grupo abeliano libre generado por X y la externolog��a es aquella
que admite como base exterior los subgrupos de la forma L(E), E 2 ":

N�otese que L(E1 \E2) = L(E1)\L(E2); por lo que la externolog��a est�a
bien dada.

Dado f : (X; ") ! (X 0
; "
0) una aplicaci�on exterior, se induce de forma

natural un homomor�smo exterior (E-L)(f) = L(f) : dado E 2 "
0 existe

f
�1(E) 2 " tal que L(f)(L(f�1(E)) < L(E): As�� se tiene el funtor

E-L : E-Sets! E-Ab:

De�nici�on 2.5.6 Si (G; ") un grupo abeliano exterior, se considera

(E-U)((G; "));

el conjunto exterior formado por el par (U(X); "(E-U)((G;"))) donde U(G) es

el olvido de G y la externolog��a admite como base exterior los subconjuntos
de la forma U(E), E 2 ":

Evidentemente, si f : (G; ") ! (G0
; "
0) es un homomor�smo exterior

entonces (E-U)(f) = U(f) es aplicaci�on exterior dando lugar al funtor

E-U : E-Ab! E-Sets:
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Proposici�on 2.5.8 E-L es adjunto a izquierda de E-U .

Demostraci�on:

Sea (X; "X) un conjunto exterior y (G; "G) un grupo abeliano exte-
rior. Dado f : (E-L)((X; "X)) ! (G; "G) homomor�smo exterior, entonces
~f : (X; "X) ! (E-U)((G; "G)) viene dado por ~f = f jX: Si E 2 "G en-
tonces existe E 0 2 "X tal que L(E0) < f

�1(U(E)) = f
�1(E); adem�as

E
0 � ( ~f)�1(U(E)); luego ~f es exterior.

Sea ahora g : (X; "X) ! (E-U)((G; "G)) una aplicaci�on exterior. Se
considera g :

g(�1x1 + :::+ �nxn) = �1g(x1) + :::+ �ng(xn):

g es homomor�smo de grupos, adem�as, si E 2 "G, existe E
0 2 "X tal que

E
0 � g

�1(U(E)) = g
�1(E): Entonces, teniendo en cuenta que E < G,

L(E0) < (g)�1(E):

La biyecci�on y la naturalidad son obvias. 2

Corolario 2.5.2 Existe una adjunci�on,

(E-Sets)�
op

(E-L)�op
//
(E-Ab)�

op

:

(E-U)�op
oo

(Si F : C ! D es un funtor e I es una categor��a peque~na, se denota
por F I : CI ! DI al funtor de�nido como F I(X) la composici�on FX; y
F
I(�) = F (�):)

Seg�un Quillen [68], si F : C! D es un funtor que preserva coproductos
(resp. �nitos) entonces F�op

(X 
 K) �= F
�op


 K naturalmente, para
cada objeto simplicial de C, X, y conjunto simplicial (resp. �nito), K.
Respectivamente con l��mites (�nitos), F�op

(XK) �= F
�op

(X)K :

En este caso, E-L, al ser adjunto a izquierda, preserva los col��mites, en
particular los coproductos, luego (E-L)�

op

(X 
 K) �= (E-L)�
op

(X) 
 K;

siendo el isomor�smo natural.

Otra adjunci�on a tener en cuenta es

Sets�
op

L
�op

//
Ab�

op

:
U
�op

oo
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Surgen, de forma natural, funtores E-L�op

y (E-U)�
op

: Aqu��, el objeto
E-L�op

((X; ")) es el par (L�op

(X); "
E-L�op((X;")); donde la externolog��a tiene

como base exterior a los de la forma L�op

(E), E 2 ": An�alogamente para
mor�smos. De igual forma se de�ne un funtor E-U�op

:

Proposici�on 2.5.9 E-L�op

es adjunto a izquierda de E-U�op

:

Demostraci�on:

Sea f : (E-L�op

)((X; "X)) ! (G; "G) en E-Ab�
op

: Se de�ne ~f como
( ~f )p = fpjXp, p � 0: Dado E 2 "G existe E0 2 "X tal que L�op

(E0) es

subgrupo de f�1(E); as�� E0
< ( ~f )�1(U�op

(E)):

Si g : (X; ") ! (E-U�op

)((G; "G)) es un mor�smo en E-Sets�
op

; se
construye g como

(g)p(
P
n

i=1 �ixi) =
P
n

i=1 �igp(xi):

Si E 2 "G; existe E
0 2 "X tal que E0 � g

�1(U�op

(E)); luego se tiene que
L
�op

(E0) � (g)�1(E): El resto de la demostraci�on es rutina. 2

Proposici�on 2.5.10 El diagrama

E-Sets�
op

E-L�op //

W

��

E-Ab�
op

E-U�op
oo

W
0

��

(E-Sets)�
op

(E-L)�op
//
(E-Ab)�

op

(E-U)�op
oo

es conmutativo.

Demostraci�on:

Si (X; ") un conjunto simplicial exterior, ((E-L)�
op

)W ((X; ")) es un

grupo abeliano exterior simplicial de forma que para cada n � 0 su com-
ponente es L(Xn) con base exterior los subconjuntos de la forma L(En);
E 2 ": Por otro lado, tambi�en W 0(E-L�op

((X; ")) tiene como componente
L(Xn), adem�as su base exterior coincide. La otra conmutatividad se hace
de forma an�aloga. 2
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Cap��tulo 3

Homolog��a en espacios

exteriores.

Se vieron en el primer cap��tulo de este memoria unos invariantes para la
categor��a de los espacios exteriores: los grupos de homotop��a de tipo Brown
y de tipo Steenrod, as�� como algunas de sus propiedades. Se estudiar�an
ahora otro tipo de invariantes, de naturaleza homol�ogica. En la primera
secci�on se har�a, de modo preliminar, un estudio de las distintas categor��as
de complejos de cadenas. En la siguiente se har�a un estudio detallado
del anillo de las matrices localmente �nitas con coe�cientes enteros, R, as��
como la categor��a de los R-m�odulos. Una matriz localmente �nita no es
m�as que una matriz con un n�umero numerable de �las y columnas con un
n�umero �nito de coe�cientes no nulos en cada una, respectivamente. La
importancia de este anillo radica en que describe �elmente la noci�on de
\tender al in�nito". En la otra homolog��a, sin embargo, tendr�a que ver el
monoideM: Estas dos homolog��as se estudiar�an a fondo en la �ultima secci�on,
comprob�andose algunas de sus propiedades. Merece especial atenci�on la lla-
mada R-homolog��a celular para gCW complejos, que dar�a un algoritmo de
c�alculo para una amplia clase de este tipo de espacios.

113
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3.1 Categor��as de complejos de cadenas.

Dada A una categor��a abeliana se tiene una pareja de funtores,

A�op
N //

Ch+A;
P

oo

entre la categor��a de objetos simpliciales de A y la categor��a de complejos
de cadenas positivos en A: El funtor N asigna a cada objeto simplicial, X,
el complejo N(X), llamado complejo de Moore, y dado por

N(X)n = \n�1i=0 kerfX(�i) : Xn ! Xn�1g

d
N(X)
n

= X(�n)jN(X)n : N(X)n ! N(X)n�1; n � 1:

El funtor N junto con el funtor P; que describiremos expl��citamente m�as
adelante, por el Teorema de Dold-Puppe, da lugar a una equivalencia de
categor��as.

Por otro lado existe otro funtor, K : A�op

! Ch+A, que a cada objeto
simplicial de A, X, lo transforma en el complejo K(X) :

K(X)n = Xn

d
K(X)
n

=
P
n

i=0(�1)
i
X(�i) : Xn ! Xn�1:

Este �ultimo funtor es mucho m�as usado en homolog��a a pesar de que no
sea una equivalencia de categor��as. No obstante, los funtores N y K est�an
relacionados pues existe una transformaci�on natural i : N ! K, la inclusi�on
can�onica, tal que cada componente es una equivalencia de homotop��a.

Se introducir�a la categor��a de los complejos de cadenas exteriores po-
sitivos de grupos abelianos, para despu�es comprobar que esta categor��a es
equivalente a la de grupos abelianos simpliciales exteriores mediante una
relaci�on del tipo Dold-Puppe. Tambi�en se ver�a una relaci�on con la categor��a
de complejos de cadenas de grupos abelianos exteriores.

Dado un complejo de cadenas de grupos abelianos, (X; dX), se puede
hablar de intersecci�on de subcomplejos. Tambi�en, si f : X ! Y es un
mor�smo de complejos, de la imagen y antiimagen de subcomplejos.

Se supondr�a a partir de ahora que los complejos considerados son posi-
tivos y se denotar�a un contenido, �; cuando se haga referencia a subcom-
plejos.
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De�nici�on 3.1.1 Un complejo de cadenas exterior de grupos abelianos con-
siste en un par (X; "), donde X es un complejo de cadenas de grupos
abelianos y " es una familia no vac��a de subcomplejos de X veri�cando:

(i) Si E1; E2 2 ", entonces E1 \ E2 2 ";

(ii) Si E 2 ", F � X y E � F entonces F 2 ":

De�nici�on 3.1.2 Dado f : (X; ") ! (X 0
; "
0); un mor�smo de complejos

entre complejos exteriores, se dice que es exterior si f�1(E) 2 ", para cada
E 2 "0:

Se denotar�a esta categor��a como E-Ch+Ab; y se denominar�a de com-
plejos de cadenas exteriores de grupos abelianos.

La siguiente construcci�on dar�a lugar a un complejo de cadenas exterior
de grupos abelianos, para cada grupo abeliano simplicial exterior:

De�nici�on 3.1.3 Si (G; ") es un grupo abeliano simplicial exterior, se de-
�ne el complejo exterior

(E-N)((G; "))

como el par (N(G); "(E-N)((G;"))), donde N(G) es el complejo de Moore usual
y la externolog��a es la que admite como base exterior a los subcomplejos de
la forma N(E), E 2 ":

Se observa que N(E1)\N(E2) = N(E1\E2); por lo que la externolog��a
est�a bien dada.

Si f : (G; ")! (G0
; "
0) es un homomor�smo simplicial exterior, se induce

de forma natural un mor�smo de complejos exterior,

(E-N)(f) = N(f) : N(G)! N(G0):

Dado E 2 "0; f�1(E) 2 " y N(f)(N(f�1(E))) � N(E); luego efectivamente,
es exterior. Todo esto da lugar al funtor

E-N : E-Ab�
op

! E-Ch+Ab:

Para el caso cl�asico de los grupos abelianos, el funtor P de la equivalencia
de categor��as tiene la de�nici�on siguiente:
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Para cada q � 0; se considera K[q] = L
�op

(�[q]); el grupo abeliano
simplicial generado por �[q]; esto es,

K[q]n = L(�[q]n);

K[q](') = L(�[q](')):

Entonces se considera el complejo de cadenas

N [q] = N(K[q]):

Si C es un complejo de cadenas positivo de grupos abelianos, y f : C ! C
0

es un mor�smo de complejos,

P (C)q = HomCh+Ab(N [q]; C);

P (C)(') = HomCh+Ab(NL
�op

('�); idC) = (NL�op

('�))
�
;

P (f)q = f�:

Este funtor se puede generalizar al caso exterior.

De�nici�on 3.1.4 Si (C; ") es un complejo de cadenas exterior de grupos
abelianos, se de�ne el grupo abeliano simplicial exterior,

(E-P )((C; "));

al formado por el par (P (C); "(E-P )((C;")); donde la externolog��a es aquella
que admite como base exterior los subgrupos simpliciales de la forma P (E),
E 2 ":

De nuevo, aqu��, P (E1)\P (E2) = P (E1\E2); por lo que la externolog��a
est�a bien de�nida.

Es bien conocido que la homotop��a en complejos de cadenas se puede
describir en funci�on del complejo de cadenas N [1]; anteriormente descrito:
Si la categor��a abeliana, A, es la de m�odulos sobre un anillo �; C1, C2 son
complejos de cadenas de m�odulos, se tiene el producto tensorial C1 
 C

2
;

(C1 
 C
2)p = �i+j=p(C

1
i

C

2
j
);

d(c1
i

 c

2
j
) = d

1(c1
i
)
 c

2
j
+ (�1)ic1

i

 d

2(c2
j
); c1

i
2 C1

i
; c

2
j
2 C2

j
:
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Sean e0; e1 los generadores de N [1]0, y sea e el generador de N [1]1 con
d(e) = e1� e0: Una homotop��a de complejos entre f0 y f1; homomor�smos
de complejos C ! C

0
; es un mor�smo de complejos D : C 
N [1]! C

0 con
D(ei 
 c) = f

i(c): Si existe tal homotop��a, se dice que f0 es hom�otopo a
f
1
: En realidad, las dos nociones de homotop��a existentes coinciden (v�ease

[18]).

Para m�odulos simpliciales K1
; K

2 se de�ne K1 �K
2 como

(K1 �K
2)q = K

1
q

K

2
q
;

(K1 �K
2)(') = K

1(')�K
2('):

Se comprueba que, si M es un m�odulo simplicial y K es un conjunto
simplicial �nito, entonces

M 
 L
�op

(K) =M � L
�op

(K):

El funtor N preserva la homotop��a.

Si f : (C; ") ! (C 0
; "
0) un mor�smo en E-Ch+Ab se induce otro en

E-Ab�
op

; (E-P )(f) = P (f):

N�otese que si E 2 "
0, P (f)(P (f�1(E))) � P (E); por lo que, efectiva-

mente, es exterior. Se obtiene de aqu�� el funtor

E-P : E-Ch+Ab! E-Ab�
op

:

El Teorema de Dold-Puppe asegura que existen isomor�smos naturales
NP �= id; id �= PN; haciendo que Ch+Ab y Ab�

op

sean equivalentes.
Ocurre tambi�en esto con los funtores E-N y E-P:

Proposici�on 3.1.1 Las categor��as E-Ch+Ab; E-Ab�
op

son equivalentes.

Demostraci�on:

Se denotar�a por � : NP ! id al isomor�smo natural existente. Si (C; ")
es un complejo exterior, una base para P (C) es fP (E) : E 2 "g; y una base
exterior para NP (C) es, entonces, fNP (E) : E 2 "g:

Si se considera
E-� : (E-N)(E-P )! id
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como (E-�)(C;") = �C : NP (C) ! C; es isomor�smo en Ch+Ab: Adem�as
E = �(NP (E)); E 2 "; con lo cual E-� es isomor�smo exterior. La na-
turalidad es obvia. De forma similar se construye el isomor�smo natural

id
�=
! (E-P )(E-N): 2

De�nici�on 3.1.5 Se de�ne el funtor E-K : E-Ab�
op

! E-Ch+Ab que a
cada grupo abeliano simplicial (G; "), le hace corresponder el complejoK(G)
junto con la externolog��a generada por la base exterior fK(E) : E 2 "g:
Para cada mor�smo f : (G; ") ! (G0

; "
0), (E-K)(f)n = fn; que, de forma

natural, es exterior.

Por un lado, se ha de�nido la categor��a de complejos de cadenas exte-
riores de grupos abelianos, y por otro, se tiene la categor��a de complejos de
cadenas de grupos abelianos exteriores. Cabe preguntarse la relaci�on entre
ambas categor��as.

Proposici�on 3.1.2 Existe un funtor �el,

W
00 : E-Ch+Ab! Ch+(E-Ab):

Demostraci�on:

Sea (C; ") un complejo de cadenas exterior. Se de�ne el complejo de
cadenas de grupos abelianos exteriores W 00((C; ")) dado por

W
00((C; "))n = (Cn; "n);

donde "n es la externolog��a en Cn cuya base exterior est�a formada por los
subgrupos fEn : E 2 "g; el operador diferencial,

d
W
00((C;"))

n
= d

C

n
: Cn ! Cn�1;

es exterior ya que dnjEn = d
E

n
: En ! En�1:

Por otro lado, si f : (C; ") ! (C 0
; "
0) es un mor�smo de E-Ch+Ab se

de�ne W 00(f)n = fn : Cn ! C
0

n
: Cada fn es exterior pues si E 2 "

0 existe
f
�1(E) 2 " y fn(f

�1(E)n) � En: De la de�nici�on se deduce r�apidamente la
funtorialidad y �delidad de W 00

: 2
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Obs�ervese que, a pesar de que la categor��a de los grupos abelianos exte-
riores no es abeliana se pueden construir los funtores

K;N : (E-Ab)�
op

! Ch+(E-Ab);

sin ning�un problema, gracias a su aditividad.

Proposici�on 3.1.3 Los diagramas

E-Ab�
op E-K //

W 0

��

E-Ch+Ab

W 00

��

E-Ab�
op E-N //

W 0

��

E-Ch+Ab

W 00

��

(E-Ab)�
op

K

// Ch+(E-Ab); (E-Ab)�
op

N

// Ch+(E-Ab);

son conmutativos.

Demostraci�on:

Sea (G; ") un grupo abeliano simplicial exterior. Se considera prime-
ramente W 0((G; ")): Entonces NW 0((G; ")) es un complejo de cadenas de
grupos abelianos exteriores dado por

NW
0((G; "))p = \p�1i=0 kerfG(�i) : (Gp; "p)! (Gp�1; "p�1)g;

dp = G(�p)jN(G)p:

Por otro lado se considera (E-N)((G; ")) = (N(G); "(E-N)(G) donde la ex-
ternolog��a est�a generada por la base exterior cuyos elementos son

fN(E) : E 2 "g:

As��, se tiene que W 00(E-N)((G; ")) es un complejo de cadenas de grupos
abelianos exteriores, con componente n-�esimaN(G)n cuya externolog��a est�a

generada por la base exterior fN(E)n : E 2 "g: Teniendo en cuenta que
\p�1i=0 kerfE(�i)g = Ep(\

p�1
i=0 kerfG(�i)g); cuando E 2 ", se tiene la igualdad.

Se procede de igual forma para mor�smos, concluyendo la conmutatividad
del segundo diagrama.

Consid�erese de nuevo (G; "): KW 0((G; ")) es el complejo de cadenas
de grupos abelianos exteriores dado en cada componente n como (Gn; "n),
dn =

P
n

i=0(�1)
i
G(�i): Obviamente coincide con el objeto W 00(E-K)((G; ")):

Se procede de la misma manera con mor�smos. 2
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3.2 El anillo de las matrices localmente �ni-

tas.

En esta secci�on se introducir�a el anillo R, de las matrices localmente �nitas
as�� como un funtor aditivo adjunto a derecha, P : E-Ab! R-Mod, de los
grupos abelianos exteriores a los R-m�odulos a derecha, que dar�a lugar a una
gran cantidad de relaciones y propiedades �utiles para la homolog��a.

Se considera N el conjunto exterior cuya externolog��a es la de los com-
plementos de sus subconjuntos �nitos. Si N(k) = fi 2 N : i � kg; entonces
fN(k)gk2Nes una base exterior. Sea el grupo abeliano exterior (E-L)(N); es
decir, �1

k=0Zcon la externolog��a con base exterior f�1

k=iZgi2N: Denotando
por ei la sucesi�on de enteros (0; 0; :::; 0; 1(i; 0; 0; :::) entonces feig

1

i=0 genera,
claramente, a �1

k=0Z: Por simpli�car, se denotar�a a este grupo abeliano
exterior por Z:

Dar un homomor�smo exterior, � : Z ! Z; es lo mismo que dar las
im�agenes f�(ei)g

1

i=0: Cada �(ei) es una combinaci�on lineal �nita de elemen-
tos feig

1

i=0; y por otro lado, como � es exterior, para cada k 2 N existe l 2 N
tal que �(�1

i=lZ) � �1

i=kZ: De esta manera, � se puede identi�car con una
matriz in�nita de orden N�N con coe�cientes enteros tal que cada columna
y cada �la tiene un n�umero �nito de enteros no nulos. Este tipo de matriz
se denomina localmente �nita sobre Z:

Si �(ek) =
P
1

i=0 �
i

k
ei; con k = 0; 1; :::; entonces se interpreta como

A� = (�i
j
):

El conjunto de las matrices localmente �nitas sobre Z se denotar�a como
lf(Z): En este conjunto se puede de�nir sin ning�un problema la suma y
producto matriciales dot�andolo de estructura de anillo con unidad. Por otra
parte se considera HomE-Ab(Z; Z) de�ni�endose (�+�)(k) = �(k)+�(k); k 2
N: Entonces HomE-Ab(Z; Z) con la suma y la composici�on tiene estructura
de anillo con unidad. Adem�as,

Proposici�on 3.2.1 HomE-Ab(Z; Z) y lf(Z) son anillos isomorfos.
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Demostraci�on:

Sea ' : HomE-Ab(Z; Z)! lf(Z) dado por '(�) = A�: Evidentemente es
homomor�smo de anillos inyectivo. Tal como est�a de�nido lf(Z) tampoco
hay problemas en comprobar la suprayectividad. 2

Se llamar�a R al anillo HomE-Ab(Z; Z) o lf(Z), y R-Mod a la categor��a
de R-m�odulos por la derecha.

Lema 3.2.1 Si G es un grupo abeliano exterior, entonces HomE-Ab(Z; G)
es un R-m�odulo a derecha.

Demostraci�on:

Se considera la acci�on siguiente: si f 2 HomE-Ab(Z; G) y � 2 R entonces
f �R � = f�; la composici�on. Por otro lado, dados f; f 0 : Z ! G; entonces
f +f 0 : Z! G; de�nida como (f +f 0)(ek) = f(ek)+f

0(ek); k 2 N; al exten-
derse linealmente, es homomor�smo exterior. El resto de la demostraci�on
es rutinario. 2

Corolario 3.2.1 HomE-Ab(Z; ) es un funtor de E-Ab a R-Mod:

Demostraci�on:

Sea  : G! G
0 homomor�smo exterior, entonces, obviamente se veri�ca

que �(f + g) = �(f) + �(g): Adem�as, para cada f 2 HomE-Ab(Z; G),
� 2 R; se tiene �(f �R �) = (f�) = (f)� = �(f) �R �: 2

Se denotar�a por P al funtor HomE-Ab(Z; ) y se denominar�a funtor de
Brown. En el siguiente lema S representa un anillo unitario, no necesaria-
mente el de las matrices localmente �nitas.

Lema 3.2.2 El funtor HomS-Mod(S; ) : S-Mod ! S-Mod es natural-
mente isomorfo al funtor identidad.

Demostraci�on:

Sea M un S-m�odulo. Si f : S!M es un homomor�smo de S-m�odulos
y s 2 S, entonces se de�ne (f �S s)(s

0) = f(ss0); s0 2 S: Por otro lado
(f + f

0)(s) = f(s) + f
0(s), s 2 S; f; f

0 2 HomS-Mod(s;M): Con estas leyes
HomS-Mod(S;M) es un S-m�odulo. Ahora se considera

'M : HomS-Mod(S;M)!M;
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dado por 'M (f) = f(1): No hay di�cultad en demostrar que 'M es homo-
mor�smo de S-m�odulos. Adem�as, si f; g : S ! M son tales que coinciden
en 1, entonces coinciden en todo S: Dado m 2M , se considera fm : S!M

dado como fm(1) = m, extendi�endose por linealidad. Esto hace que 'M sea
isomor�smo.

2

El funtor P no es ni �el ni pleno. Sin embargo, como consecuencia del
lema anterior, se tiene una propiedad interesante.

Corolario 3.2.2 Existe un isomor�smo natural de R-m�odulos,

HomE-Ab(Z; G) �= HomR-Mod(P(Z);P(G));

cuando G recorre los grupos abelianos exteriores.

Demostraci�on:

Sea G un grupo abeliano exterior. Entonces HomE-Ab(Z; G) es P(G),
pero P(G) �= HomR-Mod(R;P(G)) que es HomR-Mod(P(Z);P(G)); siendo
el isomor�smo, natural de R-m�odulos. 2

Obs�ervese que el corolario no s�olo dice que es biyecci�on natural, sino
que, adem�as dice que es isomor�smo natural de R-m�odulos. A continuaci�on
se analizar�a el funtor P de Brown, a �n de poder determinar un funtor
adjunto a izquierda suyo.

De�nici�on 3.2.1 Se de�ne S la categor��a cuyos objetos son de la forma
��2AR�, con R� = R; para cada � 2 A; y los mor�smos son los homomor-
�smos de R-m�odulos entre estos objetos.

Si se denota por jZ� : Z� !��2AZ� la inclusi�on �-�esima, � 2 A, se puede
considerar P(jZ� ) : R� ! P(��2AZ�) para cada � 2 A; luego se induce un
homomor�smo de R-m�odulos ��2AP(jZ�) : ��2AR� ! P(��2AZ�):

Proposici�on 3.2.2 Existe un funtor l : S! E-Ab de�nido como

l(��2AR�) = ��2AZ�

para objetos.
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Demostraci�on:

De forma obvia, si u : ��2AR� ! ��2BR� es un mor�smo de S, entonces
u = ��2Au� con u� = ujR� : R� !��2BR�: Para cada � 2 A se considera

P(Z�) = R�
u� // ��2BR�

��2BP(jZ� )
// P(��2BZ�):

Teniendo en cuenta el isomor�smo,

HomE-Ab(Z�;��2BZ�) �= HomR-Mod(P(Z�);P(��2BZ�));

existe un �unico ~u� : Z� ! ��2BZ� homomor�smo exterior que se aplica en

(��2BP(jZ�))u� : P(Z�)! P(��2BZ�):

Se de�ne l(u) = ��2A ~u� : ��2AZ� !��2BZ�:

A partir de la propiedad universal del coproducto y de la de�nici�on de
l el resto de la demostraci�on no entra~na di�cultad. 2

Proposici�on 3.2.3 Existe una biyecci�on natural,

HomE-Ab(l(��2AR�); G) �= HomR-Mod(��2AR�;P(G)):

Demostraci�on:

Sea f : l(��2AR�)! G homomor�smo exterior. Entonces f = ��2Af�;

con f� : Z� ! G homomor�smo exterior.

Se de�ne ~f = ��2AP(f�) : ��2AR� ! P(G): Por otro lado, dado
g : ��2AR� ! P(G), g = ��2Ag�; con g� : R� ! P(G); as��, seg�un la
biyecci�on

HomE-Ab(Z�; G) �= HomR-Mod(P(Z�);P(G));

se considera g� = Z� ! G el homomor�smo exterior correspondiente. Fi-
nalmente g = ��2Ag�: Seg�un todas estas construcciones, no es dif��cil com-

probar que ~f = f y que ~g = g, as�� como la naturalidad. 2

Ahora se est�a en condiciones de construir un funtor adjunto a izquierda
del funtor P:

Proposici�on 3.2.4 Existe un funtor adjunto a izquierda de P;

V : R-Mod! E-Ab:
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Demostraci�on:

Se de�ne el homomor�smo de R-m�odulos pM : �x2MRx !M dado por
(pMjRx)(1) = x; para cada R-m�odulo,M , y x 2M , donde jRx es la inclusi�on
x-�esima, Rx ! �x2MRx x 2M:

Sea tambi�en qM : �z2ker(pM )Rz ! �x2MRx: Se tiene un diagrama,

�z2ker(pM)Rz
qM // �x2MRx

pM //
M:

N�otese que M es el con�ucleo de qM :

Si F0(M) = �x2MRx; F1(M) = �z2ker(pM )Rz, entonces F0; F1 son fun-
tores de R-Mod en S, y qM : F1(M)! F0(M) una transformaci�on natural.
Se de�ne

V (M) = coker(lF1(M)
l(qM)
�! lF0(M)):

No hay problemas en demostrar la funtorialidad de V teniendo en cuenta
que q es una transformaci�on natural y que l, F0, F1 son funtores. Adem�as,

HomE-Ab(V (M); G) = HomE-Ab(coker(l(qM))); G)
�= ker(HomE-Ab(l(qM); G))
�= ker(HomE-Ab(qM ;P(G)))
�= HomE-Ab(coker(qM);P(G))
�= HomE-Ab(M;P(G):

2

Se deduce inmediatamente que V (R) �= Z; puesto que para cada grupo
abeliano exterior G;

HomE-Ab(V (R); G) �= HomR-Mod(R;P(G)) �= P(G) = HomE-Ab(Z; G):

Proposici�on 3.2.5 P : E-Ab! R-Mod es un funtor aditivo.

Demostraci�on:

P(f + g)(�)(ek) = (f + g)�(ek) = f(�(ek)) + g(�(ek)); pero este �ultimo
sumando es (P(f)(�) + P(g)(�))(ek) = (P(f) + P(g))(�)(ek); para f; g

homomor�smos exteriores, � 2 R, k 2 N: Esto demuestra que

P(f + g) = P(f) + P(g):

De forma similar, P(�f) = �P(f): 2
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Existe de forma natural una adjunci�on,

(R-Mod)�
op

V
�op

//
(E-Ab)�

op

:

P
�op

oo

Adem�as, como P preserva los l��mites al ser adjunto a derecha, entonces
P�op

(XK) = P�op

(X)K ; para X grupo abeliano exterior simplicial y K

conjunto simplicial.

Dado F : C! D un funtor entre categor��as punteadas, tal que preserva
el objeto cero, se induce un funtor entre las respectivas categor��as de com-
plejos de cadenas, Ch(F ) : ChC! ChD;

Ch(F )(X)n = F (Xn); d
Ch(F )(X)
n

= F (dX
n
);

Ch(F )(f)n = F (fn):

El siguiente lema es sencillo de veri�car y se deja como ejercicio para el
lector:

Lema 3.2.3 Dada una pareja de funtores adjuntos, F a G; entre categor��as
punteadas entonces se induce una adjunci�on Ch(F ) a Ch(G):

Teniendo en cuenta que el resultado es v�alido para complejos positivos,
se tiene:

Corolario 3.2.3 Existe una adjunci�on,

Ch+(E-Ab)
Ch+(P)

//
Ch+(R-Mod);

Ch
+(V )

oo

Ch
+(V ) a Ch+(P):

Para �nalizar esta secci�on, se dan las relaciones de este funtor P con los
funtores N y K mediante diagramas conmutativos de funtores.

Proposici�on 3.2.6 El siguiente diagrama es conmutativo:

(E-Ab)�
op N //

P�op

��

Ch+(E-Ab)

Ch
+(P)

��

(R-Mod)�
op

N

// Ch+(R-Mod):

An�alogamente, existe otro diagrama conmutativo sustituyendo N por K:
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Demostraci�on:

Sea G un grupo abeliano exterior simplicial. Se considera, entonces,
N(P�op

(G)): Este complejo de cadenas de R-m�odulos viene dado como

N(P�op

(G))n = \n�1i=0 ker(P(G(�i)));

d
NP

�op(G)
n

= P(G(�n))jN(P�op

(G))n:

Como P es adjunto a derecha preserva l��mites, en particular n�ucleos e in-
tersecciones, por lo que \n�1

i=0 ker(P(G(�i))) = P(\n�1
i=0 ker(G(�i))), pero esto

es exactamente (Ch+(P)N)(G)n: Observando que los operadores diferen-
ciales coinciden se trata del mismo complejo. Para mor�smos se razona
similarmente.

Ahora se considera K(P�op

(G)) :

K(P�op

(G))n = P�op

(G)n = P(Gn);

d
K(P�op(G))
n

=
P
n

i=0(�1)
iP(G(�i)):

Por otro lado, (Ch+(P)K)(G)n = P(K(G)n) = P(Gn): Como P es un fun-
tor aditivo, entonces el operador diferencial coincide con P(

P
n

i=0(�1)
i(dG

i
)),

que es el operador diferencial de (Ch+(P)K)(G) de dimensi�on n: Para mor-
�smos, se procede igual. 2

3.3 M-homolog��a y R-homolog��a en espacios

exteriores.

Se ver�an en esta secci�on diferentes invariantes de tipo homol�ogico siguien-
do la l��nea de los modelos simpliciales creados y aprovechando todas las
propiedades vistas en las anteriores secciones de este cap��tulo. Primeramen-
te se har�a un estudio de la homolog��a que surge cuando existe la acci�on del
monoideM = HomE(N;N), vi�endose que coincide con la homolog��a singular
cl�asica de un determinado espacio de funciones. Este hecho har�a que tenga
propiedades tales como la existencia de una sucesi�on exacta larga de ho-
molog��a, la invarianza por homotop��a exterior y un teorema de Hurewicz en
el que estar�an involucrados los grupos de homotop��a de tipo Brown de�nidos
en el primer cap��tulo.
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En la otra homolog��a intervendr�a el mencionado anillo de las matrices
localmente �nitas. Entre sus propiedades m�as destacadas est�an la invarianza
por homotop��a exterior, un teorema de tipo escisivo, la aditividad �nita y
un algoritmo de c�alculo para gCW complejos.

De�nici�on 3.3.1 Sea X un espacio exterior. Un M-n-s��mplice singular
exterior es una aplicaci�on exterior u : N���n ! X: La i-cara de u es el
(n � 1)-s��mplice singular exterior u(idN��~�i); donde ~�i : �n�1 ! �n es la
inducida por �i : [n� 1]! [n]; 0 � i � n:

Si X es un espacio exterior se construye un complejo de cadenas de
grupos abelianos con la acci�on del monoide M seg�un el diagrama

E
Singe

// (SetsM
op

)�
op (LM

op

)�
op

// (AbM
op

)�
op K // Ch+(AbM

op

):

N�otese queM es una categor��a peque~na yAb es abeliana, por lo queAbM
op

es una categor��a abeliana. As��, se tiene una equivalencia de categor��as,

(AbM
op

)�
op

' Ch+(AbM
op

);

mediante los funtores N y P: El funtor que se usar�a ser�a, no obstante, K:
La composici�on de todos estos funtores E ! Ch+(AbM

op

) se denominar�a
C
M , complejo de cadenas de M-grupos abelianos. Expl��citamente, si X es

un espacio exterior y f es una aplicaci�on exterior, entonces

C
M(X)n = L(HomE(N���n;X));

d
CM (X)
n

=
P
n

i=0(�1)
i
L((idN��~�i)

�);

C
M(f)n = L(f�):

De�nici�on 3.3.2 Una pareja exterior, (X;A), consiste en un espacio exte-
rior X y un subespacio exterior A � X:

Como CM(A) es un subcomplejo de CM(X) se puede considerar el com-
plejo cociente CM(X)=CM (A), llamado complejo de cadenas de M-grupos
de X relativo a A, y denotado por CM(X;A):
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Un mor�smo de parejas exteriores (X;A)! (Y;B) consiste en un par de
aplicaciones exteriores, (f; g), f : X ! Y , g : A! B haciendo conmutativo
a

A
g

//
�

_

i

��

B�
_

j

��

X
f

// Y;

donde i, j son las inclusiones can�onicas respectivas. N�otese que g = f jA;
por lo que, de hecho, consiste en dar una aplicaci�on exterior f : X ! Y

tal que f(A) � B: Se induce de forma natural un mor�smo de complejos
CM(f) = C

M(f; g) : CM(X;A) ! C
M(Y;B) dado por la inducida en los

cocientes de CM(f) : CM(X)! C
M(Y ):

De�nici�on 3.3.3 Dado (X;A) una pareja exterior se de�ne su n-M-grupo
de homolog��a como el del complejo de M -grupos CM(X;A):

Si se denota por HM

n
entonces HM

n
(X;A) = Hn(C

M(X;A)): Esta cons-
trucci�on da lugar, claramente, a un funtor para cada n,

H
M

n
: E(2) ! AbM

op

:

Para cada mor�smo de parejas, f; se considera HM

n
(f) = Hn(CM(f)); com-

prob�andose que conserva tanto la composici�on como la identidad. Aqu��,
E(2) denota la categor��a de parejas exteriores.

Si (X;A) es una pareja exterior entonces (XN; AN) es una pareja de
espacios topol�ogicos. Se puede considerar, as��, la homolog��a singular cl�asica,
Hn(X

N
; A
N): Cabe preguntarse qu�e relaci�on existe, para cada n � 0, entre

H
M

n
(X;A) y Hn(X

N
; A
N): El siguiente resultado da una respuesta a esta

cuesti�on:

Proposici�on 3.3.1 Existe un isomor�smo natural,

H
M

n
(X;A) �= Hn(X

N
; A
N);

donde (X;A) recorre las parejas exteriores.
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Demostraci�on:

Los funtores Singe y Sing(:)
Nson naturalmente isomorfos. Es sencillo

veri�car, tambi�en, el isomor�smo natural en parejas,

(Singe(X); Singe(A)) �= (Sing(XN); Sing(AN));

y que, dando un paso m�as,

(CM(X); CM(A)) �= (C(XN); C(AN));

donde C representa el complejo de cadenas singular cl�asico. Finalmente
esto demuestra que CM(X)=CM (A) �= C(XN)=C(AN); por lo que, pasando
a homolog��as se tiene el resultado. 2

Si X es un espacio exterior se puede identi�car con la pareja (X; ;),
surgiendo la noci�on de homolog��a exterior de X; HM

n
(X) = H

M

n
(X; ;): As��,

tambi�en toda aplicaci�on exterior f : X ! Y se puede considerar como (f; ;)
pudi�endose de�nir su homolog��a exterior. Uniendo lo anterior se tiene un
isomor�smo natural HM

n
(X) �= Hn(X

N):

Otra propiedad interesante de esta homolog��a es la existencia de una
sucesi�on exacta larga asociada a cada pareja exterior (X;A):

Si (X;A) es una pareja exterior, entonces existe una sucesi�on exacta
corta de complejos de M -grupos abelianos,

0 // C
M(A)

i // C
M(X)

j
// C

M(X)=CM (A) // 0;

donde i, j denotan la inclusi�on y proyecci�on can�onicas respectivamente.
Como consecuencia:

Proposici�on 3.3.2 Para cada pareja exterior (X;A) existe una sucesi�on
exacta larga,

::: // H
M

n
(A)

i� // H
M

n
(X)

j�
// H

M

n
(X;A)

�� // H
M

n�1(A)
// ::: ;

donde i� = H
M

n
(i); j� = H

M

n
(j) y �� es el M-homomor�smo de conexi�on.

Adem�as, esta sucesi�on es isomorfa a la correspondiente de la sucesi�on exacta
corta

0 // C(AN) // C(XN) // C(XN)=C(AN) // 0:
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Para cada pareja exterior (X;A) surge un cilindro, (X ��I;A��I) y mor-
�smos de parejas �0; �1 : (X;A)! (X ��I;A��I), p : (X ��I;A��I)! (X;A):

De�nici�on 3.3.4 Sean f; g : (X;A) ! (Y;B) dos mor�smos de parejas
exteriores. Se dir�a que f es hom�otopo a g, f ' g; si existe un mor�smo de
parejas,

F : (X ��I;A��I)! (Y;B);

tal que F�0 = f; F�1 = g:

Esta relaci�on es de equivalencia y compatible con la composici�on.

Lema 3.3.1 Sean f; g mor�smos de parejas exteriores. Si f ' g entonces
f
N' g

N
:

Demostraci�on:

Si se denota la homotop��a por F : (X ��I;A��I) ! (Y;B) entonces se
considera ~F : (X;A)! (Y I

; B
I): Tomando la composici�on de la aplicaci�on

de parejas, ( ~F )N: (XN; AN)! ((Y I)N; (BI)N); con el isomor�smo en Top(2)
;

la categor��a de parejas de espacios topol�ogicos,

((Y I)N; (BI)N)
�=! ((YN)I ; (BN)I);

(v�ease 1.2.9), entonces de�ne una homotop��a entre fNy gN:
2

Ya que en Top la homolog��a singular es invariante por homotop��a entre
mor�smos de parejas de espacios se tiene un resultado an�alogo para ex-
teriores, es decir, la invarianza por homotop��a entre mor�smos de parejas
exteriores.

Corolario 3.3.1 Si f; g : (X;A) ! (Y;B) son mor�smos de parejas exte-
riores hom�otopos entonces HM

n
(f) = H

M

n
(g):

Demostraci�on:

Se tiene un diagrama conmutativo,

H
M

n
(X;A)

H
M
n (f);HM

n (g)
//

�(X;A) �=

��

H
M

n
(Y;B)

�(Y;B)�=

��

Hn(X
N
; A
N)
Hn(f

N)=Hn(g
N)

// Hn(Y
N
; B
N):
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As��, HM

n
(f) = (�(Y;B))

�1
Hn(f

N)�(X;A) = (�(Y;B))
�1
Hn(g
N)�(X;A) = H

M

n
(g):
2

Como consecuencia, si f : (X;A) ! (Y;B) es una equivalencia de ho-
motop��a exterior entonces HM

n
(f) : HM

n
(X;A)! H

M

n
(Y;B) es isomor�smo,

para cada n � 0:

Aprovechando de nuevo el isomor�smo natural �B
n
((X; a)) �= �n(X

N
; a);

existe tambi�en un teorema de tipo Hurewicz.

De�nici�on 3.3.5 Sea X un espacio exterior y a 2 XN, n � 1: Se de�ne el
M-homomor�smo de Hurewicz,

h
M

n
: �B

n
(X; a)! H

M

n
(X);

como el que se induce en el diagrama

�
B

n
((X; a)) //

�=

��

H
M

n
(X)

�=

��

�n(X
N
; a)

hn

// Hn(X
N);

donde hn : �n(X
N
; a)! Hn(X

N) es el homomor�smo de Hurewicz cl�asico.

Para �nalizar con la homolog��a HM :

Proposici�on 3.3.3 Sea X un espacio exterior tal que

�
B

0 (X) = 0; �B
k
((X; a)) = 0; 1 � k < n;

para alg�un a 2 X
N, y por tanto para cualquiera, con n � 2: Entonces

h
M

n
: �B

n
(X; a) ! H

M

n
(X) es isomor�smo y hM

n+1 : �
B

n+1(X; a) ! H
M

n+1(X)
es epimor�smo.

Demostraci�on:

hp
�= h

M

p
y se aplica el Teorema de Hurewicz cl�asico a XN: 2

Si X es un espacio exterior se construye el complejo positivo de cadenas
de R-m�odulos, CR(X), seg�un la composici�on de funtores

C
R = KP�op

(E-L)�
op

W (E-Sing) : E! Ch+(R-Mod):
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Expl��citamente,

C
R(X)n = HomE-Ab(Z; L(HomTop(�n;X))); n � 0;

d
C
R(X)

n
=
P
n

i=0(�1)
i
L(~�i

�

)�

donde L(HomTop(�n;X)) tiene la externolog��a cuyos subgrupos exteriores
son de la forma L(HomTop(�n; E)); E e-abierto en X: Obs�ervese tambi�en

que dC
R(X)

n
(a)(ek) = d

C(X)
n

(a(ek)); para cada a 2 CR(X)n; ek 2 Z:

Si (X;A) es una pareja exterior, CR(A) es un subcomplejo de R-m�o-
dulos de CR(X). As��, se puede de�nir el complejo de R-m�odulos cociente,
C
R(X;A) = C

R(X)=CR(A):

De�nici�on 3.3.6 Dada (X;A) una pareja exterior se de�ne su n-R-m�odulo
de homolog��a como el del complejo de R-m�odulos, CR(X;A): Si se denota
por HR

n
entonces HR

n
(X;A) = Hn(C

R(X;A)):

Obviamente esta construcci�on da lugar a un funtor, para cada n;

H
R

n
: E(2) ! R-Mod:

Por otro lado, si A = ;; se denota HR
n
(X) = H

R
n
(X; ;):

Se comprobar�a ahora la existencia de una sucesi�on exacta larga de ho-
molog��a HR asociada a cada pareja exterior, (X;A): Evidentemente, existe
una sucesi�on exacta corta de complejos de R-m�odulos,

0 // CR(A)
i // CR(X)

j
// CR(X;A) // 0;

donde i, j son la inclusi�on y proyecci�on can�onicos respectivamente. As��,
como consecuencia:

Proposici�on 3.3.4 Si (X;A) es una pareja exterior entonces existe una
sucesi�on exacta larga de homolog��a,

::: // H
R

n
(A)

i� // H
R

n
(X)

j�
// H

R

n
(X;A)

�� // H
R

n�1(A) // ::: ;

con i� = H
R
n
(i); j� = H

R
n
(j); y �� el homomor�smo de conexi�on.
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Proposici�on 3.3.5 Sean f; g : X ! Y aplicaciones exteriores tales que
f ' g. Entonces HR

n
(f) = H

R

n
(g):

Demostraci�on:

Por un lado, el funtor E-Sing : E ! E-Sets�
op

preserva cocilindros:
de forma general, si K es un conjunto simplicial �nito y Z es un espacio
exterior entonces (E-Sing)(ZK) �= ((E-Sing)(Z))K naturalmente. N�otese

que

Sing(ZK)n = HomTop(�n; Z
jKj)

�= HomTop(jKj ��n; Z))
�= HomTop(jK ��[n]j; Z)
�= HomSets�

op (K ��[n]; Sing(Z))
�= Sing(Z)K

n
;

donde hace que para cada E e-abierto, Sing(EK)n �= Sing(E)K
n
; n � 0: As��

se tiene que preserva cocilindros.

Por otro lado, los funtores

E-Sets�
op W
! (E-Sets)�

op

; (E-Sets)�
op (E-L)�op

�! (E-Ab)�
op

preservan cilindros y

(E-Ab)�
op P�op

�! (R-Mod)�
op

preserva cocilindros. Esto hace que P�op

(E-L)�
op

W (E-Sing) preserve la
homotop��a.

El funtor N tambi�en preserva las homotop��as y la inclusi�on i : N ! K

es una equivalencia de homotop��a en cada componente, con lo cual, se tiene
que CR(f) ' C

R(g) en Ch+(R-Mod) y

H
R

n
(f) = Hn(C

R(f)) = Hn(C
R(g)) = H

R

n
(g):

2

De forma an�aloga se comprueba la invarianza de la homolog��a por ho-
motop��a en mor�smos de parejas exteriores. Se expone aqu�� el resultado
dejando la demostraci�on como un ejercicio al lector.

Proposici�on 3.3.6 Si f; g : (X;A) ! (Y;B) son mor�smos de parejas
exteriores hom�otopos entonces HR

n
(f) = H

R

n
(g):
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Se dar�a ahora una serie de resultados cuyo objetivo es demostrar un
teorema de tipo escisivo.

Si X es un espacio exterior se puede considerar el complejo de cadenas
de grupos abelianos exteriores seg�un la composici�on de funtores,

D = K(E-L)�
op

W (E-Sing) : E! Ch+(E-Ab):

Obs�ervese que, seg�un las conmutatividades vistas, Ch+(P)D = C
R
:

De�nici�on 3.3.7 Sea X un espacio exterior. Se dice que X es primer
contable exterior o E-C1, si admite una base exterior contable � = fEng

1

n=0:

Dado X espacio exterior E-C1 se puede considerar, sin p�erdida de gene-
ralidad que

X = E0 � E1 � E2 � ::: � En � :::

Esta nueva noci�on se puede trasladar sin problemas a las categor��as exte-
riores de�nidas.

Un hecho curioso en la categor��a de grupos abelianos exteriores es que
si p : G ! H es un homomor�smo exterior sobre entonces p es cociente
(sobre y la externolog��a de H es la de aquellos subgrupos E < H tales que
p
�1(E) 2 "G) si y s�olo si p transforma subgrupos exteriores en subgrupos
exteriores. Efectivamente, dado E 2 "G; ya que E < p

�1(p(E)) < G se
tiene que p�1(p(E)) 2 "G: Por otro lado, si E < H con p�1(E) 2 "G; como
p(p�1(E)) = E; se tiene que E 2 "H:

Como consecuencia, si p : G ! H es cociente entonces lleva cada base
exterior de G en una base exterior de H; y si G es E-C1 entoncesH tambi�en
lo es. Adem�as, se puede comprobar que en las categor��as exteriores, ser E-C1
es una propiedad hereditaria.

Lema 3.3.2 Sea f : Z! G un homomor�smo de grupos abelianos, donde
G es grupo abeliano exterior E-C1, con base exterior � = fEng

1

n=0: En-

tonces, f es exterior si y s�olo si existe una sucesi�on f'(i)g1
i=0 � N; con

'(i) < '(i + 1); i 2 N y tal que para cada l 2 N y k � '(l) entonces
f(ek) 2 El:

Demostraci�on:

Su demostraci�on es rutinaria y se deja al lector.
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Lema 3.3.3 Sean C grupo abeliano exterior E-C1, C 0 subgrupo abeliano
exterior y C=C 0 el grupo abeliano exterior cociente. Entonces

0 // P(C 0)
P(i)

// P(C)
P(p)

// P(C=C 0) // 0

es una sucesi�on exacta corta de R-m�odulos.

(i : C 0
,! C y p : C ! C=C

0 denotan la inclusi�on y proyecci�on
can�onicas, respectivamente).

Demostraci�on:

Sea fEng
1

n=0 una base exterior de C. Ya que p es cociente entonces
fp(En)g

1

n=0 es base exterior de C=C 0
: Por otro lado fC 0 \ Eng

1

n=0 es base
exterior de C 0

: Obviamente P(i) = i� : HomE-Ab(Z; C
0)! HomE-Ab(Z; C)

es monomor�smo y no es dif��cil comprobar que im(i�) = ker(p�): Solo
falta comprobar que P(p) = p� : HomE-Ab(Z; C)! HomE-Ab(Z; C=C

0) es
epimor�smo. Para simpli�car se denotar�a C=C 0 = C

00
; C

0 \ En = E
0

n
y

p(En) = E
00

n
; n 2 N:

Sea � : Z ! C
00 un homomor�smo exterior. Se considera la sucesi�on

f'(i)g1
i=0 del lema anterior. Si '(0) � k < '(1) entonces �(ek) 2 E

00

0 = C
00
;

luego existe ~�(ek) 2 E0 = C tal que p(~�(ek)) = �(ek): De forma inductiva,
si '(i) � k < '(i+ 1), �(ek) 2 E

00

i
; y existe ~�(ek) 2 Ei tal que p(~�(ek)) es

�(ek): Esto de�ne, extendiendo por linealidad, un homomor�smo ~� : Z! C,
que, por construcci�on, es exterior y p~� = �: Por tanto P(p) = p� es sobre.

2

Proposici�on 3.3.7 Existe un isomor�smo natural,

Ch
+(P)(D(X)=D(A)) �= C

R(X;A);

donde (X;A) recorre las parejas exteriores E-C1.

Demostraci�on:

Si (X;A) es una pareja exterior entonces, aplicando el lema anterior,
dimensi�on a dimensi�on, se tiene que la sucesi�on

0!Ch
+(P)D(A)!Ch

+(P)D(X)!Ch
+(P)(D(X)=D(A))!0
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es exacta corta en Ch+(R-Mod): Teniendo en cuenta que

Ch
+(P)D(X) = C

R(X) y Ch
+(P)D(A) = C

R(A);

se tiene el resultado. El resto de la demostraci�on se comprueba f�acilmente.
2

As��, para hallar los R-m�odulos de homolog��a de una pareja exterior
(X;A) se puede hacer a partir del complejo Ch+(P)(D(X)=D(A)); hecho
que se usar�a a continuaci�on:

Teorema 3.3.1 (Teorema de escisi�on)

Sea (X;A) una pareja exterior, con X E-C1, y sea U un abierto de X
tal que ClX(U) � IntX(A): Entonces la inclusi�on i : (X-U;A-U) ,! (X;A)
induce isomor�smo en R-homolog��a, es decir,

H
R

n
(i) : HR

n
(X-U;A-U)! H

R

n
(X;A)

es isomor�smo de R-m�odulos, para cada n:

Demostraci�on:

Para cada e-abierto E de X se tiene:

(i) E \ ClX(U) = ClE(E \ U);

(ii) E \ IntX(A) = IntE(E \ A):

E \U es un abierto de E, con ClE(E \ U) � IntE(E \A) por lo que la
inclusi�on can�onica iE : (E-(E \ U); (E \A)-(E \ U))! (E;E \A) induce
isomor�smo en los grupos de homolog��a singular usuales. Denotando por C
al funtor complejo de cadenas singular usual, entonces D(X) es el complejo
C(X) con externolog��a para el nivel n cuya base exterior viene dada por los
subgrupos C(E)n = L(HomTop(�n; E)); E 2 "X :

Si fEng
1

n=0 es la base exterior de X, se tiene un diagrama conmutativo
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de inclusiones, en la categor��a Ch+Ab, siguiente:

C(X-U;A-U) �
�

// C(X;A)

C(E1-(E1 \ U); (E1 \A)-(E1 \ U))
�

�
//

?
�

OO

C(E1; E1 \A)
?

�

OO

C(E2-(E2 \ U); (E2 \A)-(E2 \ U))
�

�

//
?

�

OO

C(E2; E2 \A)
?

�

OO

C(E3-(E3 \ U); (E3 \A)-(E3 \ U))
�

�

//
?

�

OO

C(E3; E3 \A)
?

�

OO

?
�

OO

?
�

OO

� � � � � �

Adem�as, para cada k 2 N, la inclusi�on correspondiente induce isomor-
�smo Hn(Ek-(Ek\U); (Ek\A)-(Ek\U))! Hn(Ek; Ek\A): Ya que la base
exterior en Cn(X) es fCn(Ek)g

1

k=0, entonces la base exterior de Cn(X;A) es

fpn(Cn(Ek))g
1

k=0 = fCn(Ek)=(Cn(Ek) \ Cn(A))g
1

k=0

= fCn(Ek)=Cn(Ek \A)g
1

k=0

= fCn(Ek; Ek \A)g
1

k=0;

donde pn : Cn(X)! Cn(X;A) representa la proyecci�on can�onica respectiva.

Se comprobar�a primeramente la suprayectividad de HR

n
(i) :

Si [�] 2 H
R

n
(X;A) se toma el representante � : Z ! Cn(X;A): Sea

f'(i)g1
i=0 � N una sucesi�on con '(i) < '(i+ 1), tal que para cada l 2 N y

k � '(l) entonces �(ek) 2 Cn(El; El \A): Entonces, si '(l) � k < '(l+ 1);
�(ek) 2 Cn(El; El \ A); evidentemente [�(ek)] 2 Hn(El; El \A) puesto que
(dn)�(�) = 0 implica que dn(�(ek) = 0, donde dn denota el operador borde

de dimensi�on n del complejo C(X;A); pero, ya que se tiene el isomor�smo
Hn(iEl), se toma

~�(ek) 2 Cn(El-(El \ U); (El \ A)-(El \ U));
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representante de [~�(ek)] 2 Hn(El-(El\U); (El\A)-(El\U)) veri�cando que
Hn(iEl)([~�(ek)]) = [�(ek)]: Se induce, extendi�endose por linealidad, un ho-
momor�smo ~� : Z ! Cn(X-U;A-U) que, por construcci�on, es exterior, [~�]
es un elemento de HR

n
(X-U;A-U) y HR

n
(i)([~�]) = [�]:

Sea ahora [�] 2 H
R

n
(X-U;A-U) tal que HR

n
(i)(�) = [0] en H

R

n
(X;A):

Entonces (dn)�(�) = 0 y existe �� : Z ! Cn+1(X;A) exterior tal que
(dn+1)�(��) = Cn(i)�:

Por ser � y �� exteriores, se encuentra una sucesi�on f�(i)g1
i=0 � N, con

�(i) < �(i+ 1); tal que para cada l 2 N y k � �(l) se tiene que

�(ek) 2 Cn(El-(El \ U); (El \ A)-(El \ U) y ��(ek) 2 Cn+1(El; El \ A):

Ahora, si �(l) � k < �(l + 1), existe el isomor�smo Hn(iEl) y, como
dn(�(ek)) = 0; se tiene que [�(ek)] 2 Hn((El-(El \ U); (El \A)-(El \ U)) y
dn+1(��(ek)) = Cn(iEl)(�(ek)): As��, existe

~�(ek) 2 Cn+1(El-(El \ U); (El \A)-(El \ U))

con dn+1(~�(ek)) = �(ek):

Se induce por construcci�on ~� : Z! Cn+1(X-U;A-U) exterior veri�cando
que (dn+1)�(~�) = �; por lo que [�] = [0]: 2

La siguiente propiedad que se ver�a acerca de esta homolog��a es la aditivi-
dad �nita, es decir, dada una colecci�on �nita de espacios exteriores fXig

m

i=1;

entonces HR

n
(
`
m

i=1Xi) �= �m

i=1H
R

n
(Xi); n � 0; siendo el isomor�smo natu-

ral. Para probar este hecho se ha de utilizar algunos resultados previos. Se
considera la notaci�on

`
m

i=1Xi = [m
i=1(Xi�fig); siendo la inyecci�on k-�esima,

jk(x) = (x; k); x 2 Xk.

Si K es un espacio topol�ogico conexo a HomTop(K;Xi) se le puede
dotar de estructura de conjunto exterior con la externolog��a que admite
como base exterior los subconjuntos HomTop(K;Ei); Ei e-abierto en Xi:

De igual forma en HomTop(K;
`
m

i=1Xi); donde se considera en
`
m

i=1Xi la
externolog��a coproducto.

Lema 3.3.4 Existe un isomor�smo natural en E-Sets,

' :
`
m

i=1HomTop(K;Xi)
�=�! HomTop(K;

`
m

i=1Xi);

donde K recorre los espacios topol�ogicos conexos y fXig
m

i=1 los espacios
exteriores.



3.3. M -homolog��a y R-homolog��a en espacios exteriores. 139

Demostraci�on:

Se de�ne '((f; k))(x) = (f(x); k); x 2 K; k 2 f1; :::;mg: La inyec-
tividad de ' es obvia. Haciendo uso de que K es conexo es sencillo com-
probar que es suprayectiva, luego es una biyecci�on. Ya que, una base ex-
terior de

`
m

i=1HomTop(K;Xi) es f
`
m

i=1HomTop(K;Ei) : Ei 2 "Xi
g, en

HomTop(K;
`
m

i=1Xi) es fHomTop(K;
`
m

i=1 Ei) : Ei 2 "Xi
g y que tanto '

como '�1 transforman subconjuntos exteriores b�asicos en exteriores b�asicos,
se tiene el isomor�smo. El resto de la demostraci�on es evidente. 2

Proposici�on 3.3.8 Sea fXig
m

i=1 una familia �nita de espacios exteriores.
Entonces HR

n
(
`
m

i=1Xi) �= �m

i=1H
R

n
(Xi); n � 0:

Demostraci�on:

El funtor E-L : E-Sets! E-Ab preserva coproductos pues es adjunto a
izquierda, por otro lado, el funtor P = HomE-Ab(Z; ) : E-Ab! R-Mod es
adjunto a derecha, por lo que preserva productos, pero en grupos abelianos
exteriores el coproducto �nito coincide con el producto, luego existe un
isomor�smo natural,

�m

i=1P(E-L)(HomTop(K;Xi)) �= P(E-L)(HomTop(K;
`
m

i=1Xi)):

Aplicando esto nivel a nivel, la composici�on de funtores,

P�op

(E-L)�
op

W (E-Sing);

preserva coproductos. Adem�as, K : (R-Mod)�
op

! Ch+(R-Mod) tam-
bi�en preserva coproductos, por lo que

C
R(
`
m

i=1Xi) �= �m

i=1C
R(Xi);

concluyendo el resultado.
2

Se estudiar�a ahora la R-homolog��a del espacio exterior N: Una base ex-
terior est�a constituida por los de la forma N(k) = fi 2 N : i � kg; k 2 N:
As��, en D(N)n = L(HomTop(�n;N)) la externolog��a considerada ser�a la
que tiene como base exterior fL(HomTop(�n;N(i)))g

1

i=0: Si se denota por
D(N) = C(N); entonces la base exterior se denotar�a por fC(N(i))g1

i=0:
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Proposici�on 3.3.9

H
R

n
(N) =

8><
>:
R; n = 0

0; n > 0 :

Demostraci�on:

Para cada i 2 N, al ser N(i) discreto, sus grupos de homolog��a singular
son

Hn(N(i)) =

8><
>:
�1

j=iZ; n = 0

0; n > 0 :

Si n > 0 y [�] 2 H
R

n
(N), se toma � : Z ! Cn(N) representante, teni�endose

(dn)�(�) = 0: Como � es exterior, existe una sucesi�on f'(i)g1
i=0 � N; con

'(i) < '(i+ 1) y tal que para cada l 2 N y k � '(l), �(ek) 2 Cn(N(l)):

Si '(l) � k < '(l + 1); �(ek) 2 Cn(N(l)) con dn(�(ek)) = 0; por lo que
[�(ek)] 2 Hn(N(l)) = 0: Existe ~�(ek) 2 Cn+1(N(l)) tal que dn+1(~�(ek)) es
�(ek). De esta forma se construye la aplicaci�on exterior ~� : Z ! Cn+1(N),
~� 2 CR

n+1(N) y (dn+1)�(~�) = �: Esto demuestra que [�] = [0]; y, por lo tanto,
H
R

n
(N) = 0:

Se analiza ahora HR

0 (N) :

N�otese que d1 : C1(N)! C0(N) es, L( ~�0
�

)�L( ~�1
�

) = 0 por la conexidad
de �1; por lo que HR

0 (N) = Ch
+(P)(C(N))0 = HomE-Ab(Z; C0(N): Pero

C0(N) = (E-L)(HomTop(�0;N))�= (E-L)(N) = Z: 2

Dado (X; � ) un espacio topol�ogico se puede obtener un espacio exterior
de dos maneras, una de ellas es considerar como externolog��a la propia
topolog��a y otra es considerar el espacio total fXg: En ambos espacios

exteriores la homolog��a HR

n
viene dada en funci�on de la homolog��a singular

usual de X:

Proposici�on 3.3.10 Sea (X; � ) espacio topol�ogico.

(i) Si "X = fXg entonces HR

n
(X) �=

Q
1

i=0Hn(X);

(ii) Si "X = �X entonces HR

n
(X) �= �1

i=0Hn(X);

siendo los isomor�smos naturales.
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Demostraci�on:

(i) En este caso en el complejo C(X),

C(X)n = L(HomTop(�n;X))

tiene como externolog��a fC(X)ng: Entonces

HomE-Ab(Z; C(X)n) = HomAb(Z; C(X)n)
= HomAb(�

1

i=0Z; C(X)n)
�=
Q
1

i=0HomAb(Z;C(X)n)
�=
Q
1

i=0 C(X)n:

Se establece que el complejo de cadenas de R-m�odulos,

C
0(X)n =

Q
1

i=0C(X)n; d
0

n
=
Q
1

i=0 dn;

es isomorfo a CR(X): As��,

H
R

n
(X) �= Hn(C

0(X)) = Hn(
Q
1

i=0C(X)) �=
Q
1

i=0Hn(C(X)) =
Q
1

i=0Hn(X):

(ii) En este caso la externolog��a tiene como base exterior a f;g: En-
tonces, para cada n 2 N, C(X)n tiene como base exterior a f0g; es de-
cir, la externolog��a es la de todos sus subgrupos. De este modo, dado
f : Z ! C(X)n exterior, existe un natural kf tal que f(ek) = 0; para
todo k � kf ; luego se comprueba que HomE-Ab(Z; C(X)n) es isomorfo a
�1

i=0C(X)n en R �Mod: Si se considera el complejo de cadenas �1

i=0C(X)
dado por (�1

i=0C(X))n = �1

i=0C(X)n; con operador frontera �1

i=0dn en-
tonces �este es isomorfo al complejo C

R(X): Se deduce, �nalmente, que
H
R

n
(X) �= �1

i=0Hn(X):

La naturalidad se deja al lector. 2

El siguiente objetivo es de�nir una versi�on de homolog��a reducida. Para
ello habr�a que restringirse a una categor��a especial de espacios exteriores,
~EN
N
: Esta categor��a tiene como objetos tri�angulos conmutativos,

N
id //

iX   @
@
@
@
@
@
@

N

X;

rX

>>
~
~
~
~
~
~
~
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que se denotar�an por (iX ;X; rX): Un mor�smo (iX ;X; rX)! (iY ; Y; rY ) es
una aplicaci�on exterior f : X ! Y tal que fiX = iY ; rY f = rX :

N�otese que esta categor��a es una subcategor��a de EN
N
; espacios exteriores

bajo y sobre N:

Tambi�en, se observa que HR

n
(rX)H

R

n
(iX) = H

R

n
(rXiX) = idHRn (N) por lo

que (rX)� = H
R

n
(rX) es epimor�smo y (iX)� = H

R

n
(iX) es monomor�smo.

De�nici�on 3.3.8 Sea (iX;X; rX) un objeto de ~EN
N
: Se de�ne

~HR

n
(X) = ker(HR

n
(X)

(rX)�
�! H

R

n
(N)):

Por la propiedad del n�ucleo, dada f : (iX;X; rX)! (iY ; Y; rY ), se induce
un homomor�smo ~HR

n
(f) : ~HR

n
(X)! ~HR

n
(Y ):

En el caso que n > 0, entoncesHR

n
(N) = 0; por lo que ~HR

n
(X) = H

R

n
(X):

Si (X;A) es una pareja en ~EN
N
; esto es, la inclusi�on i : A ! X es un

mor�smo de dicha categor��a, se de�ne ~HR

n
(X;A) = H

R

n
(X;A): Si f : X ! Y

es exterior, en ~EN
N
; con f(A) � B se de�ne ~HR

n
(f) = H

R
n
(f):

Proposici�on 3.3.11 Sea (X;A) una pareja en ~EN
N
: Existen mor�smos i�,

j� y �� tales que la siguiente sucesi�on es exacta larga:

::: // ~HR
n
(A)

i� // ~HR
n
(X)

j�
// ~HR

n
(X;A)

�� // ~HR

n�1(A)
// :::

Demostraci�on:

El cuadrado conmutativo

A

rA

��

i //
X

rX

��

N
idN

// N;

con i : A ,! B la inclusi�on, da lugar al diagrama conmutativo cuyas �las
son sucesiones exactas,

� � � // H
R

n
(A)

i� //

(rA)�

��

H
R

n
(X)

j�
//

(rX)�

��

H
R

n
(X;A)

�� //

0

��

H
R

n�1(A) //

(rA)�
��

� � �

� � � // H
R

n
(N)

idN

// H
R

n
(N)

0
// H

R

n
(N;N)

0
// H

R

n�1(N) // � � �



3.3. M -homolog��a y R-homolog��a en espacios exteriores. 143

Tomando n�ucleos se obtiene la sucesi�on exacta larga en homolog��a reducida.
2

Tambi�en se da la invarianza homot�opica.

Proposici�on 3.3.12 Sean f; g : (iX;X; rX) ! (iY ; Y; rY ) hom�otopas exte-
riormente. Entonces ~HR

n
(f) = ~HR

n
(g):

Demostraci�on:

Evidente teniendo en cuenta c�omo se de�ne ~HR

n
para mor�smos y el

hecho de que HR
n
(f) = H

R
n
(g): 2

Resaltar, �nalmente, una relaci�on natural entre la homolog��a HR

�
y la

reducida, ~HR

�
: Se observa que existe una sucesi�on exacta corta,

0 // ~HR

n
(X) // HR

n
(X) // HR

n
(N) //

uu

0 ;

que escinde, as�� HR
n
(X) �= ~HR

n
(X) �H

R
n
(N):

Se quiere ahora dar un algoritmo de c�alculo de la R-homolog��a para
ciertos gCW complejos. Para ello se comienza viendo homolog��a en celdas
y esferas. Si Sn es la n-esfera, se denota por Sn = N��Sn: Claramente es
un objeto de ~EN

N
: Efectivamente: sea s0 = (0; 0; :::; 0;�1) 2 Sn; entonces se

de�ne iSn(k) = (k; s0); y rSn(k; x) = k: Entonces rSniSn = idN: As��, tiene
sentido considerar su homolog��a reducida. Otro objeto especial es N, donde
iN= rN= idN: Evidentemente, se tiene que ~HR

i
(N) = 0; para cada i 2 Z:

Como N �= N��fs0g � S
n
; se considerar�a a N como un subespacio exterior

de Sn: Adem�as N ,! S
n es un mor�smo de ~EN

N
:

Tambi�en, otro objeto a considerar es Dn = N��Dn
; n � 0; donde Dn es

el n-disco. Aqu��, iDn(k) = (k; s0) y rDn(k; x) = k: Es sencillo comprobar la

existencia de mor�smos en ~EN
N
; ' y  ; tales que  ' ' idDn y ' = idN; por

lo que se tiene que ~HR
i
(Dn) �= ~HR

i
(N) = 0; para cada i 2 Z; n � 0:

S
n es un subespacio exterior de Dn+1; siendo Sn ,! D

n+1 de ~EN
N
: Adem�as,

Proposici�on 3.3.13

(i) ~HR

i+1(D
n+1

;S
n) �= ~HR

i
(Sn); i 2 Z; n � 0;

(ii) ~HR

i+1(S
n+1) �= ~HR

i
(Sn); i 2 Z; n � 0:
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Demostraci�on:

(i) Sea la sucesi�on exacta del par (Dn+1;Sn) :

:::! ~HR

i+1(D
n+1)! ~HR

i+1(D
n+1

;S
n)! ~HR

i
(Sn)! ~HR

i
(Dn+1)!:::

Ya que ~HR

i+1(D
n+1) = 0 = ~HR

i
(Dn+1)

se tiene el resultado.

(ii) Sea la sucesi�on exacta asociada al par (Sn+1;N) :

:::! ~HR

i+1(N)!
~HR

i+1(S
n+1)! ~HR

i+1(S
n+1

;N)! ~HR

i
(N)!:::

Como ~HR

i+1(N) = 0 = ~HR

i
(N) entonces ~HR

i+1(S
n+1) �= ~HR

i+1(S
n+1

;N):

Si Sn
�

= fx 2 S
n : xn+1 � 0g; el hemisferio sur de S

n
; entonces

N �= N��fs0g es un retracto por deformaci�on exterior de Sn
�
= N��Sn

�
: Efec-

tivamente, se consideran las aplicaciones exteriores

i : N��fs0g ! S
n
; (k; s0); (k; s0); r : Sn

�
! N��fs0g; (k; x); (k; s0):

Entonces ri = id y si F : Sn
�
��I ! S

n

�
es tal que

F (k; x; t) = (k;
(1 � t)x+ ts0

jj(1� t)x+ ts0jj
); (k; x; t) 2 S

n

�
��I;

entonces es exterior y hace ir ' id: Obs�ervese que Sn
�
��I = N��(Sn

�
� I):

As��, haciendo uso de las sucesiones exactas de homolog��a asociadas a las
parejas exteriores (Sn+1;N) y (Sn+1;Sn+1

�
), por la invarianza por homotop��a

exterior de la R-homolog��a y el lema de los cinco,

H
R

i+1(S
n+1

;N) �= H
R

i+1(S
n+1

;S
n+1
�

):

Tomando el abierto U = N��fx 2 S
n+1 : xn+2 < �1

2
g de Sn+1; su clausura

est�a contenida en el interior de Sn+1
�

; luego, por escisi�on, (teorema 3.3.1):

H
R

i+1(S
n+1

;S
n+1
�

) �= H
R

i+1(S
n+1-U;Sn+1

�
-U):

No es dif��cil comprobar que A = N��fx 2 Sn+1 : xn+2 = �1
2
g es un retracto

por deformaci�on exterior de Sn+1
�

-U = N��fx 2 S
n+1 : �1

2
� xn+2 � 0g, y,

por el mismo razonamiento que el hecho para N��fs0g � S
n

�
; se tiene que

H
R

i+1(S
n+1-U;Sn+1

�
-U) �= H

R

i+1(S
n+1-U;A):
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Pero (Sn+1-U;A) es una pareja isomorfa exteriormente a (Dn+1;Sn); por lo
que, de esta manera:

H
R

i+1(S
n+1-U;Sn+1

�
-U) �= H

R

i+1(D
n+1

;S
n):

Por �ultimo,

~HR

i+1(S
n+1) �= ~HR

i+1(S
n+1

;N)
�= H

R

i+1(S
n+1

;N)
�= H

R

i+1(S
n+1

;S
n+1
�

)
�= H

R

i+1(D
n+1

;S
n)

�= ~HR

i+1(D
n+1

;S
n)

�= ~HR

i
(Sn):

2

Como S0 y N son isomorfos en E, ~HR

n
(S0) = H

R

n
(S0) �= H

R

n
(N) = 0; si

n 6= 0: Por otro lado, es sencillo comprobar que

(rS0)� : H
R

0 (S
0)! H

R

0 (N)

es isomorfo a s : R�R! R; (a; b); a+ b; con lo cual ~HR

0 (S
0) �= R: Por

este hecho, la proposici�on anterior y la relaci�on con la homolog��a reducida,

Corolario 3.3.2

~HR

i
(Sn) =

8><
>:
R; i = n

0; i 6= n ;

H
R

0 (S
n) =

8><
>:
R � R; n = 0

R; n > 0 :

Si n � 1:

H
R

i
(Dn;Sn�1) =

8><
>:
R; i = n

0; i 6= n :
2

Considerando las esferas Sn�1, n � 1, con topolog��a como externolog��a,
as�� como para los discos, Dn

; teniendo en cuenta el c�alculo de la homolog��a
singular usual de Sn; entonces,

Si i > 0;

H
R

i
(Sn) =

8><
>:
�1

j=0Z; i = n

0; i 6= n ;

H
R

0 (S
n) =

8><
>:

(�1

j=0Z)� (�1

j=0Z); n = 0

�1

j=0Z; n > 0 :
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Y, si n � 1:

H
R

i
(Dn

; S
n�1) =

8><
>:
�1

j=0Z; i = n

0; i 6= n :

Los gCW complejos son espacios que se crean pegando discos o N-discos
por su borde, proceso que se describe a trav�es de push-outs. Por esto es
adecuado estudiar la siguiente situaci�on:

Sean X; X
� espacios exteriores Hausdor�, tal que X� es E-C1 y se

obtiene de X a partir de un push-out de la forma

(
`
�2�S

n�1
�

)
`
(
`
2� S

n�1


)
(
`

�2�
g�)
`

(
`

2�
g)

//
�

_

��

X�
_

��

(
`
�2�D

n

�
)
`
(
`
2�D

n


)

(
`

�2�
f�)
`

(
`

2�
f)

// X
�
;

con � y � �nitos. Como la echa vertical del coproducto de esferas en el co-
producto de discos es inyectiva, cerrada y e-cerrada, se tiene que X ,! X

�

es inyectiva, cerrada y e-cerrada, luego un embebimiento. Se puede, en-
tonces, suponer sin p�erdida de generalidad, que X es un subespacio exterior
cerrado de X�

: As��,

X
� = X [ ([�2�f�(D

n

�
)) [ ([2�f(D

n


)):

Se consideran los centros de los discos,

A = ([�2�f�(N��f0g)) [ ([2�f(f0g));

y se toma X 0 = X
�-A = X [ ([�2�f�(N��fD

n

�
-f0g)) [ ([2�f(D

n


-f0g)):

Entonces X es un retracto por deformaci�on exterior de X 0
: La retracci�on

r : X 0 ! X viene dada como r(x) = x; si x 2 X; r(f�(k; x)) = g�(k;
x

jjxjj
)

y r(f(x)) = g(
x

jjxjj
): Una simple comprobaci�on demuestra que ri = idX y

que ir ' idX 0: Haciendo uso de las sucesiones exactas asociadas a los pares
(X�

;X) y (X�
;X

0); la invarianza por homotop��a exterior de HR

�
y el lema

de los cinco,
H
R

i
(X�

;X) �= H
R

i
(X�

;X
0):
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Sean

Zn = fx 2 IR
n :

1

2
< jjxjj � 1g; U = X [ ([�2�f�(N��Zn)) [ ([2�f(Zn)):

U es un abierto en X� y su clausura est�a contenida en el interior de X 0 en
X
�
; luego HR

i
(X�

;X
0) �= H

R

i
(X�-U;X 0-U), que es isomorfo a su vez a

H
R

i
(([f�(N��M

n)) [ ([f(M
n)); (([f�(N��(M

n-f0g))) [ ([f(M
n-f0g)));

donde Mn = fx 2 IR
n : jjxjj � 1

2
g:

As��, HR

i
(X�

;X
0) �= (��2�H

R

i
(Dn

�
;S

n�1
�

))� (�2�H
R

i
(Dn


; S

n�1


)) tenien-

do en cuenta que N��fx 2 IR
n : jjxjj = 1

2
g es retracto por deformaci�on

exterior de N��(Mn-f0g), que fx 2 IR
n : jjxjj = 1

2
g tambi�en lo es de Mn-f0g

y el lema de los cinco. Como resultado de todos estos razonamientos:

Proposici�on 3.3.14

H
R

i
(X�

;X) �=

8><
>:

(��R)� (�(�
1

j=0Z)); i = n

0; i 6= n :

Lema 3.3.5 Sea X un gCW complejo con un n�umero �nito de celdas en
cada dimensi�on, entonces HR

i
(Xn) = 0; 8i > n:

Demostraci�on:

Si n = 0, X0 se obtiene a partir del push-out

; //
�

_

��

;�
_

��

(
`
�A0

D
0
�
)
`
(
`
2B0

D
0

)

f

//
X

0
:

f es isomor�smo exterior y, como D0
�
�= N y D0


�= � entoncesHR

i
(X0) es iso-

morfo a (��H
R
i
(N))�(�H

R
i
(�)), por lo que si i > 0 entonces HR

i
(X0) = 0:

Sup�ongase cierto para n�1, esto es, HR

i
(Xn�1) = 0, 8i > n�1: Si i > n

se considera la sucesi�on exacta del par (Xn
;X

n�1) :

:::!H
R

i
(Xn�1)!H

R

i
(Xn)!H

R

i
(Xn

;X
n�1)!H

R

i�1(X
n�1)!:::
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Como i > n > n � 1 entonces HR
i
(Xn�1) = 0 = H

R
i�1(X

n�1): As��, se tiene
que HR

i
(Xn) �= H

R

i
(Xn

;X
n�1) = 0 puesto que i 6= n: 2

En el pr�oximo lema �k : X
k ! X es la inyecci�on can�onica del esqueleto

k-dimensional de X en X (v�ease la de�nici�on de gCW complejo).

Lema 3.3.6 Sea X un gCW -complejo como en el lema anterior, y sea a
un elemento de CR

n
(X): Entonces existe una factorizaci�on en E-Ab;

Z
a //

a
0

##G
G
G
G
G
G
G
G
G
G Cn(X)

Cn(X
m);

Cn(�m)

99
r
r
r
r
r
r
r
r
r
r

para m su�cientemente grande.

Demostraci�on:

Sup�ongase que a 62 CR
n
(�m(X

m)); 8m 2 N: Entonces existe una sucesi�on
fxig

1

i=0 � X tal que xi 2 �ni+1
(Xni+1 )-�ni(X

ni), n0 = 0, ni+1 > ni; siendo
xi un punto proveniente de alg�un s��mplice de ani+1

:

Se considera f : N! X, dado por f(k) = xk: Evidentemente es continua
pero, adem�as, es exterior: si E es abierto exterior de X entonces Cn(E) es
exterior de Cn(X); luego existe n0 2 N tal que ak 2 Cn(E), 8k � n0:

Entonces f(k) = xk 2 E, 8k � n0:

�
�1
k
(f(N)) es e-cerrado en Xk

; para cada k; al ser �nito, por lo que f(N)
es e-cerrado en X: As��, N = f

�1(f(N)) es e-cerrado, es decir, compacto, lo
cual es una contradicci�on. 2

De�nici�on 3.3.9 Se de�ne el complejo R-celular de X como

C
Rcel

n
(X) = H

R

n
(Xn

;X
n�1);

con operador frontera la composici�on

H
R

n
(Xn

;X
n�1)

�� // HR

n�1(X
n�1)

jn�1
// HR

n�1(X
n�1;Xn�2);

donde �� es el homomor�smo de conexi�on y jn�1 el inducido por la inclusi�on.
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Para simpli�car se denotar�a por (C; d): (C; d) es un complejo de cadenas de
R-m�odulos. Si kn, jn denotan las inducidas en las inclusiones se considera
el diagrama

H
R

n
(X) H

R

n
(Xn)

jn //
knoo H

R

n
(Xn

;X
n�1):

Teorema 3.3.2 Sea X un gCW complejo con un n�umero �nito de celdas
en cada dimensi�on. Entonces

(i) kn es epimor�smo;

(ii) jn es monomor�smo;

(iii) im(jn) = ker(dn); ker(kn) = j
�1
n
(im(dn+1)):

Demostraci�on:

Si n � 1, la sucesi�on exacta (*) asociada al par (Xn
;X

n�1) es

0�!H
R

n
(Xn)

jn
�! H

R

n
(Xn

;X
n�1)

���! H
R

n�1(X
n�1)

in�! H
R

n�1(X
n)�!0:

Si i 6= n; i 6= n � 1, entonces HR

i+1(X
n
;X

n�1) = 0 = H
R

i
(Xn

;X
n�1)

y as��, de la sucesi�on exacta asociada al par (Xn
;X

n�1) se deduce que
in : HR

i
(Xn�1) ! H

R

i
(Xn); la inducida por la inclusi�on correspondiente,

es isomor�smo, en particular si i < n � 1; es decir, n > i + 1: Entonces,
�jado i � 0 se tiene un diagrama conmutativo,

H
R

i
(X i+1)

ii+2

�=
//

ki+1 ''N
N
N
N
N
N
N
N
N
N
N

H
R

i
(X i+2)

ii+3

�=
//

ki+2

��

:::
im

�=
// HR

i
(Xm)

im+1

�=
//

km

uujjj
jj
jj
jj
jj
jj
jj

� � �

H
R

i
(X):

En el caso que X sea de dimensi�on �nita, X = X
m, para un cierto m, de

lo que se sigue que 8� > i, k� : HR

i
(X�) ! H

R

i
(X) es isomor�smo y, por

tanto, ki+1 lo es. Para la misma conclusi�on, en el caso general, se tiene en
cuenta el lema anterior, los detalles se dejan para el lector.

De la exactitud (*) se tiene que jn es monomor�smo y que in es epimor-
�smo, n � 1: Ya que kn+1in+1 = kn y kn+1 es isomor�smo se sigue que kn
es sobre. Adem�as ker(kn) = ker(in+1) por lo que su puede sustituir (*) por

0�!H
R

n
(Xn)

jn
�! H

R

n
(Xn

;X
n�1)

���! H
R

n�1(X
n�1)

kn�1
�! H

R

n�1(X)�!0:
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Como dn = jn�1�� y jn�1 es monomor�smo entonces

ker(dn) = ker(jn�1��) = ker(��) = im(jn);

adem�as,

ker(kn�1) = im(��) = j
�1
n�1(im(jn�1��)) = jn�1(im(dn)):

2

Corolario 3.3.3 �n = (jnk
�1
n
) : HR

n
(X) ! Hn(C) es un isomor�smo de

R-m�odulos.

Por tanto, para hallar los grupos de R-homolog��a de X basta hallar los
grupos de homolog��a del complejo de cadenas de R-m�odulos, C:



Cap��tulo 4

Aplicaciones: Homolog��as

tubulares.

Otros importantes invariantes de naturaleza homol�ogica para los espacios
exteriores se estudiar�an en este cap��tulo: la homolog��a tubular y la tubular
cerrada. Se ver�an relaciones entre �estas y la homolog��a singular cl�asica, as��
como que, para CW complejos localmente �nitos y con un n�umero contable
de celdas en cada dimensi�on, K, su homolog��a localmente �nita coincidir�a
con la homolog��a tubular cerrada de cierta estructura de gCW complejo para
K; con lo cual, y como consecuencia inmediata, se podr�a dar una relaci�on
de la homolog��a reducida de Steenrod de un espacio m�etrico-compacto, X;
con la homolog��a tubular cerrada asociada a su complejo fundamental de
Lefschetz.

4.1 Homolog��a tubular.

Se considera la categor��a ChaiAb; de complejos de cadenas acotados infe-
riormente de grupos abelianos.

De�nici�on 4.1.1 Dado X un objeto de ChaiAb; se de�ne su cocilindro,
X
I
; como,

(XI)n = Xn �Xn+1 �Xn;

d
XI

n
(x; y; z) = (dX

n
(x);�dX

n+1(y) + x� z; d
X

n
(z)):

151
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Es sencillo comprobar que es un objeto de ChaiAb: Tomando (d0)n y (d1)n
las proyecciones en la primera y tercera componente respectivamente, de-
�nen homomor�smos de complejos,

d0; d1 : X
I ! X:

Por otro lado, se de�ne s : X ! X
I como sn(x) = (x; 0; x); dando un

homomor�smo de complejos. Entonces se tiene un diagrama conmutativo,

X
(id;id)

//

s
  B

B
B
B
B
B
B
B

X �X

X
I
;

(d0;d1)

::
v
v
v
v
v
v
v
v
v

con (d0; d1) �braci�on y s equivalencia d�ebil en ChaiAb; por lo que es un
objeto cocilindro de X; en el sentido de categor��a de modelos de Quillen
(v�ease [13]). Dado f : X ! Y un mor�smo de ChaiAb se de�ne su
cocilindro, f I ; como (f I)n = fn� fn+1� fn: Surge as��, un funtor cocilindro,

(:)I : ChaiAb! ChaiAb:

Adem�as, d0, d1 y s son transformaciones naturales. El funtor cocilindro
transforma equivalencias d�ebiles en equivalencias d�ebiles.

Si X es un complejo de cadenas positivo de R-m�odulos, se puede consi-
derar (sh)� : X ! X, dado como (sh)�

n
(x) = x � sh; donde sh es el operador

shift de�nido en el cap��tulo 2. Es sencillo comprobar que es un homomor-
�smo de complejos de cadenas positivo de grupos abelianos. Teniendo en
cuenta la existencia del funtor can�onico

Ch+(R-Mod)! Ch+Ab � ChaiAb;

entonces tiene sentido la siguiente de�nici�on:

De�nici�on 4.1.2 Sea X un objeto de Ch+(R-Mod): Se de�ne el complejo
de cadenas tubular de X, P (X); como el obtenido en el siguiente pull-back
en ChaiAb :

P (X)

p2

��

p1 //
X
I

(d0;d1)

��

X
(id;(sh)�)

// X �X:
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Su descripci�on expl��cita es

P (X)n = Xn �Xn+1;

d
P (X)
n

(a; x) = (dX
n
(a);�dX

n+1(x) + a� a � sh):

Por otro lado, si f : X ! Y es un mor�smo de Ch+(R-Mod); se
induce, por la propiedad universal del pull-back, un mor�smo de ChaiAb,
P (f) : P (X) ! P (Y ), cuya expresi�on es P (f)n = fn � fn+1: Claramente
de�ne un funtor P : Ch+(R-Mod)! ChaiAb:

Para cada pareja exterior (X;A), CR(X;A) es un complejo de cadenas
positivo de R-m�odulos. Se denotar�a por P (X;A) a P (CR(X;A)):

De�nici�on 4.1.3 Sea (X;A) una pareja exterior, se de�ne el n-grupo de
homolog��a tubular de (X;A); y se denotar�a por HP

n
(X;A); como el del com-

plejo P (X;A):

De modo natural, si f : (X;A) ! (Y;B) es un mor�smo de parejas
exteriores se de�ne HP

n
(f) : HP

n
(X;A) ! H

P

n
(Y;B); dando lugar, para

cada n 2 Zun funtor HP

n
: E(2) ! Ab:

Lema 4.1.1 Sea W un subcomplejo de cadenas positivo de R-m�odulos de
Z. Entonces existe un isomor�smo natural P (Z=W ) �= P (Z)=P (W ):

Demostraci�on:

Es sencillo comprobar que � : P (Z=W )! P (Z)=P (W ); dado por

�n([x]; [y]) = [(x; y)];

es el isomor�smo natural.
2

Como consecuencia,

Proposici�on 4.1.1 Sea (X;A) una pareja exterior, entonces existe una
sucesi�on exacta larga en homolog��a tubular,

� � � // H
P

n
(A)

i� // H
P

n
(X)

j�
// H

P

n
(X;A)

�� // H
P

n�1(A) // � � �;

donde i�, j� son las inducidas en las correspondientes inclusiones.
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Demostraci�on:

Teniendo en cuenta el lema anterior se tiene una sucesi�on exacta corta
en ChaiAb;

0 // P (A)
P (i)

// P (X)
P (j)

// P (X;A) // 0;

concluyendo la demostraci�on. 2

Tambi�en, para la invarianza homot�opica de la homolog��a tubular, es
necesario comprobar antes un resultado.

Lema 4.1.2 Sean f; g : X ! Y mor�smos en Ch+(R-Mod) tales que

f ' g: Entonces P (f) ' P (g):

Demostraci�on:

Sea fhn : Xn ! Yn+1gn2Zla homotop��a entre f y g: Una simple com-
probaci�on demuestra que

hn � (�hn+1) : P (X)n ! P (Y )n+1; (a; x); (hn(a);�hn+1(x))

determina la homotop��a entre P (f) y P (g): 2

Proposici�on 4.1.2 Sean f; g : (X;A) ! (Y;B) mor�smos en E(2) hom�o-
topos exteriormente. Entonces HP

n
(f) = H

P

n
(g); 8n 2 Z:

Demostraci�on:

Si f ' g entonces CR(f); CR(g) : CR(X;A)! C
R(Y;B) son hom�otopos

en Ch+(R-Mod): El lema anterior concluye el resultado. 2

La homolog��a tubular veri�ca tambi�en un teorema de tipo escisivo.

Teorema 4.1.1 Sea (X;A) una pareja exterior, con X E-C1, y sea U un
abierto de X con ClX(U) � IntX(A): Entonces i : (X-U;A-U) ,! (X;A);
la inclusi�on, induce isomor�smo en homolog��a tubular, es decir,

H
P

n
(i) : HP

n
(X-U;A-U)! H

P

n
(X;A)

es isomor�smo de grupos, para cada n:
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Demostraci�on:

Se har�a uso de la estructura de categor��a de modelos de ChaiAb: Sea el
diagrama conmutativo

C
R(X-U;A-U)

(id;(sh)�)
//

C
R(i)

��

C
R(X-U;A-U)�CR(X-U;A-U)

C
R(i)�CR(i)

��

C
R(X-U;A-U)I

C
R(i)I

��

(d0 ;d1)
oo

C
R(X;A)

(id;(sh)�)

// C
R(X;A)� C

R(X;A) C
R(X;A)I :

(d0;d1)

oo

Por el teorema 3.3.1, CR(i) es equivalencia d�ebil y, por tanto, tambi�en
lo son CR(i)�C

R(i) y CR(i)I: Por otro lado,

(d0; d1) : C
R(X;A)I ! C

R(X;A)� C
R(X;A);

(d0; d1) : C
R(X-U;A-U)I ! C

R(X-U;A-U)� C
R(X-U;A-U)

son �braciones, luego, por el resultado dual de la proposici�on 0.1.1 se tiene
que

P (i) : P (X-U;A-U)! P (X;A)

es equivalencia d�ebil. 2

Lema 4.1.3 Sea fX igm
i=1 una colecci�on �nita de complejos de cadenas po-

sitivos de R-m�odulos. Entonces existe un isomor�smo natural,

P (�m

i=1X
i) �= �m

i=1P (X
i):

Demostraci�on:

Se considera � : P (�m

i=1X
i)! �m

i=1P (X
i) dado por

�n((a
1
; a

2
; :::; a

m); (x1; x2; :::; xm)) = ((a1; x1); (a2; x2); :::; (am; xm)):

Es sencillo comprobar que de�ne a � como un isomor�smo natural en
Ch+(R-Mod):

2

De este lema se sigue la aditividad �nita para la homolog��a tubular.

Proposici�on 4.1.3 Sea fX igm
i=1 una colecci�on �nita de espacios exteriores.

Entonces existe un isomor�smo natural,

H
P

n
(
`
m

i=1X
i) �= �m

i=1H
P

n
(X i):
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Demostraci�on:

Por el lema anterior y ya que CR(
`
m

i=1X
i) �= �m

i=1C
R(X i); entonces

P (
`
m

i=1X
i) �= �m

i=1P (X
i):

2

Para el pr�oximo objetivo, es necesario describir el funtor derivado del

funtor l��mite inverso.

De�nici�on 4.1.4 Sea

G0 G1

p0oo G2

p1oo G3

p2oo � � �oo

un sistema inverso de grupos abelianos. Se considera el homomor�smo de
grupos d :

Q
1

i=0Gi !
Q
1

i=0Gi dado por

d(g0; g1; g2; :::) = (g0 � p0(g1); g1 � p1(g2); g2 � p2(g3); :::):

Entonces el l��mite inverso es limfGi; pig = ker(d); y el l��mite derivado,
lim

1 fGi; pig = coker(d):

Para simpli�car notaci�on y siempre que no haya lugar a confusi�on, se
omitir�an los homomor�smos de transici�on, pi:

De forma can�onica se de�nen lim y lim
1 para mor�smos de sistemas

inversos de grupos abelianos. Dos importantes propiedades concernientes al
funtor lim1 son las siguientes:

(i) Si cada pi : Gi+1 ! Gi es un epimor�smo, entonces lim1 fGig = 0;

(ii) Los l��mites inversos y derivados de una sucesi�on exacta corta de
sistemas inversos de grupos abelianos,

0 // fGig // fHig // fKig // 0;

est�an relacionados por una sucesi�on exacta larga de grupos abelianos,

0 �! limfGig �! limfHig �! limfKig
�! lim

1 fGig �! lim
1 fHig �! lim

1 fKig �! 0:

Sup�ongase X un espacio exterior E-C1, y

X = E0 � E1 � E2 � ::: � En � :::
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una base exterior. Sea ik : Ek+1 ,! Ek la inclusi�on can�onica correspondiente
y dado q 2 Z, pk : Hq(Ek+1) ! Hq(Ek) su inducida en los grupos de
homolog��a singular. Entonces se tiene, para cada q, un sistema inverso de
grupos abelianos,

Hq(E0) Hq(E1)
p0oo Hq(E2)

p1oo Hq(E3)
p2oo � � �oo

Teorema 4.1.2 Existe, para cada q 2 Z; una sucesi�on exacta corta,

0 // lim
1 fHq+1(Ei)g // H

P

q
(X) // limfHq(Ei)g // 0:

Demostraci�on:

Primeramente se construir�a un epimor�smo HP

q
(X)

�

! limfHq(Ei)g :

Sea (a; x) un q-ciclo de P (X); entonces

(dC
R(X)

q
(a);�d

CR(X)
q+1 (x) + a� a � sh) = (0; 0):

Ya que a : Z ! Cq(X) y x : Z ! Cq+1(X) son homomor�smos exteriores
existe fnig

1

i=0 � N, con n0 = 0 y ni+1 > ni tal que para cada i 2 N,
(ak; xk) 2 Cq(Ei) � Cq+1(Ei), 8k � ni: (ak, xk representan a(ek), x(ek)
respectivamente.)

Se de�ne �([(a; x)]) = f[ani]g
1

i=0: Evidentemente, ani es un q-ciclo de
C(Ei); por lo que [ani] 2 Hq(Ei): Adem�as, si se considera

wi = xni + xni+1 + xni+2 + :::+ xni+1�1 2 Cq+1(Ei);

entonces d
C(X)
q+1 (wi) = ani � ani+1

: Por tanto pi([ani+1
]) = [ani] y

f[ani]g
1

i=0 2 limfHq(Ei)g:

� est�a bien de�nida: si (a; x), (b; y) son dos q-ciclos hom�ologos de P (X)
existe una (q+1)-cadena, (c; z); tal que

(d
C
R(X)

q+1 (c);�d
C
R(X)

q+2 (z) + c � c � sh) = (a� b; x� y):

Sean f[ani]g
1

i=0, f[bn0
i

]g1
i=0 los elementos del l��mite inverso seg�un la cons-

trucci�on descrita. Como c : Z ! Cq+1(X) es exterior, para cada i existe
n
00

i
> maxfni; n

0

i
g tal que ck 2 Cq+1(Ei); 8k � n

00

i
: Sea

wi = cn00
i
� (yn0

i
+ yn0

i
+1+ :::+ yn00

i
�1)+ (xni+xni+1+ :::+xn00i�1) 2 Cq+1(Ei):
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Es f�acil comprobar que d
C(Ei)
q+1 (wi) = ani � bn0

i
con lo cual [ani] = [bn0

i
]: De

su propia construcci�on es inmediato comprobar que � es homomor�smo de
grupos.

Se considera f[ai]g
1

i=0 2 limfHq(Ei)g: Ya que ai es un q-ciclo de C(Ei)
se de�ne a(ei) = ai; evidentemente a 2 CR

q
(X) y, como ai+1 � ai en C(Ei);

existe xi 2 Cq+1(Ei) con d
C(X)
q+1 (xi) = ai�ai+1: Esto da lugar a x 2 C

R

q+1(X)
(x(ei) = xi) con (a; x) q-ciclo de P (X) y veri�cando que su imagen, v��a �,
es f[ani]g

1

i=0; comprob�andose la suprayectividad.

Para la construcci�on del monomor�smo lim1 fHq+1(Ei)g
�
! H

P

q
(X) se

va a considerar
' :

Q
1

i=0Hq+1(Ei)! H
P

q
(X);

de�nida como '(f[xi]g
1

i=0) = [(0; x)], donde x viene dado por x(ei) = xi:

' est�a bien de�nida puesto que si xi � x
0

i
en C(Ei) para cada i; existe

wi 2 Cq+2(Ei) con d
C(X)
q+2 (wi) = xi�x

0

i
: Se tiene, as��, w 2 CR

q+2(X): Entonces

(0; w) 2 Pq+1(X) y d
P (X)
q+1 (0; w) = (0; x0) � (0; x): Tambi�en en este caso, es

directa la comprobaci�on de que ' es homomor�smo. Sea

d :
Q
1

i=0Hq+1(Ei)!
Q
1

i=0Hq+1(Ei)

de la de�nici�on del l��mite derivado. Si f[xi]g
1

i=0 es un elemento del l��mite
inverso entonces

'd(f[xi]g
1

i=0) = '(f[xi � xi+1]g
1

i=0) = [(0; x� x � sh)] = [d
P (X)
q+1 (x; 0)] = 0:

Denotando por � la proyecci�on de
Q
1

i=0Hq+1(Ei) en lim
1 fHq+1(Ei)g en-

tonces existe un �unico homomor�smo � : lim1 fHq+1(Ei)g ! H
P

q
(X) tal

que �� = ':

� es inyectiva pues, si f[xi]g
1

i=0 2
Q
1

i=0Hq+1(Ei) tal que [(0; x)] = 0
entonces existe una (q+1)-cadena (a; y) de P (X) tal que

(d
C
R(X)

q+1 (a);�d
C
R(X)

q+2 (y) + a� a � sh) = (0; x):

Por otro lado, como a; y son exteriores, existe fnig
1

i=0 � N, n0 = 0, ni+1 > ni

y (ak; yk) 2 Cq+1(Ei)� Cq+2(Ei), 8k � ni: Se considera

wi = xi + xi+1 + xi+2 + :::+ xni�1 + ani 2 Cq+1(Ei);
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que es (q+1)-ciclo de C(Ei), y sea tambi�en

zi = yni + yni+1 + :::+ yni+1�1 2 Cq+2(Ei):

Entonces d
C(X)
q+2 (zi) = (wi �wi+1)� xi; con lo cual, d(f[wi]g

1

i=0) = f[xi]g
1

i=0:

Esto muestra que f[xi]g
1

i=0 2 im(d) y la inyectividad de �:

Por construcci�on, �� = 0, luego im(�) < ker(�): S�olo queda por com-
probar que ker(�) < im(�) :

Sea (a; x) un q-ciclo de P (X) tal que �([(a; x)]) = f[ani]g
1

i=0 = 0; donde
fnig

1

i=0 es tal que n0 = 0, ni > ni�1 y (ak; xk) 2 Cq(Ei)�Cq+1(Ei), 8k � ni:

Como ani � 0 en C(Ei), existe yi 2 Cq+1(Ei) tal que d
C(X)
q+1 (yi) = ani; para

cada i: Sea

wi = �yi + yi+1 + xni + xni+1 + :::+ xni+1�1:

Entonces f[wi]g
1

i=0 2
Q
1

i=0Hq+1(Ei) y '(f[wi]g
1

i=0) = [(0;�y + y � sh+ x
0)];

donde y(ei) = yi; x
0(ei) = xni + xni+1 + :::+ xni+1�1: Sea

i = yi + xi + xi+1 + :::+ xni�1:

Entonces de�ne  2 C
R

q+1(X), (; 0) 2 Pq+1(X) y d
P (X)
q+1 ((; 0)) es, exacta-

mente, (a; x)� (0;�y + y � sh + x
0); con lo cual '(f[wi]g

1

i=0) = [(a; x)]:
2

Siguiendo razonamientos an�alogos se obtiene el siguiente resultado para
el caso no absoluto. Se dejan los detalles al lector.

Teorema 4.1.3 Sea (X;A) una pareja exterior, X E-C1, y

X = E0 � E1 � E2 � ::: � En � :::

una base exterior de X: Entonces, si se denota por E0

i
= Ei\A; existe, para

cada q 2 Z; una sucesi�on exacta corta,

0 // lim
1 fHq+1(Ei; E

0

i
)g // H

P

q
(X;A) // limfHq(Ei; E

0

i
)g // 0:

En la anterior secci�on, se hab��a de�nido la R-homolog��a. Esta homolog��a
y la homolog��a tubular est�an relacionadas mediante una sucesi�on exacta
larga.
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Proposici�on 4.1.4 Sea X un espacio exterior. Existe una sucesi�on exacta
larga de la forma:

� � � // H
R

q+1(X) // H
P

q
(X) // H

R

q
(X) // H

R

q
(X) // � � �

Demostraci�on:

Se considera la sucesi�on exacta corta en ChaiAb;

0 // C
R(X)+

� // P (X)
�

// C
R(X) // 0;

donde CR(X)+ es el complejo dado por

C
R(X)+

n
= C

R(X)n+1;

d
C
R(X)+

n
= �d

CR(X)
n+1 ;

�n(x) = (0;�x); x 2 C
R(X)+

n
; y �n(a; x) = a, (a; x) 2 P (X)n: Como

Hq(C
R(X)+) = H

R
q+1(X); q 2 Z; se tiene el resultado. El homomor�smo de

conexi�on �� : Hq(C
R(X))! Hq�1(C

R(X)+) = H
R

q
(X) viene de�nido como

�� = (sh)� � id; ([x]; [x � sh� x]:) 2

Obs�ervese que con razonamientos similares se tiene el resultado para el
caso relativo.

El teorema 4.1.2 anterior es �util para el c�alculo de homolog��a tubular.
Se pretende ahora calcular la homolog��a tubular del espacio exterior N:
Claramente, fN(i)g1

i=0 es una base exterior que est�a en las condiciones de
dicho teorema.

Proposici�on 4.1.5

H
P

q
(N) =

8><
>:

Q
1

i=0Z=�
1

i=0Z; q = �1

0; q 6= �1 :

Demostraci�on:

Se considera la sucesi�on exacta corta de grupos abelianos,

0 // lim
1 fHq+1(N(i))g // H

P

q
(N) // limfHq(N(i))g // 0:
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Para q � �2 �o q � 1; HP

q
(N) = 0; evidentemente. Si q = 0; como cada

H1(N(i)) = 0; se tiene que

H
P

0 (N)
�= limfH0(N(i))g �= limf�1

k=iZg;

donde �1

k=i+1Z ,! �1

k=iZes la inclusi�on can�onica, para cada i: El l��mite

inverso de este sistema inverso de grupos es 0:

Queda el caso q = �1 :

Como limfH�1(N(i))g= 0; entonces

H
P

�1(N)
�= lim

1 fH0(N(i))g �= lim
1 f�1

k=iZg:

Tomando los con�ucleos sucesivos de las inclusiones �1

k=iZ,! �1

k=0Zse ob-
tiene la siguiente sucesi�on exacta corta de sistemas inversos de grupos:

0 // f�1

k=iZg
// f�1

k=0Zg
// f�i

k=0Zg
// 0;

donde el segundo sistema inverso es constantemente�1

k=0Zcon la identidad,
y el �ultimo sistema es

0 Zoo Z�Zoo Z�Z�Zoo � � �oo

con las proyecciones can�onicas. Entonces hay una sucesi�on exacta,

0 �! lim f�1

k=iZg �! limf�1

k=0Zg �! lim f�i

k=0Zg
�! lim

1 f�1

k=iZg �! lim
1 f�1

k=0Zg �! lim
1 f�i

k=0Zg �! 0:

Pero limf�1

k=iZg
�= 0 �= lim

1 f�1

k=0Zg:

Por otro lado, limf�1

k=0Zg
�= �1

k=0Z; limf�i

k=0Zg
�=
Q
1

i=0Z: De estos
c�alculos y la sucesi�on exacta expuesta se deduce:

lim
1 f�1

k=iZg
�=
Q
1

i=0Z=�
1

i=0Z:

2

Una propiedad curiosa de la homolog��a tubular surge cuando la exter-
nolog��a considerada es la propia topolog��a.

Proposici�on 4.1.6 Sea X un espacio exterior tal que "X = �X : Entonces

H
P

n
(X) �= 0; 8n 2 Z:
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Demostraci�on:

Por la parte (ii) de la proposici�on 3.3.10 se puede suponer:

P (X)n = (�1

i=0C(X)n)� (�1

i=0C(X)n+1);

d
P (X)
n

(faig
1

i=0; fxig
1

i=0) = (fdC(X)
n

(ai)g; f�d
C(X)
n+1 (xi) + ai � ai+1g):

donde C(X) es el complejo de cadenas singular usual.

Sup�ongase (a; x) = (faig
1

i=0; fxig
1

i=0) un n-ciclo de P (X): Entonces

d
C(X)
n

(ai) = 0;

d
C(X)
n+1 (xi) = ai � ai+1:

Ya que a = faig
1

i=0 2 �1

i=0C(X)n y x = fxig
1

i=0 2 �1

i=0C(X)n+1 en-
tonces existe N 2 N tal que ai = 0 y xi = 0, 8i > N: Se considera

wi =

8><
>:

P
N

k=i xk; si 0 � i � N

0; si i > N

y w = fwig
1

i=0 2 �
1

i=0C(X)n+1:

Entonces (w; 0) 2 P (X)n+1 y d
P (X)
n+1 (w; 0) = (a; x): 2

Se deduce que, si X es un espacio topol�ogico compacto, entonces

H
P

n
(Xe) �= 0; 8n 2 Z:

De forma similar se tiene para el caso relativo, con parejas exteriores
compactas.

4.2 Homolog��a tubular cerrada.

Variando un poco el complejo de cadenas tubular de un espacio exterior,
se obtiene un subcomplejo suyo, el complejo tubular cerrado, dando lugar
a otro invariante homol�ogico importante: la homolog��a tubular cerrada.
Se dar�an, primeramente, unas consideraciones algebraicas antes de dar su
de�nici�on.
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De�nici�on 4.2.1 Sea X un complejo de cadenas positivo de grupos abe-
lianos exteriores. El complejo de cadenas tubular cerrado de X; Q(X); es el
complejo de cadenas acotado inferiormente de grupos abelianos siguiente:

Q(X)n = f(a; x) 2 HomE-Ab(Z;Xn)�HomE-Ab(Z;Xn+1) : a0 = 0g;

d
Q(X)
n

(a; x) = ((dX
n
)�(a);�(d

X

n+1)�(x) + a� a � sh):

Obs�ervese que, realmente

Q(X)n = f(a; x) 2 P (Ch+(P)(X))n : a0 = 0g;

siendo dQ(X)
n

la restricci�on de dP (Ch
+(P)(X))

n
a Q(X)n:

Evidentemente, Q(X) es subcomplejo de P (X) � P (Ch+(P)(X)); la
inclusi�on i : Q(X) ,! P (X) es homomor�smo de complejos de cadenas
acotados inferiormente de grupos abelianos.

Si f : X ! Y es un mor�smo de complejos de grupos abelianos exteriores
se considera Q(f) : Q(X)! Q(Y ) dada por

Q(f)n = ((fn)�(a); (fn+1)�(x));

es decir, P (f)njQ(X)n:

Si (X;A) es una pareja de complejos de cadenas positivos de grupos
abelianos exteriores se considera Q(X;A) = Q(X=A) � P (X;A): De forma
natural se de�ne para f : (X;A)! (Y;B) mor�smo de parejas correspon-
diente, dando lugar a un funtor,

Q : Ch+(E-Ab)(2) ! ChaiAb:

Si (X;A) es una pareja de espacios exteriores, se denotar�a por Q(X;A)
a Q(D(X);D(A)) = Q(D(X)=D(A)): Aqu�� D(X) es el complejo singular
C(X) de forma que en cada nivel C(X)n, tiene la externolog��a generada
por fC(E)n : E 2 "Xg: Si no hay lugar lugar a ambig�uedad, a veces se

denotar�a D(X) = C(X) y D(X;A) = C(X;A): Se de�ne de forma natural
Q(f) : Q(X;A)! Q(Y;B) para parejas.

De�nici�on 4.2.2 Sea (X;A) una pareja de espacios exteriores. Se de�ne
su n-grupo de homolog��a tubular cerrada, HQ

n
(X;A); como el del complejo

Q(X;A):
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Si f : (X;A)! (Y;B) es un mor�smo de parejas de espacios exteriores
se de�ne de forma can�onica HQ

n
(f) : HQ

n
(X;A)! H

Q

n
(Y;B); originando un

funtor para cada n 2 Z; HQ

n
: E(2) ! Ab:

Lema 4.2.1 Sea (X;A) una pareja exterior. Entonces existe un isomor-
�smo natural

Q(X;A) �= Q(X)=Q(A):

Demostraci�on:

No es dif��cil comprobar, y se deja para el lector, que la transformaci�on
� : Q(X)=Q(A)! Q(X;A) dado como

�n([(a; x)]) = (pn(a); pn+1(x));

donde pk : C(X)k ! C(X;A)k es la proyecci�on can�onica, es un isomor�smo
natural. 2

Proposici�on 4.2.1 Sea (X;A) una pareja exterior. Entonces existe una
sucesi�on exacta larga en homolog��a tubular cerrada,

� � � // H
Q

n
(A)

i� // H
Q

n
(X)

j�
// H

Q

n
(X;A)

�� // H
Q

n�1(A)
// � � �

Demostraci�on:

Evidente, teniendo en cuenta el lema anterior.

Proposici�on 4.2.2 Sean f; g : X ! Y aplicaciones exteriores hom�otopas.
Entonces

H
Q

n
(f) = H

Q

n
(g); 8n 2 Z:

Demostraci�on:

Sea F : f ' g la homotop��a exterior, y sea �X
n
: C(X)n ! C(X ��I)n+1

el operador prisma. Si Ln = C(F )n+1�
X

n
: C(X)n ! C(Y )n+1; entonces es

conocido que d
C(X)
n+1 Ln + Ln+1d

C(X)
n

= C(g)n � C(f)n:

Ln es exterior: sea E 2 "Y ; entonces existe E
0 2 "X tal que F (E0�I) est�a

contenido en E: Por la naturalidad del operador prisma, �E
0

n
= �X

n
jC(E0)n;

as��,

Ln(C(E
0)n) = C(F )n+1�

X

n
(C(E0)n) � C(F )n+1(C(E

0 � I)n+1) � C(E)n+1;
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demostrando que Ln es homomor�smo exterior. Entonces hn = P(Ln); que
es (Ln)� : CR(X)n ! C

R(Y )n+1; da lugar a la homotop��a entre CR(f) y
C
R(g):

Es sencillo, entonces, comprobar que �n : Q(X)n ! Q(Y )n+1; dada
por �n(a; x) = (hn(a);�hn+1(x)) est�a bien de�nida y que determina una
homotop��a entre Q(f) y Q(g): 2

Existe una versi�on relativa de este �ultimo resultado, que se demuestra
con razonamientos an�alogos.

Proposici�on 4.2.3 Sea X un espacio exterior. Existe una sucesi�on exacta
larga,

� � � // H
Q

n
(X) // H

P

n
(X) // Hn(X) // H

Q

n�1(X) // � � �

Demostraci�on:

Se considera la sucesi�on en ChaiAb;

0 // Q(X)
i // P (X)

j
// C(X) // 0;

donde C(X) es el complejo de cadenas de grupos abelianos singular de X,
i es la inclusi�on can�onica y j viene dado como jn(a; x) = a0: Es sencillo
comprobar que esta sucesi�on es exacta corta. 2

Corolario 4.2.1 Sea X un espacio exterior tal que "X = �X : Entonces,
para todo n 2 Z;

H
Q

n
(X) �= Hn+1(X):

Demostraci�on:

De la proposici�on anterior y la proposici�on 4.1.6, combinados, se deduce
el resultado. 2

En particular, si X es un espacio topol�ogico compacto,

H
Q

n
(Xe) �= Hn+1(X); 8n 2 Z:

Estos razonamientos se extienden, adem�as, al caso relativo con razonamien-
tos an�alogos.

Tambi�en la homolog��a tubular cerrada veri�ca un teorema de tipo esci-
sivo.
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Teorema 4.2.1 Sea (X;A) una pareja exterior, con X E-C1, y sea U un
abierto de X con ClX(U) � IntX(A): Entonces i : (X-U;A-U) ,! (X;A);
la inclusi�on, induce isomor�smo en homolog��a tubular cerrada, es decir,

H
Q

n
(i) : HQ

n
(X-U;A-U)! H

Q

n
(X;A)

es isomor�smo de grupos, para cada n:

Demostraci�on:

El siguiente diagrama en ChaiAb es conmutativo:

0 // Q(X-U;A-U)

Q(i)

��

// P (X-U;A-U)

P (i)

��

// C(X-U;A-U)

C(i)

��

// 0

0 // Q(X;A) // P (X;A) // C(X;A) // 0;

donde las �las son sucesiones exactas cortas. Considerando las sucesiones
exactas largas en homolog��a respectivas se tiene un diagrama conmutativo
de grupos abelianos. Teniendo en cuenta que, �jado n 2 Z; HP

n+1(i) y H
P

n
(i)

son isomor�smos por el teorema 4.1.1, que Hn+1(i) yHn(i) son isomor�smos
por el teorema de escisi�on cl�asico para homolog��a singular, y haciendo uso
del lema de los cinco, se deduce que HQ

n
(i) es isomor�smo.

2

Lema 4.2.2 Sea fX igm
i=1 una colecci�on de complejos de cadenas positivos

de grupos abelianos exteriores. Entonces

Q(�m

i=1X
i) �= �m

i=1Q(X
i):

Demostraci�on:

El isomor�smo � : Q(�m

i=1X
i)!�m

i=1Q(X
i) viene de�nido por

�n((a
1
; :::; a

m); (x1; :::; xm)) = ((a1; x1); (a2; x2); :::; (am; xm)):

N�otese que a = (a1; :::; am) : Z! �m

i=1X
i

n
siendo cada ai : Z! X

i

n
exterior.

Como a0 = 0 entonces ai0 = 0 para cada i; por lo que � est�a bien dado. Se
comprueba que es isomor�smo de complejos.

2
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Proposici�on 4.2.4 Si fX igm
i=1 es una colecci�on de espacios exteriores, en-

tonces
H
Q

n
(
`
m

i=1Xi) �= �m

i=1H
Q

n
(Xi):

Demostraci�on:

Evidente teniendo en cuenta el lema anterior y que, en Ch+(E-Ab);

C(
`
m

i=1Xi) �= �m

i=1C(Xi):
2

Se tiene por razonamientos similares el resultado para el caso relativo.

Como en la homolog��a tubular, existe un teorema similar �util para
c�alculos.

Teorema 4.2.2 Sea X un espacio exterio E-C1, y sea

X = E0 � E1 � E2 � ::: � En � :::

una base exterior. Existe, para cada q 2 Z; una sucesi�on exacta corta,

0 // lim1 fHq+1(X;Ei)g // H
Q

q�1(X) // lim fHq(X;Ei)g // 0:

Demostraci�on:

De�nici�on de � : HQ

q�1(X)! limfHq(X;Ei)g :

Sea (a; x) un (q-1)-ciclo de Q(X): Entonces existe fnig
1

i=0 � N sucesi�on,
con n0 = 0, ni > ni�1 y tal que (ak; xk) 2 Cq�1(Ei) � Cq(Ei), 8k � ni: Se
considera zi = x0 + x1 + x2 + :::+ xni�1 2 Cq(X):

Denotando por zi 2 Cq(X;Ei) la clase en el cociente, entonces

�([(a; x)]) = f[zi]g
1

i=0 2 limfHq(X;Ei)g:

De�nici�on de � : lim1 fHq+1(X;Ei)g ! H
Q

q�1(X) :

Sea ' :
Q
1

i=0Hq+1(X;Ei)! H
Q

q�1(X) dado por:

si f[zi]g
1

i=0 2
Q
1

i=0Hq+1(X;Ei) se considera x 2 C
R
q
(C) de�nido como

x(ei) = xi = d
C(X)
q+1 (zi) 2 Cq(Ei): Entonces '(f[zi]g

1

i=0 = [(0; x)]:

Si d :
Q
1

i=0Hq+1(X;Ei) !
Q
1

i=0Hq+1(X;Ei) es el homomor�smo de
de�nici�on del l��mite derivado y � es la proyecci�on sobre dicho l��mite, ya que
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'd = 0 existe un �unico homomor�smo de grupos � de lim1 fHq+1(X;Ei)g

a H
Q

q�1(X) tal que �� = ':

Se deja para el lector demostrar que est�an bien de�nidos y que determi-
nan la sucesi�on exacta. Las t�ecnicas a seguir para la veri�caci�on de estos
hechos son las mismas que se han utilizado para la demostraci�on del teorema

4.1.2. 2

En el teorema para el caso relativo se omite su demostraci�on pues su
t�ecnica es la misma. Si (X;A) es una pareja exterior, X E-C1 y fEig

1

i=0

una base exterior tal que E0 = X y En � En+1, para cada n; si se denota
por ~Ei = A[Ei, entonces existe para cada q 2 Z; una sucesi�on exacta corta,

0 // lim
1 fHq+1(X; ~Ei)g // H

Q

q�1(X;A)
// limfHq(X; ~Ei)g // 0:

Proposici�on 4.2.5

H
Q

q
(N) =

8><
>:

Q
1

i=0Z; q = �1

0; q 6= �1

Demostraci�on:

Se considera la sucesi�on exacta corta de grupos abelianos,

0 // lim
1 fHq+2(N;N(i))g // H

Q

q
(N) // lim fHq+1(N;N(i))g // 0:

N�otese que H0(N;N(i))�= H0(N�N(i))�= �i�1
k=0Z; siendo los homomor�smos

de transici�on las proyecciones can�onicas. Los �unicos casos no triviales son
q = �2 y q = �1: Si q = �2; entonces

H
Q

�2(N)
�= lim

1 fH0(N;N(i))g �= lim
1 f�i�1

k=0Zg
�= 0;

al ser las proyecciones epimor�smos. Y si q = �1; se comprueba f�acilmente
que

H
Q

�1(N)
�= limfH0(N;N(i))g �= limf�i�1

k=0Zg
�=
Q
1

i=0Z:
2

Proposici�on 4.2.6 Sea f(X�; A�)g�2� una colecci�on contable de parejas de

espacios compactos. Si en los coproductos,

`
�2�X�;

`
�2�A�;
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se consideran las externolog��as de los complementos de sus compacto-cerra-
dos, entonces

H
Q

n
(
`
�2�X�;

`
�2�A�) �=

Q
�2�Hn+1(X�; A�); 8n 2 Z:

Demostraci�on:

En el caso �nito, se considera en cada compacto su topolog��a como
externolog��a, coincidente con la externolog��a de los complementos de sus
compacto-cerrados, as�� como en el coproducto. Por la versi�on relativa de la
proposici�on 4.2.4 y el corolario 4.2.1 se tiene el resultado.

Sup�ongase que � = N: Obs�ervese que
`
1

�=0X� es E-C1. Una base exte-
rior fEig

1

i=0 viene dada como Ei =
`
1

�=iX�: Como

Hk(
`
1

�=0X�;
~Ei) �= Hk(

`
i�1
�=0X�;

`
i�1
�=0A�) �= �i�1

�=0Hk(X�; A�);

por argumentos de escisi�on, con U =
`
1

�=iX�; haciendo uso de la sucesi�on
exacta 4.2.2 en su versi�on relativa, entonces

H
Q

n
(
`
1

�=0X�;
`
1

�=0A�) �= limf�i�1
�=0Hn+1(X�; A�)g �=

Q
1

�=0Hn+1(X�; A�);

puesto que el l��mite derivado es cero al ser los homomor�smos de transici�on,
epimor�smos. 2

4.3 Homolog��a celular tubular cerrada y ho-

molog��a de Steenrod.

Se comprobar�a la importancia de la homolog��a tubular cerrada vi�endose
una relaci�on directa con la homolog��a de Steenrod de los espacios m�etrico-
compactos.

Las homolog��as tubular y tubular cerrada tienen las propiedades nece-
sarias para repetir los argumentos hechos en los gCW complejos con un
n�umero �nito de celdas en cada dimensi�on para la R-homolog��a. Unicamente
var��an los grupos de coe�cientes y en unos casos un salto de dimensi�on. Por
ello, se omitir�an varias demostraciones en los pr�oximos comentarios. Para
verlas tan solo es su�ciente volver al cap��tulo anterior y repetir sus argu-
mentos.



170 Cap��tulo 4. Aplicaciones: Homolog��as tubulares.

Se introducir�a ahora, a semejanza de la R-homolog��a reducida, la ho-
molog��a tubular cerrada reducida.

De�nici�on 4.3.1 Sea (iX;X; rX) un objeto de ~EN
N
: Se de�ne

~HQ

n
(X) = ker(HQ

n
(X)

(rX)�
�! H

Q

n
(N)):

Dada f : (iX;X; rX)! (iY ; Y; rY ), se induce un homomor�smo de gru-
pos ~HQ

n
(f) : ~HQ

n
(X)! ~HQ

n
(Y ):

Para n > 0, entonces HQ

n
(N) = 0; por lo que ~HQ

n
(X) = H

Q

n
(X):

Si (X;A) es una pareja en ~EN
N
; se de�ne ~HQ

n
(X;A) = H

Q

n
(X;A): Si

f : X ! Y es exterior, en ~EN
N
; con f(A) � B se de�ne ~HQ

n
(f) = H

Q

n
(f):

Proposici�on 4.3.1 Sea (X;A) una pareja en ~EN
N
: Entonces existen mor�s-

mos i�, j� y �� tales que la siguiente sucesi�on es exacta larga:

::: // ~HQ

n
(A)

i� // ~HQ

n
(X)

j�
// ~HQ

n
(X;A)

�� // ~HQ

n�1(A)
// :::

Proposici�on 4.3.2 Sean f; g : (iX;X; rX) ! (iY ; Y; rY ) hom�otopas exte-
riormente. Entonces ~HQ

n
(f) = ~HQ

n
(g), n � 0:

Proposici�on 4.3.3

(i) ~HQ

i+1(D
n+1

;S
n) �= ~HQ

i (S
n); i 2 Z; n � 0;

(ii) ~HQ

i+1(S
n+1) �= ~HQ

i (S
n); i 2 Z; n � 0:

Corolario 4.3.1

~HQ

i
(Sn) =

8><
>:

Q
1

i=0Z; i = n � 1

0; i 6= n � 1;
H
Q

�1(S
n) =

8><
>:

(
Q
1

i=0Z)�(
Q
1

i=0Z); n = 0

Q
1

i=0Z; n > 0:

Si n � 1:

H
Q

i (D
n
;S

n�1) =

8><
>:

Q
1

i=0Z; i = n� 1

0; i 6= n� 1 :
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Por el c�alculo de la homolog��a singular usual de Sn y (Dn
; S

n�1) y el
corolario 4.2.1:

Si i > 0;

H
Q

i
(Sn) =

8><
>:
Z; i = n� 1

0; i 6= n� 1 ;
H
Q

�1(S
n) =

8><
>:
Z�Z; n = 0

Z; n > 0 :

Y, si n � 1:

H
Q

i (D
n
; S

n�1) =

8><
>:
Z; i = n� 1

0; i 6= n� 1 :

Dados X� y X espacios exteriores como en la proposici�on 3.3.14, en-
tonces

H
Q

i (X
�
;X

0) �= (��2�H
Q

i (D
n

�
;S

n�1
�

))� (�2�H
Q

i (D
n


; S

n�1


));

por lo que

H
Q

i (X
�
;X) �=

8><
>:

(��(
Q
1

i=0Z)� (�Z)); i = n� 1

0; i 6= n� 1 :

De�nici�on 4.3.2 Sea X un gCW complejo con un n�umero �nito de celdas
en cada dimensi�on. Se de�ne el complejo celular tubular cerrado, CQcel(X);
como

C
Qcel

n
(X) = H

Q

n�1(X
n
;X

n�1);

con operador borde, dC
Qcel(X)

n
; la composici�on

H
Q

n�1(X
n
;X

n�1)
�� // H

Q

n�2(X
n�1)

jn�1
// H

Q

n�2(X
n�1

;X
n�2):

Entonces el n-grupo de homolog��a de dicho complejo es isomorfo al grupo
de homolog��a tubular cerrada de X de dimensi�on n-1.

Sup�ongase ahora un CW complejo,X; localmente �nito y con un n�umero
contable de celdas en cada dimensi�on. Se considera en cada objeto del
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diagrama push-out en Top la externolog��a de los complementos de sus
compacto-cerrados,

`
�2An

S
n�1
�

`
�2An

g
n

�
//

�
_

��

X
n�1

�
_

in

��`
�2An

D
n

� `
�2An

f
n

�

// X
n
:

Entonces es un push-out en E, v�ease el cap��tulo 1 de la memoria. As��, si
X tiene dimensi�on �nita, Xe es un gCW complejo (n�otese que si hay un
n�umero numerable de n-celdas entonces se puede considerar como una sola
N-celda de dimensi�on n.) Para el caso general, la externolog��a considerada

en X ser�a la del col��mite. Se denotar�a este gCW complejo por X̂:

Obs�ervese que

H
Q

n�1(X
n
;X

n�1) �=
Q
�2An

Hn(D
n

�
; S

n�1
�

) �=
Q
�2An

Hn(e
n

�
; _en
�
);

donde en
�
= f

n

�
(Int(Dn

�
)); en

�
= f

n

�
(Dn

�
) y _en

�
= e

n

�
-en
�
:

Como es conocido, la homolog��a celular localmente �nita de X; orien-
tado, es la homolog��a del complejo C lfcel(X); de�nido como

C
lfcel

n
(X) =

Q
�2An

Hn(e
n

�
; _en
�
);

con operador borde

d
lfcel

n
(fcn

�
g�2An) = f(

P
�2An

[en
�
: en�1

�
]wn

�
)an�1
�

g�2An�1
;

donde an
�
es el generador del grupo c��clico in�nito Hn(e

n

�
; _en
�
), es decir, la

orientaci�on de en
�
(v�ease cap��tulo 4 de [56]), cn

�
= w

n

�
a
n

�
; w

n

�
2 Zy [en

�
: en�1

�
]

denota el n�umero de incidencia de la n-celda en
�
respecto de la (n-1)-celda

e
n�1
�

:

N�otese que, por el isomor�smoHn(D
n

�
; S

n�1
�

) �= Hn(e
n

�
; _en
�
); se puede dar

una de�nici�on alternativa de la homolog��a celular localmente �nita de X :

C
lfcel

n
(X) =

Q
�2An

Hn(D
n

�
; S

n�1
�

);

siendo el operador borde,

d
lfcel

n
(f(c0)n

�
g�2An) = f(

P
�2An

[en
�
: en�1

�
](w0)n

�
)(a0)n�1

�
g�2An�1

;
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donde (a0)n
�
es el generador de Hn(D

n

�
; S

n�1
�

); que se corresponde con an
�
y

(c0)n
�
= (w0)n

�
(a0)n

�
; (w0)n

�
2 Z:

Adem�as, se comprueba la existencia de un diagrama conmutativo:

H
Q

n�1(X
n
;X

n�1)

d
Qcel

n

��

�= //
Q
�2An

Hn(D
n

�
; S

n�1
�

)

�d
lfcel

n

��

H
Q

n�2(X
n�1

;X
n�2) �=

//
Q
�2An�1

Hn�1(D
n�1
�

; S
n�2
�

):

Teniendo en cuenta todos estos razonamientos:

Teorema 4.3.1 Si X es un CW complejo localmente �nito, con un n�umero
contable de celdas en cada dimensi�on, entonces

H
Q

n�1(X̂) �= Hn(C
lfcel(X)); 8n 2 Z:

Y, como corolario:

Corolario 4.3.2 Sea X es un espacio m�etrico compacto. Entonces

H
Q

n
( \OFC(X)) �= ~Hst

n
(X); 8n 2 Z:

Es decir, la homolog��a reducida de Steenrod de X ([75]) es isomorfa a la

homolog��a tubular cerrada de \
OFC(X) donde OFC(X) denota el complejo

fundamental de Lefschetz de X ([34]).
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