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INTRODUCCION

En el &mbito de las ecuaciones diferenciales en general y de las
ecuaciones diferenciales ordinarias de variable compleja en particular,
sin duda son las ecuaciones lineales las que permiten un estudic mas com-

pleto de sus solucicnes, es decir, aquellas de la forma

du
(E,) E}{—-—A(x)u ;

donde A(x) es una matriz holomorfa en B_(0,y) := {x € € : |x| <y}

salve quizds en 0.

Cuando A(x) tiene un polo de orden p en el origen, la ecuacidn

(ET) puede escribirse del siguiente modo:

(E.) xp §§-= Alx)u ,

siendo A(x) holomorfa en BT{O,y} .

Para p = 1 , suponiendo por ejemplo que los valores propiocs de
A(0) son distintos entre si, podemos describir la forma de una matriz

fundamental, ([2], Padg. 25), y calcularla mediante operaciones algebraicas.



restringida a un

Para p > 2 , debemos considerar la matriz BA(x)

§ centrado en el origen, esto es
O<|Xi<r}f

sector -
la forma

< BArg x < 92 3

%

s={x €
en cuyo caso, bajo ciertas hipdtesis, también podemos describir
(E.) , ({21, Pag. 60).

de una matriz fundamental para la ecuacibn
Con esto en cuenta, la linealizacidn de una ecuacidén diferencial se

revela como un problema de natural interés, tantc en su aspecto tedrico

como en su aplicacidn a situaciones concretas.
Un importante teorema, debidc a Poincaré ([ 4], Pag. 175), permite,
F~g'

bajo ciertas restricciones scbre los valores propios de la matriz

linealizar formalmente la ecuacidn
=Pl = Py # bou” 4 B 5
N 1 2 3 i

e

es decir, probar la existencia de una serie formal

3
= + Z S
P{z) z P2 + P3z + i
; g du
= P(z) transforma la ecuacidn ke F(u)

tal gque la substitucidén u

c.:iz=].:"1.',l.
F.
1

su parte lineal —
Imponiendo otras condiciones a los valores propios de

sible demostrar, como puede verse en los teoremas de Poincaré y Siegel,
P(z) resulta convergente.

(lel, pag. 182), que la serie formal
Otro importante teorema al respecto aparece en el libro de Wasow,
({2]) en el

Asymptotic expansions for ordinary differential eguations,



ida

cual se aborda el problema de linealizar una ecuacidn con un punto singu-

lar, de la forma

s}
(B) x5 === £(x,u) ,

donde p es un enterc mayor o igual que dos y f(x,u) es holomorfa en
§ Xx B , siendo S un sector abiertc centrado en el origen de € y B

5 ; ; m
una becla abierta centrada en el origen de € .

Al considerar p > 2 , aparece de manera natural la necesidad de
s s n .
suponer que los coeficientes de u en el desarrcllo de f(x,u) en po -

tencias de u , admiten desarrollo asintdtice.

En general, para una funcidn a(x) definida en un sector S , de-

cimes que admite desarrollo asintdtico en potencias de x , si existe una

serie formal X a x° tal que
rzp <
. -n{ - r)
Von>0 lim x ta(x) - 2 ax | =0.
- x>0 =0 % J
x€ES

Ahora bien, si la funcidn £(x,u} satisface ciertas hipdtesis,
([ 2], Pa&g. 210), se demuestra gue existe una transformacidn P(x,z) holo-

morfa, que reduce la ecuacidn
z
X — = f(x,u) a X 3% " A(x)ez .

La prueba de este teorema estid dividida en dos partes, en una pri-

mera etapa se construye una serie formal

2 3
Pi{x,z) = z + P2(x}z + P3(x)z + saa



iv

que linealiza formalmente a la ecuacidn (E,) , y en la segunda parte se

-

prueba que P(x,z) es convergente.

Cabe sefialar gque, entre las numerosas investigaciones acerca del
problema de linealizacidn de la ecuacién (E3) , como por ejemplo las de
Malmguist, (1943, 1944), y de Iwano, (1959), el teorema recién citado es
conseguido imponiendo condiciones m8s bien restrictivas a la funcidn

f(x,u) .

También es posible formular el problema de linealizacién para un

sistema de ecuaciones en derivadas parciales como el siguiente:

P du _
[X E‘X f(xa_Yru)
(8) {
q ou _
ty ay g(xlylu) r

donde p,g€ W U {0}, f y g toman valores en C. y son holomeorfas

=4

en 81(O,y1) X B1(O,y2) X B (0,g) , siendo Bm(o,e) una bola abierta cen-

In

; m - . sy
trada en el origen de € . De manera mas general, podemos considerar a

f y g holomorfas en 51 X 52 % Bm(G,E) , donde S, Y 8, son sectores

ablertos centrados en el origen de @ .

Supondremos que (S) es un sistema de Pfaff con singularidades,
que verifica la condicidn de completa integrabilidad, (o que es completa -

mente integrable), si se satisface:

i ~
yq.c_.g -?ig:xpia.;._ag-f

oy gu 3x  3u
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Resolver este problema en toda su generalidad, es decir con P ¥
; , , _ . m

q enteros no negativos arbitrarios, f y g a valores en y holo -
morfas en un polidisco o en S, x 52 x Bm{O,e) r resulta ser bastante com
1 i

plicado, por lo cual, en este trabajo nos hemos limitade a considerar el
sistema (S) con p=1, g >0; f y g avaloresen € vy holomor-

o . \ 3 v

fas en un polidisco centradc en el origen de & . En este caso, y baséan-

donos en la demostracidn que aparece en Wasow para linealizar la ecuacidn

(53} + se ha logrado establecer resultados que permiten linealizar formal=~

mente un sistema del tipo (8) .

En el Capitulo I se dan algunos resultados bi3sicos destinados a fa-

cilitar la lectura de los Capitulos posteriores.

En el Capitulo II se generaliza un resultadc de Gérard gue afirma

lo siguiente:

Si una serie formal u= Z um{y)xm , con um(y) helomorfa en
m>0
ly| <a vy uO(O) = 0 , es solucidn formal de la ecuacidn x §§-= fix,y,u)

- - . . 2 m
donde f es holomorfa en una vecindad del origen de € x @ entonces
- r

u converge para X € y suficientemente peguefios ([ 1], Pag. 243).

Cuandec £ es holomorfa en una vecindad del origen de Eé x T , to-
ma valores en € vy estd definida por f(x,y,u) = a(x,y) + a(x,y) , se ha
establecido un lema en el cual se afirma gque la serie formal u es conver
gente en todo el conjunto donde son holomorfas las funciones a(x,y) ¥y

alx,y) .

Enseguida, y dentro del Capitulo II , este lema es usado para esta

blecer dos teoremas sobre existencia de soluciones holomorfas para sistemas



de Pfaff lineales no homogéneos con singularidades.

El Capitulo III contiene la construccidn de los coeficientes
¢n(x,y) , holomorfos en una misma vecindad del origen, que seran usados

para definir una serie formal

2 3
P(x,y,2) = z + ¢2(x,y)z + ¢3(x,y)z + oeen

la cual permitird linealizar el sistema (S) .

Estos cceficientes ¢n(x,y) se obtienen, gracias a los teoremas
del Capitulo II, como sclucicnes de ciertos sistemas lineales no homogénecs
gue denotamos por (*)n . Sin embargo, para usar estos teoremas, es necesa-
ric probar gue los sistemas (*)n satisfacen la condicidn de completa in-
tegrabilidad y es justamente este punto el gue ocupa la mavor parte del Ca

pitulo.

Cabe hacer notar que, cuando las funciones £ y g toman valores
m s 3
en € , con m > 2 , se torna muy dificil y engorroso probar gque los sis-

temas (*) son completamente integrables.

n
En el Capitulc IV, se establecen los resultados finales gque asegu-
ran la linealizacidn formal del sistema (8) en los casocs p =g =1 ;

p=1,9>2;p=1,qg=0.

Finalmente, en el Capitulo V se di alguncs ejemplos gue hacen razo-
nable conjeturar la convergencia de la serie formal P(x,y,z} Yy se plan -

tean los problemas que constituyen la continuacidn natural de este trabajo.



C : Nameros
R, Nimeros
@ ., ¢ Nimeros
NO : Nimeros

Mn(m) : Matrices cuadradas de orden n , con coeficientes complejos.
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NOTACIOCNES

complejos.

reales no positivos.

racionales no pesitivos.

naturales unién {0} .

Dade m € N , denotaremocs por Bm(O,e) al conjunto

xed/lxl <e} .



CAPITULOC I

ALGUNOS RESULTADOS BASICCS

En este Capitulo, enunciaremos algunos resultados gue son indispen

sables para la comprensidn de los Capitulos siguientes.

1. Convergencia de soluciones formales.

Dada la ecuacidn del tipo:

(0) b4 EE = a(x)u + b(x) ,
dx

; n .
donde a : EQ(O,y) 4’Mr1¢) Yy b : 51(01Y) ol son funciones holomeorfas,
3

: . m cw
decimos qgue la serie formal X ¢Hx = ¢ (x) es solucidn formal de la
13

m>0

ecuacidn (0), si al reemplazar u por ¢(x) y las funciones a(x) y
b{x) por sus desarrclles en serie de potencias en torno al origen, se
obtiene una igualdad entre series formales.

Enseguida, enunciaremos un teorema bien conccide, cuya demostracion

puede verse en Wasow ([2]).



TEOREMA 1.1. Sean a(x) y b(x) funciones holomorfas en B, (0,Y) donde

a(x) toma valores en Mn(m) y b(x) en c” .

m

si ¢(x) = T ¢ x
m>0 m

n . i
G ¢m € ¢ , es solucidén formal de la ecuacidn

(0), entonces la serie formal ¢(x) converge para |x| <y .

OBSERVACION. En este trabajo recurriremos al teorema anterior sdlo en el

casc n = 1 .

2. Reordenacidn de series en dos variables.

A continuacidn, se enunciarz un resultado cuya demostracidn puede
deducirse facilmente de los teoremas de reordenacidn de series que apare-

cen en el Capitulo "Series y productos infinitos" en ([6]).

m n ; g ..
PROPOSICION 2.1. Sea z a Xy una serie de potencias cuyo dominio
m+n>0 !
de convergencia es ]O,T1[ X ]O,Yz[ . Sea {gi} , 1€ Iﬂ) una sucesién

de funciones con las siguientes propiedades:

i s W% - N X i i
(1) gl & NO ho NO inyectiva

(ii) gi(No x 1«:0] ﬂgj[mo x :NO) =¢ para i #3

(1ii) U g (N xN J=N xn_ .

lEN 1 o o} o] [a]

o
Entonces:
(a) Escribiendo gi(m,n) = (mi,ni) ;, tendremos gque
m, 0,
z a L XY := Si(x,y) es convergente en le < Y1 F
m, 0, 177



rin 3 m n =
(b) Escribiendo S(x,y) = 2 a _xvy , tendremos
m,n
m+n>0
Y 11 (]
s(x,y) = Z s.(x,y) para |x| <v, , |y| <y
£ 1 1 2
1€ho

OBSERVACION. La Proposicidn 2.1 también es vAlida para una serie en més

de dos variables.

Como consecuencia inmediata, se tienen los Corolarios:

m,n ' =4 !

n
COROLARIO 2.2. Sea a(x,y) =Za xy holomorfa en |x| <y

lyk < Yy - Entonces podemos expresar af(x,y) del siguiente modo:

n
a Y

= I. it o a = a
a({x,y] am{y)x , donde am(y) -

z
m>0 n>0

siendo am(y) holomorfa en ]y‘ %y -
COROLARIO 2.3. Sea f(x,y,u) bholomorfa en B (0, ) * B (0,Y,) X B, LE] =

Entonces f admite un desarrcllo en serie de potencias de la siguiente

forma

z n
f(x,y,u) = Z a (x,y)u
nzO

donde los coeficientes an{x,y) son holomorfos en 51(O,Y1} x B1(O,Y2) .

3, Una propiedad de las funciones holomorfas en dos variables.

La siguiente propiedad de las funciones holomofas, serd utilizada

en el Capitulo II.

PROPOSICION 3.1. Si v(x,y) es holomorfa en Bl(o,y1) bl Bg(o’yz) y

1v(x,y)! < Mlxl Vv (x,y) € B1(0,Y1) % Bi{O,Yz} , entonces



1
vix,y) = xN+ B(x,y) , donde B(x,y) es holomorfa en BE(O,Y1) X B1(O,Y2}.

. ’ Ay m n .
Demostracibn: Sea v(x,y) = ra vm nx y . Reordenandc, podemos escri -
m+n>0 '
bir
m n m n
vi{x,y) = z VoY + Z V.o XY =
omN mN+1
n>0 n>0
n n N I m n
= Z v XY ot =z v, XY + v.. + Z vy ¥ y o+ Z v XY
n>0 °’ n>0 n>0 m>N+1
n 0

n

a.(y) = Z L. i i = 0,1 ey N

1 n>0 1,0

Yy

o m-N n

B(x,y) = # m nX L

m>N+1 !
n>0

las cuales son holomerfas en 51(0,Y2) ¥ Bi(O'YE) X B1(O,Y2) respecti-

vamente, en virtud de la Proposicidn 2.1.

Escribamos

N N
vix,y) = Ao(y) + xA1(y) ¥ owwe FX AN(y) + x B(x,y)
G i . N
y dividiendo por x para x # 0 , resulta
B(y) + %A (¥) 4 ... + XB_(¥)
v(x,y) oY g e N ~
N N + B(x,y)

X X



w

o bien

. N+1 -
Teniendo en cuenta gue Iv(x,y)i f_M]x[ , entonces, la funcidén
A~ v A i
Bix,y) - —iéézL es acotada en 0O < Exi < Y1 ’ iyi < Yz .
X

ahora bien, si AO(y) # 0 para algln y € 81{O,Y2) , entonces

N
Aoiy) + xA1 (v) + ... + x AN{y)

lim N = 2|y
> O X
3 - = = vix,y)
lo cual esti en contradiccidn con el hecho de que B(x,y) - =t es
X
acotada. Luego, Ac(y) = 0 vy en consecuencia
A _(y) + %A (y) + + ()
1 \Y oY ces Ny _ gfx a9 - vI(x,¥)
N-1 g N
b'e x
Si A1(y) # 0 , para algin vy € B1(O,Y2) , entonces
r ) . N-1 r
A_(y) +x2A_(y) + ... +x A {y)
3 1 2 N
lim N=1 = =,
x>0 X
obteni&ndose nuevamente una contradiccidn, por lo tanto A1(y) = 0

Continuandc de este modo, concluimos gue

con lo cual



N N> N oy )
vix,y) = x AN(x,y) + % By = X% (Pw{x,y) + B(x,y))

Asi, tomandoc B(x,y) = AN(x,y} + B{x,y) , tenemos
N
vix,y) = x B{x,y) .

donde B(x,y) es holomorfa en E1(O,Y1) X B?(O,Y2)

= Lo



CAPITULOPO II

EXISTENCIZ GLOBAL DE SCOLUCIONES

PARZ UN SISTEMA DE PFAFF LINEAL CON SINGULARIDADES

1. Definicidén de un sistema de Pfaff completamente integrable.

DEFINICION. Sean f(x,v,u) vy gf(x,y,u) holomorfas en

BT(OrY1) X B1(O,y2) x Bm(O,g) , ¥ sean p,g enteros no negativos.

Diremos gue el sistema

P du _
X7 = f(x,y,u)
(1) 3
ou
Yq ;X = g(xry’u) .

satisface la condicién de completa integrabilidad o que es completamente

integrable, si se verifica la siguiente igualdad:



3f 3f 8g
(C.I.) yq %5 (x,y,u) + %G-{x,y,u)g(x,y,u) = x* %i—(x,y,u) +

o
+ 22 (x,y,0) *f(x,y,0) ,
du

bd e o,
v (x,y,u) BI(G'Y1) X 51(0,72) = Bm(O.t)

OBSERVACION. El sistema (1) se llama "sistema de Pfaff", porque estd defi

nido por medic de la forma de Pfaff

w = Llxeyew) oo glx,y,0) S

XP yq
A través de este trabajo, siempre supondremos que f(x,y.,u) ¥

g(x,y,u) toman valoresen € ,que x€C, y€C y u€rt.

Lhora escribiremos la condicién (C.I.), como una igualdad entre

dos series en potencias de u , con coeficientes que dependen de x e V¥

Sea pues
n - n
f(x,y,u) = £ a (x,¥)u v gix,y,u) = Z b_(x,yJu ,
n n
n>0 n>0
entonces
£ n-1 o
0 (x,y,u)*g(x,y,u) = Z na (%,y)u '« ¥ b (x,y)u =
ou . n o
n>1 n>0

= Do(x,y)a1ax,y, + n§1 [ (n + 1}bo(x,y}an+?(x,y) +

wal=l

+ kak(x,y)bn+?_k(x;y)}un :

k=1



y por lo tanto

da
q gﬁ. EE, ¢ . . °“o .
Y 5y (x,y,u) + ~a (x,v,u)g{x,y,u) Y' 5y (x,y) + bo(x,y}aT(x,y}
C'Ban
+ X gy = (oy) 4 (n+ Db (xy)a L Goy) 4
nil =
n }n
2
+ ka, (x, 90k, o (x,9) ju .

Teniendo en cuenta la simetria de los dos miembros en (C.I.), es

inmediate que:

ab
29 0 o
xF 5;-(x,y.u) + g%—(x,y,u)f{x,y,u} = xP T (x,y) + ao(xry)bT(xfy)
P Bbp
v L 5
+ X X = (x,v) + (n + 1)a0(x,y}bn+1(x,3} +
n>1
= I
+ i
k§1 kbk(x,y)an+1_k{x.y} u

)

y al comparar los coeficientes de u en (C.I.), obtenemos:

g da x Sbo
v 757 (x,y) + bo{x,y}a1(x,y) =x = (x,y) + ao(x,y)b1(x,y)
Y

ga n

vy —2 (x,y) + (n + Db _(x,y)a_,. (x,v) + T ka (x,¥)b (%,y)
oy ! o ' T+ =t ¥ i T S

ob n

P n

= x 7;:—(x,y) + (n + 1)ao(x,y)bn+1(xry) + kzl kbk(x,y)an+1_k(x,y}
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para todo n > 1 y |x| < o ly| < Y, -

En el caso f(x,y,0) = g(x,y,0) = 0 , es decir, cuando ao(x,y) =

= bo(x,y) = 0 , las igualdades anteriocres se reducen a:

5 Ban n an
_n > ;
(2) Y ay Gk o+ kak(x,})bn+1_k(x,y) ox

k=1

]
.

n
z
+ kbk(x,y)an+

L (xey)
k=1 5

1

validas para §x1 <y [yl < Y, Y para todo n > 1

1 r

Destacamos la igualdad (2) pues serd usada en el Capitulo III.

Con respecto a los supuestos hechos para £ y g , esto es, que
toman valores en € Yy eventualmente f(x,y,0) = g(x,y,0) = 0 , nos refe-

riremos mis adelante.

2. Convergencia de soluciones formales para una ecuacidén del tipo

oz
0F = a{x,y)z + alx,y) .

%

en ([1]) (Lema 1.1, Pag. 243), se demuestra un lema, gque bajo con-
diciones muy generales, garantiza la convergencia local de solucicnes for

males para una ecuacidn del tipo siguiente:
oz
b4 -§£= f(x,y,z) .

En nuestroc trabajo, necesitamos demostrar la convergencia global

de soluciones formales para una ecuacidn de la forma
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(3) X = a(x,y)z + a{x,y) .

Q2|
wN

por lo tanto, el lema anteriormente mencionado, no es directamente aplica
ble a nuestroes fines, sin embargo, la idea de la demostracidn contiene
la informacidn necesaria para que en el caso de la ecuacidn lineal (3),

podamos demostrar la convergencia global.

Antes de enunciar el resultado sobre convergencia global, recorde-

mos gque una serie formal en dos variables,

E ) m n
¢m,nx Yo

¢(x,y) =

m+nzp

es solucidén formal de la ecuacidén (3), si al reemplazar z por ¢(x,y) ,
donde previamente hemos expresado a (x,y) Y Qfx,y) como serie de po -

tencias en x,y centradas en (0,0) , se obtiene una igualdad entre se-

ries formales.

IEMZ 2.1. Consideremos la ecuacidn escalar

(3) X = a(x,y)z + ai{x,y) .

Q2|
XN

donde a{x,y) vy oix,y) son holomorfas en Bq(O'Y1) % Bﬁ{O’Y2} con va-
lores en € . Sea ¢(x,y) una solucidén formal de (3), la cual reordena -

mos del siguiente modo:

¢'(X,y) = E q;rn(y)xm ’

n>0

donde

¢ (¥) = z ¢ v o, con ¢ _€C.
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Supongamcos que ¢_(y) es holomorfa en B_(0,Yy.,) . Entonces, (x,v) es
m 1 2

hclomorfa en Bl(O,Y1) X BW(O'YE)

Demostracidn:

N
m
Paso 1: Sea ¢N(x,y) = X ¢m(y)x , Para un ciertoc N por precisar.
m=0

Si hacemos el cambio de variable z = ¢N(x,y} + v en la ecuacidn

(3) , obtenemos

3¢,

av s N
X oy = alx,y)v + alx,y)g (x,y) - x - (x,v) + alx,y)

Sea gN(x,y) la funcidn holomorfa en 1x|~< Y1 i |y§< Y, defi-
nida por

by

g, (¥l = ab,y)o (x,y) - x == (x,y) + alx,y) ,

o

entonces, Como

¢(x,y) = Z cbm(y)xm
m>0

es solucidén formal de (3), la serie

Ay

Mx,yy = 2 ¢ _(y)x ,
mzN+T

es solucidn formal de la ecuacidn

v _ , )
(4) X % a(x,y}v + gN(x.y,
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Pasc 2:; Demostremos que existe wN(x,Y} holomorfa en [x| < Y1 '

]yl<y2 tal que

N
(5) g (,¥) = % +1wN(x,y)

En efecto, como

sy = T 0 a =g ey + T g
m>0 N+

es solucidn formal de la ecuacidén (3), se tiene

09 )
%% e o m_
% w= fxyd = %o ) * %5 L Putwxr| =
m>N+1 J
a(x y){¢ (x,y) + T ¢ (y) m| + o(x,y)
= ’ P X X, ’
8 m>N+1 m J
de donde,

8¢N
a(x,y)o,. (x,¥y) +oalx,y) - x == (x,y) =
N 9x

= a(x,y) z ¢m(y)xm - X% g%- z ¢m(y)xm% ,

m>N+1 Lm3§+1 }
es decir,
¢ : m m
gN(x.y) =alx,y) Z ¢ (yx - I m (¥ix .
m>N+1 m>N+1

; N+1
Por lo tanto, factorizando por X , tenemos:

5 @m(y)xm—m-1 T m (Y)xm-n-1\ ,
m>N+1 mN+T )

N+1
gy (Xry) = X a(x,y)
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donde la expresidn entre paréntesis, obviamente es holomorfa en

lx[ <Xy v IYI $Yy Designando a esta expresién por wN(x,y) , obtene-

mos (5).

Paso 3: Precisemos el tamano de N . Sean T T tales que 0 <r_ <Yy

2 1 T

0 < r, < Y, ¥ escojamos N de manera gue

alx,y)i .

1 -
N+ 1 Y vy N > Max[ao(y)I

para todo (x,y) € {lx] < r1} X {1y} < rz} , donde ao(y) es el término

libre de x en el desarrollo de a(x,y) en potencias de x . (Desarro -

llo de a(x,y) en potencias de x : Z a (y)xm) . Sea ademias
mzp m
B = Méx{ij(x,y)l : x| < r.o lv| f_rz} y denotemos por A al conjun-
7 < .
to {lx| < r1} x {|y r2}
2K
Paso 4: Probaremos que, dada una constante M z—N rael si Y(x,y) es

una funcidn holomorfa en A , que satisface la relacidn
N+1
vy | <mlx[7 vV (x,y) €2,

entonces, la funcidn definida por

y x
Ylx,y) = J &(E,y) & ,
0
donde
1
[[a(x,y>¢(x,y) + gN(Xfy)]';- para x # 0
o(x,y) =

0 para x =0 ,
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es holomorfa en A y verifica

|N+‘1
{

iw(x,y)i j,Mlx , vV (x,y) €& .

~

1°) Demostremos gue  es holomorfa en A .

Sea VY(x,y) holomorfa en A , tal que

N+1
&w(x,y)g j‘M{xl : vV o(x,vy) A .

Por Proposicién 3.1. (Capitulo I), podemos asegurar gue existe o{x,y)

holomorfa en A , tal que

N+1
Pix,y) = x  px,sy) .

- N+1 .
Ademas, como qN(x,y) = x mN(x,y) , Siendo wﬂ(x,y) holomcrfa en
N 4 N
x| < Ty ly| < Y, » en particular holemorfa en A , tenemos que, para
x # 0
R _ - S
¢(x,y) = [ax,MVix,y) + g xyhier=
N+1 N+1
= lalx,y)ix pix,y) +x w_(x,y)] LI
N 5
=x |a(x,y)p(x,y) + wN(x,y}} .
Lhora bien, la funcidn
N
x [a(x,y)p(x,y) + wN(x,y)] y
es obviamente holomorfa en 2 y toma el valor 0 para x = 0 , (pues
N >1) , o sea es igual a &(x,y) en A , por lo tanto, ®(x,y} es ho-

lomorfa en A y en consecuencia
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_~ X
V(x,y) = $(£,y)dE , también lo es.

0

~

2°) Demostremos que VY catisface la desigualdad

~ e
ﬂw(x,y)l j_MixlN+ v (x,y) €& .

supongamos x 7 0 entonces para (x,y) € & tenemos

- e X "
Wi,y | = lj ¢ (€, 88| = l[ [a(E,VVE, + g €] %\ <
0 0 ’
[ e nvEy + o Em| S L
_}‘ vy 'Y N &Y E] =
Q
X ldrl
<| (la@mvEn]| + IgN<e;.y)]] L':T
. .

Baciendo uso de las desigualdades EX2 5_% (N + 1) ,

ey | <MEel™ v lagEm | <x |g™" . para €y) €A, se obtiene

X 1 ar
'{ Uatiry}i'(iry)'l'*|9N(€fy)]) ‘L%J' <
0

* (1 N
<[ 3w o g ieMlasl -

[ e = (Lo LT
_Lz(N+1)M+KNJ lelMaz| = |3 @+ DMK T T
0

K
1 N N+1
- [E'M TN+ 1]|x| !
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ZKN
y comc M > ——— , entonces
- N + 1
o i N+1 . ;
U,y | < M|x| ; vV (x,y) €& .
OBSERVACION. Para x = 0 , la desigualdad es trivialmente satisfecha.

Paso 5: Construiremos una sucesidn de funciones hclomerfas en A , gue

convergen uniformemente a una solucidn de la siguiente ecuacidn integral:

X

Er > r \ 1 dg,
(6) ulx,y) = | la@y)uE,y) + g &) 7 .
0
Sea {vn}r la sucesidn definida en A por:
i
rx
\ = r = ‘ 0] T
(7) v,oE0 Vo (0¥ ] @n(t,,y)di ’
0
donde
faxv)v_(x,v) + g _(x,v)] L si x # 0
\ n, o N X
@n{X:Yf - ‘.
I
! 0 si x =0 .

Obviamente v (x,y) es holomorfa en 2 vy verifica
o

| N+1
lv_(x,y)| < M|x] ¥ (x,y) €2,

por lo tanto, si escogemos M'z,ﬁ_I"ﬁ" del paso 4 sabemos que V,_(X,Y)

es holomorfa en 2 vy satisface

N+1

Lvi(x,y)i E_Mix! vV (x,y) €A
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Por induccidn, es claro que par

M)
[¢]
o
el
jui]

holomorfa en A vy verifica

' N+1

(8) v (x,y)| < M|x] vV (x,y) €A .

Probemcs que la sucesidn v converge uniformemente en A
Il
n tiende a infinito, hacia una funcién v gue es solucidn de la

(&) .

Para x # 0 , tenemos las siguientes desigualdades:

= p.4
_ . &, i
v}(x,y) - vo(x,y)l = l( gN(\,,y; —{1 _f[ Ky gl |ag| =
"0 0
K
N NET 1 N4
Wi 1x5 f.E'M.XE , ¥ o(x,v)
be
i . (% ag
v, (%) = v (x,¥) | = 11 a(E,y) (v (E,y) - v (E,¥)) 7 =
o
[x .
=1 e b oot (M N+
5} 5@«1;5mg;@4—zMw| r ¥ O(x,y)
0
x
Por induccidn, es fécil probar gue para todc n > 1
; 1 | N+1
- : g -
v, Geoy) = v (90 £ e B i vV (x,y) € A X 7
A
y como v (0,y) = 0 , esta @iltima desigualdad es vélida para todo
m

(x,y) € A .

n€ N , la funcibn vr(x,y} es
[ 1

cuando

ecuacidn

0]
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Escribamos ahora

v (x,¥) = (v doeny) = v logl) ¥ wee F (v_(x,¥) - Vo (X))
Como
1 [N+ 1 N+1
x,9) - v_ . Gon | < —=Mlx|T < —Mr ) €
L ¥) g y}] = Mix| b Sy M i » v o(x,y) A
2 2
1 N+1
y E—EMH = Mp, <%,
s»1 2

el criterio de Weiertrass implica la convergencia uniforme de v
n

r Cuan-—

dc n tiende a infinito, hacia una funcidén v holomorfa schre A

Paso 6: Demostraremos que v es solucidn de la ecuacién (6).

Como

Xi ' ¥ (x,y) €a,

y v_ converge uniformemente a v

I

, cuandeo n tiende a infinito, en el

conjuntoc A , entonces

)  N+1
() |vix,v) | < M|x| vV (x,y) € A .
'fX
asi, la funcidn | @V(g,y)dg , donde
i
0
1 ’
[[a(x.y)v(x,y) + g (x] si x#0
X
|
¢ (x,y) = 9
¥ f
E 8] si x =20,

resulta ser holomorfa en A .
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Ahora bien, como

X
Vn+1 (x,y) = J Qn(gry)d‘; r
0

necesitamos probar la siguiente convergencia puntual: Para cada (x,y) € A

b4 X
J ¢ (E,y)af +J ¢ (E.y)aE cuandc n = °©

En el caso x = 0 , la convergencia anterior es obvia. Supongamos

entonces x ¥ 0 y prcbemes gue

* af * at
I [a@y)v (Ey) + g (E,v)] E—-*J [aEy)viE,y) + gN(i.y)] T
0] 0
cuando n -+ % , o equivalentemente,
X at
J atg, »lvie,y) - Vn(E,Y)] ??-* 0 cuande n > ©°
" >
Para demostrar esto, notemos gque, en virtud de (8), (92) y Proposi-

cidén 3.1 (Capitulo I), tenemos:
= 5 N+1
v(‘;ry) = Vn(é;y) = E, Un(gfy) .
donde un(E,y) es holomorfa en 2 vy probemos gue
N ~
X un(x,y) := un(x,y) =0 cuando n =

uniformemente en & . En efecto, de (8) y (9) se tiene

|N+1

|vix,y) - vn(x,y}l < 2M|x vV (x,¥) €&,

¥ como



N 3
X un(x,y, 5

obtenemos:

1 N | :IN

Sea € > 0 arbkbitraric. Si

1
&}
‘ix} < -t—'-"g
i F | L]
ZM}
se tiene
[V Y N E _
|x u_(x,y)| < 2M|x| < 2M oM - €
valida para tode n € Ky todo
A
e N
E} ) I8 |
e x| < |& b x Ayl <z},
(x,¥) \le (_QM} 3 11Yi rz'r
Sea n tal que
& 1
N
n>n_ = |vix,y) - v {x,v)]| < E(“'E‘j V (x,y) €A .
- o ' n ' {2Nj

En particular, esta (ltima desigualdad es v&lida para todo

i
= Jle Y } 7 3
— i X1 < S
o € {\gy = Ixl <xpx vl <,

asi, en este conjunto, se tiene:

1
r N
! _ .161
N ; v, y) - v (x| € %{2945
B un(xIY)j = fxl & ] =g ,
(e N
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para todoc n z_no . Luego, podemos asegurar dque:

% . _ N
n>n_ = Iun(x,y)g = |xu_tx,y)| <e vV (x,y) €&,

e}

o sea,
u 0 cuando n & =,

uniformemente en A .
Con esto en cuenta, escribamos

® a

X I~
alf,y) (viE,y) - vq(i,y)) = J a(E.y)un(E.y)di :

Y

[
= =

0 0]

y acotemos. Resulta:

[* ~ (% =
= 3 ! ! (F T
j a(g;y)un(5ry}05,§ __<_J |a(EJYJ',un\g;w||dt_ﬁ &
0] ]
1 [* »
<z W+ | sun(g,m;dg[ .

Tomemos ahora € > 0 y sea mo tal gue:

= t 2e

Ll 7
(N+1)I1 ’ V (XiE) EA.

Lowen [ m@wllal <fosn —= B
|t NS 2 YW+ D |
0 0
i 2e £ [ €
— = e— L — X =
2 (N + 1) (N + 3)1?? \XI l‘_i X r‘; "1 £



y por lo tanto,

(%
y all,y) (viE,y) - v (E,¥)) | <e . Yoan>m
o
Es decir, hemos demostrado la siguiente convergencia puntual: Para cada
{x,y) € A
cuando u * ©*° ,

|
4
(&)

X
( a(E,y) (v(E,y) - vn(Exy))

|
J

0
que era lo gque debiamos probar.
Resumiendo, podemos decir gque: Dado cualguier (x,y) € A , se tie-
ne
[x rx
o o | =
,} ’i‘n{g,y)ag = j Uﬁv(g,y)di ; cuando n — °° .
0 0
zhora bien, haciendo tender n a infinito en la relacidn (7), ocb-
tenemos
(%
(10) vix,y) = j] ¢ (E,y)aE Y (x,y) €A,
\_f
0
ic cual nos dice gque v(x,y) es solucidn de la ecuacidn (6), va gue cuan
do x # 0,
cam 1
o (8,y) = lal&viE,y) + g &= VEFO,

en cuyo caso la igualdad (10) toma la forma (6).

(Observacidn: Notemos que en la ecuacidn (&) el integrado no estd defini-

sin embargc esto se supera al considerar (10)).

do para &£ = 0 ;
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Paso 7: Probaremos que Vv es solucidn de la ecuacidén (4).

Derivando con respecto a x en (10}, se obtiene:

x,y) = ¢ (x,v) V (x,y) €&
ox v

Luego, para x # 0 ,

v - ; RS
XY = [a(x,VIVix,y) + gN(x,y)] = 3

o bien
X o= (x,y) = a{x,y)vix,y) + qN{X,y}

Teniendo en cuenta (5) y (9), gqueda claro que esta Ultima igualdad

tambidn se satisface para x = 0 . O sea, hemos demostrado que V(X,Y)

s

es solucibn de (4).
Por otra parte, seglin se establecid en (9), v(x,y) satisface

i | o N+1
[vix,y)| < Mx vV (x,y) €A .

Por lo tanto, en virtud de Proposicidn 3.1 (Capitulo I), podemos escribir

m "
vix,y) = Z vm(y)x , donde los vr{y) son heclomorfos para 1yl < r2
m>N+1 i il
Paso 8: A continuacidn probaremos gque vn(y} = ¢m(y) , para todo
—_ |

y € B1{D,r2) .

Como v(x,y) es solucibén de (4), tenemos:

av. - O s i
(11) X % (%,v) x . L

m>N+1



-

3

m|

= a(x,y) z vm{y)x J
miN +1

por otro lado, {ver Pasc 1),

gN{X.y) = ¢N(xfy}a(x,y)

v escribamos

N
n ;
¢ lx,y) = o (wx , alxy = I
N n
= niO
alx,y) = =« Ctp(y}xn .
an i
asi,
N [I m
) z || 2 ; : - md
gexey) = |2 ¢ima )]+ mo, () |x
m=0 1=0 /
s )
+  Z { Z ¢.(ya . (v| +a ¥
N+t Lli=0 * 077 J " o
con lo cual,
( m)
alx,v)}| Z vm(y}x 1 + gN(x,y) =
\m>N+1 J
m-N-1 1
— {
= z ai(y)vm_i{y) x o+ gy sy
m>N+1 i=0
N r¢ m 3
= ) ( | ' RN LI
Z [['E ¢i{y)am_i\y)J +o (y) - m
m=0 i=0

+ gN(X:}’) .

sabemcs gue

+ alx,y) - X =
(o}
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i{N ] FN ] I'm

5 | K < » { .

+ 2 || Z anv__.y|+|ZT ¢.(wa (1)} +0 (y)x .
m>N+] O e T PRt bt B

(o8]
<

r

(x,y) = X mvm(y)xm
mzN+1

[o%]
"

entonces, comparando coceficientes en la igualdad {i1), tenemos:

m=N-1 N
O p 7 p b () 7 } [
(12)  mv_(y) i:O a, (v . (y) + 2 Pylye, ) % o (¥) o

Ademids, como la serie formal

f m
Ax,y) = 2 0 (yix
m>N+1
es solucidn formal de (4), repitiendo el mismo ciZlculc que nos llevd a

establecer la relacidn (12), donde s6lo cambiamcs v _(y) por @m(y) ; Ol
I

tenemos:

Cuandc m =N + 1 , las igualdades (12) y (13) se transforman, res

pectivamente, en

(N + 1)V (y) = a (y)

Y v (v} + ... +
N+1 e} N+1

(y) + ¢, (¥ag,,

+ ¢N{y)a1€y) + O

N+1(y) ’



(N + 1)0 (y) =

a (y)¢
N+1 a

N+1

+ ¢N(y)a1(y) + 0

(y) + ¢D(y)a

N+1
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(y) + ... +

net ) s

las cuales pueden ser escritas del siguiente modo,

Recordemos ahorz gue N fue escogidc de manera gue N > Méx]ao(y)l

+ .

(N + 1 - ao(y))vN+1(y) = ¢O(yJaN+1(y)
y

(N + 1 - ao(y))¢N+1(y) = ¢O(y)am+1(y) +
para iy = r, Y por lo tanto, ao(y) FN + 1
Luego,

¢D(y)a

PR L

L4 ¢N{y)a1(y) + QO

— ¢N(y}a1{y) + QN+7(Y)

wes O ¢N{y)a1(y) + ﬂN+1(y}

para todo y € B(O,r2) .

N1 )

Vet (Y = N+1-a(y)

€
Yy B1(O,r2) 5

N+1

Si escribimos (12) y (13) para m =N + 2 , obtenemos, respectiva-

mente:
& ;
o - a1(y)vN+1(y) * wo\y)aN+2(y} + e+ ¢N(y)a2(y) + aN+2(y)

VN+2 ¥y N + 2 - ao(Y)

b
al(y)¢N+1(y) + ¢O(y)aN+2(y) + e+ ¢N{y)a2(y) + ¢N+2(y) i
¢N+2(y) -

pero como VN+1(Y) = ¢N+1(y) , entonces, Vites

(y) = ¢

+ 2 - )
N ao(y}

N2 ¥

VyE€E BT(O,IZ) . Continuando de esta manera, es claro que vm(y) = ¢m(y)

r
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para m > N+ 1 ypara todo y € B1(O,r2} .

Paso 9: La serie formal ¢(x,y) z ¢>m(y)xm , define una funcidn holomor

miQ
fa en A . Tenemos
m
o,y) = T g (X = o x,y) 4+ T ¢ (y)x
m>0 m>N+1

¢m(y) = vm(yJ
para m > N + 1 , por lo tanto

ox,¥) = ¢ lx,y) + T v (x" = o (%, ¥ + vix,y) .
m3N+1

Como ¢N(x,y) vy vi{x,y) son holomorfas en A , ¢(x,y) también

lo es.

Paso 10: La serie ¢{x,y) es holomorfa en B1(O,Y1} X B1(O,Y2)

Del pasc 2, sabemos gue ¢(x,y) es holomorfa en 2 , donde
A= {|x| < r1} x {ly| < r2} siendo r, y r, nfmeros arbitrarios que

satisfacen 0 <r, <Yy

1 g o < r, < y2 , por lo tanto ¢(x,y) es holomor-

fa en todo el conjunto B1(O,Y1) X B1{O,Y2) 5

Esto completa la demostracidn del Lema 2.1.

g.e.d.
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3. Un Teorema de existencia global de soluciones para un sistema de Pfaff

lineal no homogénec con singularidades.

Demostraremos ahora un Teorema que serd de gran importancia en el

desarrcllo de este trabajo.

TEOREMA 3.1. Sean

mn ] m n
al(x,y) = z a XY , bix,y) = Z bIr XY
m+n>0 g m+n>0 '
m n . mn
OL(X,Y) = z Otm le Y r S(X:y} = z ::I“ nx b4
m+n>0 ! m+n>0

funciones holomorfas en B1(O,y1} X BT(O’Y2) a valores en & , tales gue

el sistema

ifxg—i= a(x,y)z + alx,y) (14%)
(14) |
L %—; = b(x,y)z + B(x,y) Pl

-

es completamente integrable. Ademds supondremos que a(C,0) & 1%} o
b(0,0) & 1%) . Entonces, el sistema (14) admite una {nica solucidn ¢(x,y)

holomorfa en todo el conjunto BT(O,Y1) b B1(O,Y2} .

Demostracidn: Primerc demostraremcs que el sistema (14) admite una Gnica

- ‘ m n q
solucidn formal. En efecto, sea ¢(x,¥) = 2 ¢F nx Y una serie for -
T,
m+n>0

mal y supongamcs &(0,0) & No
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Reemplazando ¢(x%,y) en (14') y comparandc coeficientes, obtenemos:

15 md = z a, . + O ¥V (mn) €ENXN X N
(153 "m,n . ,j¢k,ﬂ m,n ' (n 2 o o'
i+k=m
j+L£=n
0 bien
{m - a )¢ = X a .0 + O
oo 'myn . 1,3 k, £ m,n
j+f=n
Como aoo # 0 , tomande {(m,n} = (0,0) en (15), se tiene
-1 . B
¢ = -a O , lo cual determina Unicamente a ¢ . En general, como
0o 00 00 fole}
a € N , dado cualguier- (m,n) € I%) * N, f{m,n) # (0,0) , el térmi-

o0 o]

no ¢ estard Qnicamente determinado en funcidn de los ¢ para
” n

0 <k <m, 0<&<n, (4 # (mn) .

De este modo, estd claro gue existe una {nica serie formal

(x,y) = £ ¢ xmyn , gque satisface la ecuacidn (14').
m,n 4
m+nzp !

En adelante, denotaremos por ¢({x,y} a la serie formal

; ; m n - i ; =
z @m XY donde los coeficientes @H " han sidoc determinados a par-
i L
m+n>0 ! !

tir de la relacidn (15}).
(Observacidn: Si suponemos ©k{(0,0) & 1%] , Obtenemos una Unica serie for-

mal que satisface (14")).

Ahora probaremos gue ¢ (x,y) también es sclucidn formal de (14"} .
Para esto, usamos la completa integrabilidad del sistema (14), gque de

acuerdc a la relacidn (C.I.), se expresa del siguiente modo:

",

3"2 (a(x,y)z + o(x,y)) (b(x,y)z + a(x,y)) =

(16) y ;; {a(x,v)z + o(x,y)) +
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3 i .
= x o= (bl,y)z + Blx,y)) + ;"5 (bix,y)z + B(x,y)) (alx,y)z + alx,y))

vV (x,v,2) € 51(0’Y1) X E2(O,Y2) X

Afirmamcs gque si reemplazamos 2z por una serie formal cualquiera

mn - , ,
z zIP nx y en la relacidn (16), la igualdad entre las expresiones,
m+n>0

ahora formales, subsistiri.

En efecto, desarrollando los paréntesis en {16) y cancelando térmi-

£

nos semejantes, se tiene:

-

Ja . oo -
(17) y 5;-{x,y;*z + Yy By (x,y) + a(x,y)B(x,y) =
= X ;“ix.y)'z + oz :E (x,v) + bix,y)ax,y) .
ox 9x ! v '
Usando esta Qltima igualdad para z, = ¢ , concluimos gque
s 5 : 38 .
¥ g;wxfy) T a{x,y)b{x,y) = X S;'(xry} + bix,y)a(x,y)

por lo tanto, a partir de (17), se deduce,

CLA  (x,y)
= X = W X,Y
Y oy - oX £3
< I n .
en cuyo casc es claro gue al reemplazar 2z por P z XYy en (17),

m+n>0

gue es equivalente a (16}, se obtiene una igualdad entre series formales.

Probemos que ¢(x,y) es solucidn formal de (14"), demostrando que
od
y gg'{x,y) - b(x,y)¢(x,y) - Bx,y) := ulx,y)

. oz :
es solucibn formal de x — = a(x,y}z . Perc si esto ocurre, entonces, ne-

ox

cesariamente uf{x,y) = 0 . (Para ver este, tomar am - = 0 en (15) y recor
LF -

dar gque a(0,0) & RO) ;

r
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De las igualdades
J

y 59-(x,y) = £ n¢ xy , x gi‘(x,y} = X md xmyn
y m+n>0 % m+n>0

se obtiene

[ 3¢ 8 8¢ )
= ty 5y (x.y)} =y ao—y [x aﬁx x,y) |
y como ¢(x,y) es solucién formal de (14'), tenemos:

A
X —=

= x,y) = alx,y)¢(x,y) + a(x,y)

Qa2

Luego

-a-— ai = i—[ a—@- b4 = é_ o] =
X = [y By (x,y)} y Lx v (x,x)} y 3y (a(x, )¢ (x,y) +alx,y)) =

(18)

I

da . o | - 3
y[ay (x,y) *¢ (x,y) + 3y (x,y}J +yra(x,y) Sy (x,y)

Teniendo en cuenta que en (16) podemos reemplazar 2z por una serie

formal cualquiera, en particular por ¢(x,y) , tendremos

aa e a—a 7 ( . + £ =
Y[ay (x,y) ¢ (x,y) + o (x,y)] + a(x,y) (b(x,y)d(x,y) + B(x,y))

= x[:;-::— (x,¥)* ¢ (x,y) + -g% (x,y}} + b(x,y) (a(x,y)¢ (x,y) + a(x,y)) ,

de donde

.82 9a 5 3¢ -
y[ay x,¥)¢(x,y) + 3y (x,y)J +yralx,y) 3y (x,y)



Y[?E (x,y)*0(x,y) + :3—3— (x,y)} + al(x,y)(b(x,v)¢(x,y) + B(x,y)) +

I

ay

- a(x,y) (b(x,y)¢(x,y) + B(x,y)) +yra(x,y) -g—i (x,y) =

= §l—°( )+ ( )+a_£_<( )1+b( Yo (x,y) + ol +
= x|=— (%, %, ¥ % x,yJ x,y) (a(x,y)¢(x,y a(x,y))

3

- a(x,y) (bx,v)¢x,y) + B(x,¥))+ yra(x,y) 3y

(x,¥) =

. is.- 5 [ a_qJ \
(x,y)*0(x,y) + . (x,y)J + b(x,y) [x S (x,y)J +

Il

]
—
Q2|
% |5

- a(X'Y) (b(xry)‘P(XrY} + B(X,Y))""y'a(xpy) g_i (X;y} =

~

N

¥

) 3¢ )
(x,y)J + bix,y) |x % (x,y)J +

T

W

(ob 98
xtax (XrY) ¢(X:Y) +a

+ a(x,y) [y 53% {(x,y) - b(x,v)d(x,y) - S(x,y)}

Con lo cual, de las igualdades expresadas en (18), podemos escribir:

3 {, 3 [ 38 1. [ 3¢ _
X o {y 3y (x,y)J X[ax x,v)¢ix,y) + x (x.y)J. b(x,y) Lx = (x,y)| =

= a(x,y) {y é% (x,¥) - b(x,y)¢(x,y) - E(x,y)} r

y como

3 ’ )
X [y 3 (x,¥y) - b(x,y)¢(x,y) - E—(x.y)J =

) 1 3b 1 30
= x == [y £t (x,y)) R x[a“{{ (x,¥)¢(x,y) + %{@ (x,y)} - b(x,y) {x £y (x,y)]
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tenemos que,

lok

3 [ 3¢ , . , i | = (, 3 -
X = L) 3 (x,y) - blx,y)d(x,y) - mx,y}J = a{x,y)!y - (x,¥)

Y

Q>

h

- bix,v)¢lx,y) - B(x,y)l '

)

: 3 .
es decir, vy §%—(x,y) - b(x,v)¢(x,y) - B(x,y) es solucidn formal de

gz . ad
X == = a(x,y)z . Por lo tanto, necesariamente y —

[oh)

(%x,y) - bix,y)¢(x,y) -

Q2
[

- ad .
- B(x,y) =0 , estc es ¥y g?'{xfy) = bi{x,y)d(x,y) + B(x,y) , lo cual prue-

ba que ¢(x,y) es solucidn formal de la ecuacidn (14")

Hemos demostrado asi, gque el sistema (14) admite una {inica solucidn

formal.

Para completar la demostracidn, debemos probar que ¢(x,y) conver-

ge en 81(O,Y1) X Bq(O’Yz)

Reordenemos ¢ (x,y} de la siguiente manera:

. .m . n
d(x,y) = Z ¢ (y)x , donde ¢_(y) = X ¢y ,
m m m,n
m>0 n>0
y escribamos
: m : . . m
b(x,y) = Z b (y)x , Bix,y) = Z B (y)x ,
m m
m>0 m>0

donde bm(y) y Bm(y) son holomorfas en B1(0,y2)

Como ¢(x,y) es solucidn formal de (14"), se tiene:
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o¢ d¢m m
¥ (x,¥) = T y—— (¥)x = b(x,y)d(x,y) + Bix,y) =
9y dy
mzp
= 3 Z b, (0,9 + B (1|
m>0 “i+4j=m

comparando coeficientes, resulta:

P
¥ ay b

)3 bi(y)¢j(y) + B () vm>o0.

i+j=m
Asi, para m =0 ,

d¢
o — 1]
y By (y) = bO(Y)CPO(Y) + 50()’) j

perc entonces, por Teorema 1.1 (Capitulec I), podemcs asegurar gue ¢O(y)

es holomorfa en B1(O.Y2)

Para m =1,

a¢
7 «-——-—l = t Q 5
Y ay {y) bO(y)@1(y) + lo1 <y)¢o(y) + F1(y) ;

peroc entonces, ¢1(y) es holomorfa en B1(0,72)

Continuando de esta manera, queda claro gque ¢m(y) es holomorfa

en BQ(O’Yz) ; para todo m > 0 .

Asi pues, tenemos una serie formal ¢(x,y) = z ¢m nxmyn , gque
m+n>0 !

al reordenarla en potencias de x del siguiente modo:
m
dlx,y) = 2 ¢ (¥)x
m>0

resultan coeficientes ¢m(y) holomorfos en B1(0,y2) . Ademis, como
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®(x,y) es sclucidn formal del sistema (14) y en particular de la ecuacidn
(14'), el Lema 2.1 nos asegura que ¢(x,y) es holomorfa en

B1(O.Y1) X B1(O,Y2) .

4., Un Teorema de existencia local de soluciones para una ecuacidn con

singularidades.

Probaremos un resultado gue asegura la existencia de soluciones ho-
lomorfas, en una misma vecindad del origen, para una familia de ecuaciones

lineales no homogéneas con singularidades.

TEOREMA 4.1. Sea a(x,v) holomorfa en B1(O,Y1) X B1(O,Y2) con valores
en T donde a(0,0) & Ii(o . Entonces, existe p >0 , (0 <p < Yz} ;

tal gue para cualquier funcidn ol(x,y) con valores en € , holomorfa en

51(o,yq) X 51{0,r) » (0 <r <p) vy para cualguier n € W , la ecuacidn
oz
(19) x = = -na(x,y)z + 0(x,y)

admite una {nica solucidn zn(x,y) i holomorfa en E1(O,y1) % B1{O,r)

Demostracidn: Sea n € N arbitrario.

Si -na(0,0) € lﬂ) entonces a(0,0) € @ < ! le cual contradice

que a(0,0) & ]R<O

. Luego, =-na(0,0) & 1%} y por lo tanto existe una

n i3 %
zZ z, .x yj , solucién formal de la ecua-

{inica serie formal z (xX,y) =
n 4.9

i+j2p
cidn (19), (ver el comienzo de la demostracifén del Teorema 3.1 de este Ca-

pitulo), que puede ser reordenada de la siguiente manera:
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W

zn(x,y) & L z.(y)xl , donde z?(y} = X gz, .y
i =

Ahora bien, como a(0,0) & R existe d > ¢ tal que

O t

B_E(a(O,O},d} & R.o = ¢

De la continuidad de a(0,y) , sabemos gue existe p > 0 tal gue
y € B1(O,Q) = a(0,y) € E1(a(O,O),d) '
en cuyo caso,

y € B1(O,D) = -na{0,y) & Ii) .

En efecto, si para algin y € ET{O’D)' -na(0,y) € NO , entonces
a{O,y) = Q(O , lo cual contradice gue para vy € B1(O,p}
a(d,y) € B1(a(O,O),d} y B1(a(O,O},d} N Bow = ¢
Con esto en cuenta reemplazemos zn(x,y) = Z z?(y)xl en la ecua-
i>0

cidn (19), donde previamente expresamos alx,y) y o(x,y) como series

en potencias de x con coeficientes gue dependen de y , & saber:

i 7 ) i
a(x,y) = Z a, (¥)x vy  ox,y) = Z o, (y)x
i>0 i>0
siendo ai(y) Yy ui(y) holomorfos en E1(O,r} . Se obtiene:
8Zn n i { n 1 i
X 5= (x,y) = Z iz (y)x" = z tﬁi(y) -n X ak{y)z)z(y)ix
i>0 i>0 k+l=1 /
y al comparar coeficientes, resulta:
n n
0 i = o, (y) - 2 i > .
(20) 1zi(y) al(y, n ak(y)z£{y) vi>o0

k+f=i
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Para 1 =0 en (20), ao{y) - na(y)zg(y) = 0 o bien,
n ao(y)
z (Y) S
o nao(y)

puesto que ao(y) = a(0,y) y para y € B1(O,O} , €n particular para
y € B1(O,r) F —nao(y) & l%) y por lo tanto nao(y) # 0 . Luego, zg(y)

es holomorfa en B1(O,r)

Para 1 =1 ,
n n n
z1(y} = a1(y) - nao(y)z1(}} - na1(y)zo(y}
o bien 22(y) (1 + na (v)) = a,(y) - na_(y)z"(y)
r 1 ¥ 5 Y 1 ¥ 1 Y Zo ¥
y como -nao(y) & 1%) para y € ET(O,r) , tenemos:

a1(y) = na1(y)zg(y)

2N (y) =
1 1+ nao(y)

o sea z?(y} es holomorfa en B1(O,r) z
En general, si hemos calculado las funciones

zg(Y). z?(y), Ty 22-1{y) , holoemorfas en 31(0,r) ; la relacidn (20) nos

dice gque
- « 3 g
ai(y) n ak(y)zg(y)

k+l=1,k#0
i+ naD(y) !

n

n
zi(y)

es decir, zz(y) es holomorfa en B1(O,r} » para todo i > 0 .

Aplicando el Lema 2.1 (Capitulo II), podemos asegurar que zn(x,y}

es holomorfa en 51(01Y1) b B1(O,r) ¢



CONSTRUCCION DE UNA FAMILIA NUMERABLE DE

SISTEMAS DE PFAFF COMPIETAMENTE INTEGRABLES

A través de este Capitulo, construiremos recursivamente una familia

numerable de sistemas de Pfaff lineales no homogéneos y probaremos inducti

vamente que cada uno de estos sistemas es completamente integrable.

Las solucicnes ¢n(x,y) de esta familia de sistemas estdn defini -

. ; s . 2 o
sobre una misma vecindad del crigen de C v con ellas definiremos

(o}
o]
0

; n G g .
una serie formal z + T ¢n(x,y)z , la cual nes permitirz pasar de un sis-
n
tema de la forma

XP '3_; = f(X.Y;UL)
(*)
q du )
- = X u r
Y 3y g(x,y,u)

a un sistema lineal del tipo
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xp %§-= a(x,y)z
o £ = blx,y)z ,

para ciertos enteros no negativos p y g .

En este Capitulo, explicaremos cdmo se construye esta familia de
sistemas de Pfaff en los casos p=q=1; p=1,qg>2 y p=1,
g =0 vy en el siguiente se verd cdmo aparece en forma natural cuando 1i -
nealizamos (*) ., Mi&s adelante nos referiremos a los casos p 3_2 ;g 2_2

Yy pP>2,49=0.

1. Construccidn de la familia de sistemas en el caso p=gqg=1.

Primer sistema de la familia.

Sean f(x,y,u) y g(x,y,u) funciones holomorfas en el conjunto
B1(O,y1) X B1(O,Y2) X 51(0,6) con valores en € vy tales que £f(x,y,0) =

= g(x,y,0) =0 .

n
Sean Z an(x,y)u v Z b {x,y)un los desarrcllos en potencias
n>1 n>1

de u para f(x,v,u) v g(x,y,u) respectivamente.
Recordemos (Corclario 2.3, Capitulco II) gque los coeficientes
ar(x,y) ¥ bn(x,y) son hclomorfos en B1{O,y1) X B1(O,Y2) , para todo

n 3_1 5

Supongamos ademds gue a1(0,0) g q dn @ b1(0,0) g g <p Y que el

sistema (*) , para p =g =1 , es decir



du

N
aXx

I

fix,y,0)

du _ 5
Y 5—57 = g(xr}’:u: r
es completamente integrable.

De esta Gltima hipdtesis podemos asegurar gue se cumple la relacidn
(2) del Capitulo II, la cual usaremos para demostrar la completa integrabi

lidad de locs sistemas a construir.

El primer sistema de la familiaz sera:

% m— = -a, (x,v)z + a2(x,y)

[ 22 = -p_ (x,¥)z + b_(x,¥)
d 1 2

\

Afirmamos que (%) es completament

[}

integrable. Para esto debemcs

probar gue se cumple la condicidn (C.I.), (Capitulec II), para este sistema,

es decir
a b ra 1 1-\'\ 3 f \ _
v glay ez + ayten]) + [gr(ay ez + e )by i)z + byl ) =

_ v

d r ¢ . | \
= x§—L (sc,y z + b, (x,v) } % Lazi_bi (x,y)z + bz(x,y))J{-a1(x,y)z + az(x,y’;]

Desarrollandc los paréntesis y cancelando tEéminos semejantes, tene-

mos:
da das ., . 9b
(21) -y ayl (%, ¥)*z + ¥ 3y (x,y) - a,‘kxfy}nzix,zﬂ = =X —a;*- (%,¥)*2 +

db:
ox
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La relacién (2), (Capitulo 1I), para n = 1 , nos dice gue
da ob;
Y By (x,y) + a (x,y)b (x,y) = x 5 (Xe¥) b (xuyla (x,y)

con lo cual se obtiene:

oaz

db
{ T e—— — 4
(22) y By (x,y) X o (x,v)

s}

vy por lo tanto la relacidn (21) eguivale a

da . ,
y Tg%-(x,y) - a1{x,y)b2(x,y) = x (% ¥} = bﬁkx.y)a2(xry) .

Sumando a ambos lados 2a_(x,v)b, (x,y) + 2a1(x,y)b2(x,y) , tenemos:
i

2
B2 o b b o, s, Y B+ B, D i B =
Y ay ry T GL.' 'Y 2 'y dz\kr_{ 1 r Yy
=xab2(xv)+b(x*)a(x)+2b(x"a(x‘
BX r X .E .r} 2\ !Y 2 r}'i 1 IYI ¥
gue es justamente la relacidn (2) para n = 2 .

Estc termina de probar la completa integrabilidad del sistema (*)2

-

Lhora bien, como a1(0,0} & Q_EG 5} bq(0,0) & @:io , entonces

-

-a, (0,0) & I%) 5] ~b1(0,0) & Iﬂ) , en cuyo caso, el tecrema 3.1 del Capi-

v

tulo II nos asegura gue existe solucidn ¢2(x,y) parz el sistema (

(de hecho Gnica), holomorfa en todo el conjunto B, (0,y,) X B, (0,Y,)

OBSERVACION. La necesidad de la hipbtesis a1(0,0) g a <5 ©

Y
*J

&

b1(0,0} ZQ <o v Se apreciari en la construccidn de los demis sistemas.

i
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Construccidén de los otros sistemas de la familia.

Consideremos las siguientes expresiones formales:

n (
(23) h (x,y) = b ak{x,y}-[ z P, *...*P, ] y
k=2 3 e etd = | ’n
n
(24) k (tyy) = z bk(x.y)-{ z B, » =
k=2 j1+...+jk=n oy HEE Jp

donde en hr{x,y) v kn(x,y) tenemos:

(1) n > 2
(ii) Los subindices son enteros positivos
. - k .
Glaa) ak(x,yJ Y bk(x,y) son los coeficientes de u en los desarrcllos

en potencias de u de f(x,y,u) y g(x,y,u) respectivamente.

(iv) P ®oneciiB, representa un producto de k factores, donde
P, y e,y P, son funcicnes por determinar.
31 Tk
(v) Definimos P1 =1€ N .

OBSERVACION. Tomande n = 2 en (23) y (24) y teniendo en cuenta (v) es

- 5 3 y = { =
clarc que nz(x,}) az\x,y) y kz(X,y} bz(x,y) .

Tomemos ahora n = 3 en (23) y (24) y hagamos P2 = ¢2(x,y) + Obte
nemos: hi(x,y) = a,(x,v) (29, (x,y)) + 2, (x,y) , ky06,y)
= b, (6,9) (20, (x,y) ] + b (x,y) . Puesto que 3, uy) 4 B (x,y) ¥y ¢, (x,y)

son holomorfas en B1(O,y1) X B1{O,y2) cualquiera sea k > 1 , h3(x,y)

Yy k3(x,y) son holomorfas en B1(O'YT) X B1(O,y2) §
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Asi pues, consideremos el siguiente sistema:

gz )
—_— = _.2 r + 1 .
b'q = aw{x,y)z n3£x v)
Ix 3 J
"3
dz _
Y 3y = 2b1(x,y)z + k3(x,y)

*)

Si )5 es completamente integrable y tenemcs en cuenta gue:

P

-

{ ) ) = - 0,0 \ & =2 0,
aw0,0) & ﬂ;io o b1(0,0) & Q_(D 2a,(0,0) & N, S b (0,0) & LB
usando el Teorema 3.1 (Capitulo II), podemos asegurar gue existe una solu-

cidn @3(x,y} de (*)_. , (de hecho Qnica) holomorfz en BT(O,Y1) P 51(OrY2}

3
Tomemos ahora n = 4 en {23) v (24) y hagamos P2 = ¢2(x,y) ;
P3 = ¢3(x,y) para obtener:

2 ( 3 '
h, (x,y) = az{x,y)[2¢3(x,y) + @2(x,y)] + a3\x,y)(3¢2(xfy}) +oa, x,y)

ké(x,y)

I
o
(9]
b
s
Faam)
39
A3
w2
»
=
+
L=
LA
»
<
e
-+
o
W
W
<
<
W
-
L]
»
g
L —
+-
o’
o>
3
;.(:

Es inmediatc que hé(x,y} vy k4(x,y) son holomorfas en B1(O,Y1) X BT{O,Y2) .

Como antes, si el sistema

gz _
X e 331(x,}}z + h4(x,y}
(1, 1
9z _ . Vi
y Ny 3b1(x,y)z + kéix,y)

es completamente integrable, y teniendo en cuenta que —3a1(O,O) & NO &

-3b1(0,0) & I%) , podemcs proseguir de la misma manera.
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Ncoctemos gue, la completa integrabilidad de {*)2 nos permite ase-

gurar la existencia de la solucidn Qz(x,y} para dicho sistema, holomor-

fa en B1(O,Y1} x B1(O,Yq) . Rsi, de acuerdo a nuestro procedimiento, gque

nos hace definir h3(x,y) y k3(x,y} en funcidn de ¢2(x,y) , construi-
*

mos ()3 =

si {*)3 no fuese completamente integrable, no podemos usar el Teo
rema 3.1 para garantizar la existencia de la sclucidn ¢3(x,y) , Vv segln

nuestro procedimiento, que nos hace definir h4(x,y§ v k4{x,y} en fun -

cidn de ¢2(x,y) Y ¢3(x,y) , no podriamos construir (*),6 . Si (*)_ es

4 3

completamente integrable, entonces construimos (*}4 =

Una vez mas, si (¥) no es completamente integrable, el proceso

4

se detendria y en caso de serlo, podemos continuar.

nsi pues, para demostrar gue este procesc nos permite construir el
P r E

sistema (%) para todo n > 2 , debemos probar la siguiente proposicidn:
n

PROPOSICION 2.1. Si de acuerdo al procedimientc recursivo senalado anterior

mente, hemos construide ¢2ix,y), . ¢n_1(x,y) , entonces el sistema
rx g—i = (1 - n)a,[ (x,v)z + hn(x,y)
(*)n 5
v %% = (1 - n)b1(x,y)z + kn(x,y)

es completamente integrable.

Demostracidn: Debemos probar le siguiente:
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ST

(25) vy é%{(ﬁ = n)a1(x,y)z + hn(x,y) + E(z - nla

4

e

S

i 3
- mb ¥z kG| = x g - mb Gy)z + K G| 4

o
N
ey,

tiene:
[ %Py 1 z
25 x,y) £ (1 - { kK (x,)] + |1 - n) y 2 ylz =
(26) Y By (x,¥) + { nja, (x,y)k (x y}J IL( n oy o3 (x,y;jz,
3k ;
= (X % (x,y) + (1 - m)b, (x,y)h_(x y)Ti + (1 - n) 9b; (% }12
A I R i ox YR

Ahora bien, la completa integrabilidad del sistema (*) nos llevd

—~

a establecer la relacidn (2), (ver Capitule II), 4

m

la cual dedujimos la

igualdad (22), es decir:

Bal g abl P
¥ 3}7 (XFY) X S (Xr'}’f .

Por lo tanto, para demostrar la igualdad (25), o lo gue es eguivalente,

(26) , debemos probar que:

oh
n
(27) Y By (x,v) + (1 - n)aj(x,y)kn(x,y) =
akq
= x —— (x,y) + (1 = n)b_(x,y)h_(x,¥) .
g% 1 n

Para esto, desarrollaremos la igualdad (27), de manera que el primer

o8y
miembro quede sblo en funcidn de ak(x,y} . bk(x,y) ' Sy (%.,¥)
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¢, y)y weny O L (x,y) ¥ el segundo sélo en funcidn de a (x,y) ,
db
bk(x’y) " Ee (x,v) ¢2(x,y), citerw g ¢n_1(x,y} . Una vez hecho esto, con-

sideramos a las expresiones obtenidas como polinomios en

¢2(x,y}, T ¢n_1(x,y) v probamos que los coeficientes respectivos son

iguales.
Desarrollemos el miembro de la izguierda en la igualdad (27).

(En lo que resta del Capitulo, para facilitar la escritura, omitiremos ca-

si siempre las variables x,y)

Por construccidn, sabemos gue:

z G, teanavt, , donde definimos ¢1 =1 .

Derivando con respecto a vy , enseguida multiplicandc por vy , se cbtiene:

L ol en
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la suma anterior, resulta:

t1

Notemos gque, estamos suponiendo que de acuerdo a nuestro procedimien

to recursivo, hemos construido ¢2(x,y), -J— ¢n_1(x,y) , los cuales son

soluciones de los sistemas (*)2, - (*}n 2 @ respectivamente.

Ademds, como los indices son enteros positivos, las condiciones

2<k<n e i + ..., +1i =n obligan a que 1 <1i

K fn -1,

k

Asi pues, podemos afirmar gque ¢i (x,v) es solucidén de (*)i , €s
s s
decir,
8¢is
X — (x,¥y) = (1 - 1S)a.I (x,y)q:i (x,y) + hi (%,y)
s s
%] . {
i
s -
3¢,
s
= - 1 ) {
Y ay {xr}’) (1 lS)b1 (X’Y)dl \X;Y} + kl (XJY) r
. s s
lo cual aflin es vilido en el caso is = 1, si definimos
(28) h1 (x,y) = k1 (x,y) =0 .
8¢is
Reemplazando vy por (1 -1 )b.¢. + Kk, en la expresién ob-
3y s 171 i
Shn
tenida para vy il se tiene:
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AR

de manera

r

Por otra parte,
Y

por lo tanto:
{29)

que



(9]
o

Ahora bien, como la expresidn vy oy + (7 - n}aik es simétrica
8kn
a x ——+ (1 - n)b.h , se obtiene:
ox T'n
ok n r oJb [ N
|
(30) =x a;j = {1 — Bk B # z [x ,\k L E G ... J "
o .
k=2t O 44 4., .+i=n * *x
k
[ . (X |
+bk L = LH (1 - 1E)a1¢. IO L T
i +...+i =n ‘s=1 1 "
k
k \1 1)
+ Z ¢, *... h, vo..cd, ||+ -1 2 B *s P
¢ i ¢1_J} 0 W)D1akt ‘ . Ti 'i,JE
s=1 1 s k i +...+i =n 1 k)
1 k
*s
Por construccidn, k, = X bq( Z d, W, } si i > 2,y
is =2 Y eliie5,mt 9 jﬁJ -
s Jobe s et lg=t
por (28), h. =k, =0 si iS = 1 . Entonces, si reemplazamos ki por
“s s S
i .
z b,[ z G, *...00, o bien por 0 (segiin sea el valor de 1 )
£=2 ij T e R 8
g EE -
en el sequndo miembro de la igualdad (29), y tenemos en cuenta que ¢, = 1

lo gue resulta es una sumatoria donde los sumandos son productos que depen

oa,
By para 2 <k <n y de ¢2, vk ¢n-1 .

den de &, . bk R

Si en esta suma resultante consideramos, por un meomento, a las fun-

ciones denotadas por ¢., ..., @ ya no como funciones, sino como n - 2

"n-1
indeterminadas de un polinomio y pensamos gue Se trata de un polinomio en

esas n - 2 indeterminadas, entonces es claroc gue en (22), el miembro de

la derecha puede ser escrito del siguiente modo:



51

(29*) [ Término libre de ¢, ..., ¢ .1 +
[ Bak~ o, o
+ Z |Coeficiente que depende de a , b, , =(¢ *...°¢ m 5
| k K oy | 'r 5
1 m
donde r, > 2, ey x P2 i T seess rm distintos entre si,
- - i
o P T = ar + ...+0r <mn
1! " Tm Y %% mm —
Anilogamente, reemplazando hi por
i s
s [
z aﬁt z . ®oes®d, 1 c bien por 0 (segfin sea el valor de i)
B=2 TYy 4. 4= J4 g/

en el segundc miembro de la igualdad (30}, y teniendo en cuenta que

¢1 = 1 , resulta una sumatoria donde los sumandos son productos gue depen-
abk
den de a b = ara 2 <k <n de @ svoig . Considerando
k" %k x T ~H o ¥ Y P Puey !

a ¢2, eee, ® . como indeterminadas, escribamos esta suma resultante de
n-1

la siguiente manera:

(30"} [ Término libre de ¢, ..., & .1 +
2 ‘n-1
¢ Sbk} o o]
L . : | !
+ Z |Coeficiente que depende de a_, b, (¢ _*...°¢ " ,
k K ox | 'r, r
L i m
doti@e . % 25 sew £ 22 5 F oy wews X distintos entre si,

m
- € W 7 o.r, + ... +0r <n
1’ r By ¥ 171 mm —

Asi pués, para demostrar la igualdad (27), o lo gue es eguivalente,
que la sumatoria (29') es igual a la sumatoria (30'), basta probar que el
término libre de @2, np— ¢n . en (29') es igual al término libre de

=k

¢2, ceer O _y ©&n (30'}) v gue el coeficiente gue multiplica a

¢ 1.,..-d)rm en (29') es igual al coeficiente gue multiplica a

1 m



1°) Veamos gque los términos libres de ¢ ..., & . son iguales.

2¢ "n-
Para esto, consideremos el segundo miembro de la igualdad (29}, gue

es una suma de n - 1 sumandos, donde el sumando general es:

da

[
k | ]
(© Yoy L, S R )t
¥ i,#o..ti=n M K
( i 3 N
+ Z Z (1 -1i)b oLt + L g, c...v ceauvh, |
k|, N S P19y 1 . ks s |
i +...+1_=n ‘s=1 1 k s=1 1 s k
1 k
{ 3
+ b i b H z Yiual® | ’
& r)a1 k. 3 ¢1, ¢l ]
11+ s L =1 i k
vy k wvaria de 2 hasta n .
1
S r
[ . .
Reemplazando k. por z bﬂt z G, *uao.v0, J c por O
*s 2= aTE TS DT R J
s 2 Jl j.i_/, lS 1 f.
(seglin sea el valor de is) , en el segundo miembre de (29), podemos encon
trar el término libre de ¢2, L5 ¢r—1 en cada uno de los sumandcs (0} ,

es decir, para k = 2, ..., n , y luego los sumamos para obtener el térmi-

no buscado.

Cuando k =n en (0) , tendremos que i1 s S ik =n siy sb-
lo si i1 = ... = in = 1 . Por lo tanto
z ¢ -...-@i =1 , pues ¢, =1,
I

. i
i, +...+i =n 1 n
k

—
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" i '...'mi = 0 , ya gue iS =1 para 5 =1, «v., D
s=1 1 n
n
y b3 G, meeetk s, = k, *ccu0®, + ... 40, *.. 0k, =0,
3 i i i i
s=1 1 5 n 1 n 1 n
pues k1 =0 .
Luego, el término libre de ¢, ..., ¢n ; Que se obtiene de (0) para
k=n, es
Bar
i
Y = + (1 - n)a_b .
¥ Tn
Cuande k=2, ..., n -1 en (g) , es clarc que
3 ¢i ST depende de ¢2, swe g O | r como también depende
i4...+1 =n 1 ln n
1 4
X
z (1 - 1S)¢i -...-¢l , puesto gue en el producte ¢, *...*d, de k=fac
1 1 ]
s=1 1 K 1 k
tores, donde 2 <k <n -1, estd la condicién i1 + ...+ ik =n, lo
cual cobliga a que al menos unc de entre los 11, S 7 ik sea mayor o

igual gue dos.

de ¢2,

facen

k
Para la suma X ¢, *...*k. c...°p, , obtenemos términos libres

s=1 1 S k
- ¢n—1 , cuando de entre las k-tuplas {ii' ..y ik) que satis
i} + ...+ ik = n , s0loc consideramos aguellas en que
.r et iS 2 H =K 4+ by awey ik = 1 , donde 1 f'so < k . En este ca
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k
X G, "e..k. .00 =k, *...°0, & S I SRR
s=1 M1 s M Tk 1 s "
o
Foama F Y Cewe B, =K 3
i
1 lT ls
o
ya gue iS = 1 para s # sO y entonces, ¢1 = 1 vy por (28), k1 =0 .
Como ic =n-k+12>2, se tiene:
"o
i
S -
o] ( ]
Kl = E bﬁ( E (bj LI -¢j i p
= TG R = B, | P/
. 2 e 15 ! ~
o
siendo b, , con iS =n -k + 1 el término gue no depende de
i 5
o]
Gor weer O,

Adem&s, es claro gue entre las k-tuplas gue satisfacen

i 4+ ... + i = n , hay exactamente k donde el 1 aparece Kk - 1 veces

i K

y n - k + 1 aparece una vez. Teniendo esto en cuenta, el términc libre

de ¢2, v, & gue podemos sacar de (0) para k€ {2, ..., n -1},

"n-1

una vez que reemplazamos k, , sera:
i

Luego, al considerar la sumatoria (29'), el coeficiente libre de

¢2, i ¢n—1 que se obtiene, es:
Ba__1 n-1
7 + 1 - n) b e o 2 b .
¥ 3y Y 845 ke Pk

k=2



Para determinar el coeficiente libre de ¢2, S ¢n*1 en la suma

(30"), la situacidn es totalmente simétrica a la anterior y s&lc debemos

cambiar y DOr X ak por bk Yy bk por ak . De este modo, el tér-

mino buscado seré:

Sbn n-1
— + (1 - + Z
* ox { n)bTEn k=2 kbkan—k+1

+ Z kb a
=k+1
k=2 k n-k+1

Sumandc na b] + nbna1 a ambos ladcs, obtenemos:

n

da
n

ay

4
)

"

k)

Fo

42

1]

+

y kakb = X

k=1 n-k+1 ox = k n-k+1

que es justamente la relacidn (2).
Esto termina de probar que los coeficientes libres de

¢2, i 5 B ¢r-1 en (29') y (30'), son iguales.

i

2°) Probaremcs que: Dados Tor wee r € N , donde r, D By ey x > 2
L je =
Tor e r distintos entre si y dados a1, Ty am € N tales que:
m H
a.r1 F oiee F Gﬁrw < n , entonces, el coeficiente gue multiplica a
i H 1 {
a? &m
¢r -_..-¢r en (29'), es igual al coeficiente gue multiplica a
1 m
&1 am
LIPS " en (30").
¢, 9, (30")



Para esto, cuandoc reemplazamos Kk, por
i

S
i
;3 b [ z & ]
£;2 L + _;j = ¢j1 o wjﬂj
i LR ™
o por O (seglin el valor de is} , en el segundc miembrc de (29), buscamos
u1 am
el coeficiente que multiplica a @r '...‘¢r“ en cada unc de los sumandos
1 m
(0) vy luego los sumamos para encontrar el término buscado.

Con el fin de facilitar el calculo de los ceoceficientes, enunciemos

de manera precisa los siguientes hechos:

Afirmacidn 1. Sea (i., ..., ik) una k-tupla tal que, 2 <k <n,

3 ce., 1. E N v i+ ... + 1 =mn .
1! ’ Kk X 1 *k
&1 GH
Supongamos gue ¢, *...*¢. = ¢ *...*d  , donde r_, ..., r € ¥ son
r
1 k 1 m
distintos entre si, ¥, > 2, ..., ¥ 22 , 0.4 .., 0 E N vy
| = m — 1 m
0. r, + ... +0r <n.
1 mm —
Entonces, k=0, + ... 0 +n-w , donde w_ =0,r + ... + 0
1 m m m (I m

OBSERVACION. Recordemcs gue estamos tratande a las funciones denotadas

por ¢2, 85 ¢n ; + como indeterminadas de un polincmio.

Demostracidn: Para que ¢, °...*¢6, =¢_ '+...*¢ = , debe tenerse gue entre

ee.; i ; 0. sean iguales a r, . Q@ iguales a
i
Yoy eewes Q& iguales a v los restantes iguales a 1. O sea, debe

2 m m -

tenerse:
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= ¢ T T T I N SRR | TN - . LR
I r r ¥
1 1 2 2 rm rm
a1-veces az-veces am-veces x-veces
siendo x = niimero de indices igual a 1 en la k-tupla (i1, eee, i
Ahora bien, como n =1, + ... + i, i+ ... 1 = r
e 1 k ¥ x - %1%
+ ... +oar + x , se tiene:
m m

de donde x = n - wm . Por lo tanto es claro gue

Afirmacidn 2. Consideremos una k-tupla (ii’ <l § ik) tal que

2 <k <n, i1, veey 1. EN , i+ ...+ i =n

" ] X pysean Yo, ...,

o' Y am nimeros satisfaciendo las mismas condiciones gque en la

1!’

macidn 1.

Supongamos k 3_&1 # e * am + n - wm y en el producto

. vv..ck, *...0. , (1 <s <k) , reemplazemos ki por

—
10]
~

n

z bE z ¢, ..., ; cuando is # 1 . Resulta:

K)o

r
m

afir-
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1 ls lk
lS
[ (
=¢. *...*0, -[E b, z b ... 0 e .0,
4 *5-1 M= L\j?+ T 3 Il e *x
1
= Es ¢ . o oib Z ® . o) \1.\1} . .¢
b=z 4 foq N E § e wet =i 14 gl e tx
i
s 5 ( )
= 2 P b/-¢i . .¢l s§¢ LIS -¢ [.d:,l . ‘-o¢'
[=2 kj1+...+j£=is ] s-1 L 3‘1 jfj lq_L‘l lk

Afirmamos que en esta sumatoria ningin sumando puede ser igual a

Cl} Ct.m
b, *...*9 , © sea,
e r
1 m
o (6
N 1 m
T TS (TR I LI TR OO I L LT
1 1 J 157 1 1 i r
1 s-1 <9 .’ s+1 “k 1 m

Cuando iS = 1 , reemplazamos Kk, por 0 en el producto
Y

s
d. *...*k, *...*¢, , (recordar (28)). Se obtiene b, *...*k, *..."0,
i i i Ty 1 i,
1 s k 1 s K
en cuyo caso es obvio que
Oi3 Of._'1
¢l . .nkl . _o¢\i ?é ¢ . '.¢r
1 s k ) m

Demostracifn: Examinemos entonces los productos




w
\Le]

Notemos que ¢, *...°*0. LR I R Y S L es un producto de
i i 73 ipf i 4
1 s-1 1 L s+1 k
k -1+ 4 factores, donde
i, + ses * i Y. E owws F # L o S I P
1 “gat g S+1 k"
pues j1 (R jﬁ =i_ . Luego, si
¢ . .¢ b!’A . s (D w-f" Q f‘a-i :{;m
[ . .o )] L = i S ke
= + L4, gl T4 i Yz r '’
1 s-1 ' 719 L s+1 k 1
la afirmacidn 1 nos garantiza que k - 1+4{ = &1 C AP QE + n - wm ;Y
13 3
como supusimos @, + ... * o + oW <k , tendremos k - 1 + 4 <k ,
por lo tanto £ <1, lo cual contradice la restriceidn 2 < £ <i_ .

s

Esto termina de probar la afirmacidn 2.

Con las afirmaciones 1 y 2,(a las cuales nos referiremos por A.1 ¥

A.2 respectivamente), estamos en condiciones de calcular el coeficiente

&1 O“zr-
3 s...*¢  en (29').
de ¢r @r 1 )
1 m

Por comodidad, escribamos nuevamente la expresidn (J) :

Ja - N
k | |
Yoy Ay e B
Mo teeetimn x
if (k k
+a | z | Z (1 - 1S)b1¢l eeetg, 4 Z ¢l -...-kl ...
Ui 4...+i =n ‘s=1 1 Kk os=1 7 s
1 k
o )
+ (1 - n)a.b & ¢, '...'¢1 i
L T i)

donde k varia de 2 hasta n .



'rr
e, + .
1

Cuande k €

aseguran gue al reemplazar

f
o
t (' =1

+iw ¥
JL s

1

obtendremos ningln sumando donde aparezca el producto

estc en cuenta,

k€ {2, ..., 0, + ... +0

1 m

a P, *...0k, *...%0,
k"1 i i
1 s k
04 o
y ol . m
te de ¢ *...°*0Q ¥
. ¥
i m

si ¢. .
d i

—t
e

que entre los iIndices 1

1 < < m ;o ono- W
sSp sm Y B m

dad para la k-tupla
(1 =

-
1

r =l 1k)

v todas las demd&s k-tuplas

se obtienen por permutacidn de

sblo nos ocuparemos de

+ ... 0 + n-w
m

gue aparecen en

por 1o tanto, en

indices deben ser iguales a

(Lor weney ik)

.+ +n-w +1, «.., n} , A.1 y A.2 nos
n m
k. en (0) , por
s
: |
.*¢, | o por O seglin sea el valor de i, no
jff' S
O.1 Clm
¢r LS ¢r . Con
1 m

(o) para

+n - W 5 .
m

o A.2 nos dice gue los sumandos
pass

(0d) , no contribuyen al coeficien-

(o) , soclamente consideraremos los

a
1 . m oy 5
"o v , de la demcostracidn de A.1 sabemos
1 rm
s ik v B deben ser iguales a rP , donde

1. Luego, una posibili

es la siguiente:

(r ST o ww § K —— LTI
Ay 11 I -]P T m! F m! r r )
o, veces o veces n—-y veces
1 m m
tales que se verifique
Q.
1..-..¢ m '
15
1 m
(r1, TEY r1, s E rm, “% sy rm,1, I



61

Por lo tanto, al considerar la expresidn

;i

a

K
| J— z h l....d‘
! oy L +i =n ¢i1 Jik] ’
177 Tk

.. 3 ; m :
estd claro gue comc coeficiente de ¢ +...*0 se obtiene:

a o }
98, 18y m
(o4

(31 ¥ By

De igual forma, al considerar

1 - n)ab ( z JU s 1
(1 - mab, e by |
1. Fapa ocbd =0 1 k
1 k
&1 e
el coeficiente de ¢ -...-¢r que se obtiene, es
1 m
(o:1 + ...+ QE + n - wm)!
32 (1 - n)a.b : : .
(32 ' }“1 k B, ¢ baenivnl, Eln = o@ )G
1 m m
Por otra parte, si (i}, cees ik) es alguna de las permutaciones
de (ri, - r1, S b rm, e ¢ rm, 1, ..., 1) , es claro gue
k
¥y (1 -did=p 1t~} F e Fo () =x)=
. 1 1 m m
s=1
= i +8 = 0Y. < o -0 r =0a, + .. + 0o = W .
1 m 11 m m 1 m



se cbtiene

1 T m “n’
33 b (¢, + .00 + 0 - W
(33) My Wy m m) o b s tno-w )
1 m
[} Q
o “ ;] ., m
como coeficiente de ¢r '...-¢I i
1 m

Finalmente, si sumamos (31), (32)

2t 2 4 + a b, (o, + + 0 - w) o+
G,le...%0 '(n - w ) t} gy (R o m m
1 m m
+ {1 ya, b 1
- n)a s
5y
(B) Cuando k € {2, ..., A, * .. O tno-w - 1} , 2.1 y A.2 nos di -
0th Otn_
cen gue para obtener el coeficiente de ¢r *...*¢_ en (0) , sOlo debe-
1 rm
mos considerar la suma
r k "
=1 .l 2 (Z ) ] . --'¢. \EJ I
k . _ i, i i, J
i +...+i =n [s=1 | s k
gue es igual z
k ( 3
-E { E O e ...k, v, . | <
B s=1 {~ 2 +i=n *11 s ¢lkj
4.1 ... J-k &l
o, o
asi pués, calculemos el coeficiente de @rl-...- en la sumato-
1 m
ria z P, te.orky *-..td, , donde 1 <s zk .

¥ 3 A
1ﬁ+...+lk=n 1 S k
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Es claro gue si iQ =1, como k, =0, (ver (28)), tendremos:
¢i -...-ki "".¢a = 0 , en cuyo casoc ¢i -...-ki LR i1 18 nc aportaré
1 s “k 1 s *x
03 o
. .1 T m .
al coeficiente de ¢_ *...*¢_ . Supongamos entonces 1 # 1 .
r 4 [>
1 I

i
% o , |
k = e b’E ll E Q)j '...'ff\ b
i = L =13 qu
s f=2 ]1+...+3‘£i lS 1 £
por lo tanto,
(34) @i ."'.ki "".¢i. =
1 s K
i
s 7 s ( ]
= E L b}@ -_..-q"]. o{@ . ‘.Gé ]'d} ‘.--'QP. ;
£=2 '3 4...43p=i i, o1 L3y Ip) e %/
o o

; o ‘ . m . .
Para determinar el coeficiente de @r et en el segundo miem
o 3 i

bro de {34), debemcs considerar aquellos sumandos para los cuales

Ehora bien, como iT Fopww & 2 L F e E j£7+ i + v ® &
=i 4+ ...+ 1 + i 41 + . +i =n
sabemos que entre los Indices i SO |
uj deben ser iguales a r. ; {(J =1, ..., m) y los restantes n - w
iguales a 1. Asi, A.1 nos asegura que k - 1 + L =q_  + ... + a +on-w

y por lo tanto, £ =aq, + ... + o +tn-w - k + 1

Luegc, en el segundo miembro de la igualdad (34), s8lo consideramcs el
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coeficiente de ¢r -...-¢r , debemos contar todas las (Q1+...+am+n—wm)-

tuplas (i1, veep 1 B Jok S j£ = i5+1, ey ik) , en las cuales aj

indices son iguales a r, , (j =1, ..., m) vy los restantes n - w,

iguales a 1.

I

s ro gue estas (.+t...+g +n-y )-tuplas i Sigw 5 L
Es cla I (o.1 o “m) p (i, i,

i ¢ &R ik) son permutaciones de

o veces a veces (n=yw ) veces
m Im

i en na permutacidn T cen
Reciprocamente, dada una perm i [L1, ’ Ta1+---+am+n‘wm)

de la (Q1+...+gm+n—mm)—tupla (35), y teniendo en cuenta que

s -1 + + k - s = * oeas F +n -
£ 0.'-.1 Oim (..jm ’

tiene sentido escribir

= [11, e T Tpw wome Topp o0 Ty pi sowa Ta1+---+am+n'wm)

s-1 indices £ indices k-s indices



Es decir, toda permutacidn de (35) es una (@ +...4a +n-w )-tupla de la
m m

forma {ii’ W is_1, SRR jE pod g e ik) , donde
i, F 5w # 15“1 + ]1 ¥ oves HF jﬁ + J.S+,1 + oae. F 1k = n y
£ =0, 4+ ... 4 +n-w -k+1,
(36) J 1 m T
en la cual hay o, indices iguales a rj y (3 =1, ou., m) o,
y los restantes n - w son iguales a 1.

e

1 m m . - -
Comc hay - T - permutaciones de (35), tenemos
&‘..'...’O..\n-w)
1 m m
el mismo nimero de (¢, +...+ +n-w )-tuplas i wvsy B ) eeor Jp
+ 1 m m) H-P (-L.Ir r 5_11 311 F _,Lr
i ARy ik) que satisfacen las condiciones sefizaladas en (36). Teniendo
s
83 o
. 1 T .
esto en cuenta, el coeficiente de ¢r ie s wr en la suma
1 m
z O, *e..tk, .0 es
+ +i_=n 11 ls “k
i +...4+1 =
k
(¢, + eo. + 0 +n —w)!
b m m
£ ! ooo o M- ow ) 4
i m 1

donde £ =0 4 ... +0 +n-w -k+1.

Comec esto es vilido para todo s tal que 1 <s <k , al conside-

rar la expresibn

a, * 2 | b ¢, seu. Kk, te.ep, ,
k L .o i i i
s=1 NS0kl Sh 1 s k-
1 k
&1 *n
obtenemos el siguiente coeficiente de §_ *...¢_



. 1 :
a *k*b - 'm 2 i
k £ o le...en l(n - w )t
1 m
con £ = G, e ¥ a +n-w -k +1.
i -
Resumiendo, cuando en (0) consideramos Kk = &1 + vee O 4+ n - W
m m
a1 &m
(Parte A), obtuvimos como coeficiente de ¢ -...-¢=rE :
2
1 m
da
(B % w e +am+n -—wm}l - Q,t. . F0 N
i m m
37 : - -
(372 ajf-...-amf(n—wmil ¥ dy N
+ a L s(0. + ... +0 -W + {1 - nea)b
o, F...+0_+n-w 1 m m) ' R R R ot ]
1 m m i |
Cuando k € {2, ..., Gp + .. dO v n-w - 1} en (o) .,
(Parte B), obtuvimos
(cx1 + ...+ 0 +n-wi!
m m ;
(38) T ; T ka b 1
g lte o In - w ) kKo, +...+0 +n-6 ~k+1
1 m m i m m
En el caso k € {&1 + ... to tn-wo 4 1, v.., nr , el coeficien
n oy
o Q.
5 1 m — . .
te de ¢ -...-¢r gue se obtiene de (0} es nulo.
1 m

Por lo tanto, si sumamos los coeficientes de (37) y (38), obtenemos
o Oln_
el coeficiente de ¢r *...-¢r" que aparece en (2
1
i m

0
e
m
ot
m
Ll
0]
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(@, + .o +0_+n-w)! ¢ %% +...40 +n-w
(30} | h m iy 1 m M
“ 1 . - [ = -
C},l.-...-o,m.{n mm). L oy
+ a sh o e(@, o+ san O =0 +
G,t...4+0 +n—w 1 ( 1 m mﬁ}
1 m
+ (1 - n)a.b
1 u}+...+a +n-w
o,+...H +tn-w -1
1 m m 3
+ 2 ka b 2 . K I
2 eeota Hn-w -k+1|
ktz Q1 Im = T"!
C),4i an
Para determinar el cceficiente de ¢ -...-@vl en la expresidn
b r
1 m
(30'), la situacidn es totalmente simétrica a la anterior y sélo debemos

cambiar v por x , a por b y b por a.

Asi, resulta gue el coeficiente buscado es:

(o, + oo 0 +1n - w ). 0. 4.. .+ +n-W
! m m ( 1 m m
(40) T T T S = +
O, s®ee-"0 n - w )! L ax
! m m
+ b sa el + ... 0O - W)+
o A R o I o o 1 1 m m
1 m
+ (1 - n)b_ &
¢ L RO SN o S 5 s Tt
1 m
QL F.. .ty tn-w -
1 m m 1
+ z kb a o
i K o.+...4 +n-w —x+1j
k=2 1 m 1

Ahora necesitamos probar que los coeficientes (39) y (40) son igua

les., Para esto, denctando por El y . a las sumas entre paréntesis en
L
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(39) y (40), respectivamente, demostraremos que 31 = 22 "
En efecto, si en la igualdad 51 = 22 sumamos a ambos lados
na *b. + na.b i .
¥ ... Fn-w 1 170, +...40_+n-y ‘¢ S€ obtiene:
1 m m 1 m m
da _ O +...+ +n-w
. +...0 -n-W 1 m m
v 1 m m 3 2 ka b -
ay Ko, +...+0 +n-w -k+1
k=1 1 m m
b 4., 0 HAn-w
d o +...am+n—wm al +am o uJm
X = a Z kb a ¥
ox - P b . B Freis <R
k=1 1 m m
gue es justamente la relacidn (2).
a'l C&m
Esto termina de probar gue los coeficientes de ¢r -...-¢r en
1 m

(29') y (30') son iguales, y como ya vimos gque los términos libres de
¢2, s B ¢n-1 en (29') y (30') son iguales, hemos demostrado la igualdad

entre las sumas (29') y (30').

Ahora bien, como la igualdad entre (29') y (3C') es eguivalente a
la igualdad (27), la que a su vez equivale a (26}, y é€sta a (25), podemos
asegurar qgue la igualdad (25) es valida, lo cual significa que el sistema

(*)n es completamente integrable.

Queda asi demostrada la Proposicidn 2.1.

De este modo, el procedimiento recursivo descrito anteriormente pa
ra definir los sistemas (*)n , no se detiene al cabo de un nimero finito
de pasos sino gque nos permite construir el sistema (*)n , para todo
n>2, Asi obtenemos una familia (*)n r n>2 , de sistemas completa -

mente integrables.
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Recordemcs que el sistema {*)2 quedd definido de la siguiente ma

nera:

ov _
x il a1(x,y)v + az{x,y)
I b (R B
Y ay 1 'Y 2 Y ’

i A r x r -
donde a1,az,b1,b2 son holomorfas en B1(0 Y1) B1(O Yz)

Si el Teorema 3.1 (Capitulo II), garantizara tan s8lo la existen -
cia de una solucidn local, podriamos afirmar gue ¢2(x,y) es holomorfa

en una vecindad V2 de (0,0) , tal que V2 E B1(O,y1) b 51(O,Y2) y no

necesariamente en todo el conjunto B1(0,Y1) x B1(O,y2) . Asi, h3(x,y)
y k3{x,y) , gue dependen de ¢2(x,y) , serian holomorfas en V2 r ¥ pOr

lo tanto, al aplicar el Tecrema 3.1 al sistema (%) este es

3 /

v
o9x

—2a, (x,y)v + ho(x,y)

v
b% 5;‘ —2b1(x,y)v + k3{x,y) ,

tendriamos una solucidén ¢q{x,y) holomorfa en una vecindad V3 de (0,0)

V. &%
donde 3 >

Estas vecindades estan ordenadas por inclusidn de la siguiente ma-

nera:

X = 55 I 7 A
B1(0,Y1) B1(O.Y2) “ v __\3

2

en cuyo caso es factible pensar que N V_ = {(0,0)}
n>2
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Asi pues, es la garantia de existencia global que nos di el Teore-
ma 3.1, la que nos permite conseguir que las socluciones ¢ (x,y) &e
n
{*)n sean holomorfas en una vecindad com@in, a saber, la vecindad

B,(0,y,) x B,(0,y,) del punto (0,0) € ¢?

2. Construccidn de la familia en el casc p

L}
-
-

g> 2.

Procederemos an&logamente al casoc p

g 1 , modificando una hi-

pbétesis y aplicandc el Teorema 4.7 (Capitulo II).

Como antes, sean f(x,y,u) y g(x,y,u) funciones holomorfas en
BT(O,y1) X B1{O,y2) X B1(D,E) con valores en @ , tales que f(x,y,0) =

= g(x,y,0) =0

n n .
Sean Z an{x,y)u y Z bn(x,y)u los desarrollos en potencias
n>1 n>1

de u para f(x,y,u) ¥y g(x,y,u) respectivamente.

Supondremos que 31(0,01 & R’<O y gue €l sistema (*) para

p=1, g2 2, es decir

%X EE-= fix,y,u)

g
\Q
2|

= g(x,y,a) ,

es completamente integragle.

Igual que en el apartado 1, construimos el primer sistema de la

familia, al gue denotaremos por (*)é , este es:
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X == -a_ | )z + (%,y)
i 1 X,Y a2 X,V
*) 1
(*)y 1
802wy feavle & b lEa
\y By 1')’ 2X,y

Es claro gue la misma demostracidn dada para probar la completa in

tegrabilidad de (*) es valida para (%)

2 2"

Ahora bien, como a1(0,0) & B%(O , por el Teorema 4.1 (Capitulo II),

sabemos que existe p > 0 tal gque la ecuacidn

0z _
X = a1(x,y)z + a2(x,y)

posee una Qnica solucidn zz(x,y) holomorfa en B1(O,y1) X B1(O,p)
Como —a1(O,O} & 1%) y (*)é es completamente integrable, podemos

probar, tal com¢ se hizo en la demostracidn del Teorema 3.1 del Capitulo

anterior, gque zz(x.Y) también es solucibn de la ecuacién

qdz _ _
¥ 5y b1(x,y)z + bz(x,y)

y por lo tanto del sistema (*)é

Los restantes sistemas los construimos del mismc modo que los
(*)n , & través de las expresiones hn(x,y) Y kn(x,y) definidas en el

apartado 1.

Asi pués, para n = 3 , hacemos P, = zz(x,y) en h3{x,y) y

k3(x,y) , resultando las siguientes funciones holomorfas en

B,(0,v,) X B, (0,p)
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h3(x,yJ azix,y){2z2(x,y)) + a3(x,y) ¢

k3(x,y) b2(x,y)(222(x,y)) + bB(X.y)

y definimos:

dz _
b4 i —2a1(x,y)z + h3(x,y)

(*)1 4

q'a—zz_
Ly 3y 2b, (x,y)2z + k, (6,y)

La Proposicidn 2.1 del Capitulo II también es valida en el caso
p=1, g>2 yla demostracidn totalmente aniloga, (basta cambiar vy

g .
por y7) ., Luego, el sistema (*)é es completamente integrable.

Nuevamente por Teorema 4.1, la ecuacidn

3
x 55 = ~2a, (x,¥)z + h (x,y)

posee una {nica solucién 23(x,y) , holomorfa en 81(0,Y1) x B1(O,p) %

Ademas, de la completa integrabilidad del sistema (*)é y conside
rando que —2a1(0,0) & 1%) , sabemos que zB(x,y) es solucidn del siste-

ma (*)5

Continuandoc de esta manera, construimos para todo n > 2 el siste

ma completamente integrable
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0z .
el (1 - n;a1(x,y}z * hn('x,y)
(%) " A
n
q 3z _ ek & )
Ly 3y (1 -nb, (x,y)z + K %¥)

con su respectiva solucién zn(x,y) , holomorfa en B1(0,Y1) % B1(D,p)

OBSERVACION. En esta construccidn, gue se apoya en el Teorema 4.1 del Ca-
pitulo II, pudo habserse incluido el caso g = 1 . Sin embargo, cuando
p=4g9g=1, obtuvimos soluciones ¢n(x,y) de los sistemas (*)n + holomor
fas en todo el conjunto B1(O'Y1) X B?(O,Y2) , suponiendo a1(O,O) € g £ if

& b?(0,0) & Q_EO en lugar de a1{0,0) g R &5

3. Construccidn de la familia en el caso p=1, qg=20

Consideremos el sistema (*) para p=1, g =0, este es:

X i—z = f(x,y,u)
£§-= g(x,y,ua) ,

que suponemos completamente integrable, con f(x,v,u) y g{(x,y,u) holo-
morfas en B1(D,Y?) x B1(O,Y2) x BT(O’E) a valores complejos, tales que

o .

f(x,v,0) = g(x,y,0)

Con la misma notacidn que en los apartados 1 y 2, sean

n
z an(x,y)un y Z bn(x,y)u los desarrollos en potencias de w para
n>1 n>1

f y g respectivamente y supongamos a1{0,0) Z Q ep
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Definamcs la funcidn

~

glx,y,) =y *gix,y,u

P P

y consideremos el siguiente sistema completamente integrable:

X 5;'= fix,y.,u)
(41)
gu =~ "
Y By T g(x,y,m) .

La completa integrabilidad de (41), es consecuencia directa de la

completa integrabilidad del sistema

du )
b4 T = f{x,y,u)
du _
— = g(x,y,u)
oY
v omitimos la demcstracidn.

4

Asi

g

ués, el sistema (41) satisface todas las hipdtesis gque nos

permitid construir la familia (*)_ .

bg!

~

Z y*b (X.y)uk '

Como g(x,y,u) =yeglx,y,u) =
ki‘i
tenemos, por construccidn,
o (
k (x,y) = ) y*b (x,¥) Z ¢ . (x,y)n_.“.q}' (ng)} ,
n k . . i i ¢
k=2 l‘i+' s .+lk=n 1 k ‘

vy si definimos



45

< n

k (xyy) = I b (x,y) z ¢. (X,¥)*eeov0, {x,y>] ;
k=2 i Hmn 1 1y Y

podemos escribir kn(x,y) = y-kn(x,y)

De este modo, el sistema (*)n gue se obtiene de (41), es

oz - - {5z %
X 5 (1 n)a1\x,5)z + hn(x,y)
-az=(‘}- )b( } + k
y 3y n)yb, (x,y)z vk _(x,v) ,

y a partir de éste construimos el sistema

oz _ B
B = (1 n)a1(x.y)z + hn(xfy)
(*) "
éi = (1 - n)b,( ) + ;‘(
T n)b, (x,y)z o X.¥)

guedande asi definida la familia (*); para n > 2 .

Notemos que la solucidn ¢n{x,y) de (*}n , holomorfa en todo el
conjunto B, (0,y ) X 31(0rY2) , también es solucidn del sistema (*)> .

En efecto: Sea ¢n(x,y) la solucidn de {*)n ; por lo tanto

o¢ -~
n _ _ . )
b 3y (x,y} = (1 n)ybjtx,y)¢n(x,y) + yxn(x,yl '

o equivalentemente,

&
a

a¢
D e ~
y{\y (x,y) = (1 - b, (x,y}¢_(x,y) -k (x,¥)| =0

y como la funcidn entre paréntesis es holomorfa en B1(O,y1) X B1(O,Y2) ,



se tiene

Es decir,

8¢
T (X.-Y} = (T - n)b.] (le}¢
oy

¢ (x,y) es solucidn de (*
I

n€X.y} i kn(x,y}

)u
n

76



CAPITULDO iv

LINEALIZACION FORMAL DE UN SISTEMA DE PFAFF

COMPLETAMENTE INTEGRABLE

En este Capitulo, estudiaremos el problema de linealizacidn de un

sistema de Pfaff de la forma

3
[xp 5&- £ (x,;y.u)

du % 5]
Y By g 'Y r

para ciertos enteros no negativos p y gq , donde las funciones £ y g

o . . : 3
son holomorfas en un polidisco que contiene al origen de (C y toman va-

lores en C .

4

Demostraremos, bajo ciertas hip@tesis sobre las funciones £ y g

la existencia de una serie formal

77
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P(x,y,2) =z + X P {x,y)zn .
n
nzz

Gk ; PR 2
con coeficientes Pn(x,y) holomorfos en una vecindad comin de (0,0) € ¢ ,
la cual permite transformar el sistema (*) , a un sistema lineal del si -
guiente tipo:
P oz
o = z
X e al(x,y)
3z
yq 5; = b(x,ylz .

El procedimiento empleado para conseguir la linealizacidn del sis-
tema (*) nos conduce a sustituir una serie formal en otra, obligandonos
a imponer ciertas condiciones sobre las funciones f y g , para que es-
ta sustitucidn tenga sentido. Asi, es necesario suponer gue £(x,v,0) =
= g(X;YaC}) =0 .

1. Teorema de linealizacidn en el caso p =g =1 .
TEOREMA 1.1. Sea
ou
X 5’; = f(erru)
{51)
L (x,y,u1)
¥ 3y S X, Y,
un sistema completamente integrable, donde f y g son holomorfas en
B1(O,y1) X B1(O,Y2) x B1(O,E) , toman valores en C vy satisfacen las si=-
guientes hipdtesis:
(1) £(x,y,0) = g(x,y,0) =0
n ;
(ii) si 2 a (x,y)un y 2 bp(x,y)u son los desarrollos en potencias

ni1 ni1
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de u para f(x,y,u) y g(x,y,u) respectivamente, supondremos

a1(0,0) ?Qio o b,I(O-O) ?mio .
Entonces, podemos asegurar gue existe una serie formal

P(x,y,2) =z + & P (x,y)zn .
n
n-2

donde los coeficientes Pn(x,y) son helomorfos en BT(O'Y1) X B_{0,Y.)

1 2" =

tal gue la substitucidn u = P(x,y,2) reduce el sistema (81) a su parte

lineal:

|

ie a (x,y)z

(L) ¥

Lo B
N

e
I
I

bj(x,y)z .

Q2
L<

Demostracidn: Consideremos la serie formal

n
P(x,y,2) = z ‘bn(x'y)z '

n>2

donde ¢p(x,y} es la solucidn del sistema (*)n definidc en el Apartado
1 del Capitulec II, la cual es holomorfa en B1[0,Y1) bl B1(O,Y2) , para to-

do n>2 .

I
Sea P{x,vy,2z) =z + Q0(x,y,y) , donde Q(x,y,z} = Z ¢n(x,y)z v
n>2
hagamos la sustitucidén u = P(xX,y,2) en (81) . Derivando y reemplazando

formalmente, cbtenemos: Por una parte,

au _ 8 39, 8=
X e = b4 Tk + {1 + BZ}X 3%
du _ 89 29!, 3z
Yy T Y% [1+32]y oy
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y por otra,

f(x,y,P) az+ a1Q + Z an(x,y)(z + Q)n

n>2

g(x,y,P) bz + b1Q + Z bn(x,y)(z + Q}n

1
n>2
Ahora bien, la sumatoria

( n
P an(x,y)(z + Q}n = Z an(x,y)lz + Z cbr(x,y)zI
n>2 ni? ri?

puede ser reordenada en potencias de 2z , de la siguiente manera:

T alyz+ = I hn(x,y)z“

ni? ni?
donde
> |
hn(x,y) = 2 ak(x,y) z ¢, (x,y)-...°¢j (x,y)J
= .. t] =
k=2 i, jk n 1 k
y por definicidn ¢1(x,y) =1 .
En efecto, para determinar el coeficiente de zm 5 (m > 2) en la suma

n - . -
> an(x,y}(z + Q) ; s claro gue s0lo debemcs considerar 2 <n <m ,
n>2

y de cada uno de los sumandos

n
n . ¥
an(x,y)(z + Q) = an(x,y) zZ 4+ Z ¢r(x,y)z
r>2

. m
n=2=2, ..., M , extraen el coeficiente de =z

Notemos que, como ¢1 = 1 , podemos escribir:

n _ "
an(x,y)(z + Q) = an(x,y)[ z @r(x.y)z J .
rzj
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Asi, para n = 2 , el coeficiente de =z sera:
az(x,y)[ z ¢. (x,y)°¢, (x,y)J :
3p*¥3,mm 71 J2

i m P
En general, para 2 <n <m , el coeficiente de =z sera:

an(x,y)[ Z . (x,y)-...-¢j (x,y)}

jyteetd em I m

Por lo tanto, de la suma

p an(x,y)(z + Q)n ,
ni}

se obtiene el siguiente coeficiente para =z

m
2 ak(x,y) z O, (x,y)*...*d. (x,¥)]| .
k=2 LA N Iy

gue es justamente hm(x,y) 5

Cabe sefialar agul, como la funcidn hm(x,y) definida en el Capitu-
lo III, aparece de manera natural al reemplazar la serie formal P(x,vy,z)

en la funcidn f(x,y,u) .

Proseguimos con nuestros célcules y escribimos:

f(x,v,P) = aq(x.y)z + a1(x,y)Q + Z hn(x,y)zn .

n>2

De manera an&loga, tenemos

g(x,y,P) = b, (x,)z + b (x,y)0+ I k (x,y)z"

donde

n
kn(XrY) = X bk(xry)[_ Z q)j (XJY)'-o-'(xbjk(er) '
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(definiendo ¢1(x,y) =9}

Asi pues, teniendo en cuenta la reordenacidn en potencias de z

de f(x,y,P) , es claro que la sustitucidén u = P(x,y,z) transforma la

@ ou
ecuacién x — = f(x,y,u) en:

ox

ES
LQOJ
+
s
+
&
»
Q2

=az+a0Q+ 2 h ,
1 n
ni2

Al

(OBSERVACION. Por comcdidad escribiremos a, en lugar de a1(x,y), etc),

o equivalentemente

[, , 39|, 8z _ _ . 99 n
L1 + Bsz g a1z + a1Q x o= + Z hn(x,y)z ,

n>2
Dero como
=1

1+ 2w 1+ Z n¢ (x,y)zn
oz n
n>2

es una serie formal con té€rmino libre no nulo, sabemos que existe la serie

-1

2 , (ver [5]), por lo tanto

formal inversa [1 + —=

o

[
NS Sl |

Q>

1 3%

(e F]
(o]

X L 1 + ]-1(a z+aQ-x §9-+ Z nz"
ox J L 1 n .

An&logamente

-1
3z _ 3| _, 2, 5 ,m
v Sy {1 g Bz] Lb1z + b1Q ¥ By + 42 z .

. . g8z
Rhora bien, nosotros deseamos conseguir que X +— = a1(x,y)z v

ox

oz
% §§'= b1(x,y)z ; O sea,



) (a7 )
(42) |1+ Tg; la.z + a 0 = EQ-+ T hz'l=acz
L dzj |1 oz n 1
s n>2 4
y
[ 3‘\-?’ u 3
(43) It g ]bz+bQ*y§£+Ekzng=bz-
l oz (1 1 9y , N J

) n ( 3ol
2,z +aQ0-x 2=+ Z hz =a.z|1+ Ti} :
1 ox 02 n i { oz

Cancelando el términc en comin y reagrupando, se tiene:

- b ‘
(42'") x 8- 4 Q- a,z 72-+ T nzZ.
ox 1 1 az n
ﬁi2
Anilogamente
5Q 3 n
(43') yg—f=biQ—bzq—§v+zkz )
y (- pxn B

Si escribimos (42') v (43') respectivamente, como series formales

en potencias de z con coeficientes que dependen de X e y , obtenemos:

a¢’1 n n
(42") Z x ne Ka¥lz = z [ - nja, (x,¥)¢ (x,y) + hn(x,y)IZ‘
nzZ niQ
Y
aQP n n
(43"™) T y—=— (x,v)z = Z [{1 -n)b, (x,¥)0 (x,¥y) + k_(x,¥)]z
. oy . 1 n n
n>2 = n>2

0

Para ver gque las igualdades (42) y (43) son validas, es suficiente
notar gque las funciones ¢n(x,y} , holomcrfas en 81{O,Y1) X 51(0,Y2} ,

son scluciones de los sistemas (*}n , s decir:



b3 E"qiﬂ(x )
3 A
s
YB}’ K.Y

Por lo tanto, como (42") e

bade que la sustitucidn u = P(x,

(1 - n)a1(x,y)¢n(x,y) + hn(x,y)
(1 - n)bT(x,y)¢n(x,y) + kn{x,y)

guivale a (42) y (43") a

y.2z) , linealiza el sistema

parte lineal, o sea, lo transforma en:

(, 82 _ .
X 9% = aq(x,y)z
(L) |
"]
| 3z .
y 3y - 1 (x,y)z

Esto termina de probar el

Cuandc no se satisface la

Teorema 1.1.
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(43) , hemos pro-

(51} a su

hipbtesis £{x,y,0) = g(x,y,0) = 0 en el

-

Teorema anterior, es posible, si suponemos aj(O,G) & I%} o b1{0,0) & 1%),
ransformar el sistema (Sj} en un sistema del tipe
b4 %§~= gfx,y,v)
av
Y5y T g(x,¥.v) .
donde E(x,y,O) = ;fx,y,O) = 0 . Con este propdsite, usaremos un resultado

que puede leerse en [ 1], (Corolaric 2.4, P&g. 253} y que adaptado al siste

ma (51) , afirma lo siguiente:

Si el sistema

Q
=]

lx — = fi{x,y,u)

{s.)

g(x,y,u)

RSN PIEpes



es completamente integrable, con £ vy g holomorfas en un polidisce gque
; : 3 -
contiene al origen de ©C , £(0,0,0) = g(0,0,0) vy ademas

af 3
— (0,0,0) &€ I o’ Ei-(O,O,O) & N , @ntonces podemos asegurar gue exis
ou o du o =

te una QGnica solucidn ¢ (x,y) de (8, )
o

1 , holomorfa en una vecindad del

origen, gue satisface ¢O(O,O) = 0 .

(OBRSERVACION. Sea f(x,y,u) una funcidn holomorfa en un polidisco que

; : 5 g n
contiene al origen de [ y sea Z an(x,y)u su desarrollo en poten -
n>0

cias de u . Entonces es obvio gue é%—(O,O,O) = ai(0,0)} P

d

Ahora estamos en condiciones de probar el siguiente lema:

LEMA 1.2. Si el sistema (51} es completamente integrablercon f vy g

o ; , 3 3
holomorfas en un polidisco que contiene al origen de € , £(0,0,0) =

= g(0,0,0) = 0 vy ademéas oF, (0,0,0) & I%) o g%—(0,0,0) & I%) , entonces
c'}
la sustitucidn u = v + ¢O(x,y} , donde ¢O(x,y) es la solucidn de (81)

garantizada por el resultado citado anteriormente, transforma {51) en

el siguiente sistema de Pfaff completamente integrable:

Qr
e

fix,y,v)

Q2
»

ly L Gy
ay_ r ¢ !

~

donde f y g son holomorfas en un pelidisco B1(O,Y%) X B1(O,Yé} x B, (0,

v satisfacen f(x,y.0) = g(x,v,0) =0 .

Demostracidn: Reemplazando u por v + ¢G(x,y} en (S?) '

se obtiene:
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x s + % G¢O (x,y) = £( ) )
% T (Xey) = Exyev o4 ¢c(x,y;)
av aWO . .
Y 5 * ¥ Y (x,¥) = glx,y,v + ¢_(x,7)) ,
y como ¢O(x,y) es solucidn de (51) , tenemos
ov _ T
X 2= f(x,y,v)
L o Sxy.w
Y ox gixX,y.v
donde
f(XIYIv) = f(XrYFV + q)O(X;Y)) = f{leIq}O{er))
y
gi{x,y,v) = gx,v,v + ¢-O(x,y)} - g(x,y,épo(x.y))
Notemos gue, como @O(O,O) = 0 y las funciones £ y g son holo-

morfas en un conjunto de la forma Bi(O,y1) b Bl{O'Yv} X 51{0,5} , enton-

ces, existen nimeros positivos yj,yé,g‘ , tales gue para x € B‘(O,y;} 4
! i

y € 31(O,yé} , VvV E 81(0,8'} se tiene, Vv + ¢o(x,y) S 31(0,8 } vy por lo
tantc £ y g estén bien definidas en B1(O,y%) ® BT(D,yé) X BT{O,g'j "

AdemAs es claro gque f y g son holomerfas en esta fltima vecindad y

~

satisfacen f(x,y.0) gi{x,y,0) = 0 .

~

La completa integrakilidad de (51} se verifica a través de un

cilculo rutinaric que omitiremos.

1]
m
(o))



Usando el Teorema 1.1 y el Lema 1.2, podemos establecer el siguien

te resultado:

el

TEOREMA 1.3. Consideremos el sistema completamente integrable (S.) , don

r

de suponemcs f y g holomorfas en B1(0,Y1} X B_(0,y.) X B1(O,€)

1
” of
£(0,0,0) = g(0,0,0) = 0 vy ademés EE-(O,O,O) Z 0 <0 U N S}

gi (G,0,0) & @ £0 U N . Entonces, existe una serie formal

P(x,v,2) = P (x,y) +z+ Z P (x,y)z"
(o] n
n>2

’

donde Po(x,y} ‘ Pn(x,y) r {n > 2} , son hclomorfas en

B1(O,Yj) X B1(O,Yé) para ciertos Y; y yé , tal gue la substitucién
i

u = P(x,y,z) transforma (81) en un sistema lineal de la forma

A N

EX ax—au-.,yz

(Li)
dz _
1\ch,,"'};---b(}{,y)z

Demostracidn: Por el Lema 1.2, haciendec u

]

v + @O(X:Y) ; (51) se redu-

-
ce al sistema (ST)

Por otrc lado, como

—@-E(OGD) = Bf (0,0, (0,0)) - B (0,0,0) & @

rdv I's I au r l',o 14 "du I 1 io
O

gg - 9g _ 99 .

;;(OALO) EE(OJL¢OW.W) ggkodhw)ﬁ @<0’

—~

aplicando el Teorema 1.1 a (Si) , Sabemos gue la serie formal



v n s
z + & @n(X'Y)Z ; con coeficientes ¢_(x,y) holomorfos en
n
n>2

B}(O,y;) % B1(O,Yé) , transforma (51) en su parte lineal

b3 QE-= a(x,v)z
ax Y
dz
= b(x,v)z .
Yy 3y Y

Finalmente, gqueda claro gue la substitucidn

u=Ply,z =6 () +z+ T ¢ (x,p2 ,
n>2

~

lleva (51) al sistema lineal (LT)

~

(OBSERVACION. El sistema (L1} no necesariamente es la parte lineal de

Habiendo conseguido la linealizacidn formal de (S.) , si la serie
I
. . . . 3
P(x,v,2} resulta convergente en una vecindad del crigen de & , podemos

I~
relacionar a través de P(x,v,z) , las scluciones de (L1) ; gue son fac-

~

tibles de encontrar, con scluciones de (81) . En efecto, siendo (51) un

sistema completamente integrable donde £(x,v,0) = g(x,y.,0) = 0 , cuando

consideramos la relacidn (2) para n = 1 , {(ver Capitulo II, Apartado 1),

~

se desprende la completa integrabilidad del sistema {L1) 5

~

Ahora bien, un sistema de Pfaff lineal como (L1) puede ser trans-



W
X T = au
ox
ow ~
— = bw
Y 3y ’

~ e~

donde a,b son nimercs complejos. Esto es consecuencia de un teorema ge-
neral para sistemas de Pfaff lineales, cuya demostracidn se encuentra en
un articulo de Yoshida y Takano (ver [3], P&g. 187, Teor. 6) y que enun -

ciaremos a continuacidn:

TEOREMA. Consideremos un sistema completamente integrable

Pi(X)
S
i=1 i /

Bé

I
P

[Sglla

donde X es una matriz incbgnita m X m vy P,(x} una matriz m X m ho-

i
. ~ n n
lomorfa en una vecindad de 0 € € . (OBSERVACION. x = (x?, sswap X3 S8 ¥k
n
Entonces, existe una matriz invertible U(x) , holomorfa en una vecindad
: n . .. . R
del origen de ( y matrices diagonales Li , 1 =1, ..., n , cuyas com-

ponentes scn entercs no negativos, tal gue la sustitucidon

L L
) i n . . .
X = ULx)x1 ... X 2 transforma el sistema anterior en el sistema
33
r n B 1
1
dz = z __-dX'JZ i
Gi=1 ¥4 +
dende B. , i=1, ..., n , son matrices constantes gque satisfacen
1
B, B, = B, Bi V i,j . El czlculc de las matrices Ei,Li v los coeficien
i 3 J i

tes en la serie de potencias para U(x) puede realizarse efectuando opera

ciones algebraicas.

Por lo tanto, aplicandc este teorema al sistema (L1) , podemos

asegurar que existe una funcibn u(x,y) , holomorfa en una vecindad del



-

nlimeros enteros nc negativos £1,82 ,
L, £,

.- , 172 7 ;
cidon z = u(x,y)x y w 1lleva (Li) al sistema

; 5 2
origen de C Y tal gue la sustitu-

oW ~

X = al
oX
w

¥ = = by i
9y

donde a,b € C , para el cual toda solucibn es de la forma w(x,y) =

Estc Gltimoc pone de manifiesto la utilidad de linealizar el siste-
ma (Sq) + lo gue bajo ciertas restricciones, hemos conseguide al menos

formalmente.

OBSERVACION. Entre los resultados previos utilizados para construir la se-

e i, n . S .
rie formal P(x,y,2) = z + 2 @n(x,y)z ¢, Que permite linealizar (51) ,
n>2

de considerable extensidn es la demostracién del Lema 2.1 (Capitulo II).
Este Lema y su consecuencia, el Teorema 3.1 (Capitulc II), pudieron haber-
se evitado recurriendc a un resultado del articulc de Gérard y Levelt,
(ver [ 4], PAg. 164, Teor. 4.1 y Pig. 171, Nota 4.5), del cual se desprende

como casc particular que toda solucibén formzl de un sistema de la forma

3z 7 ,

b f = a(x,y)z + a(x,y)
ox
oz _

v @ = bi{x,y)z + Bi{x,vy) .

converge donde los coeficientes a,d, b y £ son holomorfos.

Cuando el sistema que deseamos linealizar es,



gu
X — = fix,y,u)

= gix,y,u} , (¢ > 2)

no tenemos un teorema que garantice la existencia de una solucidn para un

sistema del tipo

Q2
N

= a(X,y)z + a(x,y)

»”
Q
|

2

yq —§'= b(x,y)z + B(x,vy)

L

Q2

=

holomorfa en todo el conjunto donde a,d,b y £ son holomorfas. Por lo
tanto, en este punto se rompe la analogia con el procedimiento usado para
1

linealizar (&.) vy cobra importancia el Lema 2.1 (Capitulec II), gque ofre

ce las siguientes wventajas:

1°) Permitid dar una demostracidn alternativa del Teorema 3.1, (Capitu-
lo II), en lugar de recurrir al resultadc de Gérard y Levelt ya ci-

tado ([41).

2%) Permitid demostrar el Teorema 4.1 (Capitulo II), mediante el cual
construimos los sistemas (*)% , {ver Capitule III, Apartado 2),
con sus respectivas soluciones z (x,y) holomorfas en un mismo po-

I

b 5 i s 2
lidisco centrado en el origen de C

Comoc veremos en el Apartado siguiente, las funcicnes zn(x,y} de-

finen una serie formal que linealiza el sistema
X — = f{x,y,u}
ox Y

Y 3% " g({x,y,4) .



2. Tecrema de linealizacibn en el caso p=1, g > 2 .

Estableceremos resultados an&logos a los Teoremas 1.1 y 1.2 del

Apartado anterior.

TEOREMA 2.1. Sea

g du _
Y 3y

- = glx,y,u)

i

un sistema de Pfaff completamente integrable, donde f y g son holomor-

fas en Blf (Of’Yq) = Bq (Olez) ® E‘..E (OrE) r f(xrylo) = g(XJYrO\' = O Y
] I

J

af
g‘ (0,0,0) & k_. - Entonces existe una serie formal
u C

- b3 n

P(x,v,2) = 2 + < Pn(x,y}z ’
n>2

con coeficientes P (x,y) holomorfos en una vecindad BA(OrYT} X E1(D,Q}

n i
(0 <p < YZ) , tal que la substitucidn u = P(xX,y,2) linealiza (S5.) =a

2
su parte lineal

o B2 o Bvis
ox 1
{LZ) }
qgdz _ .
ly 3y b, x.y)z .

Demostracibn: Consideremos la serie formal

¢n(x,y) z" ,

P(x,y,z) = 2 +

n>2

v



0
(e8]

donde ¢ (x,v) es la solucidn del sistema (%)

N ; definido en el Apartado

2 del Capitulo III, la cual es holomorfa en EB_(O,Y

1 1) X Bq(O,p) .

El restc de la demostracidn continfia igual que la del Tecrema 1.7.

g.e.qd.

Si en el tecrema anterior no se satisface la hipdtesis
fi(x,y,0) = g(x,vy,0) = 0 , recurrimos a un teorema que aparece en | 1],

(PE&g. 254, Teor, 2.7) y que adaptado al sistema (52} afirma lo siguien-

te:

Si el sistema

gu
I(x -é-; = f{x,vy,u)

. - 9 (xry.!u)

es completamente integrable, f v g holomorfas en un polidisco gue con-

= (0,0,0) € W ;

. . - 3
tiene al origen de € , £(0,0,0) =g(0,0,0) =0 ¥ o= 5

entonces, existe una inica solucibn $O{x,y) de {82) ; holomcrfa en una

vecindad del origen, gue satisface ¢O(O,G) =0 .

Del resultado recién mencionado, se obtiene el siguiente lema:

ILEMA 2.2. 51 el sistema (52) es completamente integrable con f y g

. 3 ; = 3 ~
holomorfas en un polidisco gue contiene al origen de @© , £(0,0,0) =

= g{(0,0,0) =0 vy g& (0,0,0) & ]%, , entonces, la sustitucibn

u=v + ¢o(x,y) , donde ¢O(x,y} es la solucidn de (52) garantizada



por el teorema citade anteriormente, transforma (S_) en el siguiente
<

sistema de Pfaff completamente integrable:

-~

(x %¥-= fix,y,v)

(s,)

|
! g v _ ~
ty o g(X;y;V) r

v

donde f y g son holomorfas en un polidisco Ei(D,Y%} x Blto,yé) X Bjto,s‘)

~ ~

y satisfacen f(x,y,0) = g(x,y,0) = 0 .

Demostracidn: Andloga a la del Lema 1.2.

A partir del Teorema 2.1 y del Lema 2.2, se cbtiene:

TECREMA 2.3. Consideremos el sistema de Pfaff completamente integrakle

{82) , donde suponemocs f y g holomorfas en 51(C,y1) X B1(O,Y2) b Bi(O'E)
of

£(0,0,0) = g(0,0,0) = 0 y ademis 5;—(0,0,0) & I{<<O U N . Entonces,

existe una serie formal
P(x,¥,2) =P (x,y) +2+ Z P (x,y)z’n ;
e} n
n>2
donde Po(x,y} i Pn(x,y) 7 (n > 2) , son holomorfas en BT{O,Y;) % B1(0,p)
para ciertos Y; Y p » tal que la sustitucidn u = P(x,y,z) reduce

(52) a un sistema lineal de la forma



0
tn

Q
<]
™

- b(XrY)Z .

l

\
i
sz _
{

(o]
g

Demostracidn: Andloga a la del Tecrema 1.3.

g.e.d.

~ o
ahora bien, para el sistema (L2} ;, gue como (Li} es completamen-

te integrable, sabemos como son las soluciones en virtud de una proposicidn

cuya demostracidn puede verse en ([1]), (Pdg. 232, Prop. 5.2). Esta afirma

que las soluciones de {LE) son de la forma:

(1

g M@
) & b v
z(x,vy) = culx,v)x yBe \}),

donde c,&,3 son constantes en C

o]

, ul(x,v) es holomorfa en una vecinda

. . 4 2 ; : 2
del origen ae [ y ¢ es un polinomio de grade gq - 1

Nuevamente gueda en evidencia el inter&s por linealizar el sistema

(S.) , pues, si la serie formal P(x,y,z) resulta convergente, nos permi-
“

tirja relacionar las scluciones de (LZ) , cuya forma conocemos, con solu-

ciones de {52) B
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3. Tecorema de linealizacidén en el casc p = 1

TEOREMA 3.1. BSea

(x 22 = £(x,y,u)
l o%

s

CRER
i
.
LBY g\ r}'r

un sistema de Pfaff completamente integrable, donde £ y g son holomor-

fas en B,E(O,\r.l) % ET(O,\’z} x B?(O,a) , Elx,y,0) = glx,y,0) =0 vy
af
§E’(O'O'O) & Q_EO

Entonces, existe una serie formal

I
P(x,y,2) =2z + 2 P (x,¥}z ,
n
n>2

con coeficientes P_(X,y) holomorfos en 51(01Y1) e B1(O,y2) , tal gue
il

la sustitucién u = P(x,y,z) linealiza (S,) a su parte lineal

-~

Q7
N

= 61(x,y)z

Q2
b

(L,) o

3z
5. =Bz

Demostracidn: Consideremcos la serie formal

n
P(x,y,z) =z + X ¢n<x,y)z '

n>2
donde ¢n(x,y) es la solucidn del sistema {*); definido en el Apartado

3 gel Capitulo III, la cual es hcolomorfa en B1(O,y1) X B?{O,YE} s



La demostracidn continfla igual gue la del Teorema 1.1.

Cuando en el teorema anterior no se cumple la hipdtesis
f{x,v,0) = g(x,y,0) = 0 , mediante la sustitucidn u = v + ¢o(x,y) , don-

de ¢o(x,y) es la solucidn de

Ju

3x

Il

f(x,y,0

Bu
oy

yg(x,y,u)

que satisface ¢O(O,O) = 0 , (Corolario 2.4, Pag. 253, [1]), el sistema

anterior se transforma en
x — = fix,y,v)
¥V oo ® gi{x. ¥V &

con f£(x,y,0) = g(x,y,0) =0 .

~

Come g(x,y.,v) = ygi{x,y,u + ¢o(x,y)) - yg(x,y,¢o(x,y)) , este {lti-

mo sistema equivale a

v =
X % = f£f(x,y,v)
g_;‘ = g(XJYfV) r

donde ¥1x,y,V) = f(x,y,v) vy 3

(x,¥,v) = g(x,¥,u + ¢O(x,y)) #

- g(x,y,¢o(x,y}) , al cual podemcs aplicar el Teorema 3.1.
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De este modo, tendremos que para el sistema (S.)

3 (en el casc

f(x,v,0Z 0 o g(x,y,0) Z0) , la serie formal
n
P(X;Y;Z) = ¢ {X:Y) + iz« E ¢' (x;y)z
e} n
n>2
con coeficientes holomorfos en un peolidisceo B}(O,Y;) X B1(O,Yé) , lo
linealiza mediante la sustitucidén u = P(x,y,2z) , & un sistema de la for-

ma

v2 . ( )
X = a(x,y)z

(L) A

gz
\ay = b(X.Y)Z

Este (ltimo sistema, gue es completamente integrable, puede ser lle
~ ~
vado mediante una transformacidén z = z(x,y)w , donde z(x,y) es holomor-

fa y no nula en una vecindad del origen, (ver [7], Pig. 62), a un sistema

del tipo

M
Qrla»
IS
i
oY
X
£

ow _
oy :

|
o

Por otra parte, sabemos que las soluciones de la ecuacidn

X o0 ;(x)w
ox

scn de la forma w(x) = c-xa(o)w(x} , con w(x) holomorfa y no nula en una
vecindad del origen, c¢c & € , (ver [2], Pag. 25), lo cual nos permite expre

sar las soluciocnes de (L}) del siguiente modo



~

—~ -~ 0y

z(x,y) = c-z(x,y)w(x,y)xa(‘ ¥

asi, de resultar convergente la serie P{x,y,z) , podremos transformar

2

las soluciones de (L3) en solucicones de (S.} .

3
No ser&n incluidos en este trabajo los casos p > 2, g 2> 2 ¥
p>2, g=0; pues, para establecer resultados de linealizacidn formal

andlogos a los recién expuestos, necesitamos imponer condiciones muy res-

trictivas a las funciocnes f(x,y,u) vy <clx,y.u) .

El caso p = ¢ = 0 no presenta dificultades y es posible cbtener

un resultado anilogo al Teorema 1.3 d sente Capitulo. Esta vez es el

®
}.._.I

Lol
R
i

Teorema de Frobenius, (ver [ 8], Pdg. 302), el que nos asegura la existen-

cia de soluciones holomorfas en una misma vecindad del origen de T , pa

ra los sistemas

gz

2= (1 - + 1 5
o ( n)ai(x,y)z hn(x v)
EE‘= {(1 - n)b_(x,v)z + k_(x,vy) .
oy 1 n

que se construyen a partir de

ou -,

= ILXIY!u)
ox

du

Zy = g(x,y,u) -

Ccomo la demostracidn de este resultado es aniloga al caso p =g =

no tiene interés incluirla en estas paginas.



CAPITULDO Vv

EJEMPLOS Y PROBLEMAS POR INVESTIGAR

1. Ejemplos.
No es inmediato, en general, dar ejemplos de sistemas de Pfaff que

satisfagan la condicién de completa integrabilidad y menos aln mostrar la

serie formal

P(x,y:2) =2 + Z d;n(x,y)zn
n>2

que linealiza al sistema (*)
A continuacidn, daremos algunos ejemplos para sistemas de la forma

P Ju
o 2B

2
= 1 = -+
~x t{x,y,u) a1{x,y)u a2{x,y)u
2
yq g%—= g(x,y,u) = b (x,¥)Ju + b_(x,y)u .
ay 1 2

"

(1) En el caso p =g 1 , consideremos el siguiente sistema completamen

te integrable:

X o (1 + xy)u + (2xy + xzyz}u2
ox
2.2 2
y g§-= (2 + xyJu + 3xy + x y Ju ,
o

100



a partir del cual definimos (*}2 , es decir,
az 22
Xx+—= (1 + xylz + 2xy + X VY
ox
dz 2 2
v 5; = -(2 + xy)z + 3xy + XY

cuya solucidn es ¢2(x,y} = xy .

En general, las sclucicnes de los sistemas (*) vienen dadas por
n

n-1 n-1i
Yy

L

¢n(X,y} = x por lo tanto

n

. 2 3
P(x,v,Z) z + @2(x,y)z + @B(x,y)z * oaen B

2 z2 2 3 =
z+ xXyz +xXxy 2z + ... 7

1 - xyz

]

-

Es decir, la serie P(x,v,2) , en principio formal, resulta convergente en

2
. = 4= P -
una vecindad del origen de (

(2) Enelcaso p=1, g > 2 , consideremecs el siguiente sistema comple

tamente integrable:

El sistema (*)2 es
3%
oz
X—= -z + 1+ 2x
aX
2 9z
— =-z t+ 1+ x
Y 3y '

y su solucidn, ¢2(x,y) =1+ x .



En general, las soluciones de los sistemas *

.

vienen dadas por

—

-

; n-
@n(x,y) = (1 + %)y por lo tanto

\ 2 3 z
X z) = +* . =
P(x,v,2) zZ (x + 1Yz + (x + 1) z + R

Nuevamente la serie P{x,vy,z) resultd convergente en una vecindad del

2
. -~
origen de @ .

En realidad no es casualidad gue en los dos ejemplos anteriores se
obtengan series convergentes, pues, dado un sistema completamente integra-

ble de la forma

»
o]
w | %]

a, {(x,¥)u + az(x,y}u

e}
|
I

]

2
y = bi(x,y)u + bz(X,y)u , con p,qg€ I%) i

Q2

I

si el sistema

"

s}
=
N

-a, {(x,y)z + azix,}’)

~

g o

L

L[

-b, (x,y)z + b, (x,vy)
1 2z

Q2

b

admite solucidn ¢2(x,y) holomorfa en una vecindad B1(O,Y1) x Bq(O,y2

. . . g , n-1
entonces, las funciones ¢an,y) definidas por @qxx,y) = ¢2(x,y) %

serin soluciones de los sistemas (*) para toedo n > 2 . En efecto, su-
I Z

pongamos que las funciones ¢, ..., ¢ ; definidas por ¢2(x,y)

L\
1S]
s
I
i

j L n- S .
= ¢2(x,y), — ¢n 1(x,y) = ¢,(x,Y) ; son soluciones de los sistemas
o 4

(*) SeE W (*}n respectivamente y probemos que ¢n , definida por

2’ =9
n-1 , & .
¢n(X;y) = ¢2(x,y) es solucidn de
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{xp %ﬁ = (1 - n}a1{x,y)z + hn{x,y)
* 4
( Y i
!
g 3z \ 3
5y (1 - m)b, (x,¥)z + k_(x,¥)

Para esto, tengamos en cuenta que

- y e 5 .
hn{Xpy} = az(xry) i ¢’_§ (x,¥) ¢] (x,¥)

ji+]2=n -1 2
(donde ¢1 =1y ¢2, sanp O , son las solucicnes de los sistemas
n-
7 r ¢ L Y * . Obtene-
(*)2, EE 3 (*)n_1) , ¥ reemplazemos 2 PO ¢n{x vy en ( )n
mos por una parte
3o lo 5
p n  n-— P 2 n-2 , _
= - = - L +
g = - Mg, = e = N, a9y + By

Yy por otra

n-1 - . Z
2l P A
§ i

|
Ej,-

o
=

5

+
o

"

I
2

[Vl
5

n
ik

]
3
=
=
W

s

-

NS R]
I
-
N

+ a,(n - 1)@2‘ y

por lo tanto,

n
x — = {1 - n)a1¢n + hn :

anZlogamente se prueba que
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9¢

fq —n — -
Y gy (1 n)b1¢n * kn d

es decir, ¢n{x,y) es solucidn de (*)n §

Teniendo esto Gltimo en cuenta, es obvic gue la serie formal

, . 3
P(x,v,2) =2z + 2 ¢ (x,y)zn , converge en una vecindad del origen de T ,
n>2
ya gque
n-1n z
P(xry:Z) = Z + 2 ¢2{XIY) z = 1 = & I y) - '
n>2 By i

cuando ]¢2{x,y)-z[ <1

Hemos demostradc asi, para una cierta clase de sistemas de Pfaff,
que la serie formal P(x,y,z) , cuya existencia se garantiza en los Teore-
mas 1.1, 2.1 y 3.1 del Capitulo IV, es convergente, es decir, se trata de
una verdadera transformacidn holomorfa gue permite linealizar un sistema

de Pfaff.

En seguida daremos alguncs ejemplos de sistemas de Pfaff completa-

mente integrables donde

2
f(x,y,0) = a_(x,y)Ju + az(x,y}u + a {x,y)u3

1 3

g(x,y,u) = b1(x,y)u + bz(x,y)u2 + b3(x,y)u3 i

(3) Para p =9 =1, consideremos el siguiente sistema completamente in-

tegrable:



ot 2 2 23
x §§-= u + 2xyu + 2x y u

du - . 2 L2 63
b4 5y = <u + 3¥xyu + 3Xx yu .
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Calculando las scluciones ¢2, 4 ¢5 de los sistemas

5.4 3.2 2
(*)2, e (*)5 , Obtenemos ¢2(X:Y) = XY , ¢3(x,y) TXY
7 33 31 4 4 .
¢4(x,y) = S—x yj ' ¢5(x,y) == XYy y por lo tanto la serie formal
=
P(x,vy,z) comienza asi:
, . 2 3 223 7 23 4 31 4 5
P{x,y,2) =2 +®xyz + -Xy2z + -XY2Z —_— vz +
Z 3 5
(4) Para p=1, g>2 , el sistema
g 2
b4 fu = u + 3u <+ 3u
cX
2 Bu 2 3
y‘ EL = 2u + 6u + ©u
oy
es completamente integrable.
4 . i . 21
Calculando @2, . @5 , se obtilene ¢2(x,y) 3 5 @B(x,y) = >
. 117 . 1197 ) . . I
@4(x,y) 3 Qs(x,y; = ) y por lo tante los primercs cinco termi -
nos de la serie formal P(x,y,2z) gue linealiza 3l sistema, son:
, 2 21 3 117 4 1197 5
P(x,vy,2) =2 + 3z 4+ — =z + —/ 2 + Z o+ ..
2 3 4
En los ejemplos (3) y (4), no es evidente que la serie P(x,v,2)

resulte convergente, en todo casoc, calculando en un

computadeor una gran

7 = ; ¢ n, - . -
cantidad de términos de la sucesidn V‘cn , (donde = coeficiente de
P(x,v,2) . o
Xeyez en ————;LL—— en el ejemplo (3), vy c, = coeficiente de z en
1

P(x,v,2z) en el ejemplo (4)), se observa una tendencia a estabilizarse, lo

14



cual significaria la convergencia de P(x,y,2)

La misma situacibn se observa en cotros ejemplos estudiados.

2. Problemas por investigar.

Denotaremos nuevamente peor (*) al sistema
a..
xF — = f{x,y,u)
b4
q all ! z
¥ Sy - gi{x,y,u) .
(1) Para p=g=1 en (*) , donde £ y g son heolomorfas en una ve-
s o5 : 3 .
cindad del origen de ( y toman valores en € , se conjetura la conver-

gencia de la serie formal P(x,y,z) dada por el Teorema 1.1 del Capitulo

-
IV

(2) Para p=1, g2>2 en (*} , con f y g holomorfas en una vecin
dad del origen de ( v a valores en & , se conjetura la convergencia de

la serie formal P(x,y,z) dada por el Teorema 2.1 del Capitulo IV.

(3) Investigar la linealizacibn, primerc formal, del sistema (*) cuando
p>2 & g>2 donde f y g son holomorfas en una vecindad del origen

3
de C y toman valores en & .

Si es posible la linealizacidn formal, investigar la convergencia

de la transformacién P(x,v.2) .

(4) Investigar la linealizacidn del sistema (*) para los distintos va-

lores de p y ¢ , cuande £ y ¢ son holomorfas en una vecindad del

. 3 m
origen de ( y toman valcres en O .
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La mayor dificultad gue surge en este caso para conseguir la linea
lizacidén formal, radica principalmente en poder demcstrar la completa in-
tegrabilidad de los sistemas (*)n , gque va en el caso f vy g a valc -

=

res en & , did bastante trabajo
(5) Investigar la linealizacidn del sistema (*) , cuande f y g son

holomorfas en S5, X 82 X BK{O,E) , donde
] 1

g, = EQC : 6 . <Ar <6 . ;0 < lx|l <.}
{x 8, 4 g X 5,4 1% L

m
(i =1,2) , vy toman valores en T .
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