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]¡iTRCDUCCiON

En e1 ámbito de 1as ecuacicnes díferencj-ales en general y de 1as

ecuaciones difererciales ordinarÍas de variable co:i:riej a en partlculat:,

sin duda son las ecuaciones iineal-es las q'¿e pe5¡.i'een un estudio más com-

plelo de sus soluciones, es decir, aq-¿ei1a-. de ii ::r:r=

ou(E-) :- = A(x)u ,! q>:

oonde A(x) es una matr:iz hoiomcrfa er, B.(c,Y) r= ix € c , lxl < 1]

salvc o.,.:.i zá s en C.

JJan¿c A(x) tj-ene un poio de ordet p er: €l- origen, la ecuación

(E-) puede escribirse def si-quiente modo:
I

r ;.1

{E-J x" } = A(x)u ,

s:enoc i,*' holonfrfa er, :1 (( ,\ )

Par:a p = 1 , supcniendo por ejer,pio que .l-os vaiores prcpics de

A(O) són dislintos entre sí¡ podernos describi:: la fcrma de una matriz

funCamental , (12), Pág. 25), y calcularla medianre ope::aciones algebraicas'



l- i-

D:r. r>1 Áé;ñ*^^y - . , !¡c¡jemo s co;lsiderar 1a mat.r j-z ,.¡, (x) restringida a r¡n

sector S cenlraCo err e1 orj.gen¡ esi-o es

s = {x € c : 0, . Ar_c x < É, , C . ixl < ri ,

en cuyo caso, bajo ciertas hipótesis, tambiér, poderncs describir Ia forn-ra

de una ma-.riz fundanental para Ia ecuaci6n (E,) , t{ 21 , ráq. 6C).

Con esto en cuen'La, ia 1ir¡ealizaciór, de una scuación diferenciai se

revela cono un problena de na+-ural in+-erés, tantc ei: su aspecto teóricc

como en su apJ-icacián a situaciones concretas.

Un importa-.rie teorerLa, debido a poincaré t[ ¿] , pág. 125) , permite,

balo ciertas restriccj-ones scbre Los valores pIopics de 1e matriz Fl ,

linealiza:: formalmente 1a ecuac ión

ó:2\
- 

= Fru) = F .. - E ,.
c.>. 1" '2- ^3-

es óecir, probar Ia existencia de una serie fornal

P\z) = z + P^22 + F-'3 + "' ,z-1

tel qre 1a s.:t str-.ució:. u = Ptzl tra:ts:or:ra 1a e:-::::ón E - F,,,, pr.
dx

si pal't( I i:lÉ¿l -- = f ,.uoxt

lmponiendc otras conCic.iones a los vaLores prcpios de F" , es po-
I

sible deños*-rar, ccmo puede verse en 1os tecrer¡as de poincaré y Sieqel,

(l9l , Pá;. 182), cr-Je ia ser.ie io::rnal p(z) res::lra convergente.

Otro impor¿ante teoren,a af respectc apaiece en e1 llbro de Wascwr

-p.slmptotic expansions for ordi¡ary differential eq.Ja..ions, ([ 2] ) en ef



cual se abcroa eI problema de linealizar una ecuación con u:-, puntc slngu_

lar, de ]a forma

/r ! .,P q'r - .,tE3l *' & = t(x,u) ,

donde p es un entero mayor o igual que dos y f (x,u) es holomorfa en

S x E , siendo S un sector abiertc centraCo en el crigen de C v B

una boia abierta centrada en ei oriqen de Cm .

A1 co¡:sidera¡: p > 2 , aparece de ma¡era natrral la necesidaC de

suponer que los coef .icien¿es de un en e1 desarrof .l-o d.e f (x,u) en po -

tencias de u , a&nlten desarrollo asintótico.

En general , para una iunción a(x) definida en un sector S , oe-

ci$cs q,,le ad¡.ite desarrol-lo asiniótico en poLencias de x , si existe una

serie forn'al I u *r ta1 oue
Y

r>A

Ahora bien, s! 1a función f (x,u) saLisfaoe ciertas hipótesis,

(Zl , pá5, 210), se denuestra qúe existe una tra:-rsio:::i,aciól ?(x,zJ holo-

morfa, que reduce Ia ecuación

ÉCutoz
= a¡\.\.7ox :lx

!a prueba de este leorema es-Lá dividida en Gcs pat:tes¡ e¡r una pt:i-

mera etapa se construl¡e -t¡na serie for¡na1

P{x,z) = z + t2(x:r2 * rrtx)23 . ...,



1V

que lineaLlza formalmente a 1a ecuación (E.) , y en la segunda parre se

Frueba que P\x,z) e: converger,:e.

Cabe señalar que, entre 1as numerosas investjgaciones ecerca de1

problema de 1j-neal-izaci6n de la ecuación (E3) , corüo por ejénp1o las ie

Mal-nquist. (1913, 1914), y de fwano, ('l 959), el tecrema recién citaCc es

conseguid.o impor,iendo cond.iclones más bien restrict.j.vas a 1a función

f(x,u)

Ta¡rbién es posi-oie for i,ilar el problena de Linealización para ur:

sistema de ecuaciones en derivadas pa::ciaies como el siouiente:

S{

o lr¡x- :-: = f (x,r',u)
cx

q auy- L. = I (x'y'u) 
'

donde !,q € N '..1 {oi . f y ,q tcman valores en cln y son hoio¡\crfas

en E. (0,1.) E. (0,]^) x B (C,a) . siendc E (0,a) una bola abie::ta cen-ltt_n.m
traCa err e1 origen de Cm :,e r--era i:ás general , po,lenos co¡rsicera¡ a

i ; c :lo-o;.ll:.s ir. ...., !2, .a,., ¡ ;u:l:r =i t S_ .jl:. sü-.-_\.rL:

airiertos centl:adcs en el ot ice:: de c -

Sulondr:er,os que (S) es ui'r sisf,ena de FfaÍi ccrr s in,oulari 3aie s ,

q-. \-er-iljcá la :o:,ci¡crí:- C,. :¿i:.-- l.ra :rrc ¡:ar:Iile., .o o_. .! ;o:i:.-,.:-: -

¡--n-.+ i:_-e:rai:lc', s: s: sa_-::ic-L:

q ¡r cr L -rr lu -\,- 
- 

+ :.<q = x_ :- - :¿.I_.\)e'JY-aU



Resclver este probie¡r,é en toda su gene::a1idad, es decir con Ij ).

q e:-rLercs no necaljlos arr,jtrarios, f :. g a va]ores en CIr y holo -

tlorfas en un polid.j-sco o en =i " a2 x E[(C,a) , resulta ser bastante con

pilcado, por 1o cual, erl este trabalo r¡os hemos liI"itado a conside::ar eL

sistema (s) con p=1,9>c; í y s a valores en c y hoiomor_

ías en un pol-idisco ceniradc en eI orj-oen de C3 E., este caso, y basán-

donos en Ia demostración qoe apa::ece e¡ !,iasoh, para )-inealiza¡ Ia ecuación

(Er) , se ha logradc es..alllece]. resulLadcs que perrriten f .inealiza:: iol:r,al-

r¡.i--. i:r si-sl-ei'¡a iei tl!o (S)

En el Capítu1o f se da! algunos resultaCcs básicos desti.nados a ta-

cilitar 1a lectura de 1os Capítulos pcster:lores.

En e1 Capítulo II se qene::al-iza un resultadc de Gérard que afir-na

l-c siguiexte:

Si una ser-ie f o::¡al I ..r , y)xn , con u r.,.) hcior"; r ja en
,,-( m I¡-

l) . c. y u (.'l = ( , es soiuciór. :orr,á,i de ie Cu
c es so-Luctot'. :ol1-,á,r de 16 ec.JacLór, * á = f (*,1-,"'

ic:.ie f e: i.:1or,or:a er. ur,a ve:ir.cal del orj-qen de c2, c*, entonces

u converge para x e y suf icien'-emen+-e ¡]equeaos (l 1] , pág. 243).

Cuar¡do f es holonorfa en una vecincai dei oriEen oe el ' c , to-

rc,a valores en E y esrá deÍinlda por f (x,y,u) = a(x,-v) + o(x,y) , se ha

establecioo un lema en e1 cual se aiirma gue ia serie forfra1 u es conver

gen're en todo eI ccnjunto Conde scn holorol:fas ias funcj-ones a(x,y) y

o(x,r)

Ensegui-da, _v deltrc de1 Capítulo If , es+-e lema es usado para esta

bfecer dos teoremas sobre existencia de soLuciones holomorfas para sistenas



vl

de Pfaff li-neales nó homóqéneós cor sinqular l-daie s -

E1 Ca!írulo fII contiene la ccnstrucción de los coeficientes

g-(x,y) , holomorfos en una misma vecindad de1 origen, que serán usados-n

pa:a Cefinir una serj-e tormal

1a cual permitirá llnealizar e1 sj-s'.er'a

Estos cce:icientes 9n(x,y¡ se obtienerr, gracias a 1os teot:e¡¡as

dei Capí+-ul-o fI, como solucj-ones de ci-ertos si-steruas 1.Lnea1es nc homog6neos

que denctar¡cs por (*)_ . Sin embergo, para usar esaos teoremas, es rrecesa-n

rio probar que 1os srst,er,as (*)., saiisfacen la ccldición ce completa in-

tegra.biiidaC 1'es lustamente esie punao el q-!]e ocitpa Ia mayor pat:te del Ca

EaÉ,.r to-

ei cfi

tenas

Cabe hacer notar que, cuanóo las fur¡cio¡es t y g toman valores

r con m > 2 t se torna muy difícil y engorroso proba:. que los sis-

(*). son corpietaniente integrabl-es.

Ln eI CaFíiulo IV¡ se estabiecen los resultaios f inal-es que asegu-

ran la linealización for.mai Ce] sistema (S) en los cascs F = q = 1 ;

P - | t \ z ¡ y - | ,2- -

Final-mente, en ei Capítu1o V se dá al$]nos ejenplos que hacen razc-

nabfe conjeturar la conver:gencia de Ia serie forGai P(x,y,z) y se plan -

tear 1os proble$as que const-ituyen 1a continuaaiór nat.iral de este trabalo-
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NOTACIONES

'l . c : Números complejos,

2. oao : Níl¡ne ros reales no positivos.

3. Q <O : Números racionales no positivos.

4, N i Números naturales uni6n i0]o

5- M_(C) : Matrices cuad.radas de orden n, con coeficientes complejos.n

6. Dado m € N , denotaremos por Bm(o,e) al conjunto
.-m.,.,
1x e c ,/l¡xll < eJ



CAP]TULO 1

ALG-|jNOS RTSULTADOS BASICOS

En este Capículo, enuncia¡:emcs algunos resuiiadcs que son indisperr

sa¡les par:a 1a comprensión de los Capí'tu1os sigurer,ies.

'. :or.\'c:qer:ia de scluc:ones fcr:nal.:.

DaCa la ecuación ae1 tiPc:

au(C, x?=¿r;r).r't(x;,

irr.l- a: L.i-,',) -- ]:r.\Ci y b: É-{C, ) -.Cn soi] ::ncior-es hol)mor:as,

- ITr

dec:-r¡.os qüe la serie for..-al I (-x"'= q tx) es solució:: ior¡-,Lal de la
miO

ecuació:-, (C), sr a1 reemplazar u po!. S(x) y las funciones a(x) y

hix) pcl: sus desarrollos en serie de pci:elcias eri tcrno a1 origen, se

obtiene una iguaidad en+-re series forl¡rales.

E¡seguica, enunciaremos un tecl:eiia bien conccido, cuya demostración

puede ver:se en t'¡as:r^' ([ 2] ).



IEOREI'IÁ 1.1. Sean a(x) y b(x) funciones holomorfas en B. (0,y) donde

a(x) torna valores en M (c) y b(x) en Cnn'

Si Q(x) = : Q-xm , Q- € c', es solución formal de 1a ecuación
!l 'm

m2u

(O), entonces 1a serie formal Qtx) converge para l"l . f .

OBSERVACION. En este trabajo recurrirer,os a1 teoreBa a¡terior s61o en e1

2. Reordenación de series en dos variables.

A continuaci6n, se enunciará un resultado suya demostración puede

deducirse fácj.lnente de 1os teoremas de reordenación de series que apare-

cen en eI capítuto "series y productos j-nfinitos" en ([6] ).

PRoPoSlcloN 2.1, sea I a- -**yt una serie de potencias cuyo dominio
m+n>o B'n

de convergencia es ]O,rr[ " lo,¡r[ . sca ier; , j a 
^o 

una sucesión

de funciones con las slguientes propiedadesI

(i) 9i , No , No - No * No inyectiva

(ii) s.[N^ xN^)ns[N xN)=ó para íl)-t\ o o¿ -1. o o,

(iii) u q.fx xNl=N xN
i€N 

-l'\ o o' o o
o

Entonces !

(a) Escribj,endo Si(m,n) = (trI.,nr) . tendremos que

m, n.
E u* ,r,.* 

t, r ,= sr(x,y) es convergente en l"l . yl ,
m,,n. ] a

II

lvl .vz.



(b) Escribiendc S (x,y) =

s(x,y) = : s,(x,y)
i€N

o

OBSERVACION, La Proposición 2.1 ta.Tbién es vá1ioa Para una serie en más

de dos vari ables.

Como consecuencia inmediata, sa il.rcr, lc' Ccrciaric.:

CiR.LAh].-2.2.Eeaa1x,y)=Saxn'}.n,ho1omo-r=o.'' ¡f,1. " 1

iu, . f^ . Entonces poder,cs expresar a(x,)') dei siguiente modc:2'

- mn -¿ a_ _x y , tendremos
m+n2u

;. l*l 'rr , lvl 'v,

a(x,y) = :
lnl C

donde los coeficientes an ix,y)

siendo
m

(y) holomorfa en lV . \ 
2

COROI,ARIC 2.3. Sea f (x,y,u) holomorfa er,

Entonces f adn.ite un desarrcllo en serie

f ori,1a

f (x,y,u) = X a (x,y) u-nn>Li

E_(-,)-r E.ri,1^) r 8. (c,r )', '1 1 ¿ ',l

de potencias Ce Ia slguienie

son holomorfos en 81 (o,Yl) * Bt (0,Y2)

a
m

m(y) x , clonoe

3. Una

La siEuiente

^- ^1 ^--< +.- r ^ rl

PROPOSTCIoN 3.1. Si

N+',1

iv (x,-\,r i < MixL

de 1as f u:.rc icne s hcLornor:fas er dos

en E1 (C,11) x E1 (0,1 
2)

B1 (0,a, ^) , entonces

prcpiecac de las funcicnes holoncfas, cera 1rt1Irzeai¿

v (x, y)

v (x,y)

es hoLoniorfa

€ F io,r I 2-1'-"1',



¡i+1v(x¡y) = x Elx,y) , donde B(x,y) es holomorfa e¡: E1 (0,Y1) x B1 (0,1,'2) '

DeÍcst:aciór.: sca vix,)) = : 
- 

u*,n**rt , Rec:''le:'ancc, Pocemcs es;ri -
s'.+n>U

b:r

-- mn s nn
v(x,y) = : v-_xY + ¿ v- -xY =

o..n<\: f. Nt'
ñr5 "¡

,,i0 
to,rr*",' * 

"io 
ti,n*Y" + "' + 

r.,]o 
t,,.n*"n * 

",¡r:1,. 

to',. n*t" '

n_C

Definamos las funci-ones

*n
I - ^ rrr'r.,u

if*,y; = : u- -**-Nyt' ,

m¡i- l
n>O

--.- c'.rales srr. holo¡or:rs ex b11C,,12) y B,(0,)r) ' t. (C,12) resper'.i-

vame¡ir-e, en virtud de la Proposición 2.1.

Esar!bamos

v(x,y) = Ao(y) + xAl (y) + ... + 
^NaUt!) 

t *Ni(*,y)

Ny dividiendo por x par¿ x10, resuLta

v(x,y)
N

x

¿. ty) * xA. (y) + ... -r *N¡.. ty)o '' 1 - N -

N
x

* i-(*,y)

1



o bien

Ao(y) + xA1 (y) + ..' + xN\(v) l. v(x,v)
= E(x,yj - _- 

N-
x

Tenie¡do en cuenta que lv(x,y) I lMl* 
N*l , e¡tonces, la función

E-,v !.\ - -[-d-- 
-. =^^+N -- ----aca en ti ,x.'\1, .y '\2.

x

Ahora blen, si Ao(y) I 0 para a1qán y € g. (c,rJ2) / entonces

N

1o cuai está en contradicción cor eL hecho ce que ii*,yt - l*f 
"=x

acotaia. Luego, Ac(y) = 0 y er, co¡:secuencia

A-.y) - xA^ly) - ... * 
"N-1A.. 

iy)1' 2' N'1ir¡
x*0 x

ob1-erliéndcse nue\¡ar¡ellte una contt:aCi cc ió:-i. por: lc --an'-c A. {1') = I

Continuando de es-"e mcdc, conclui!¡as que

A^(y) = A^ (y] = ... = ooo-., (r') = O par.a )-l <Y2 ,

ccn ic cuai



l\_ N- N -v(x,)r = x-AIi(xryl ' x''Bix,)) = x"lAn{x,1't ' rrx,ylj

Asl, tomando B(x,y) = AN(x,-,-) + i1",y) , tenemos

v(x,y) = "n*e(x,y) ,

donde B (x,y) es hoionorfa en a. (0,11) x E1 (0,12)

q.e,d.



C A P 1 T U 1, O I]

EXiST"ENCIA G'OBAI DE SOLUC IONI S

PARA UN SISTEMA DE PFA¡'F I,JNEAL CON SII§G¡LARIDADES

DF! -NIiT)l;. SÉar-. r lx,1',u) Y

' D 
'Ú't)'1'"'ll m

Dir:emcs que ei sistema

9 (x,y¡u) halomo!:frs ex

, y sean p,q entercs no negativos.

Definición de un sister,a de Pfaí: comal e I ar¡e n1:e

f(x.y,u)

(1i

q
v

satisface la condiciórr de compieta integrabilicac o que es cor;l-e:amen+'e

inl-egrab1e, si se verifica la siguiente igualdac'

p3u
" 3x

ou
ax



(c.r.) vqS tr,v,rl +ffi ir,v,rls(x,v,u) -f §r*,v,rl +

ic+ ;- (x,y,u) 't (x,y,u) ,

v (x,]',u) € B1 (c,y1) x B1 (0,112) x Br(0,8)

OESERVACIC\'. E1 s:sterna ('l ) se l1ana "sasterra de Ffa¡f", porque está deii

nj-co por medio de 1a fcrma de Pfaff

f rx,1 ,u) . 9 .x,.\',r:l ----üx-:üJ_ixy

A través de es*'e l-rabaio, si e:itp::e suporrdreÍros que f (x,y,u) y

g(x,y,u) tor.a¡ \,alores en 0,q¡e x€C, y€c y u€c

Sea pue s

f tx,y,u, = I a, (x,y)u'- l 9'x,l,ur = I t-rx,y)un ,

n.i t r.'- n

Ahora escrj-birer,cs 1a conCición (c.1.), coÍtc urra j"qualdad entl:e

dos series en potencias de u , cori cceficien+-es que dependen de x e y

entcnce s

n
. : k4(x,y)b- . ,.ix,y)]rn ,

I



y por 1o tanto

aar ¡í q ouo

,'r fa tx,y,u) * f tx,v,u,qix,v,u. = y= ; 
(x,Y) ' bo(x,\')a, (x,i') +

i - z.-

-- I c\' c n'n- 1 I

,,i
- : ka- 1x,\)L tx,t1 iunk - n- i-,{

)

feniendo er¡ cuenta 1a s:-qretr:ía Ge ios dos inier'.'l:ros err (C.I. ) . es

i.,meCiato q',re:

*p $ i",v,r) . p it,y,,.,tf (x.v,u) = *p 5 (x,v) + ao(x,Y)b. (x,1') +

. 
;', ["" 

] t*'"' + (n + 1)ao(x'Y)b,,*r (x'v) +

n
- : kL.-ix,yJa_ - ,-lx,1)

!i
u

y ai cori,.!ar.a¡ ics coeiicientes ce u err (c.1-), obtenemcs:

Ea -ab
vq 5f t",yl + bo(x,y)a., (x,y) = "n T* (x,v) + ao(x,v)b, (x,v)

vq r+ t",yl + (n + 'i )bo(x.y)a,]*., ix,v) + 
o]. 

*"u,*,t,bn+1-k(x,v) =

ab 11

= rp ^i (x,y) + rr. + ila rx¡]-)t-,, tx,)') - :
'x - o ll_ i

kb- (x,vla ix,\') ,k - n+t-x



'1 0

pará tcc. n _ 1 )' x tj , ) '):

En e1 casc f (x,y,0) = g(x,f',c) = C , es <iecir, cuardo a"(x,y) =

= b (x,y) = c , las igualdades antericres se reducei a:
o

ba n
(2) yq -+ tx,yl + :

') k=1

ab
kau(x,y)b-*., -*(x,v) = xP -] (x,y) +

n
- : k!- (x,v)a (x,y) ,R n+ t-r<

k=1

váiidas para lx ' t. , iyi t'i" 1' para todc n > 1 .
l¿

)es:acar..-.. Ia :gualdao \2' pdes scrí usajo c:. e1 Ca!ítulc I1;'

Ccn respectc a 1os supues-,os hechos pa¡a '- 'y g, esta es, quÉ

¡cman vaior:es err c )¡ eventualmente f (x,y,0) = gix,y,0) = 0 , nos reie-

::iremcs más ade 1anie.

2- Cor.\¡ eÍ a e\c ia de scluciones fcrmaies para una ecuaclón del tipo
'12

x f = -rx,y)z - :ix,).1

En ([ 1]) (ielrra 1.1, Fáo,. 243) , se der,uestra un lema, q-.re bajo con-

olciones RL.:y genel:eies, garantjza 1a convergenlia iocal- de soiucicnes for

nales para una ecuación de1 
"ipo 

siguiente:

Zz
- 

- 
= r.v 1, ,\

En rruestr:o tr:abaio. necesitel-uos denostl:ar 1a ccn!'el:gencia globai

de soluciones fo}'Inales para urra ecuación de 1a forÍia
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)z('3\ x i: = atx,\'lz + J(x,)') ,
JX

por 10 tanto. el iema anteriorne:¡te mencj-onado, nc es directamente aplica

b1e a nuestr:os fines, sin enJ:argo, 1a idee de 1a der'cstrac.i6n cor:tiene

1a información necesaria para que en e1 caso de la ecuación lineal (3) ,

podamús oer.iosLrar 1a con'.-. t oe:. -:¿ c: - j o, '

Antes Ce enunciar e1 resilltado sobre col'.'e:gercia gioilal, re:or:Ce-

mcs qlre una ser:r-e f cÍr'al en dos val:iab1es,

g(x,)') = ) ;*-**Yt,
m+r"L ñ ¡ tr

es solución formai de la ecuación (3), si al reer'.;iaza¡: z por ó(x,y) ,

dcnde previañente hemos exFresado a (x,y) y ].(x,y) ccmo serie de pc -

tencj-as en x,! centradas en (0¡0) , se obtiere Lrea igualdad entre se-

r-ies forrr'al-es.

I-E\'¡L!\ 2. 'l . Consaderencs Ia ecuación escalar

t¡) " j = urx,Ylz a .rix,Y ,

dorde a(x,y) 1' l(x,V) sox haiorncrfas en B" 1.;,1- ) , B1 ('i,\2) con va-

lor:es er.r C Sea Q(x,]¡) una solució¡ fonr,ai de {3) , 1a cual reordena -

mcs del sigi¡ien1-e Iilodo:

-ms\x,)., - J 9*\)r/Á
m>ll

d(\,)=:4rrnm - ^ Ifl,ñn>J
'm,rr

donde
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Si]ponlanos que qm()'l es holomsl'fa en t. [,1-) . Ei--cnces, lrx.v\ es

holo:ncrfa er B"(0,\-) , P-(a,l-)rl I

Derno stración:
N-

Paso r: sea g1.,(x,!') = I q-ty)x'" , para un cierro N por ¡recisar.
;II= J

Si hacemos el- ca.nbio de variable z = qN (x,y) + v en l"a ecuació¡';

1't\ ^l-'+ -- -ñ 1c

ov 
ollt

x :;-= atx,¡); + aix,Y\Cnix,y) -, 

= 

(x,y) + ü\x,Y)

Sea sN(x,y; 1a Íu:.c:ón holomo:fa e¡: x . I I , .yl < r, de1:-

nida pcr

aó
gN(x.y) = a(x,y)Q"(x,y) - x # (x,v) + cl(x,v),

entonces. como

:(x,y; = I (-,.y)**
m>0

r-s sol¡cjón fcrr.a- .ie i3) 7 1a s::-le

"'x,y; - ) 1-,1,vr,
nr-N - 1

es solución formal de 1a ecuación

¡v., !: - -,., ,,\,, - - t-, ,,1
\5 A .v - q\^r)rL 9N\.-,J .

o^
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paso 2i Demostremos que existe oN(x,y) holomorfa en l*l t f, '

lvl t r, tal que

(5) gN(x,Y) = tN*1'^(*,Y) '

En efecto, como

Q(x,y) = E Q.(y)xm = Q*(x,Y) * 
rori*, 

0o,(v)xm
m:0

es sotuci6n formal de Ia ecuación (3) ' se tiene

- aÓol ,.. .., , .. a f t ^ ("1*'l =* ffi t",vr = * ¡* (x,Y) + " ü[*,1-, 0* 
)

= a(x,y) [**,r,r, 
* 

*rir, o*tvl"'J + o(x,y) ,

de donde,

a(x,Y)ON(x,Y) + a(x,Y) -. + (x'Y) =

es decir,

s*(x,v) = a(x,y) 
,ri*., 

0*,r,** - 
^ai.,' 

n+.(v)*n

por ro tanto. factorizando por ***1 , t"t't*o" '

¡r+ I I m-N-1 m-N-11
sN(x,y) = xN+¡latx,v) 

*ri*., 
O^tr't'" " - 

,ai-, 
m0m(v)x ) '

= a(x'Y) 
*¡.i*, 

o*t'r"* - . *1o.,:., o,.tvr**l '
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donde 1a expresi6n entre paréntesis,

l"l . rl , lvl . y2 . Designando a

mos (5).

Paso 3: Precisemos el tanaño de

holomorfa en

por ro* (x, Y) , obtene-

ob!'i.amente es

esta expresi6n

o <12 <'l 2 y escojamos N de

a1
-2

para todo (x,y) € {l"l . r] } t

libre de x en e1 desarrollo de

11o de a(x,y) en potencj-as de

\ = Má'{l"N(x,Y) I , l*l l'l ,

to {ixl < r } x {ivl < r 1 -ll..|..1]'.t1J|..2,.

Paso 4¡ Probaremos que, dad.a una

una función holomorfa en A , que

l9t*,vl | . r"rl*lN*1 ,

entonces, ta función definida por

4r (x, v) 0(E,y) ¿€

donde

{lvl < rr} , aonde ao(v) es el término

a(x,y) en potencias de x . (Desarro -

x: I a (v)xm) . sea ademásm-
m>u

l" I S 1l y denotemos por A al con jun-

2K
constante M > =-;+ , si ü(x,y) es

-N + 1

satisface Ia relación

v (x,y) € A ,

1

x
para xla

N . Sean ,1,r 
2

manera que

s > r-ráx I ao (v) 
I

tales que 0<11 < y.l

tx_t-l
o

['

1

0 (x, y)

a (x, y)rf (x,y) + gN(x.y)l

para x:0,



es holcrnoría e:r A Y ve:lfica

lür,.,vl | . rul*lNn' , v (x,v) €A

1o) Demostremos que i, es holomorfa en A .

sea , ix, ) ' h- l or.¡¡ i: e:. A , --a- q:a

l,i,t*,vl I . rlrlN*' , v (x¡y) €A.

por proposición 3,1. (capítulo r), podemos asegurar que existe p(x.y)

holomorfa en A , tal que

N+1
U(x'Y) = x-' o(x'Y)

Además, como 9*(x,y¡ = ¡N+lut*ix,y) , siendo o*(x,v) holomorfa en

lrl .fl , lvl . \2, en particular holomorfa en A ¡ tenemos que, para

xl o

O(x,y) = [a(x,y)i!{x,y) + g,r-ir,V)i'} =

= ¡ u1r,y)"^**1p(x,y) + rN*1r*t*,y)1 1=

= *N[ . (*,y) p (x,y) + o* (x,y) I

Ahora bien. la funció¡

,Nl a(x,y) p(x,y) + o*(x,v)1 ,

es obviamente holomorfa en A y toma el valor 0 Para x=o r (!ues

N > 1) , o sea es igual a o(x,y) en A , por 10 tanto, o(x'y) es ho-

lomorfa en A y en consecuencia



-lxvfr,vl = i Otl'rlaü ' tanj:i-én 1o es'
)
0

2o) Demostremo" qt," i satisface la desigualdad'

, ,N+1
lV (x,Y) I < Mixi v (x.y) € A

Suponganos xlo, entonces Para (x'y) €A tenemos

- fx lx ' dr'
rüt,,v¡ ¡ = ij otl,v)¿El = lJ t"tE'vrv(E'v) + eN(q'v)l ir <

60

0

fxfI
)

o

lx (- \. {^ ll (N + 1)M * \,llLlNldql =

- J [z
0

: j l"tr,vl,r,(E,Y) + s"(E'v) f #f a

(¡at6,vlrI(6,v) I * lr*tq'rl l) |+

Iiaciendo uso de ras desigualdades latE'v) | t I ts * rl '

l+tE,vl I . nrlEl"*t v lsN(6'v) I 'x,olElN*1 ' nttu (E'v) €A ' se obtiene

rx ,., larl
I (l"tr,vrv'te ,v) i+ le*t6,v) lJ TEf :

= [], 
,, + 't)M + *J J" tut'turl = [i (N + ,)M . C +H =

l,, KN l, ,r¡+r
= l.z' * N;lJ lxl
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l\f
v como M > -----::-, enionces- -N + l

lüt",vl | ' r'rl*lN*1 , v (x,v) EA

OBSERVACIoN. Para x = O , la desigualdad es trivialmente satisfecha.

Paso 5: Construiremos una sucesión de funciones holomorfas en A , que

convergeir un r-f oriT.emen'"e a una sc-!uclór, de ia siguien'"e ecuaciór, integral:

sea {r.rJr, la sucesión definj-da en A por:

rx
11) ro=O , ,n+,(x,y) =.] or,,r,r,Ut

0

Ia(x,y)v,.,(x,y) + s.(x,y)] 1 
"i xlo

do:Lde

O (-,o) = I"I
obvia¡ner+-e r' (x,) , es hcj ¡r-.Lorja en A 1' verlf ica

c

,r: x \- 'l x,\.' C ;. ,! i^,:

21 --

;or ir ra,n-c ¡ s- es--oismos r' 
-;li 

, ccl laso 4 sobenos gue v1 Lx,) )

es hoionorfa en A y satisface

lv,(x,y) ¡ . ul,,lN*1 v(x.y)€A.
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Por rrriucci3rr, es.faro que ¡rara cada n a N. , ta funci6¡: va(x,y) es

holomorfa en A y verifica

(8) lv- tx, v) I ' , t* lN* 
1

'n v (x,Y) € A

r, r-ienáe a irriini-.c. hacta una función v que es soluci-ón de 1a ecuación

(6).

Par.a x 1 ; , tÉr,-ics .Las siguientes Cesiguarcades:

lv,(x.v) - vo(x,y) I = lJ" sN(E,v) fi a f' KNltlNld6l =

= r* l*l**t .l *l"l**t , v (x.y) € A .

xlo;

tx-
:1"i,*+rlul¿l*lu¿l =tu¡*:N*1 , Y(x,v) e A,

,o
xlo.

For irrCr.icció., es f ácri pl:cbar que para -.oic n > i

v \x,','l - \' -.x,\' . {- nt " 
lt-t , v lx,)' c L. , x I c. f. r.-

r. eoao r. (C,t') = O , esta úiii:ra desigualiaC es válida para todo_ 
t11

(x,y) € A .
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Escribamos ahora

vn(x,y) = (vt (x,y) - vo(x,y)) + ..' + (vn(x,y) - vn-t (x,y)) '

el criterio de ileier:tt:ass in¡]iica ia conl'ergencia ':r..liorme oe v! ¡ cuarr-

do rr tienoe a infinl-"a, hacia urra funcrón v hclor.orfa soi'-re A .

Faso 6: Deno s tr: are!-'o s que v es soluc:ió.r Ce 1a ecu¿:iór, (í).

Ccinc

lv-(x,v)1 .u,rlN*1 , Y (x,v) €e,,n

y rn converge uniformemente a v . cuando n tiende a infinito, en el

conjunto A , entonces

(e)
, , N+1

lv (x,y) | < Mlx 
I

Y (x , i'] € A

fx
AsÍ, ra función I a (E,y)d6 , donde'tv

0

a",-,r, = 

{

l¿rx,y)\'rx,y) - 9*Lx,'.'1 t I s: x+0

resulta ser holomorfa err A .

si x=0,
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Ahora bien, como

necesitarnos Probar 1a siguiente convergencia puntual: Para cada (x,y¡ e ¡

fx
vrr*, (x,v) =J orr(E,v)dl

0

dE
L-

lx at fx

,J Ia{6,v)v,,,{6,yi + s*tE,vl} f *,J [a(Ly)v(E,y) + qr([,v)]
00

lx (x
I O_tg,vlaq - | tÍ--(r-,y)dE cua¡do n+6.
J n - J v--
00

En el caso x = 0 , 1a convergencia anterior es obvia. Supongamos

entonces xl0 y probemos que

cuando n + -, o equivalente¡ente,

rx
I a{[,v) [v([,y) - v-(L,y)] +-o cuando n- É.
) '- n -'- L

0

Para demostrar esto, notemos que, en virtud de (8), (9) y Proposi-

ción 3.1 (capítulo f), tenemos:

donde ur.,(E.v) es holomorfa en A y probemos que

Nx-'ur(x,Y) ¡=un(x,Y) -o , cuando n+É,

uniformenente en A , En efecto, de (B) y (9) se tiene

lv(x,y) - vrr(x,y) ¡ . zul*lN*r v(x,y)€A,

y como
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v (x, y) - vn (x. y)
N

n

obtenemos:

lxN,, (x,y) | . zul"lN,n v (x,y) € ¡.

Sea e>0 arbitrario.
1

r rN
r..r - le Ii^1 - l¡vl

se tiene

jxNu- (*,Y) ¡ < 2t"t¡x,N <,n

válida para todo t a No Y todo

(x,y)ei,-, .[+]#](' l2M) )

2M

Sea n ta1 que
o

1

V (x'y) € A

r.f , {lyl < r,}

tiene:

Ei par.ticriar, es-'a ál'-ina desiSüaiáad es válida !a.a io:l
I

Así, en es-Le ccniunto¡ se

rN , ,rtx u tx,y/ Irn
lv(x,y) - v,.,(x'y) 

|

l,l
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para todo n i ao Lueqo, podemos asegurar que:

N
n I to - lun(x,v) | = lx"ur.,(x,y) | < c V (x,v) € ¡ ,

o sea,

i -o cuando n+-,
n

uniformemente en A .

Ccrl esi,o en cuel:a, escribar:ros

y acotemos. Resulta:

rx^rx-rl " iL, vr "- 
(q , v) dE I ' I l"r[,vl llu-tq,v) llael ''J - - n - ) rr

00

II<; (N + 1) i lu-tl,Y)lidEl
0

Tomemos ahora e > o Y sea mo ta1 que:

2t.l*o* lrrr(E,Y)l t (N- 1)r1 , v (x,Y) €A

De este modo,

. lx ' 1 2e -[* tu.t =I rN + l j ¡"-te ,vllldql .i iu * t) 
^:-fu- ¡ r--,

¿ ) ¡I ¿ \rr' ,,-l

00

1 2L,r e ri L=r(N+1) (N., 1)r1 l"l =11 l*l 'qÍ.=L t
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y Por: l-o aani. ¡

Es iecir, hencs dejnostraCc 1a sigi:le]i:e convergenaia purrtrüa1 : PaLa cada

(>i,y) € ¡.

lx
ll ,{6,v) (v(6,v) - v.,([.v)) | <e , vn>mo.
)"

0

ix ár

.J a{6,v) (v(¿,.v) - v,.,(l,v) ,?-o suando u*6,
0

que era Io que <lebíamos Probar.

Iie s..rir,1enic, poiei¡cs oecir qee: Dado cualquier ix,yl € A , se tie-

rx rx
I o-t6,yia¿ - | o..(E,y)dE , cuando n-+ € .
I ¡r ¡ v

o0

Ahora bien, haciendo tender n a infinito en 1a relación (7), ob-

rx(10) v (x,y) = I O- (E,y) dL- I \I .-
0

V (x,-w) € l. ,

1o cual nos dice que v(x.y) es solución de 1a ecuaci6n (6), ya que cuan

do xl o ,

, i ,\ = lai..,J)v( ..) + E,,t,y ].- , V ¿ 7 C ,
V_1,

el cu j,c casc 1a igriai-ai ('l C) corLa ia i c::¡¡,a (ó ) .

(cbservación: §-oteinos que e¡1 ia ecuación (,..) e: i¡iiegraCo no está definl-

do para í- = O ; sin en',-bar-qc es'uo se supera al considerar ( 10) ) '



Paso 7: Pr:cbat:emcs que v es soluciór. de la ecuaciói (4).

DÉrivardo ccn res:rectc a x e:l (i0) ¡ se obilener

3 (x,v) =Q (x,Y) ' v (x,Y¡esdxv

Luego,paraxla,

*,*,r, = la(x,r')v(x,].') + eo,r",.-*)J '1 ,

o bien

3vx fr {x,y) = a(x,y)v(x,Y) + SN(x,Y) .

Teniendo en cuenta (5) y (9). queda claro que esta úItima iguatdad

también se satisface para x = 0 . o sea, hemos demostrado q¿e v(x.y)

es solución de (4) '

*Dor: otra parte, según se esiableció en (9), v(x,l-) sé-!1s:e:e

lv tx, y) | . ¡rl"l"" v (x,1,) € ¡.

Por 10 tanto, en virtud de rroposición 3.1 (capítu1o r), podemos escribir
m

v(x,y) = I v*(Y)x-' , donde los v*(Y) son holomorfos para lVl < r,
m>N+1

]:-: !: ¿ conr:r.-á:i.ó:. ir -:a:c;ro. :;- .a'Y 'inrl-. , pó:'a --;i)

y € 81 (0,r2) .

Ccmo ',, 1x,1') es soiució¡: de (.1) , tenencs:

* § t*,vr - " g [^.i-,,*tvr**] =(11)



r*l
= a(x,y) lX vm(y)x"'l + s*(x,y)

h>N+ l

Por otro 1ado, (ver Paso 1), sabemos que

aó
o (x,v) =Ó {x,y)a(x!y) + d(x,y) -x ^l tx,yl'N ',-', dx

y escribamos

N nsn
Q\,(x,y) = ! ó-(y) x" , a(x,y) = E a.(y)x
" n=O n>0

o(x.v) = E o(v)xrn-
n>0

Así,

N tf m ) r

o(x,v)= r ll: ó.(y)a . iv) l+e(y) -mó (y)lxm+,N..-.,,1..'i.,,m-r..'Jm-.',m.J
m=u ! ia=u

co¡r 1o cual ,

. 
*i*, [[i. *''t'"*- 

rvr] * o'tvrl** '

= -i. iir:. "tvra^-r(vll 
+ o,(v) - "q.'(v)l** *

r -l
a {x , y) i I ,r^ {yt r"'l 'i E* (x, v) =

h>N+ 1

rm-r**- 1 I

= _r: . J. ,:^ a. (y)vm-. (y)Jx* + s*tx,vl =
m>N+1 I f=u
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-t
m>N+',l

Por otro

* § tx,Yt = I mv (Y)xm ,

m>N+1 m

entonces, comparando coeficientes en 1a igualdad (i1), tenemos:

m-N-'l N

112) mvm(y) = ai(y)vm_i(y) * 
.I_ 4r(v)a*_r(v) + o^(Y) ,

r={J a=U

Vm>N+1 Y VYe B.(0,r,)

Además, como la serie formal

tr(x,y) = : S-(ylxm ,
m>N+1

es solución formal de (4), repitiendo el mismc cá1culo que nos llevd a

establecer la relación (12), donde sóIo cambiamos vm(y) por ri*tV) , ol-

teremos:

m-N-1 N

(13) m0_(y) = I a] (y) Q- ., (y) + I Q] (y) a- . (y) + a- (y) ,'m_ l- r..- - -r-1. - m-

Yn >N+ 1 y V t'€81 (0,r2) '

Cuando m= N + l .las igualdades ('l 2) y {13) se transforman r res

pectivamente, en

(N + 1)vN+1 (y) = ao(v)v**1 (y) * Oo(y).N*i(y) +... +

. Qn_ (y) a^ (y) + 0N_' (y) ,

.rrvr,,^-rtvr] * ljo ,r,r,.,-r(r)l * o*tvl l*' .
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(N + 1)0 (y) = a-(y)Q..." (y)
N+1 0 l\* ¡

Qo (y) 
"**., 

(y) + . .. +

0* (V) a1 (y) + dN+t (y) ,

las cuales pueden ser escrit¿s deL siguiente modo,

(N + 1- ao(y))vN+1 (y) = So(y)u.,*l (y) +.'. + Q*(v)a., (y) + cN+l (y),

v

de

1

fue

a
o

escogido

(y) I N +

manera que N > Máxlao(y)

para todo y € E(o,rr) .

:] f v )
N+1 '',',

= o**', (Y)

m = N + 2, obtenemos, respecti-va-

a (v)v {v)
I t\'t I

' do (y) 
"N*2 

(y) + . . . + 0N (y) a, (y) + oN+2 (y)

(N+ 1-.o(y) )óN+r (v) = 0o(v)uN*r (y) +... + Qr{v)al (y) + oN+r (y)

Recordemos alora q.üe N

Lpara lyl < r, y por ]o Lanto,

Luego ,

(v) +

N+1 '-',

Y Y € Bl @,r2)

Si escribi-nros (12) y (13) para

mente :

óo (y) .¡l*l

vr*, (Y) = N+2-ao(y)

a1 (v)q,N+1 (v) * *o,t,.¡,,*2(y) + ... + 0u(v)., (y) + 0N..2(y)

Pero como tr¡*r (Y) = oN+1 (Y)

v y € Bl (0,r2) . Continuando

o(Yi

, entonces, ru*2(y) = 0**r(y)

de esta manera, es claro que t,r, = **,r,

v
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para n>N+',1 y para todo y€81 (0,r2)

Paso 9: l,a serj-e formal 0(x,y) = ! Q-(y)** , defj,ne una función holomor
m>om-

faenA.Tenemos

Q(x,y) = : 9.{y) *m = ó*(x,v) + I c.{y)xm
m>U m>N+ 1

0* (v) = vr. (Y)

para m > N + 1 , Por Io tanto

6(x,y) = Q*(x,y) + I v*iy) xm = Q*(x,y¡ + v(x,y) .
n>N+',]

como Cro(x,y¡ y v(x,y) son hclo¡norfas en A , Q(x,y) también

Io es.

Paso 10: La serie 0(x,y) es holomorfa en e., (0111) x 81(0,]2)

Del paso 9, sabemos que Q(x,y) es holomorfa en A , donde

a = {lxl t tri " {lvl < rri siendo .1 y ,2 números arbitrarios que

satisfacen 0 < 11 < Y1 r 0 . 12 . \, , por Lo tanto o(x,y¡ es hol-omor-

fa en todo el coDjunro 81 (0,y1) x 81 (O.y2)

Esto completa 1a demostración del Lena 2.1.
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3. Un Tecrena cie existencia qlobal ie scluciones un si ste;",,a de Pf af ¡

lrneai nc homoqénec con sinqularidades.

Dernostrarenos ahora un Teorei¡a que será de gr:arr irnpcrtancia er: ei

áesa.rrc: lo qe esr-c !rabajo.

r:.: iV 7 ! 1

alx.\,) = ; a x Y
r¡r+n:L

- mfrc}(x,y) = L o._ _x y
m+n>u

fi:ncicnes holomorfas en e., (0,Y.,) x Bl (0,Y2)

el si stema

a(x,yi z -r üix,y)

(14)

b (x. y) z + g(x,y) (14") .

es completamente integrable. Además supondremos que a(0,0) f; No 6

b(0,0) f N Entonces, el sislelrla (14) adrnite una única solución o(x.y)o

holomorfa en todo eI conjunto e1 (0,y.,) x B1 (0,Y2)

Denost::ación: Primerc dencstral:emos que el sistema (i4) adrnlte u¡a úr,ica

f"

sclu:r5r. ::rrrel. En efecr-o, sc¿ :.x,\') ' f q- -rt-y' una ser:e for -
n':1 ,_ r_ 

' 
11

ma1 y supongamcs a(C,o) f No

b
ft,ñ

II1 n

a vaiores en e . tales que

Ar=
3x

c!'
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Reemplazando Stx,y¡ en (14') y comparando coeficientes. obtenemos:

(15) mq = I a..ó.,+0 ¡ v (m,n) C ¡,J xN,
ñ'l i+k=m r.l K,'t ñ'D o o

j+L=n

o bien

(n - a ). = : ¿ q. + ,oo n,n i,_ K,i [,].
1 +K =i-n

j+l=n

ComG a I ¡ , tor,a¡do iln,n) = (0,C) e. (': 5) | se tj-ene
oo

- = -o 'r , i-o cue. d( 1:(r::-n; ínrco¡"¡.:e o j . En q.:.cr3l , -J:,La)¿ ol o- c:

a f l; , c,ar( c!a- -l- jcr rr-,::, ( N ' Ii , .tr,r.\ LL,i. , eI tírn'.j -ocooo
no O estará únicarrente determina¿o e. fur:ciór- ie los Ó- , ;ara'i.t!. k,l

o<t-<r,, c<L<.n, lk,L) I 6,,r")

rié Eci5 m.4., Fqtá claro oue exrgae '!¡rr a únLaa Sel:ie for:nai

]Tni.x,',\ . - i x v , J-uL sa--isi¿.ce Ia t;uac-3: l4'1.
ITLTN> J

En adelante, Cenotaremcs por ( ix,?) a Ia ser:ie formal

- ¡r. n -: c x" v-- co:l.le los coef icientes c ha:¡ si-do oe.-enr.inaács a Ear:-
r, t_. I--, i.

m+r, i'

tir de ia relación (i5).

(obse::vaciónr Si suponeir,cs b(¡,c) F lio r obaener..s u¡a única serie icr-

n.al q:r saljs:ac- (14"1),

Ahora probar:encs que q,(x,i/) taÍ'bién es solución forn'al- de (14").

Para esto, usamcs la comFleta in-.e,qrabiii dad iel s:Lsteina (1-1), que d=

aclercc a 1a reiac;ór. (--.1.1, se exf :'¿sa cel sigu:€:'--e r.od3:

¡ar1,-, \' -:- \a\x,y)z + o(x,y) ) - i (a x,\'lz - rix,)-J )\bix,y)z + ;Lx,¡-) I =' r\' az
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.; tx,\-i ?.;x,)')' - 
- 

lLx,)12 I :{>,}: ra'.x,y:2 r ':,x,1' 
,r\ o;

l' (x,\,2 a E,.,r,:1. , L-(C,'-) , C

Afrr.l-"a]¡3s que si reerrirlazamcs z pcr u.a se!:ie foIral cualquier:a

- r.n -L z x v e:. Ia ¡eracrón (16) , la iguaiCai entr:e 1as expreslones,
lI,ñr!+rr Lr

ahoLa formaies, subsisti rá.

En etec'.o, Cesarroliando 1os paréntesis en (16) y cancelarrdo ténr,.i -

ncs s¿rc jar.aes, sc tie:.e:

':a l,
r1-) t i \x,i/.2 . y -: ,x,y) - a(x,)-) j.x,)'\ =' .'\ - - c)'

ab aB
= x *(x,y).2 + z * (x,v) + b(x,y)e(x.y) .

Usando esta úItina iguaidad para ,j: C , conch.¡imos gue

v Si*,vl + a(x.y) 8(x,y) = * ff r*,yl + b(x,y)o.(x,1,)

por Io tanto, a partir de (17), se deduce,

3a abV=-(xry)=x-(x,Y)- dY ox

en cuyo caso es c-Laro que al reemplazar z por E ,- -*myn en (17) ,

m+r,>O 
*'t

que es equivalente a (16). se obtiene una igualdad entre series formales'

Frobencs que O(x,y) es solución íorna1 o.e ('14"), der,rostra:.ido que

rJy ] rx,)') - b(x,y)0 (x,-v) - t(x,:.') := u(x,y)
c)

es soluci6n fo¡::¡,at de x:a - =r- "'- D:r' '; es'--o ocurre, entonces, ne-
Ex

cesariajnen-.e u(x,y) = 0 . (Para ver es-.c, tc:llar on,a = ', e- ; I\. Y re_Ó1-

Ca: que a(0,0) F N )_o
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De las j-$raLdades

AA

vfl {x,y¡ = ¡ n0- -*myn , , +q (x,y) = I mó *,.,n .oY m+n>O 
'III¡D dx m+n>o 'm,n" r r

se obtiene

a I ao .] a f ad I* ¡; ['Ñ(*'v).J = v a" [* 5; (",v),J

y como ó{x,y¡ es solución formal de (14'). tenemos:

Luego

(18)

fa" A., , ".= vlf (x,vl .0 (x,y) + il (x,y) ] * y.a (x,y) *9 t*,y¡(ov dy - ) - -' ay

Teniendo en cuenta gue en (16) podemos reemplazar z por una serie

formal cualquiera, en particuLar por 0(x.y) , tendremos

lr. 1^ l
v[5f r*,vt 's(x,v) + ff rx,vtJ + a(x,y) (b(x,y)ó(x,y) + B(x,y¡¡ =

= -[3o ,* .,,. 10 )
"¡0, """ 0(x'v) + ffi tx'vtJ + b(x,v) (a(x,v)0(x,v) + o(x,v) ) ,

de donde

" á1 [, $,-.,r] =, # [" S,.,,,] = v fo r.r,,y)ó(x,y) + o(x,y)) :

,[§ r*,rror,,v) + !q t*,vr] *y.a(x,y) * ,",r, =
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[¿» 3o )
= *[5f, t",vl'0(x,v) + # r","t.j + b(x,y) (a(x,y)0(x,y) + e(x,y)) +

= "[ff ,",",'0(x,v) . # ,",r,] + b(x,y) 
[,. * ,-,r,1 +

- a(x,y) (b(x,y)O(x,y) + B(x,y))+y.a(x,y) # ,*,r, =

=.[* ,",r,'o(x,v) + ffi c",r,] + b(x,y) [- * ,,.,",1 .

" ai [, # ,",r, - b(x,y)o(x,y) - et",r¡] =

= "* lrS '.,"'l - *[rQ'*,",r(x,v) + ffi,.,r,] - b(x,v)[. #,.,r,1

y como

t^ ^lda .)C! I= v[¿, tx,rt '0(x,y) * ñ (*,vlJ + a(x,y) (b(x,y)Q(x,y) + e(x,y) ) +

- a(x,y) (b(x,y)+(x,y) + 9&,y) ) + y.a(x,y) P ,*.r, =dY

- a(x,y) (b(x,y) 0(x,y) + 6(x,y)) + y.a(x,y) # ,*,r, =

I ¡¿ - b(x,v)ó(x,v) - 8 r*,.,rt l+ a(x,v) 
[v fr tx,vl - b(x,v)0(x,v) - B(x,v),

con 1() cual, de las igualdades expresadas en (18), podemos escribir:

a I ao .i la¡ ra ) ( aó I'r. l't ff tx,vrJ - x[fr tx,vro(x,v) + » t*,vlj - b(x,v) 
i.x ffi tx,vr] =

-.' l-. aq hrv r,\a/- .,r - .r-,,,.l= a(x,v) [v; tx,vi - b(x,v)O(x,v) - B(x.v) j ,
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tener,L3 S q-!1e,

)- b(x,y)ó(x,y) - I (x,y) | ,
)

Para cor,plelar la demostración, debamos probar q'-ie O(x,y) conl'el:-

'lt¿

Reordenemos 0(x,y) de Ia siguiente manera:

o(x,y¡ = I q*(v)xm , donde am(y) = l^ Q*,r,rn .
m>O n>u

y escribamos

b(x,y) = 
rnio 

orntrl** , g(x,y) = Z gn(Y)xm ,

donde bm(y) y B.(v) son holomorfas en 81 (o,"{2) -

. *[t # (x,y) - b(x,y)0(x,v) - At*,rr] = a(x,v) [, ff ,",r, -

':ü
es reci::, y ;: 1x,y) - b(x,y)Q {x,r') - É (x,y) es scluci6¡: forr,aL ie

!1
x 2Z = a,.x,;)z ?oÍ -Lc --a:-Lo, necesa:':ej-rL:.t. y -:r _' .'\' '^'_'

\' ¿r 
'x,\-, = l- x,y)q:x,yl r - 'x,\' j | .Ic cual ;:';e-- 'x,Y , .-y ^,,

ba que q(x,y) es soli:ción forn',al ce la ecuación (14")

HeI]1cs der.rcEtrado así, su¿ eL sr:tei'ua (14) scr,ite una ún1ca sclución

Como ¡ (x,y) es so1uci5r, forr"al de ('14"), se tiene:
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m>0 \j-+jzn )

comparando coeficientes, resulta:

dó
--h,--'-Ty¡;(y) = ¿ 6. (v)0i1y¡ + B^(y) . Ym>o.

- L+l=m

Así, para ¡n = O ,

dó
-- 'o ,--, _ ,y dy (y) = bo(y)Qo(v) * 6o(y) ,

pero entoDces, por Teorema 1.1 (capítulo I), podenos asegurar que 4o(v)

es holomorfa en 81 (0,y2)

Param=1,

d0r
y dy (y) = bo (y) 0t (y) + bl (v) 0o (v) + 8] (y) ,

pero entonces, Ql (V) es holomorfa en Bl (0,y2)

Continuando de esta manera, queda claro que Qr(V) es holomorfa

en 81 (0,Y2) , Para todo m > O .

Asl pues, tenemos una serie formal Q(x,y) = t O- -xnyn , que
m+n>O

al reordenarla en potencias de x de1 siguiente trodo:

0 (x, y) = E OIn(y)xn
m:O

resultan coeficientes Q^(y) holomorfos en B1 (0.y2) . Ad.emás. como
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0{x,y¡ es sclución formal del sistema ('14) y en particuLar de La ecuaci6n

(14r), e1 Lema 2,i nos asegura que O(x,y) es holo!¡orfa en

B- (0,Y- ) x B" (0,Y^)
ttt¿

q.e.d.

4. Un Teorema de existencia 1oca1 de solucj,ones para una ecuaci6n con

sinc¡ularidade s.

Probaremos un resultado que asegura La existencia de soluciones ho-

lomorfas. en una misma vecindad de1 origen, para una familia de ecuaciones

lineales no homogéneas con singuiaridades.

TEOFIMA 4.1. Sea a(x,y) holomorfa en B] (0,y1) x B1 (0,y2) con valores

en C donde a(0,0) F lR<O . Entonces. existe p>c, (o<p<12),

tal que para cualquier función o(x,y) con valores en G , holomorfa en

81 (0.y.) x 81 (0,r) , (0 <r<p) y para cualquier n€ xi ,1a ecuación

(19)

admite una ún.ica solución

Demostraci6n: Sea n€ N

izxf,=-naix'Y)z¿o(x¡Y)

Si -na (0,0)

que a(O,O) F F.<O

única serie formal

ción (19) | (ver eI

pltuto) , que pueée

z lx,v) , holomorfa enn-

arbitrario.

entonces a(0,O)

-na (0.0) F No

- n ii
1+l >u

E1 (0,y1) x 8., (0,r)

€ Q _^ , Io cual contradice

V po. fo tanto existe una

, solución formal de Ia ecua-

€N
o

. Luego,

zr., (x 
' Y)

comienzo de ]a demostración del Teorema 3,1 de este ca-

ser reordenada de la siguiente Banera:
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z-rx.)) = : zn,y;x: , ionce ,l ,t = : ,1 -Y'-Tt ' .i. I' L 
).a 

]¡l

Ahor:a bien, cono a(0,0) F a<0 , existe d > 0 ta1 que

E-\a,-,-;,.jl ' F , - a .
L 't

Ds l-a coni-j-nuidai de a(o,y) , sabemos que existe C > 0 ta1 que

ye É-(-,. J - atJ,v C i1'at:,,.),d) ,

en cuyo caso,

v L 3 (",, - -r.a.-,y) I N
J

Erl efectc, si para a1Eún y € E, \a,,"¡), -n6tc,)') € li^ , en+-onces

a(o,r') : E.- , Io cuai coLtraCice que paLa y € B.(o,a)

arL-r,r') i E. \a(-,c) ,o) y E^ (a(c,c) ,i) ' 
r.-- = l¡<!

con ect; er. ü'.:en'La reenl lazeno= zr., tx,1-l = I at'y,ti en le e;-r:-
1_.

eión (i9) , dorrde Frevia.-,,el.rt. exlresai¡os a(x,y) y :t(x,y) conc series

en pote:rcias de x cori coeficientes que depenien de ] , a saber:

a(x,y) = E a (y)xi y ü(x,y) = ! sr(Y)*i ,
i>o t i>0

siendo a. (y) y o. (y) holomorfos en 91 (0'r) ' se obtiene:

"3r*,rt = ¡ i2f1y¡*i= ! [o,rvl -, : 1tvi,]tvll*idx i>o I " i:o t I k+.¿=i K ! )

y a1 comparar coeficientes, resulta:

t-)t,\ i,n,.,r = ^ ¡\j) - n § = r..r-D'..' v.r > J .
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Para

puesto que a

y € Bt (Orr) ,

es holonorfa

o bien,

y como

i = O en (20),

o (v)n. o'zo\Y) = 
"{Gf '

oo (y) - na (y) zn (y) =0 o

Para y € Bt (0,p) ,

y por Io tanto na
o

bien,

en particular para

Ql f O . Luego, zn(y)

o 
(v) = a (o,y¡

-nao (y) I No

en B, (0, r)

Para i=1r

-na (v) Éo-

n
z_ \y)

I

,f tvl = o,(y) - nao(v)zf (r,) - na, {v)zn(v)

nz- (v) (1
l-

+ nao (y) ) = crl (y) - na., ty)zl{V)

N
o

o1

Para y e 81 (0.r) , tenemos:

(y) - nal (y) zn (y)

1+na(v)o_

o sea "l tvl es holomorfa en Bt (O,r) .

En general. si hemos calculado tas
n- n nzo\y), z1(y), ... , z. _a(yl , hol-omorfas en

funciones

Bt (0,r) , la relación (20) nos

nz. (y)

n.decr-r, z , (y)

Aplicando

holomorfa en

es holornorfa en 81 (0,r) , para todo i > O

e1 Lema 2.1 (Capítulo l1), podemos asegurar que

Bt (o,yl ) x 81 (o.r) .

z, (x 
'!\

.T
R+L=L tklo

q.e.d,

. n_ak(ytzl(y)0. (v)

o
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CONSTF.UCCION D' Li}i1 FA}1IIiA I{UY¿B:3L' DE

S I STtt{q-§ DE pFArF CCI'lFi,ETAl€\-Ta II{TICR¡-FLE S

.q tra'/;a oe esLe - o¡ 1r:-c , c:ils--r'J:5:;:1-: rÉ-_irsl'/ajYlcn-!e '':n3 f ¿::': i :á

nuj¡,eLa])le de sislemas de Ffaai iilleal-es no hor"cgánecs 1' p::obaremos inducti

vamerrte que caca unc ce e-'tos sis*-er.as es ccÍnp letalirer'te inte-qrable '

L¿s sc-l:ic:1És ( \x,\' de.sra Ían-lia oe s-Ls--Emas es--á:- iej:n: -

COs SOL,re una ¡riisna Veclldai ce1 cl:igen de C- y ccn eijas <feflnireir,Cs

ur.¿ sL--L : ":--1:l 
z'I :r.x,)'\za , le cuai nos PLr:: -Lirá iasl' i( ur-l sls-

n

ce¡r,a Ce Ia f ot¡,a

dL!

- = r (x,Y,u,
dx

(*) I
a ur, sistema l:neal Cel tipo



Dezx' ¡;- = alx'Ylz

^)-v= . = b(x,v\z ,-dy

para ciertos enteros no negativos p y q .

En este Capítu1o, explicaremos cómo se construye esta fanj-1ia de

sistemas de Pfaff en los casos p=q=1; p=1,q>2 y p=1,

q = 0 y en e.l, siguiente se verá cómo aparece en forma natural cuando li -

nealizamos (*) . Más adelante nos referiremos a Ios casos p > 2 , q> 2

!Y",Y-v'

1. Construcción de la familia de sistemas en eI caso p = q = 1

Primer sistema de 1a farnilia.

Sean f (x.y.u) y g(x,y.u) funciones holomorfas en el conjunto

E1 (0,y1 ) x 81 (0,y2) x 81 (0,e) con valores en 0 y tales gue f (x,y.o) =

= s(x,y,o) = 0 .

sean I a^ (x,y)un y : b- (x,y)un 10s cesarrollos en potencias
n>l " rll ¡¡

de u pata f (x,y,u) y g(x,y,u) respectivamente.

Recordemos (Corolario 2-3, Capítulo II) que 1os coeficj-entes

ar(x,y) y br.,(x,y) son holomorfos en 81 (O,y1) x 81 (0,y2) , para todo

n>].

Supongamos además que at(0,0) F Q<O o b., (0,0) É Q.O y 9ue e1

sistema (*) , para p=q=l,esdecir
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¡ux - = Í , x ,1-,1)ox

3u; -i = q.x,]',ü' ,.)

es coEpietarente integr:abl€.

De esta úitina hip6tesis pcCen:s aseTul:ar qi.:e se cüi..;,fe la relación

(2) dei Cai-.i i:uio iI, 1a cuai usal:enos para ieriLcstra: l-a compLe'!a integl:ábl

iiüao de los sistemas a consl-]luir.

L- P:-r.:l s js--eii: ie i: fa:- l-e s: r1:

\z
-= 

-a"{x,!lz - ¿-(x,}')
.X \ t

flz

Afirmamos que (*) Z es completaroente integr¿b1e. Fara esio debemos

probar que se cimple la condición (c.1.), (capítulo tI) , para este sistema,

es decir

, ¡}(-.. (x,viz + arrx,v)) . [#t-", 
(x,v)z + "2(*,v))](-r., {x,v) z + rt r(x,i} =

= ,fi[-o, (x,y)z + br(x,v)) - [#l-r, 
(x,v)z + b^(*'v)J](-a., (x,v) z + ar(xa\)

Desarrollaridc ios parén'.esis ) canceLa:rdo :é:-":ncs seirejanies, tene-

k= -o., (x,Y)z + b2rx,Yt

mos:

*, * (x, y) ':- -t., ix,y)a, (x,r)
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La relaci6n (2) , (Capítulo 1l), para n = 1 , nos dice que

3ar ably ¡; (x,y) + a1 (x,y)b1 (x,y) = x É (x,y) + b.t (x,y)a1(x,y) ,

con 10 cual se obtiene:

ta)\ ., 3u, ,-,,, = -- 3b, ,-- --'\¿¿) )' T; (x,y) = x ¡; (x,y)

y por 10 tanto la relación (21) equivale a

v $f r*.vl - a., (x,y)br(x,v1 = " ff t*,vl - br(x,v)a2(x,v)

v S i",yl + ar (x,y)b2(x,y) + 2a2(x,y)b1 (x,y) =

dL¡¡
= * É (x,y) + b.t (x,y) ar(x,y) + 2b2(x,y)at G,y) ,

que es justamente la relación (2) para n = 2 .

Esto termina de probar la completa integrabilidad de1 sistema (*)z

Ahora bien, como a., (o,o) I Q.o 6 b1 (o,0) F Q.o , entonces

-a1 (o,o) 7 No ó -b1 (o,o) F xo , en cuyo caso¡ e1 teorema 3.1 det Capí-

tulo If nos asegul:a que existe solución Ór{",y¡ para el sistema (*\2,

(de hecho única), holomorfa en todo eI conjunto B1 (0'Y1) x 81 (0,Y2) -

oBSERVACION. La necesidad de Ia hip6tesis a1 (0,O) F Q<O o

b1 (0.O) ? 9<O , se apreciará en la construcción de 1os demás sistemas.
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Conslderemos las siguientes expresiones formales:

n(23) h,.,(x,y) = E 
"nf*,vl 

.I I "......p., I ,k=2 " \jt+...+jk=n )1 Jnl

nt24) k.(x,y) = > u*t*,vl .I n,.....".i 
1" k=2 ^ tjl* ..*jo=n Jt " ' )k)

Construcci6n de los otros sisteñas de 1a fa¡lilia-

donde en hn (x,y) y kr., (x,y) teneroos:

(i) , a 2

(ii) Los subíndices son enteros positivos

(iii) aU(x,y) y bU(x,y) son l-os coeficientes de r.rk en ]os desarrollos

en potencj-as de u de f (x,y,u) y 9(x,y,u) respectiva¡nente .

(iv) P. .,...P. representa un producto de k factores, dondel1 lk

P. . ..., P. son funciones por determinar.
) j Jk

(v) Definj:nos pl=1€¡.

OBSERVACION. Tomando n = 2 en (23) y (24) y teniendo en cuenta (v) es

claro que hr(x,y) = a-(x,y) y kr(x,y) = br(x,y)

Tomemos ahora n = 3 en (23) y (24) y hagaaos p2 = o2(x,y) , obte

nemos: h3 (x.y) = ar(x,yl (z6rtx,ytJ + a3(x,y) , k3(x,y) =

= br(x,y) (z6rtx,vl) + b3 (x,y) Puesto que a*(x,y) . b*(x,y) v ór(x,V)
son holomorfas en 81 (0,y1) x 81 (0,y2) cualquiera sea k > 1 . hr(x.y)

y k, (xr!) son holomorfas en Bl (O,yl) x B1 (0,y2)



t

(*)., l

t

" ffi = -r.., (x,y)z + h3 (x,y)

v § = -zx,(x,y) z + k3(x.y)

Si (*)3 es completamente integrable y tenenos en cuenta quei

a.l(o,o) F Q.o 6 bt(0.0) I Q.o* -2a1 (0,0) F No 6 -2bt(0,0) g I{c ,

usando eI Teorema 3.'l (Capitulo I1), podemos asegurar que existe una solu-

ción Qa(x,y) de (*)a , (de hecho ánica) holomorfa en 81 (0rYt) x Bj (0,Y2)

Tomemos ahora n = 4 en (23) y (24) y hagamos ,Z = Qz(x,y) .

P3 = 03(x,y) Para obtener:

h4(x,y) = ar(x,y) (zqrrx,y) . O]f*,r¡; + a3(x.y) (:ortx,yl) + ar(x,y)

k¿(x,y) = br(x,y) (zprtx.v) + 4j t",yi) + b3(x,y) (aortx,v)J + b.(x,v)

Es innedÍato que h4(x,y) y kn(x,Y) son holomorfas en 81 (o.Yt) x Bi (0.Y2)

como antes, si eI sistema

t

(*)¿l

I

Zzr - = -i-^.x,1') z ' )"(x,¡'
cX | 4:

r -- -i:. ix,.')z - k,:x,)')
ry

es com!:Ietanei)-ue inLegrable, y tenienCo er¡ cuenié qJe -3a.lC,O) € Nó ó

-3b - tc,0) q n , po,jemos prose-ouir de l-a mislxa r'a¡era.tc



Nale¡c: c--:( . i: cor.; l('-e :..t(.:al--i.ra.j j1 ' n-: FL:tr.-'-e ¿-( -

gur:ar: 1a ex.istencia de 1a soiució., +, (x, y) para iic:,; ststei-,Ia, hcl"or¡.-rr-

fa er. F ((,'-r E- -,r -, F.:i, i( óru<rd'- ó i1Je:'--r:- i::ceii-:e:.ro, ;,c

ncs hace definir h-(x,y) ¡ k.(x,1') e:: fu¡L;ión ce ,l.ix,¡..) , cons-"ruí-
J--3-¿

mos (*)-
1

Si i*) - no fuese cor[I-leluajllente inte-orable, rre poiei-,ics u:ar ei Tec
j

nres+ur o !'rccedi[tien!o, qu: nos h.:e ief;r.ir ].. (x,!'r v k, (x,y) en Íur' -

crón Ce Q-i.x,y) y q3(x,-v) , nc ¡'od: Ía:r,cs cc¡:s+'r;lr: (*i4 -'f ,*) 3 es

cor,lrleta-:¡,enle 1n'.eEl:ab1e, entonces cons'-ruínos lr ) ,

-:,a ..r- -.ac (r, " ,.C

s- <iilen;r1a -\' cr ::s-. j-- sef -.,

.4.s í pues, para dencstrar

srste(ra (*) Para todc \ > 2
ft

es corRpletamenle integrable, el Proceso

podemo s continuar.

PRoPoSlCloN 2.1. SL de acuerdo al procedimiento

mente, hemos construído Q, (x,v) , .. ., Qr_., (x,v)

que este proce so

, debemos probar

nos pennite construir el

Ia siguiente proposición:

recursivo señaLado anteri or

, entonces ei- sistema

*ff= t,l -n)al (x,y)z + h,,(x,Y)

vff= tr - n)b., (x,Y)z + kn(x,v)

e s com:lie+-a-rten!e ini-e-qrabi e'

(*, I"I

Denos+-raciórr: Debemcs irrobat: 1o siquie:]te:
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(25) , #[,.r - n)a, (x,y)z + t,,r,,r)l . #[ ,, - n)a., (x,v), * i,,,r*.vll'

.f ,, - ,,o, (x,y\z + r<,tx,v)] = " *[ (1 - n)bj (x,y\z + r."r*,vll +

- #l ,, - n) b1 (x,y)z + kn(x,y)]1,, - ,,ar (x,y)z + trntx,vt]

Desarroll-ando, cancelando y reordenando en Potencias de z , se ob-

tiene:

(26) 
[r],,,r, 

+ (1 - n)aj(x,v)k,,(x,v)] - 
[,, 

- ", , § t",vr]= =

= [, k (x,y) + (1 - n)b,(x,y)hn(x,y)] .,. 
l,', -'r * B i",vrl, .

Ahora bien, la completa integrabilidad de1 sistema (*) nos IIevó

a establecer la relación (2), (ver Capítulo lr) , de la cual dedujimos la

igualdad (22) , es decir:

u Pr (*,v) = * *r (*,vl- dY - dx

Por lo tanto, para demostrar la ig"ualdad (25) , o lo que es equivalente.

(26) , debemos probar que:

tsh

l2'7) y -* tx, yl + (1 - n) a., (x,v) k^ (x,v) =_ dy

= x ---g (x,v) + (1 - n)b_ (x,v)h (x,v)-" 3x 1 '' n

Para esto. desaEollaremos Ia igualdad (2'1), de manera que eI primer
3a-

miembro quede só1o en funcj6n de .x(*,y) , b"(x,y) t' ,*,r'
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$r{x,y¡. '.., Ór.,_, (x.V) y e1 segundo sólo en función de a*(x,v) ,

ab.kbn(x,y) , ai f",tl , Ór(x.v), ...' Qn_1 (x,y) . Una vez hecho esto. con-

sideramos a Ias expresiones obtenidas como polinonios en

0r(r,y¡, ,.., Qr.,_., (x,V) y probaÍos que los coeficÍentes respectlvos son

Desarrollemos eI miembro de 1a izquierda en 1a igualdad (27) .

(En Io que resta de1 Capítu1o, para facilitar 1a escritura. omitiremos ca-

si siempre las va,riables x,y)

Por construcción, sabenos que:

h- = ; t"[ 
' 

ór ""'4. 
,l 

' donde derininos ó', = '' k=2 *ii.,*...*io=r1 '1 ''tJ

Derivando con respecto a y , ensegllida multiplicando por y , se obtiene:

AhnrSa-¡,3=;l'=l : ó......ó. l.' di' r.=z L' aY li.*...*io=,1 ',1 ',xJ

* u*'' fi [,,* ]*r*=" 'r., '*r,.]l =

nraa.Í=; I'=f E 6......0. l*
:.=z L o, ¡r.,*.. .+ik=n 'rI 'rJ

* u* [, *..1*, =,,, *[*,,' '-r-]]]
-'1 ""-k "

^trkao¡,
ReemDrazando 3lo. .....ó. i por r o. '. ..'-.:-:'...'0. en' ay t'rl 'rxj s=1 fi dy rk
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la si.rma anterior, resulta:

decir,

ahnrEa.(\y.+= r ly,-k l : a, .....c. l_' dY r=z L' aY (t., * . . . *ru=n 
*t 

, ' rxJ

I - (\ r oéi-l 
rrr+a. , t l: q. .....1'., =i. .¿ 'll

* (r.,*...+ik=n ls=f i1 .'' |.' av J "'-ik] Jl

Nof_enos que, estamos suponiendo que de acuerdo a nuestro procedimien

to recursivo, hemos construído Sr(",y¡, ..., órl_t (x.y) . Los cuales son

soluciones de 10s sistemas (*) 2, ..., (*)n_l , respectivamente.

A<iemás, como 1os índj-ces son enteros positivos, Las condiciones

2 < k < n e i1 , ,.. * ik = n obligan a que t < iU Í n _ 1 ,

V k = 2, ..., n .

Así pues, podemos afirrnar que Qis(x.y) es sotución de (*)r" , es

(*).
.L

do.,I
Sx -¡; (x,V) = (1 - i").1 (*,y)Q, (x,y) + h. (x.y)

SS

ad;'.,I
Sy -==- (x,y) = (1 - i )b1 (x.y)0. (x,y) + k. (x,y) ,oy 

" .

1o cual aún es vá1ido en e1 caso i = 1 , si definir,os
S

(28) h. (x,y) = k. (x,y) = 0 .tl
aói

Reemplazand.o V;j for (1 - i-)b1 O. * kj. en Ia expresión ob-oY s I as 
s

ahntenr.da para y ev , se tiene:
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lh
nsi

dv ,_ - l'

n r a4 t
- s 1,, K I §

t=? t dY (; * ¿i =-*1 "' -k ''
o. .....0 l*t 1 tx]

r ¡k
* u,. l : l: rr - i=)b,oi .....Qi

\l-l+...+fk=n \s=1 -r -k

k
+ : ó. .....k.,I 1

Por otra parte, : ó .....0 Lau
*...+iU=n '11 't:.J

* "*[r,*..1*r*=, ["!, *r,'""[,' - i")o.,Qr" * or"]""'*r-]]

IK

Il.....ó. ll'a tt
kt)

. ..rr-]] + (r - n)u,o*[r,

x

))'l'."'o' lll '
k)))

nr
k=Ib In - - k l.K=¿ .r1

por Io

(2e)

(1 - n)a-kln

tanto :

3hn
Y;=+ (i

dy

n
-n)a,L* [ t 0i.....ór.],

\-11+...+Ik=n 1 k./

faa.(tKi

l' 3v L\l ó. ....... I *
'1 ''tj

r!
- n)a-k =:tn

¡ tk
" "ul : iE (1 - i.)bloi.....ói +

"\i + +l =n \c=1 s I 11 ']<'1 "' -k " "

k-

+ r i,. .....k.
_ 1_ ]s= I s

ri,+
+---+i =n -1

k



ah
Ahora bien, como 1a expresión , ¡i * (1 - n)a1kr] es simétrica

dl(
, *-=j+ (1 - n)b-h , se obii.ene:

dxln

* k 
ei .... h .....0i ll . ,, - ",o,1f r o. '.."0, ll .

s=1 '1 -s -k)) r K[i1 ik=r 't ';., ))

aknraL.r'\
(30) , T:* (1 - n)bihn=-:rl",f [,...]-, _",r, ''r*J *

-1 ,.', tk

t= 
r l

Por conslrucción, k, = : brl I .. '...'ó. I si i-'2 ,'!
' ?=l a(i..--1'^=i J1 )s --

oor (28). h. = k. = 0 si i = 1 EnEonces, si reemDlazamos k por--i s - I
sss

i sll
Z¡, I ¡ Q. .....0r I o bien por: 0 (según sea el valorde i),
- -Ll 'i '''r"l s
t=2 -tj.,*,-.+j¿=i" '1 'L)

en e1 segundo miembro de Ia i$raldad (29) , y tenemos en cuenta que ül = 1 ,

lo que resulta es una sumatoria donde los sumandos son productos que depen

,(
den de a. , b, . -- para 2 < k 'n y de 0", ..., 0--',kKdy

Sl en esta sl¡ma resultante consideramos, por un momento ' a las fun-

ciones denotadas por 02, ..., Órr-l ya no como funciones, sino como n - 2

indeterminadas de un polinornlo y pe:¡samos que se trata de un polinomio en

esas n - 2 indeterminadas. entonces es claro gue en (29), el miembro de

Ia derecha puede ser escrito de1 siguiente modo:



5t

-t\¿9', ) t Lennlno .LfDre oe p2, . . ., "n_ll *

, Ea , o. o
- I kl 1 m+ ¿ lcoeficiente que depende de uk , bk , "-10 ...,.0 - ,

L K K ay ) Yl r*

donde ,r r 2, ..,, r^12 , r1, ..., rm distintos entre sí,

o_, ..., o € N y G-r. + ... + o r < n .'1 ' m - 'l 1 mm-

Análoganente, reemplazando h. Por
iss(-I
I "ol , Qu ....'Qi-l o bien por 0 (según sea e1 valor de is) ,

!=2 'ti +- - -.i "=i J 1 ) L)

en el segundo miernbro de Ia igualdad (30), y teniendo en cuenta que

ó., = 1 , resulta una sumaloria dotde los sumandos son productos que depen-

ab'
K

den de a., b. r :i ;¡ara 2 < k < n y de O-, .,., 0- . Considerando
K K OX ¿ t)-l

. 02. .... 0rr_l como indeterminadas, escribamos esta suma resultante de

1a siguiente manera:

(30') f ré:mino libre de A 2, , . ., on_l] *

, Eb, I o- o
+ I lcoericiente que depende de a- , b. , =élo ''...'Q * 

,
t - K K dxjrl ..

donde ,1, 2, .'., rm a 2 . 11r ..., r. distintos entre sí,

t_, ..., o É tr,r- y o,"r. + ... + c! r_ < n .1' m - I m m -

Así pués, pa.ra demostrar 1a igualdad t27\ ' o 1o que es equivalente,

que Ia sumatoria (29') es igual a Ia sumatoria (30'), basta probar que e1

término libre de 02, ..., Sn-,, en (29') es igual a1 término libre de

+2' "', Qn-l en (3o') y que el coeficiente que multiplica a

cI' cx.

ó 1.....0 * en l2g' ) es igual al coeficiente que multiplica a
'L1 'rm



o- d
ó r.....ó m en (30'),'f 'r1n

10) veamos que los términos libres de S2, ..., 0n_1 son iguales,

Fara esto. consideremos el segundo mierobro de Ia iguatdad (29) , que

es una suma de n - 1 sumandos, donde e1 sumando generaf es:

3a. r \(o) v^-! I r e......0. l+- dY [r 1 '1 I- .r.1 *. . . +rk=n 1 k'

(_l
+ (1 - n)a-b I I 9. ...,.0. LI k(l * +i añ 1., Lr)

-1 "' -k ^' '

y k varía de 2 hasta n .

i
Reenplazando k. por ¿ b" ¿ 6. .....ó. o por o- r Lt I ll .Jd

s L=¿ '11t...*l¿= .

(según sea e1 valor de i=) , en el segundo miembro de (29), podemos encon

trar el tármi¡o libre de 02, ..., 4r.r_l en cada uno de los sumandos (o) .

es decir, para k = 2, -..¡ n ¡ y luego los sumamos para obtener e1 térmi-

no buscado.

Cua¡do k = n en (o) , tendr.emos que i1 * ... * ik = n sí y s6-

]¡ <i .i = = i = 1 . por 10 tanto-'1 n

Ói_'...'ol = 1 , PUes Qt = 1 ,

1l+...+ak=n I n

t ( k k )t+". 1 t lI ( r - i ) b . o . . . . . . o . +: o . . . . . . k . . . . . . ó . ll*kti *-..*1 =r., l.==1 s' 'f ir ir 
"=i 

'ir i. 'ikJJ
-1 "' -k " -



n
I lt -i)b.ó.'...'ó. =o,yaque i =1 n

s t'L -L s
s=1 1n

n
., t .L = v . .A + + .¡ t .L = O
' s=1 'a'l 

'" 
rn '1 ', 

'r1 
'r,

-1

Luego, e1 término libre de 0", ...,0- . que se obtiene de (o) para

k = n , es:

3anv _: _ 1t _ n)a_b' dy I n

Cuando k = 2, ..., n - 1 en (O) , es claro que

: o. . .. .'o. depende de O^, .. . , Ó - , como tambjén dePende'1 ¿ n-l
i1+..,+ik=n 1 n

k
E tt - ¡ )ó. ....'Ó. , pues¿o que en el producto q. '...'q, de k-fac

s=l " 'i 
J'k '1 ':.

toresr donde 2 <k <n - 1, es-'á 1a condicidn i, *'.' + ik = n, 10

cual- obliga a que aI menos uno de entre los t., , .'., i* sea mayor o

igual que dos.

k
Para la suma : Ó- ''."k. .'..'Q. , obtenemos términos libres

s=1 'fl '" 'k

de o^, ,.., o - , cuando de entre las k-tuplas (i., .'.' ir-) gue satis' 'n-'1 - ¡ K -
facen i. +... + i,, = n . s6lo collsideraños aquellas en que

IX
i - '1 i = r - v ' '--le 1 < s < k . En es-Le Ca,1 = ,, ..., t" = rl - r< + l, ..., tk - _ o

o



k
: ó . . . . . . k . . . . . . ó . = k. .....0. + ... + ó. .....k ...-.ó

s=1 i1 t" 'ik it lk 'i1 
'. 

'i-k

+ ,,. + ó. .... k. = k.
' t1 '",o

ya que i, = 1 para s l so y entonces, Q1 = 1 y por (28), *] = o

Cono i = n - k + I > 2 , se tieie:s-
C

i

o

sienic L. t .on i = n - k + 1 eI té¡¡rinc que no cepenie de
SO

o

q-, ..., ;,

Además. es claro que entre las k-tuplas q.rle satisfacen

i- +... + i-. = n. hay exactamenre k donde e1 1 aParece k - 1 veces
IK

y n - k + 1 aparece una vez. Teniendo esto en cuenta¡ el" ténnino libre

de ó^, ..., ó - que podemo s sacar de (o) para k e {2, .... n - 1] ,'¿ n-|
una vez gue reemplazamos k. , serát

l
S

d 
^:-,ri n-Kt É rr-K+ l

Luego, a1 corlsiierar l-a su¡latoria (29'), e1 coeficrente libre de

_... -- -L_te.1., cs.

tsa n-1
,d* (1 - n)a1bn * 

*1, 
*toor-n*,

So(-)
k = : b" I Z ó. .....ó. La- P=t L l; + +i =i lt )t)

'o )1,...'tL s
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Par.a deae:ninar: ei caef lcien".e li.lrre de í2, . . . , cn_i en Ia s§a

(30'), la sltuación es toiai-re¡lte simé-.rrca a la antel::or y sólc deberos

cai:L i.ar v D:: X , a. p(r L y I. !o: a Je estc m?óo, el tír-'/'k'L

¡r,,irc buscadc:erá,

ab n-1
n

,,x : :.

.d¡-. ra leLe¡:.os pr:Llr que:

3a n-l ab-
y # - (1 - n)albn * ,], o"oor¡-**, = * af + (1 - n)b1an +

n-1
+ f t¡. a _ .k n-K+ I

SLmando na b- + nb a- a ambos lados, obtenemostnl nl

SanDbn
v.fl+ E ta. ¡ -=x-i*: x¡, u- dy K n-k+l ^ 3* ,-1, "*x-n-k+t '

- K=i t1-r

que es justañente la relación (2).

Esto termina de probar qr:e Ios coeficientes libres de

Qz, ..', Qr,-l en (29') v (30'), son iguares'

2o) Probaremos que: Dados ,1, .--, t*' 
^ 

¡ donde ,1 ' 2, "'. rm i 2 '

rt. ..,, rm distintos entre sí y dados e1 , ..., o*t 
^ 

tales que:

or +... +Gr <n, entonces. el coeficiente que multiplica a
i 1 mm-
cr, o,

ó 1.....ó * en (29'), es igual a1 coeficiente q§e multiplica a,I 'x
lm

0. o¿_

@ 
,...,.ó "' .r., i36,¡.'t1 t*

kt. a
x n-l, +
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sf
: b" | : ó .

l=z " 
(i-*,..+i,=i ll
-l -{ s

o por 0 (según el valor de i")

el coeficiente que multiplica a

Para estc¡ cuanCc

i

sea (i. ,

l,Jvi -1

reempfaz¿otos kl por
5

C¿,1ó '....O = O

l)<t

, en e1 segrundc r.:.e¡',i¡rc de (29) ,

ü01:¡C-'...':. Er. .¿:ia .J!jL de .lo:
-'t n

....ó l1il

bu sc amo s

sur.andos

(¡i ]' Ii-re,qc los s'.nnamo s par:a en3onr-ra¡: e1 tár¡nrnc b.rscadc.

Con e1 fln iie faciiitar e1 cá1cu1o oe l-cs coeficientes, enuriciellcs

de lrra.rer:a precisa 1cs slquielLes hechos:

Afinnación 1.

Sujlc rrli a-.no s que §, '...
1

di siintcs entre sí, ,1

<r.
i i nrL-

,.., i-) u.ra k-'.up1e ta1 g,re, 2<k<rt,

+ ... + i. = n .
K

3ü1r_
j. r_ r :

Kii¡

-, ..., r . : , ),, ...¡ - a x\ !'
- m- r II.

L., ... , i,- €

Los inoIce s

t^ t -.., (.)"

¿1\

tenerse:

Dencstración: Pana q'.re

son

Entonces¿ k- = o,l + .., g
m

+n-ur, donde "J =0-r- + ... +o,rm m I I mm

C¡SERVACiON. Recordencs qui es--amos tra-.an.jc a las fur,cior,es ceno:aa1as

pc: : ^, ..., a , , ccr.: :n-:É'.rr:.ir-aia: jc ;:. pc,:;.c::.1 c.- - il- I

c
rr

T
m

I-, ..., a. ill<

iguales a r
m

-r. --ac:. jc:al-s ¿ r. , ). i1:a-cs.
l-

-c i r.'¡i¡e r 1 :-¡-
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o,1 - veces 0,2 - veces 0' - veces x-veces
m

slendo x = número de índj-ces igual a 1 en 1a k-tupla (it, ., iL)

Ahora b.ien, co:no n = il + ... * ik y il * ... * Ík = 0111 .

+ ... + c! r + x , se t.iene:mm

n = c_r. + ... + o r + x = (,¡) + x ,I I nm m

de donde x = n - oJ . Por 10 tanto es claro que
m

k = O- + .., + O + n - (Jtrm

Afirmación 2. Consideremos una k-tupLa (i, , .,., i. ) taf que

2 <k<n, i", ..., i.-eN, i. +... +1, =n,ysean r.¡ ..., r irKrN-]m
cr.¡ .,., q_ números satisfaciendc las mismas condiciones que en Ia afir-lm
mación 1.

SupongarrLos k > 0,1 + ,.. * o. + n - uJm y en e1 producto

Oi_.....k .....0i. . (1 < s < k) , reemplazemos k, por
ISKS

i
)b, l L 0......0. l,cuando i l1 Resulta:

.L=2 t (i *...+i"=i lt )L) s
-1 'L s
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7d..v..,+'
'i r L1sk

J,sr I ) I
= : I : b".o. .....o. .ló......q. l.o. .....ó, 

1

/=: l¡ +. - -+i ^=i 
* '1 '=-1 I l1 )I-) rs+1 

'kJ)1 "' t{ s

Afirmamos que en esta sumatoria ningún s':mando puede ser igual a

ct(l1mb,0 '...'A , o sea,L'| t.

OG
' (, . ).^ . .a 'i m
Q. .....0. '[e. . .. -.: ] r j 7 q- '-. -' -,l ,s_1 )1 JL .s*1 -:< -l -¡n

Cuando i = 1 , reemplazamos k. por 0 en e1 producto
s - rs -

o. ...¡.k. .....0, , (recordar (28)). Se obLien¿ A. '...'k, '...'0. = 0.
'1 '" 'k '1 '" tx

en cuyo caso es obvic que

Gq
o.....,k.,.....o. I q-1 .....d-'
't -s -:< -l ^m

Demostración: Examinemos entonces los productos

a.'...'Q. 'lo. '...'0., l'0, '...'Q,,1 's-1 | Jl r(.) 's, 1 'k
q. ü*

y veamos si alguno de ellos puede ser igual a O-''...'O-"' .

lm

ir s 
' r a . .¿\ l].^ . . r.Á=ó.....o. .lE b,l , ó.....-0- -r., "' *r"_., lu, "l [], *. . 1l u=r" 

"j, =l¿j .l "i=*, "' 'ik



Noremos oue ó .....@. .[, .....a ].a .....ó. es un producto de- 'r1 r._1 t Jl ) r r-t rk

k-1+¿ factores, donde

i1 * ... * ir_l * l, * .. + )L + i=*1 * ... + ik = n

.i r ¿ i = i . Luego, si'1 "' 'L s

f \ .o1 o*
o. ....'e. 'l+. '...'0. I 'q. '. . "ó. = q,''...'a-"' ,

'1 's-1 \ l'l ) U 's+1 -f 'l 'm

1a afirmacj-ón l nos garantiza que k - 1+L= a, +... * oa * n - t!* r Y

como supusino" 01 *..'* o, + n - om <k , tendremos k - 1 + !- ak ,

par Io tanto ,L.1 ,Io cual contradice Ia restricciór\ 2 <L <i

Eslo termina de probar ra afirmación 2.

con las afirmaciones 1 y 2,(a Ias cuales nos referiremos pór A.1 y

A.2 re spectivanente ) , estaaos en condiciones de calcular el coeficiente
rx(}

dc o 1.,...óm en (29').'r 'r1m

Por comodidad, escribamos nuevamente Ia e>q>resión (o) :

*o | : [§ ,,-i)bó .....0. - §, .....k'...'0. ll'*k (., *. *, =,, l=], '' -s'"1*i. "' Yik 
=], 

*i, ""'is " 'ik] i
'l '""-k ^'

f : o. ....... Lr (1 -n) albk I , r" r,J\Il+.,.+r-=n I }('

donde k varía de 2 hasta n .
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uuando K c 101- + ...
I

asegura¡ que aI reemplazar

i
-l: b" I > 0. ....

^ L I 1-,(=¿ \t +...+l,=1 -I

(A) En eI caso k = 0-
I

-,.-0, '. . .'ki '. .''Ói
1sl(

-1 A.1 y A,2 nos*m ''

en (o) , por

+0.
m

.v

).g. I o por O según sea eI valor de
) p j

o.

ó 1....
'1

ü
m

f
m

rDo
S

. Conobtendre¡rcs ningúr, sunanic donce aparezca e} produa¡o

eslc en cuen.-a, sóic ncs ocupa:aeiitos ie (a) para

R § '1, ..., -l - -. + I - n - .
I n. :-.

L : nc: llcÉ quE los s¿ranios-r " *:-- ' "'

que apar:ecen en (¡) , no cont.ibuyen aI coeficiÉ.-

ol
te de A '...t1

iI
.i,-r , por io tantc, en

IIr

(a) , solar,.Enie consi de rarer,ro s ics

Les¿altes s¿ira¡cc s.

al
Si o. .^...í. = + T.,...q Ir , fe La iemcstr:ación de A.1 sabercs

'- 
' t.. 11 t".

Ju¿ e:Lr.- 1:s Ír,i:--.: :., ..., ik ; .p oeber' sar Ig;a:el a r- , <io;'3-

i < p < r',1 !- . - ao índices deben seL iguales a 1. Luego, una pcsibili

¿ai para le i--tuF1a (i1, ..., ik) es la siguj-e¡ie:

(it. . i*) = (rl , ,11, ... rm. .-., L ¡tt ...t tl
m

veces n-(r) vecescl, veces
1

y tcdas las de¡rás k-tupias taies que se verifique

(i
m

r-Lr-1 li i

se cbtiene! por Per-nutación de

0
m.ó,r
Íl

t,
m

tr --.. r ,'-1' I
tt .'.t tj

n



Pór 10 tanto, al considerar 1a expresión

Ea,- r '\

".=j x 0......ó. I- dY (i1+. , . +iu=n 
' a1 

'*.J

está claro que como coefj.ciente de O:''."'O:* se obtiene:'r1 ta

Ja- (G- +...+ü +n-uJ)ll< I mm

De igual forma, al considerar

(1 - n) albk 
[,. - "-, _- 0i.,.....rr,J ,

-l '.'' '-t "

0', o^
e1 coefictente de Qr' .. . .'Ó.' que se obtiene, es

-1 m

(0- + ... + o + n - e )l
(-?2) (1 -:1)a-b. ' 

* ,,*' t k 01:.. ...Gn: (n - "im) 
:

por otra parte. si (i1, .-., ik) es alguna de las Permutaciones

de (tl, , x j, ..., t*, --., Ím, 1, '.., 1) , es claro gue

k

"], 
t' - i.) = cx', (1 - 11 ) + "' + om(1 - rn) =

= o.l * ... * O* - o,1..1 - ... - O*.* = o1 * -.. + Clm - tt-;

Por 10 tanto, a partir de la expreslón

'o'1, * .1*, =" [-i, 
t' - i")brQi," '*r-]] '

-1 '"' -k -- -
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se obtiene

(ct +... +o +n-(J)l
^ - ¡, \ 1 m m

trJ/ ok"] t"'l *m' 
o., I'. ' .'o,*1 (n - ul*) I

c} 0,

como coeficiente de O-''. . -'Ór* .,.1 
m

Finaimente, si sumancs (31) . (32) y í3:) , z:esulia:

,iue es igual a

(B) cuando ke {2, .... cl + ... + o* *, - t"; - t} , A.1 y A'2 nos di -
o0

cen que para obtener eI coeficiente de Ó.t'.-.'0.* en (o) . sólo debe-
-1 n

mos considerar Ia suma

)+ (l - n)a"b, I .
¡ K,)

,...[ , Il ., .....*r" ...rr-]] ,K li1 -.+ik=r¡ [s-1 'l

!r ia,.. I I , ó'l '.. .'ki .'0 
1*k 

==1 
iir+. . .+ik=n 

'I1 
'= 

''tl

cx ar,

así pu6s, calcuiemos el coeficiente de O-'""' -* en la s'ürrta'o-
'1 -m

ri: : ó. .....k. .....ó. , donde 1 <s <k.'t '= rki1+...+rk=n 1
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Es claro que si i= = 1 , como kl = 0, (ver (28)), tendrenos:

A. .....k. .....ó. = 0 , en cuyo caso 0. .....k, .....ú no aportará
'1 's 'r 'r 's 'k

0_ cl,m
a1 coeficient€ de O '.--..O "' . SuDonoamos entoñ.éc i I I..'Qr . Supongamos entc..-' -

IM

si Lsl1, sabemos que:

i srl
k. = ¡ b, i : ó, .....a. L
'. t=z t (¡ 

l 
* . .*jZ =i" 11 1L)

por 10 tanto,

(34) o, .. ...k, .....0,i
1sk

i st - ( I )= z L b^ó .-...ó .lo .....d l.ó. .....ó.
l=z i.t +. -.+i,-i L'', ''.-r l. ]r '1il rs+1 ''x.J

'1 ''' 'J: s

G,g
Para determinar e1 coeficiente de Qrt'....0.' en e] segundo miem

1m
bro de (34) , debemos considerar aquellos sr¡mandos para los cuales

rll"Lo'ó. .....o. .lO .....o. r.ó. '....o. = o 1.,..., * 
.'.r1 ,r_t ( 11 )LJ 'ts+t .k Í, r,

Ahora bien, coao i, *... * i"_1 * j, * ,. + )t + is+1 +... * ik =

-i i +i +i + ri =h ^e Ia demoslraci6n de A.1- rl ' ... ' -s_l , .s ' -s+1

sabemos que entre los índlces il , ,.., is_1,j1, ...i¿,i=*1, ..., ik ,

oj deben ser iguales u ,j , (j = 1, .. ', m) y 1os restantes D - oln r

iguales a1. Así, A.1 nos asegura que k - 1+t=c] +... *o*+n-oJm

v por Io tanco, { = O- + ... + C¿ + n - L - k + 1'1mm

Luego, en e1 seguado miembro de 1a igualdad (34). sóIo consideramcs e1
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sumando con L= Aa +... + qm + n - {¡m - k + l, es áecir.

b! t Qi""'Qi 'ft.'.-.'c. lo,- l1+...+ll=r.s r ti"-1 lt:r "' *j¿J"is*r""'oik

De este npdo, para obtener de i.,*..?*i*=n nr., .0r".. . ..rr* eI

O- ar-lmcoetrc].ente de 0, .....0.
1m

, debemos contar todas 1as (e1+...+Om+n-(¡m) -

tuplas (il, , i"_1, j.l , ..., )L, is+1. ..., t*) , en tas cuales q

índices son iguales 
" rj , (j = i, .... m) y los restantes n - {¡lm ,

iguales a 1.

Es claro que estas (o,.,+...+o +n-¡¡rn) -tuplas (i1, ..., i._1,

jl, ..', )L, is+1, ..., t*) son permutaciones de

(35) (t1, .., r1,....., rm, ....., rm, 1, ....., 1)

01 veces q,m veces (n-co*) veces

Recíp:oca¡ente, dada una permutación (¡-, ..., t I
ü1+...+Cn+n-irjm./

de la (o1+...+Om+n-l¡m)-tupla (35) , y teniendo en suenta que

s - 1 + ¿ + k - s = O" + ... + 3 * n - r¡¡mm

tiene sentido escribir

(- - ) _)-\ I O_+...+ü +n-ü¡mm

s-r r-no1ces ¿ fnd).ces K-S anolces
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És decir, toda permutacl6n de (35) es una (ot +, . ..lc*+n+tr*) -tup1a de 1a

forma (il, .,., i"_t' jl, ,.., )2, i"...1 , ..., i*) , donde

(36)

il * ... * i"_1 * 1., * .. + )Í_ + is+l + ... + ik = n y

t- = cr_ + .., + o + n - ü.) - k I 1 ,tmm

en la cual hay o. índices iguales . tj , (j = l, ..', m) ,

y los restantes . - ,* son iguales a 1.

(o_ + ... + ü + n - (.l) ):
como hav ' , rT , ,* permutaciones de (35) , tenemos0.-:'....o:(n - ur ):lmm

el mismo nú¡rero de (ü1+...+ **t-.) -tuplas (il, , js_1, )1, ---, )Í,

\ ^"^ ^-|]sfacen las condiciones señaladas en (36). Teniendors+1 , . -. , ,k, 9uÉ saur

crc
est.o en cLrenra, el coeficienle de 

".1 
... Or* en Ia si]ma

lm
I o. .....*. ',...0t esr'a Ii+ +i=--1 -k-l ,...,-k.,

((} +.., +(t' +n-o)l'1 m m

r n.:...o:1n-o): 'imm

donde L = O, + .., + O + n - Lu - k + 1 .lmm

Como esto es válido Para todo s tal que 1<s<k,alconside-

rar la expresión

,o'r .o*
obtenemos e1 siguiente coeficiente de Qr_'. ..'Ó, :

tm

..1 [, 0.....k......ó.],-k l. , ,, -- rn ,. ,x]
s= | .11+. . .rrk-rr I
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(O +,.. +0. +n_{,1 ):1mm
-k " "l o-1.....0 l(n - b ):tmm

con I = O + ... + C + n - (J - k + 11mm

Re sumiendo, cuando en (ú) consideramos k = o.1 + ... * o* + n - ÚL ,

d" c!

(Parte A) , obtuvinos como coefjcíenle de 0.''.."Or*,
1m

(6, + -.. + ü + n - üJ ): , E-o-*...+o +n-!.J' 1 rn m l.- i m n -\)lt o-i'...'o.:(n - r,l ): l' DY{mm'

')

' uo *.-.+J +n-.- 'bi'(or + "' + om - {'um) + (1 - n) aib^ + ,-"r *'-r-]
1 m * 

, I rtr u. r. r. rumr¿: 
m/

cuando k e {2, ..., o, * ... * o* + n - tr.t* - 1i en (o) '
(Parte B) , ob-,-uvimos

(o - . . . + c, + n - a ) I'1 m m kabk c +...+(} +n-LJ -K+ Ilmm
(38)

En e1 caso k€ {o1 +... +o,m + n - r** 1, ..., n} , el coeficien

rx0'1 m
te de O-'....'Q.'" 9u. se obtiene de (o) es nulo'

-1 m

Por Io tanto, si sumamo s los coeficientes de (37) y (38), obtenemos

CI_ o
el coeficiente de O-t'. . .'Or* que aparece en (29 ! ) - Este es:'r1 

m
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(39)
. n -, ,:

irfi
ffiv

!:lT

lmm

+ a .b-.(o- .r ... + e - Ld ) +
0_+,..+c¿ +n-lj I I m ITrlmm

+ f 'l - n)a b +' I Cr, +. . . +C¿ +n-u,1mm

3y

0,_+...+0, +n-t¡ -1{mm
+X

V=2 ñ

l
Il(D é . -t .

k o +...+O +n-(1) -K+ll'lmm/

bct., *., . +o,*+n-!Jm-k+1]

o1 .o*
Para determinar e1 coeficÍenle de Q._'...'Q. en la expreslon

tm
(3Ot), Ia situaci6n es totalmente simétrica a la anterior y só1o debemos

can'rbiar y Por x, a Por b Y b Por a-

Así, resulta que el coeficiente buscado es:

+ n - r¡ )l r 3oo-,...+o +n-lrr'-1 m m I I n m
\ev/ o., 1.. ...11*l (n - tr.r*) I t-' 3x

+ b .a-'(d,- + ... + c{ - o ) +
ar +...+ü ln-o 'l 1 m mlmm

+ {1 - n)b a +' 1ft +...+G +n-urlmn

cr-+.,,+c( +n-0J -1lmm

Alicr.a ne.esir-ar-rlcs irl:o]rar que ios coef aciente-' (39) y (a0) son igua

l-es. Para esio, dencLando pcr I, f I: a Las s,j.-.as entre pal:áltesis er:
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(39) y (40), re spe ctivamente / demostraremos que Í., = Z,

En ef ecto. si en ]a igualdad E., = I, sr.xriamos a a¡nbos lados

na. .b- + na"b- - , se obLiene:o,1+...+üm+n-r-rm 1 '1 O1*.. .**-n*rn

cl_+...d -n{lmm
0 +- - -+0 +n-trllnm

t kakb0-+...+o' +n-0 -k+1¡nmcy

óDo-+...0. +n-Llmm
..-___--T

dx

que es justanente La relación (2) .

0. +...+o +n-o -k+ 11mm

. +. . . +} +n-LL)
lmm

k=1

Esto termina de probar que los coeficientes

(29') y (30') son iguales, y como ya vimos que los

QZ, ,.., Qn_t en (29') y (30') son iguales. hemos

entre 1as sr.rmas (29') y (30').

| > 2 . Así obtenenos u¡a familia (*)

mente integrables.

kbak

0_ 0-tmde O .,. ..ó enrr1m
tér¡ninos libres de

denostrado 1a igualdad

Ahora bien, como Ia i-guatdad entre (29') y (3O') es eguivalente a

la igualdad (27) , La que a su vez eguivale a (261 , y ésta a (25), podemos

asegurar que 1a igualdad (25) es váIida, Io cual signifj.ca que eL sistema

(*)n es completamente integrable.

Queda asÍ denostrada 1a Proposicj-6n 2.1.

De este modo, eI procedimiento recursivo descrito anteriormen-,e pa

ra definir los sistemas (*)r., , r.o se detiene aI cabc de un número finito

de pasos sino que nos permite construi,r eI sistema (*)n, para todo

n , n Z2 , de sj.stemas completa -
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Recordencs que el- si-stema (*l 2 qued6 deflnido de Ia siguiente ma

nera:

nera:

0v* = -"1 (x,y)v + ar (x,y)

3v, Ñ = -o1 (x,Y)v + b2(x,Y\ ,

donde a1,a2,b j,b2 son holomorfas en Bt(0,Yl) x 81 (0,Y2)

Si el Teorema 3.1 (capítu1o rr), garaniizara tan só1o 1a existen -

cia de una solución 1cca1, podríamos afirmar que 0r(x,V) es holomorfa

en una vecindad V, de (0,0) , tal que uZ ! t1(0,y1) * 81 (0,'f2) y no

necesariamente en todo eI conjunto 81 (0,y]) x Bl (0,y2) Así, hr(x,y)

y kr(x,y) . que depe¿den de Qr(x,v) , serían holomorfas en v2 , y por

]o tanto, aI aplicar e1 Teorema 3.1 aI sistem. (*)3 , este es

Evx fr = -2a., (x,y)v + h3 (x.y)

3v
Y E; = -2b1 (x,Y) v + k3(x,Y) ,

tendriamos una solución Sa(x.V) holomorfa en una vec!-ndad V, de (0,0) .

donde U, a u2 .

Estas vecindades están ordenadas por inclusión de 1a siguiente ma-

B-(o,Y-) x B. (0,'Y^) f v^ ) \¡. ) ...
I I | ¿ - ¿- 5 -

en cuyo caso es factible pensaÍ que !^ un = {to,ol}
n2¿
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Así pues, es la garantía de existencia global que nos dá el Teore-

ma 3.'l , Ia que nos permite conseguir que las soluciones or.,(x,V) de

(/.) sean holomorfas en una vecindad cornún, a saber, La vecindad
n

81 (0,Y1) x 81 (0.Y2) del punto (o,o) € c2

2. Construcción de l-a familia en e1 caso P=1 , q> 2.

Procederemos análogamente a1 caso p=q= 1 , modificando una hi-

pótesis y aplicando el Teorema 4.1 (capítulo II).

Como antes, sean f (x,y,u) y 9(x,y'u) funciones holomorfas en

81 (0,Y1) x 81 (0,Y2) x 81 (o,e ) con valores en c , tales que f (x,y,o) =

= g(x,y¡0) = 0

sean X a-(x,y)un y : b-(x,y)un }os aesarrollos en pctencias
n>1 " nrl

de u para f f*,V.rl y Stx,y,ul re spe ct ivanente.

Supondremos g.üe a1 (0,0) F R<o y que el sistema (*) para

P = l , 9,> 2 , es decir

3uxñ= f (x,Y,u)

q3u
Y'ay = 9(x,Y,u) ,

es compietamente integragle.

lgual que en ef apartado 1, construimos eI primer sistema de Ia

familia, aI que denotaremos Por (*)| , este es:
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áz* I; = -"1 (x,y) z + ar(x,y\

(*) i
,n }; = -b1 (x,y) z + b2txú)

Es cfaro que la mi-sma demostraci6n Cada para proban ta completa in

tegra-bil1dad de (*)Z es válida para (*)i

Ahora bien, como al (0,o) I o.o , por el Teorema 4.1 (Capítulo II),

sabemos que existe p > 0 ta1 que 1a ecuac.ión

Zz* É = -u., lx,y)z + ar(x,y)

posee una áni,ca soluci6n zr(x,y) holomorfa en 
"t 

(0,y1) x Bt (O,p)

Como -al (0,0) F No y (t)) es completamente integrable, podemos

probar, ta1 como se hizo en la demcstración de1 Teorema 3.'t del Capítulo

anterior, que zr(x,y) tambi6n es soluci6n de la ecuaci-ón

,nf = -bl (x,Y) z + brlx,Y)

y por 10 tanto de1 sistema (*l i .

Los restantes sistemas los construimos de1 mismo modo que Los

(*)n. a través de Ias expresiones hr.r(x,y) y kr.,(x,V) d.efinidas en e1

apartado 1.

Así pués, para n = 3 . hacenos er= zr(2,!\ en h3(x,y) y

k3(xry) , resultando Ias siguientes funciones holomorfas en

81 (0.YI ) * 81 (0, p) ,
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h3(x,y) = a2íxty) (222$,y) ) + a3(x,y) ,

k3(x,y) = b2$,yl (22?(x,y) ) + b3(x,y)

y defintnos:

I

,-, i 'l

t

" fr = -r.., (x,y)z + h3(x,y)

La Proposición 2.1 de1 capítulo 1r tarbián es válida en eI caso

p = 1 . q> 2 y 1a demostraci-6n totalmente anáIoga, (basta canbiar y

por yt'¡ L-o"go, e1 sistema (*)i es complei-amente integrable.

Nuevamente por Teorema 4.1 , La ecuaci6n

bzx fr = -2a1 (x,y)z + h3(x,y)

posee una única solución za(x,y) , holomorfa en B,, (0rYr) x 81 (0,p)

Además, de la completa integrabilidad de1 sistema (.)i y conside

rando que -2a,, (0,0) F No . sabemos que zrtx,y) es soluci6n del siste-

ma (*)j

continuando de esta manera, construjroos para todo n > 2 el siste

ma completamente integrable
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,-,' f"l

Ezx :- = (1 - n)a" (x,y)z + h (x.y)oxtn

aAz
Y'E; = (1 - n)b1 &,y)z + kn(x,y) ,

con su respectiva sotuci6n zr.(x,y) , holomorfa en 8., (0,y1) x Bl (O,p)

OBSERVACION. En esta construcci6n. que se apoya en el Teorema 4.1 de1 Ca-

pítu1o tt, pudo habserse incluído eI caso q = 1 . Sin embargo, cuando

p = q = 1 , obtuvinos scluciones or(x,y¡ de los sistenas (*)n , holornor

fas en todo el conjunto 81 (0,y1) x 81 (0,y2) , suponiend.o a1 (o,O) F p<o

ó b1 (0,0) I Q <o en lugar de at (o,o) I R <o .

3. Construcción de La faE¡f ig-rn e1 gasc p- i, q=O

Consideremos e1 sistema (*) para p=1, q=0,estees:

3ux E; = t (x,Y,u)

3u
Ñ = s(x'Y'u) '

que supone¡los completamente integrable. ccn f (x,y,u) y g(x,y.u) holo-

morfas en 81 (0,yl) x B1 (0,y2) x B. (0,e) a valores complejos, tales que

f (x, y, o) = q (x,y.0) = c

Con 1a misma notación gue en 1os apartados 1 y 2, sean

) a-1x,y)un y : b-(x,y)un ros desarrorlos en potencias de u para
n>1 " n>1 r)

f y S re spe ctivam-ente y supongamos a., (O,O) EQ.O
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Definaños la funci6n

g (x,y.u) = y.g(x,y,u)

y consideremos el siguiente sistema completamente ir¡tegrable:

i41\ 

{

8ux I; = t (x, y, u)

3uy at = s (x, v, uJ

la conFleta integrakraliiaj de r.lí ) , es .onse.i.rencia dir:e3ta de fa

conpler-a i-ntegrab il l,fac de:- sister,a

3uv -:-: = f /v t, u)^ ax ! \^'r''

3ui = s(x,y,u)
OJ

y omiti:nos 1a demostración.

así puás. e1 siste¡',a (41) satisface todas las hip6tesis que nos

pernritió construir 1a familia (*)r, .

-L
como g(x,y,u) =y'g(x,v,u) = E y'bk(x,y)u" ,

k>1

tenemos ¡ por construcción I

kn(x'v) = 
o!, ''o*t"''' Ir,*..lni.u=r, ó,., (x'v) " "'0'or"'vll '

v si def i-ni,mcs
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i,,t*'v) = 
*1, 

out'''' 
[r,*..]*ru=" Qr., (x'v) " " 'o'k'"','] '

podemos escribir kr.,(x.y) = V.4t",vl

1-
t ñ 

= ,1 - n)yb1 Q,y)z - ykn(x,y) ,

y a partj,r de éste consiruimos eI sfstema

* = ,, - n) a., (x,y) z + hn(x.y)

(*) "n

# = ,, - n)b1 (x,y), + i',{x,y) ,

quedando así defj-nida la famj-lia (*)i fara h Z2

Notemos que Ia solucj.ón on(x,y) de (*)r, , holomorfa en todo e1

conjunto 81 (0,y1) x 81 (0,y2) , también es solución de1 sistema (.); .

En efecto: Sea Qn(x,y) Ia solución de (*)r, , por Io tanto

aóny ay (x,y) = (1 - n)ybt (x,y)grr(x,y) + ykn(x,y) ,

o equivalentemente,

totInv[;; t*,vt - (1 - n)br (x,v)ón(x,v) - k,,{x,v)J = 0

y como 1a funci6n entre paréntesis es holomorfa en 81 (0,1.,) x 81 (O.y2) ,

De este modo, eI sistema (")n eue se obtiene de (4i), es

"ffi= t,] - n)a., (x,y) z + hn(x.y)
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aó,n
se tjene ,;- ,*.r, = (1 - n)bt (x,y)Ón(x,y) 'r k,.,(x,Y) '

Es decirf Qr(x,V) es soluci6n de (*); .



CAPl?ULO IV

IINEALIZACION FORI"IAL DE UN SISTE¡iA DE P¡'AI'F

COMPLETA]''E NTE INTEGRABI.E

En este Capítul-o, estudiaremos el problema de li.nealización de u¡

sistema de Pfaff de la forma

[* * = r(x,y,u)

,.,.1

lrnH=e(x,v,u) ,

para ciertos enteros no negativos p y S , donde las funciones f y S

son holomorfas en un polidisco que contiene al origen de u3 y toman va-

lores en c .

Denostraremos, bajo ciertas hip6tesis sobre 1as funciones f y S ,

Ia existencia de una ser.ie formal

'71
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P(x,Y,z) = z + I P (x.Y)zn ,n
r\2 ¿

con coeficientes P (x,y) holomorfos en una vecindad común de (O,O) € C2 ,n

]a cual peÍnite transformar el sistema (*) , a un sistema linea1 de1 si -

guiente tipo:

P azx' fr = a(x'Y)z

"q P = b (x.v) z, Ey *\ó,.,

EI lrocedimiento empleado para conseguir la linealización de1 sis-

tema (*) nos conduce a sustituir una serie formaL en otra, obligándonos

a imponer ciertas condiciones sobre las funciones f y g , para que es-

ta sustitucj,ón tenga sentido. Así, es necesarj.o suponer que f (x,-rr,O) =

= g(x,y.o) = C

1. Teorena de linealización en e1 caso p = q = 1 .

TEOREIIA 1.1. Sea

3ui- = t (x, y,u)
óx

(s])

un siste.fia cornpletamente integrable, donde f y g son holomorfas en

81 (0,Y1) x 81 (0,Y2) x Bl (0,e) , toman valores en c y satisfacen Las si-

guientes hipótesis:

(i) f (x,y,0) = s(x,y,o) = o

(ii) si I a-tx,y)un y : b-(x,y)un son ros desarrollos en potenc.ias
n>1 " n>]

3u
5t = s (x')"u)
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de u para f (x,y,u) y g(x,y,u) !e spe ct ivarente , supondremos

a1 (0,0) F p <o o b1 (0,0) F Q.o

Entonces, podemos aseg:urar que exÍste una serie formal

P(x,y,z) -- " * ?^ Fr.,(x,y)zn ,
na¿

donde los coeficientes Pn(x,y) son holomorfos en Bt (0."y1) x 81 (0,y2) ,

ta1 que la subst.itución u = P(x,y,zl reduce e1 sistema (S1) a su parte

Iineal:

t-
x 

- 
= a_ ix,y) z

dx L

(Ll )

áz
Y a, = or \x'Y)z '

Demostración: consideremos la serie formal

P(x,y.z) = t O- 1x,y)zn ,
n>2

donde S.{*,y¡ es l-a solución del sistema (*)r, definido en e1 Apartaco

1 del capítuIo r1. la cual es holomorfa en Bt(0,y1) x 81 (o,yr) , para to-

do n>2.

sea P(x,y,z) = z+ Q$,y.y) , donde Q&,y,2) = E O-(*,y)zn y
n>2

hagaj0o s la sustitución u = P(x,y,z) en (S.,) . »erívando y reen'p1aza¡do

formalmente, obtene-mos: Por una parte,

I ^ ^\* 99 = * l9 + lr * l9l" I" 0x '- 0" [ ézJ-- éx

,,4=,,99* [, *99] "!¿' av ' ¿v l Szl' !y
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y por otra,

f (x,y,P) = a1z + u.,a * 
"i 

an(x,y) (z + e)n

s(x,y,p) =bf + o.,n * 
& 

bn(x,y) (z + e)n

Ahora bien. Ia sr¡matoria

,.,1, 
tr,t*''' (z + 9¡ 

n = 
ni, 

t.,t''rl [' . ,!, ó.tt,vl"]" ,

puede ser reordenada en potencj-as de z , de Ia siguiente manera:

! a-(x,y) 1z + Q)n = ! h-(x,y)zn
n>2 " n>2

donde

h^(x,y) = 3 .,.,r,r, [ : 9, (x,y).....0. r*,y¡]
" k=2 ^ tjl* ..*j*=, J1 Jk )

y por defini.ción Ot (x,y) = 1

En efecto, para determinar eI coeficiente de ,^ , (m > 2) en 1a suma

! a-(x,y) 1z +Q)n. es claro que só1o debemos considerar 2 <n <m,
n>2

v1u ".au uno de los sumandos

a,.,(x,y) (z + e)n = ar(x,y) {, - ,lrort*,yl 
,,]" ,

n = 2, ..., m , extraen el coeficiente de zm .

Notemos que. como Q, = t , podemos escribi¡:

// \n
ar.,(x,y)12 + q)n = an(x.y) I E O,t*,vlrtl
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-,-...,f r )
a2{x'Y) I ¿ 0.., tx,Y¡'4.i (x,Yl 

l- \l'+i'=m '1 12 )

En general, para 2 < n < m , eI coefj-ciente de 
"^ será,

l-)
a,", (x , v) [. 0.., .(x,y¡ 

...,.0i ,*,r).J'- 
"jl* "*j.* 'm

Por 10 ta¡to, de 1a suna

E a.(x,y) tz + p)n ,
n>2

se obtiene el siguiente coeficiente para 
"^ 

,

AsÍ, para n = 2 , ei coefj-ciente de "^ será,

que es justamente hm(x,y)

Cabe seña1ar aquí, cono 1a funci6n hm(x,y) definida en eI capítu-

lo 11I. aparece de manera natural al reemplazar Ia serie foñnaf P(x,y,zl

en la función f (x,y,u) .

Proseguimos con nuestros cáfculos y escrib5:nos:

f (x,y,P) = a. (x,y) z + a. (x,y)Q r I t-(x,y) tn
I I n>2 rt

De manera anáIoga, tenemos

9(x,y,P) = b. (x,y)z + br (x,y)Q + : k-{x,Y)znr-tn)2n

3 .ut*,y) [ t oi (x,y) .....0. (*,y)] ,
k=2 " ,jl* ..*lu* ,1 ,k )

k (x,y) = 3 o,-,*,r,I t ó. (x,y) .....ó- r*,vtl
" k=2 ,. ljl* ..*j*=n )1 Jk )

donde



(definiendo 0. (x.y) = l)I

Así pues, teniendo en cuenta Ia reord.enacj-ón en potencias de z

de f (x,y,P) , es claro gue 1a sustitucj-ón u = p(x,y,z) transforma la
3uecuación x; = f (xry.u) en:

/ ^^) 5-

" 19 * ll * 991, 9= ^ " + a o + E^a* [' a;)' 5i=ur'*"1Q* nlr^n '

(OBSERVACION. Por comodidad escribiremos ul en lugar de a] (x,y), etc),

o e quivalentemente

¡/ ^lL * 9l* Y = ^ , + a o - " 99 * E n

l'' a.J- E* - olo - d1! - " F'"i, hn(x'Y)z 
'

pero como

,i*#=,*:^non(x,y)zn-1
n2¿

es una serie formal con término libre no nu1o, sabemos que existe 1a serie
r -r -1

formal inversa lr + --9 | , lver [ 5] ) . por 10 ranro| -)

" *= ['' 
. BJ-'l',' *',0 - * **

Anál-oga¡nente

, # = [, . #]-'[r,, + u,o - , #. 
"], 

,1 .

Ahora bien, nosotros deseamos conseguir que x ff = a., (x,v)z y

ázy 5T = ol (x,y)z , o sea,
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(42| 1,.#]-'[",, * 
".,n -*B*,,3, n,,"''] = ",,

(43t [, - Fr-'1r,, + r,o - , #. 
"i, 

*","] = bf

Supcnqar¡os enLonces vátida 1a igi:aida- (41), La cual equivaie a:

t42'\ * §= u.,o - ur" #*,,3, n,,"

Análogamente

1' ao n(43') yt=¡,Q-bz-+ L kz-'.''dyr-1dzI.>2n

si escribimos (42'\ y (43') respectivanente. como series formales

en potencias de z con coeficientes que dependen de x e y , obtenemos:

aó
(42") t ,;* (x,y)zn = I Ifr-n) a., (x,y)gn(x,y) + hn(x,y)]zn

-tn>2 n>2

v

(43") 
"i, 

, # 1x.v)zn = 
.1, ' 

(1 - n)b1 (x,v)ón(x.v) + k,.,{x,v) izn -

¡, ^.\
- ^ -l¡ , !Yi

,\."')

Ca.cef aiüc e1 té::¡r,inc en cor¡,ír y reag,rupailio, se tie:re:

Para ver que las igrialdaoes (42) ;' (a-:) son váliias, es suíiciente

nolar que l-as funcl-ones ó (x,y) , hoioinc::fas en E. (C').) ) b" (0,1"\ ,'t, L I ¿

so.-. sc;;rrc;r-s c= Los sis'-e-:as i' ' , És dccir:n
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,n
x J;J (x,y) = (1 - n)a1 (x.y)+n(x,y) + hn(x.y)

aó,n
y Ty (x,y) = (1 - n)b., (x.y)Srr(x,y) + kn(x,y) '

Por 10 ta¡to, como (42") equivale a (42) y (43") a (43). hemos Pro-

bado que Ia sustitución u = P(x,y,z) , Iinealiza el sistema (sl) a su

parte Iineal, o sea, Io transforma en:

^ - q_ \Arv¡¿

(r" )
I

Dzy a, = ol \x,Y)z .

Esto terrtrirla qe Probar el Teorema 'l .'1 .

C-ej.-tr na =É sal-lsiac. !-a l-:;Ír-..:s r.x,)-': - 5.¡1 ,.',.'t = ( el-' c:

Tecrer.a a:rr-er:c:, es p:s-bie, s: su-:-lelog a. !J,:) I I\c ó L1lC,-' F c ,

tr:ansfornar el sistena (sr) e¡r un sister¡a oel tiPo

4,,
x *: = f (x. y,v)

dx

Av
1'- = g(x,Y,v) ,

oy

donde itx.y,o) = i(x,v.ol = o . con este prop6sito, usaremos un resultado

que puede leerse en It], (corolarío 2.4, eág. 253) y que adaptado al siste

ma (s-) , afirna 1c siquiente:
I

>J" e-i s,! s iel\ia

(sl )
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es con;rlet-a¡ente integrablÉ, cfn f y' g holomori:-.- e¡, urr Fcljdjsco que

contj"ere ai orj-gen de Ct , f (-,[,ú) = !rO,t,O) v aüer,ás

I - r:1i-: 'n ' - t;.,r., t | 7; , en'-onces Pf,ie:)s ag€girar :)! Éx:s
,L 'Jrv'vl )A rro " 

'; 
\. 

-

te una única scluciórr qo(x,)') o. ,S,) , hotc:no!:fa en una veclniad de1

oriEe:i, qJi sa'- rs:ace Cc((,C) = C

(uPSERVACloli. SÉa f (x,y,u) una función holomorfa er urr PoliCis'.o que

lonr'-enc aI orjle¡ ¿( C' l sFá I a. tx,yt u" s: oes¿.rrc,l.c ÉI. p.t€r. -
nj: 

^ -,,
cias de u . rrtcnces es .! -i q,]e f, t;,0,0) = ai (c,c) )

Ahora esla-¡.,os en condiciones de prcbar el- sigulente l-ena:

LE¡r'¿ 1.2. SL ei sistenLa (Si) es ccmlletarente inteqrable,con f 1' q

hoio$orf as en un pctiiisco q''.]e co¡:itaer.re al orlgen de c- , f (¡,t,0) =

ZuoAua
l-a sust-flución u=v+i (x,t) , oonce C (x,!') es 1a soluclón áe (S.)

a-ol

garan-Lizaca por e1 resuitado ci-.adc anteriol:Íente, transforna (Sl) en

e] siguíente slstema d.e Pfafi cc;¡pleiej-.re nte inteErabLe:

iv :.
dX

(s" )

dorr:e i t i son hcLomc::fas en un polidisco E1(:,1 l) ' E1 (C,) l) :t(C,.')

v s:---:-[a;.:, iLx,]-,1) = o x,]-,-: = -

De::os--:a:ión: Reem: :azando L: por v + iaix,7) e; ts-) , se Jb:ial',e:
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^ o!)dv 'ox t + x Ti t*.yl = f (x,y,v + So (x, y) )

^ o\,dvo

'ñ 
* 

' Tf t*'"' = e(x'Y'v + Qo(x'Y)) '

v como A (x,y) es solución de (S.) , tenemos_l

x.,
x fr = f (x,v,v)

.. o" - 1,.- ..v 5; = 9(x,v,v)

d.onde

f(x,y,v)=f(x,.v,v+'qo(x,Y) ) - f {x,r-,io(x,y) )

g(x,y,v) = 9(x,:,v + (-otx,',')) - g(i:,l,qe(x,r-))

Ncremos que, collc o^(0,C) = o y las funcicnes f y g scn hcic-
'o

¡orfas er. ur. conlir.Lo ce }a fcrr.¡ P,'(,1") r t.iL,:") ' E. J¡ ) ' cn:J:--
'lt-l

ces, exisr=n n-;n¿ros p:s--civor al, ;, ' , La:'s z'E !a:a x: E' '1i

¡'e i:. L,r" , \.'€ l..Lr,¿') se +':ere, ? - cc'x,-\) ¡- E11:" ) ;:::3
-ttl

-r1i12

AcerLás es claro que i , i son holcmorfas en es:a úll-ima vecindad l'

satisfacen f (x,\,,0) = 9(x,Y,0) =0.

La co¡'!-'ieta in l-egrabil- idad de li,, I se ve::if ica a través ce un

c áic lii ó t:u-.inaric q',.te omi*.irerros.

q.e-d.
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Usando el Teorema 1.1 y e1 Lema 1.2, podemos establecer el siguien

te resultado:

TEOREMA 1,3. Considere¡ros el sistema comptetamente integrable (S., ) , don

de suponemos i y s holomorfas en 8., (o,yr) x Bl (0,y2) x B.t (O,e) ,

f(o,o,o) = 9(o,o,o) =o y además ffifo,o,olFe<ouN 6

)c

¿u (0,0,0) 7 Q.o U N . Entonces, existe u¡a serie formal

P(x,y,z) = F^(x,y) + z + 2 F-(x,])zn ,or,4'-

donCe Po(x,y) , Fn(x,y) , (n > 2) , sor hciomor:ias e;r

B. (c,ll) x E1 (0,]';) Fa:a ciertos r¡i y y; , +-a1 que la subs:ltució¡r

u = F(x,y,z) tr:angfc1]Irla (Sl) en un sis-ler.ra lineal de ia icrna

(rl )

1-
v F = b (x,v) z-dy

Por otro 1ado, como

e; Ar )rfr to,o,ol = fr (o,o,0o(o,o)) = ffi (o,o,o) F q<o

.,o:-z: (n.. ot : i_i: \l,a,C i:,Or) = :; rO ., -.t Ét t
iv'-'",'' ru "a. '' * *.1 ,

api-icando el leorer.a ,1 .1 a (Sn) , sabemos que 1a serie folr,Lat



z + : Oh(x,y)rt , co., coeficientes Qr.,(*,y¡ holc,Eiorfos en
n>2 ¡l

a, fO,y;l x Bt (O,Y;) , transforma ti,, I en su parre tineal

Zzx ;-- = a(x,V)z
ox

1-
v *1 = b(x,v)z_ ,lv

Finalmente, queda claro que 1a substj-tución

u= P(x,y,z) = o^(x,y) +z+20-(x,y)zn,
t\2 z

lleva (S" ) al sistema lineal ti- III

q.e'd.

(OBSERVACION. E1 sistema (L.) no necesariarnente es Ia parte lineaI de
I

(s_ ) )
I

¡iabj,endo conseEuido ia lirrealizaci6n ior¡¡,al de {S.) , sa 1a ser:ie
¡

; x,),2. iEs.::!¡ ::r.vcrget!E ür- u:-.a reJ:¡sa: aei c::;en o. G' , ;,o:e:::s

:^e-a: jc-'-:: a travég ¡e P\x,\ ,z) , i3s sal-ull::,(: ie i.l , q". sJ:, Ía:-
i

--:r:es j( er.co:llra!, c:],r. sol';a:c:.es la rS-) L¡ e:ecto, sien:( {s.) úi)

s:s':a;.a cfr.i-e:=-er.:i jltÉ r:'aj.- o)::je :.x,i,:) = ;(x,y,L) = L , cuarrdc

c¡:.s:iera¡::c¡ la re:a:jó¡, 12- pera r. = | !vÉ: Cai í!ulc II, Alár--ajo :',,

se Cesirrende ia ccmFieta in-"eEr:abil idad de1 sister"a fi.,f

..- ^;sl.semá de pfaff lineai ccÍio fi-l puede ser trans-
I

f cr"ilado en
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cx

\,::=b-' c]

:Jr:-L ;,; sor. :i;.-rcj c)xr1ejos. :sr¡ es .o:.s(c.j-:.--:e aE L:n LeorÉr¡q o(-

neral pa::a s.iste¡nas de Ffaff lineales, cuya demost::aaión se erlcuentra en

ur artícuio de Yoshlda v Taka¡c lver [3] , Fáq. itl, Teor. 6) ! que enun -

cLar:enics a continuación :

TE:¡*y.L- aor,sr-o"rertros ux sj-stena colripl- etament. e j-nterrabie

1, i (xl:- |

l:=f i r'.'

doilde :; es una natriz anqóq¡t'"a ¡ , Ii _r- !. (x) una ma+-riz n x m ho-I

-l::c::: ¿¡. L.l.a r'=:::caj j. - - Gn raf::R,¡.-:f:.. x = \x- t ..,, x ) - Cn;..tn
inLor¡--c:, exlsl-. -.¡r.¿ r.ai: rz t:'l\,:t-ri5-e i ri , h:::n3r:e er. un¿ vesinda:

nce- ori;e:. de C y ma::.]:es á:aoo¡,-fe: :-- , : -- 1, ,--, n , cu)'ác cor.--1

lrrenies scn entercs no necalivos¡ tai que fa sus.,ituciórr
LLin\ = Ir.vr : +'a¡Sfcrr,a ei si st*erua anterio¡ e.r e1 sisteina,. ' ',', .' ] n

áo:1ce ¡. , ! = 1, ...t T¡ | sor r*ar-rices cons+*ai.-Les quÉ satisfaaen
f

r. :. = L. ;. V.i,j LI cáicu]c o. .:és l:,e--r.ic=" E.,L \j ics cc,e:icier.::.r-.r.1
+-es ei ia serae de pctencias para U(x) ;,uede realizarse efectuanic opera

Pol: lc tanto, a¡-,1icandc este teorei¡,a aL s:-s--:r,a (i" ) , podemcst-
asequrar que existe una furrción u(x.y) , holcr,or:a en una veci-ndad de1
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or.igen de enteros no negativos {,,L, , tal que 1a sustitu-

lleva (Ir ) al sistema

Ei,-r

dx

ár¡ :
dy

donde a,b€ C, para el cual toda solución es de la forma üJ(x,y) =

Esi'o 'íli-i[,o i]one de nariitesto ia '!rtii.idaC de ]inealazat ej siste-

na (S.) , Io que baJc cierias res-.ricciones, hemcs co:]sequido ai r¡enos

f or:malf,ente.

iE SIjRi:Aa IO¡1. Entre 1cs t:esLitacJs i,revios u*-,fi:ados paj:a colrs+-t:uit: 1a se-

. !'y ) - x,v) =" . o"" :urn.I:e i:r-ei-::-r :i r

n :'¡ 
^'_' - ' Y;L :--"_--

de ccnsidera.rle exr-,ensaón es la Ceincstraciór, del- LeiTLa 2. i lCa.í-.!rc II) .

L--:e .-era )- si ccr.:L:Jen:ra, e- :eore:-¿ 3.1 'Ca;íL-r1c l:\, ;la-e:oi: l--¿:e:-

se e\riiado recurr:i-endc a ui resuitrado oel. ar-"ícuic oe Gérari y lÉ..,,eIt,

,ie: i¿l , Pác. ir-, iec:. 1.i 1 ;á;. ;:., I:3ta 4.5', áel cii:: se iL:-:re:,iÉ

ccno casc particiriar ?Je toCa soiu:i6n ior,ai de un sis'-ena Ce l-a fol]r,a

a(x.y) z + e (x, y)

b(x,y) z + B (x,y)

c)r]i-i -'-cc q:nác -os JC.i-:ic¡.ics a,.;, L ]' so¡i holcnorfcs.

v

¿z
o::

3-v

Cuandc el- sislema q,Je desea.nos l"ineal-izar es,



Eux T_ = f (x'Y'u)
dx

q 3uY'i-= g(x,Y,u) , (q> 2l

no tenemos un teorema que garantice Ia exi-stencia de una solución para un

siste$a de1 tipo

áz .. ..,2 - f (x,).r
^.x - a\^,)/

c Zz]- - = r(x,!)z " 'tx,)) ,)1

hclcnorfa en Lodo eI ccnjurrto donde afc,b y 3 sor holomorfas. Por 10

tanto, en este punto se rorliie 1a ar.aiogia ccn el proceiimiento i:sado par:a

l1n:ailzar (S. ) y cobr:a ir¡,portancia ei Ler'.te 2. '1 (Capír-uic ti) , que of re

c( -aE S-;L--:,LeS \.Lr',alaS:

1') Perr,itió iar una demost::ación aite!:nat.iva .lel Teorer,a 3.1, (Capítu-

.ic .1I , L:. 1:oar ot ¡ec:-: i¡ -: :.s--'-aJ: cc lJ¡ aro ) :e1-L1+- )é. c:-

tsao {L {l i .

2') Per!¡.i-'ió dencstrar É1 T,= trrar.a .i.i (Caií:ulo II) , :nediarie ei cuai

constrlü1os 1os sistemas (*) ' , {ver Ca!ítiic I1r, Alrartado 21,
rl

con sus r:esirec."iva: sclu.aor.e= 3 (x,) ) hoio¡cr:f as en u! i-rl sliro Po-n
2liarsco ce¡l-Lradc en e1 oriaen oe C

Comc vere;rcs err e1 Apar:tacc siguienre, las fu;lciones z- (x,:') dc-
n

iinen ura serie icrmal que lineailza el slster"a

Eux á; = r(x,Y.u)

qDu
Y- E = s (x,Y,u)



Estableceremos resultados análogos a los Teoremas 1.1 y 1.2 del

Apartado anterior.

TEOREMA 2.1. Sea

(sz)

ur sj-s:ema de Pfafi ccnpie-.ar,erie irtetrrabi-e, dontre f l g scn h.iomci-

ias e!, 8.,,,1.) E.(:,1.) .8,"-,.' . f (x,y,0) = ¡{x,},. }'l¿l

: (r,,, -) q L. -. . Er..-)i,ccs ex-is--. ¡:.¿= sEric :or-r-:-

P(x,Y.z) = z + 2 e (x,Y\zn,
nnrz

con coeficientes P (x,y) holomorfos en una vecindad B-(0.]") x B-(0,p) ,n¡tl

(O < p < 1^) , ta1 que la substiLucj.ón u = P(x,y,z) linealiza (S^) a
-¿¿

su parte lineal

t
(lr) I-l

t

iu
^ .-- - !r^,),q,

1"^
I

I

iI^o du

'- -- )'

De;:,cstración: Consideremcs ia serie formal



dond.e Qrl{x,y¡ es Ia solución de1 sistena (.); definido en el Apartado

2 deI Capítulo tII, 1a cual es holomorfa en 81 (0,y1) x 81 (O.p)

Ei res:o <le Ia iemost¡aci6¡ cortinúe iquai c.Je la de1 Teorer,a i-i-

si en ef Lecr:e:."a ante::ior no se satisface 1a hjpó.-esis

f .v,v,-) = 9(x,y¡l) =. , re:L::rm--! á .tr. aesrei-e q.iÉ á;aret9 un I- ],

,1-ác. -14, lcc,f , --;, r' c!ú aoai'-a:c a- s: sL.:-a . j- aj: r-r,a lc Sil j.l-en-

te:

Si e1 sis'-ena

(sr) I

t

0ux 5; = rtx'Y'u)

qlu
-1v r, tl1- 31'

.s c)mpl e!anLiLe :nLeqrabiL , : l g h¡l::.::jas !r. ::. p:::a:s --:r ;.-ra con-

:iLne a: origer. c. t-, :i,,, =gr(,C., =- f ;,(,(,-:lli1 i

e:.!c:.Je j, exrgle 'lna úr.ica so.u:-ír- :c:x,:) ie i- , 5ti-on.:r:a e:.. ri.e

ve: r nl-J ,ie- ori;e:r, q'.r( sa!:sia;- J , - ,' r = (,
o

De1 resr-.rltaCo rec:Én n.-¡cior,alr, se o:!;ene e1 siquiente 1er,a:

i,Ef¿ 2.2. Si el sis.'.ma (S") es corrpleianente in:e:rabfe coIt f y E

holo:ncrfas er ur polrdrs.o ]o" .or-"r.ne al or:rger, i.e Ej , f(c¡C,o) =

\;
= q(0,(,0) = 0 !' - (i,0,c) É N , enr-o¡ces, 1a sijstitución)uc
-: = \ +,1 tx,\') , iorie C (x,.1 es l- scll:ió¡. i. \S-) car.anr:za:a
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por e1 teorena cj.tado anteriormente, transforma (S-,) en eL siguie.te

sistema de Pfaff compl,etamente integrable:

* § = it",y,,,r

oDv
Y- át = E(x,y,v) ,

donde f y g son holomorfas en un poLidisco B. {O,y:) x B. (O,y:) x B_ (O,e ')itt¿'t
y satisfacen f (x,y,0) = 9(x,y,O) = O

Demostración: Análoga a la de1 Lema 't .2.

g'e.d.

A partir del Teorema 2.j y del Lema 2.2, se obtiene:

TEoREMA 2.3. consideremos el sistema de pfaff completanente integrable

(Sr) . donde suponemos f y g holomorfas en Bi (o,y]) x 81 (0,y2) x Br(O,e)

f(o,o¡o) = 9(o,o,o) =o y además S to,o,ol F *.ouN . Entonces,

existe una serie formal

* (x,y) + z + I p-(x,y)z ,r\^ry,.t _ to 
n>2

donde Po(x,y) , Pn(x,y) , (n > 2) . son holomorfas en 81 (o,yj) x 81 (o,p)

para ciertos yi y p . ta1 que la sustitución u = p(xtytz) reduce

(S2) a un sistema lineal de la forma

I-l(s") i'l
I

(



(Lz)

Deirlos-.jación: .q¡ráicqa a la dei Tec::ema 1.3-

q.e.d.

Ahora bíen, para el siste.na (i.) , qo. .o*o ii, I es comPletamen-
¿-l

te inteErable, sabemos como son las soluciones en virtud de una proposición

cuya demostración puede verse en f[ r)), trag' 232, Prop' 5'2) ' Esta afirma

que las soluciones de tirl son de 1a formar

^[]^ a Yl,,l
z\v-,y) = cu (x,Y) x*Y'e 'r') ,

donde c.c},,8 son constantes en c . u(x,y) es halomorfa en una vecindad

)
del origen de c- y Q es un polinomio de grado q - 1 '

Nuevamente queda en evidencia eI interés por linealizar e1 sj-stema

(S^) , pues, si Ia serÍe formal P(x,y,z) resulta convergente, nos perr¡i-
,_

tiría relacionar las soluciones de (l-) , cuya forr,a conocemos, con solu-

ciones de ( S^)
I

,Bz
ty ;:._ - d\xt\ta

lo*
l

I

l,a,lv'?- = blx,Y)z ,\- dy
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-.. Tc:rena ie l:neal. izac:.1:. er e- cast I = : , c- = i

TEOR¡lr'r¡ 3.1 . Sea

5encstrl ac-ión: Consii.el:e;ircs ia serie f cl:i-"al

x 
- 

= i (x,-\'f u)

( s. )

dy

un sistema de Pfaff completarnente integrable. donde f y g son holomor-

fas en B.(0,y1) x Bt (0,y2) x Bl(0,e) , f (x,y,0) = s(x.y,0) = 0 v

.1! .- - ^ - _:- (U,u,u) F Q -^ .
du \u

Entonces, existe una serj-e formal

- - + Z p (x,y) zn ,E\^,yt.t-""jrn\n,)i/&,

con coeficientes Pn(x,Y) holomorfos en 81 (0'Y1) x Bj (0,Y2) . tal que

la sustitución u = P(x,y.z) linealiza (S:) a su parte lineal

Zzx 5; = al {,x,y)z

(L. )

^zay '1

P(x,Y,z) = z + ) d'-íx,l') zn ,

¡'., n

ConCe On(x,y) es la scfución del saster,a (*)' deiinido en e1 Apar'taco

3 del capítulc rrr, ta cual es hclcmcría en E1 (0,1 1) x E1 (o,Y^)
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La demostración continúa j.9ua1 que 1a de1 Teorema 1.1.

q,e,d.

Cuando en e1 teorema anterior no se cl]Irple Ia hipótesis

f(x,y,0) = g(x.y,0) = 0, mediante Ia sustitución u =v + oo(x,y) , don-

de Qo(x,v) es Ia solueión de

3ux ñ = f (x,y,u)

óu
Y Ñ = Ys(x,Y.u)

que satisface Oo(0,0) = O , (corolario 2.4, Pág. 253, Il]), ef sistema

anterior se transforma en

3v :'x|=f(x,y,v)
dx

arvY*=9(x,Y,v),e1

con ?(x,y,o) = i1",y,o¡ = o

"o*o i(*,y,.,) = yg(x,y,u + Oo(x¡y)) - yg(x,y.Oo(x,y) ) , este últi-

mo sistema equivale a

, § = ?t*,v,',r

3v --
5t = e(x'Y'v, '

donde f (x,y,v) = f (x,y,v) y q(x,y,v) = S(x,y,u + 0o(x,y)) -

- 9(x,y,óo(x,y)) , aI cual podemos aplicar el Teorema 3.1.
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De este modo, tendremos que para el sisten¡a (Sr) , (en e.j. caso

f (x,y,oZ O o g(x,y,o) l0) , ta serie formal

P(x,y,z) =q)- :x,y) +z+ I ó-(x,y) zn- 'o ,,:2 .

con coeficientes holomorfos en un polidisco B1 (0,yi) x Bt (0,yj) , 10

linealiza mediante la sustitución u = P(x,y¡z) , a lrt sistema de Ia for-

ma

Este último sistema, gue es completanente integrable, puede ser 11e

vado mediante una transform acíón z = ;(",y)t¡ , dond.e it*,vl es holomor-

fa y no nul.a en una vecindad del origen, (ver [z] , Páq- 62\. a un sistema

del tipo

x =- = a(x)trü
dx

Por otra parte, sabemos que las soluciones de 1a ecuación

x i; = a(x)lrj

son de 1a forma ur(x) = ..rlto';,*, , .or, i{r) holomorfa y no nula en una

vecindad deI origen, c € 0 , (ver [2] , Páq. 25), io cual nos permite expre

sar las soluciones de (L^) de1 siguiente modo

ráz

l" a_ = atxty)z

(1.) ,{'t
lE = ¡t",ur,.dy

3c,r

dy
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^.]-, -..-, ..,..a(0)z \x,y ) = u'¿rxrYl'^ (x¡Yl x

Así, de resuLtar convergente Ia serie P(x,y,z\ , podremos transformar

las soluciones de (L-) en soluciones de (S")--J J

No serán incluídos en este trabajo 1os casos p> 2, q> 2 y

p>2,q=oipues.paraestablecelresultadosdelinealizaciónformai

análogos a Ios reci6n expuestos, necesitamos imponer condiciones muy res-

trictivas a 1as funciones f (x,y.u) y g(x,y,u) .

E1 caso p = q = o no presenta dificultades y es posible obtener

un resultado análogo a1 Teorema '1 -3 de1 presente Capítulo ' Esta vez es e1

Teorema de Frobenius, (ver Ig] , Pág. 3o2], e1 que nos asegura 1a existen-
2

cia de soluciones holomorfas en una misma vecindad oel origen de a , pg

ra 1os sistemas

x-
¡f, = ,,] - n)a., (x,Y) z + hn(x,Y)

# = ,, - n) b1 (x,y)z + kn(x,Y) ,

que se constn¡Yen a Partil: de

.J
3x

_ _ q\x,\,/-t .
cl¡

'' r-- '.--=-ión le e-=:E rLs.l-:aja es a:-.í-c]a a- casf, i = q = 1 '

nc tiene inte::és inciuirla en estas págrnas.



CAP]TULO V

EJEI',IPLOS Y PROBLEMAS POR INVESTIGAR

1. Ejemplos.

No es irunedi-ato, en general, dar ejemptos de sistemas de Pfaff que

satisfagan Ia condición de compLeta integrabilidad y menos aún mostrar la

serie formal

Plx,y,z) = z+ ! grr(x,y)zn
n>2

que linealiza al si.stema (*)

A continuación, daremos algunos ejemplos para sistemas de la forma

peu 2x' ax = f (x,y,u) = at (x,y)u + a2(x,y)u

qau 2
Y= ay = 9(x,Y,u) = b., (x,Y)u + br(x,Y)u

(1) En eI caso p = q = 1 , consideremos eL siguiente sistema completamen

te integrable i

lu 2 2. 2

" fr = t', + xy)u + (2xy + x-y-)u-

y*= tz+xy)u+ (3xy + ¡¡2r2¡rr2 .o!

r00



a partir del cual definimos (*), , es decir,

1- 1 ')
xi::= -(1 +xy)z+2xy+xy

dx

Bz 2 2v-=-f2+xY)zÍ3xY+xY' dv

cuva solución es 0^(x,Y) = xY-¿

En general, 1as soluciones de los sistemas (*)- vienen dadas por
n

n-t n-t
0 (x,v) = x-- Y Y Por 10 tanto'n

Ptx,y,z) - " * ózi,y\22 + Qrk,Y)23 + .-. =

=, + ,yz2 *,'r'r'+ ..¡ = T:""" .

Es decir, Ia serie P(x,y,zi , en principio formal, resulta converqente en

3
una vecindad del orige¡ de C

t2t En el caso p = 1 , 9.> 2 , consi-deremos el siguienie sistema comple

tamente integrable:

:!" 
+ 2x¡ u2xfr= u+ (1

,rP=u+(r+x1u2-dy

El sistema (*) Z esr

?z*ñ=-'+1+2x

v-*:=-z+1+xl- dy

y su soluci6n, Qr(x.V) = 1+ x.
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En general, las soluciones de los sistemas (*)- vienen dadas por
n

ó (x,v) = (1 + x)-- y por 10 tanLo'n

- -.: z
P(>.,!',2) =z! lr'r1z + t.v-'i) z +...=1- (1 +x.)z'

Nueva:.,re.,te 1a serie E ly-,t' ,z) res.:it-6 convergenie en una vecindai de1

oI ige:: cre u .

En r:ealidad no es casualiiae que en los dos elenFlcs anteriores se

ob-LenEan ser:ies co::ve::gentes, pues, iadc un sisr-'el-*a cclilpietalrielte j-ntegl:a-

-.pbr:-,* 2

^ a, *t'..,-/)u + ar(x,Y)u

qau--,-. 1

t= ü = b., (x,y)u + b2(x,Y)u- , con P,q € No ,

si e1 si stena

"' k = -a, (x,yiz + ar(x.y)

(*) 
z

vY !: = -b_ (x,y)z + b^(x,y)- dY | ¿

admite solución QrG,v) holomorfa en ilna vecindaa B. (o,Yl) x 81 (0.T2) ,

n-1
entonces, 1as funciones Qrrtx,y¡ definídas por Q-(x,y) = Q2(x'y)

serán solucioÍres de 1os sistemas (*)n para todo n > 2 ' En efecto, su-

pongamos que las iunciones Q2, ..., $r.,-t , def inidas por 4r1.x'y) =

!..-2
= +,2(x,y) , ...,4.,-l(x,y) = 0r(x,v)"' ; =ot soluciones de los sistemas

/ir\ /^c*écLivanente y probemos que O- , definida por\")-t ..., \ t n¿ n-l
n-1

0r.r f *,t¡ = Q2 (x,Y)" ' es solución de
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"n * = (1 - n) a., (x,y)z + hn(x,y)

,n 3í = (1 - n)b1 G,v)z + k,,(x.Y)

Para esio, tengamos en cuenta que

hn(x,y) = ar(x,y).. 
*? =" 

Qr., {x,v) ,err&,v) ,

'1 '2

(donde rf., = t y QZ, -.., Qr.-l son las soluciones de los sistemas

C)z, ..., (*)n-1) , y reemplazemos z por Qr'r(x'y¡ en (*)r, ' obtene-

mos Por una Parte

dó - - a+" --a
"p =+ = {n - rtg'j-' "t l:= rn - l)oi -'l-"rÓz + ar) =

dx¿ox

(*)

y pol or,ra

(1 - n)a1en + hn = (1 - .,ru.,ó!-1 * ur' 
,,*ir=n 

*r.,'*r, =

r.-1 rl,-2
= ,i - nle r + a .{n - 1)ó^"' *1 Y2 -2 --- "2

por 10 tanto,

_ ao-
*r ---11 = t1 - n)a ó + h'- ?x 1'n n

Análogamente se Prueba que



_ a0_q rl
Y= ¡; = (1 - n)b10n + kn ,

es decir. órr(x,y) es solución de (*).r.

Teniendo esto último en cuenta, es obvio que la serie formal

P(v-ty,z) = z + I p-{x,y)zn I converge en una vecindad deI origen de 03 ,
r\>2

ya que

104

ptx,y,zl = z+ E^ qrt*,y)n-ll-" = 
-Gft;il z,

n>2

cuando lQ.tx,yr.zl < t.

Hemos demostrado asÍ, para una cierta clase de sistemas de Pfaff,

que la serie formal P(x,y,z) , cuya existencia se garantiza en los Teore-

mas 1.1,2.1 y 3.1 de1 Capítulo IV. es convergente, es decir. se trata de

una verdadera transformaci6n holomorfa que permite linealizar un sistema

de Pfaff.

En seguida daremos algunos ejenplos de sistemas de Pfaff completa-

mente integrables donde

f (x,y,u) = a1 (x,y)u + ar{x,y)u2 + ari*,y)13

(x,y)u + br{x,y)u2 + br(x,y)u3

(3) Para p = q = 1 , consideremos e1 siguiente sister,a completa¡nente in-

tegrable:
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' au ^ 2 ^223xax=urzxyu+zxyu

0u 2 -223Yñ=Zu+JxYu +JxYu

calculando 1as soluciones Qz, .-., *s de 1os sisternas

{*) 2, ..., (*)5 , obtenemos Sr(x.v) = xy, Q,{*,y¡ = * *'r' ,

7 3 3 31 4 4
Qntx,rl = 1*'y- , Qr(x,V) = ?*'r' y Por 10 tarto Ia serie formal

P(x,y,z) comienza así:

p(x,y,z) = z +*y"2 * ) *'r'r3 * ! *3v3ra * ! *4v4r5 * '..

(4) Para p = 1 , n > 2 , el s.istema

3u ^2 ^ 3r{-=u+Ju+Ju
Ax

2Au 2 -3v ¡-=2u+6u +bu. dy

es con¡pleta$ente integrable.

21
Calculando q2, -.-.0, , se obtiene Q2(x,y) = 3 , 4ra (*,y¡ = -

117 Y , por lo Lanto los primeros cinco térmi -Qo{x,Y1 = 3 , 05(x,Y} 4 .-

nos de Ia serie formal p(x,y,z) que linealiza al sistema, son:

En ios e jer-,p1os (3) y 11) ¡ r\a es evidenr-'e q":e la serie F ix,y, z)

resulte corlverqente¡ en io.lo aasa, caicu:a:]ic en uI] coropuiadcr ulla g:ran

can--ijad de tá¡¡.inos de 1a sucesi6r1 {'"n , (Ccnde c- = cceÍicae¡te de

P(x,t,z)y.\, tz en 

- 

c:. cI e :em;_lo (31 , \' c = cceÍicie:---e qu z en
z-Ir

P(r<,y,2) en e1 e-i e!¡lrlc (4)) , se observa una tendencia a es-.abl-iizarse¡ 10
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cual sigrliitcaria La convÉt:qencia de ?(v.,i',2)

La ni si,a s.j.".uación se observ¿ er; c!rcs el a'¡!-'1cs est:lfe.lcs.

/*\ ar .ic+añ:

3u
3x

3u
1,,

il) ;a:a !=q=l e;r (*) , iorrCe i y g sor, hclononfas e! una ve-

cin¿ac ce1 origen de C- y toinan vaiores ei C , s€ col:etura l-a conver-

gencra de la serie forr,ai P(x,1',2) dada por el Teojer-ua i.i cel C-Fítulc

r!.

Eira p = i , c,: 2 ei'i (*) , ccr, f y 9 a"icr,crias e¡ uI-ra veci¡
i

c'e,! or:iEen ie c' y a vaiot:es eI] c , se ccnje+-ura 1a ccavergen:ia de

se¡re fcr¡.ai P(x,y,z) iaia po:r eI Teore¡.a 2.i ¿.i CaFítiio I\-'

(3) fnvestigar 1a linealización, prjmero formal, del- §istema (*) cuando

p > 2 ó S.Z2 donde f y I son holomorfas en u¡a vecindad de1 origen

3de O- y to:nan valores en 0 .

Si es posiale 1a iinealización for¡¡,ai, inves-.ioar la conl'ergencia

de 1a.-=arsfc:¡¡,aci6; P (x, !, z)

(4) lnvestigar. ia 1:-nealizació¡ Cei sistema ('t) psra los distintos va-

iores de p y q, cuando f y g so:] hcicnorfas en una veciniaC Cei

ifll
origen Ce C" y toinan valores en C-

2. Prcjiierras Pc: irrvesLigar.

De:lc'lar'er,¡tr s nuev¿x:rente aor

x

q
v

f (x.y,u)

g (x 
'Y,u)
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La ma!or d:-:icul.ta§ que si.ir:ge erl es-re caso !,3ia conseg'.r.l"r La iinea

ilzacrón fo::mal , ra3ica p::inclpainentÉ en po¿er deni:str.ar: la ccnpleLa in-

'-e.rra:il:;a: je I -.s s-, st-e;.as .*). , ;:e l'é e:. E: .-esf, f i' ü a \-alc -

res en C , oió basta¡te trai,ajo

(5) Investigar: la tineal.ización del s.is-.eir.a (*) , cuanio f y g sor,

nolrmor:as cr, S- , S-, b (-,-.) , oc:,5--
illfr

s- = {* € c , 0., i . Ar9 , . 0, , ; O < lxl . ,i} ,
]. l,l ZtL

{i = 1,21 , y toman valores en em .
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