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3. BLOQUE III: TEORIA DE GRAFOS

3.1. Tema 6: Grafos y su representacion. Isomorfismo.
Caminos y ciclos. Grafos eulerianos y hamiltonia-
nos.

El término grafo fue introducido en 1887 por Sylvester, en el contexto
de analisis algebraico de estructuras moleculares. No obstante, el origen de
la teoria de grafos puede remontarse unos 150 anos cuando Euler en 1736,
publicé un trabajo en el cual resolvia el que ha venido a llamarse problema de
los puentes de Konigsberg. La ciudad de Konigsberg (Kaliningrado, durante
la época soviética) estaba dividida por el rio Pregel en cuatro zonas: las
dos orillas, la isla llamada Kneiphof y la parte comprendida entre las dos
bifurcaciones del rio. En aquel entonces existian siete puentes comunicando
las distintas zonas tal y como se observa en la figura 2.

Figura 2: Los 7 puentes de Konigsberg

Parece ser que uno de los pasatiempos de los ciudadanos de Konigsberg
consistia en dar un paseo que cruzara cada puente exactamente una vez. Se
pensaba que tal paseo no era posible habida cuenta de los multiples intentos
fallidos pero nadie habia podido demostrar tal imposibilidad. Fue Euler quien
demostro este hecho. Euler reemplazé el mapa de la ciudad por un diagrama
mas simple, donde se incluye la informacion relevante del problema. No llegd
a dibujar el diagrama de puntos y lineas que hoy se conoce como grafo y
enuncié, pero no demostro, que la condiciéon necesaria dada por él también



era suficiente. Su demostracién se debe a Hierholzer en 1871.

Desde entonces, los resultados y aplicaciones de la teoria de grafos han ido
aumentando y los grafos se utilizan en contextos muy diferentes, construir
redes de comunicaciones, implementacion de circuitos en el plano, distincién
de compuestos quimicos con igual férmula molecular, redes de transporte,
asignacion de horarios, diseno de estructuras de datos, etc.

Grafos y su representacion.

Definicién 6.29 Un grafo (finito) es una terna G = (V, A, p) donde V =
V(G) es un conjunto finito (cuyos elementos se denominan vértices o nodos)
no vacio, A = A(G) es un conjunto finito cuyos elementos se llaman aristas,
yp: A— P(V) es una aplicacion que asocia a cada arista un par de vértices.
Es decir p(a) = {z,y} cona€ Ayz,yeV.

En estas condiciones se dice que la arista a une x con y, o que los extremos
de a son x e y, o que a es incidente con x e y, o incluso que x e y son adyacentes
por a.

Se dice que la arista a es un lazo si ¢(a) = {x,x} para un cierto z € V. Se
dice que un vértice es aislado si no existen aristas incidentes con él. Se dice
que dos aristas son adyacentes o contiguas si tienen un exremo en comun.

Ejemplo 6.30 Algunos grafos particulares tienen caracteristicas especiales
y reciben un nombre en concreto. A continuacion se detallan algunos de ellos
cuya representacion grdafica se muestra en la figura 3.

i.) El grafo completo: K, .
Vértices: V- ={x1,z9,...,2,},
Aristas: A = {a;;},1 <i<j <n tal que p(a;;) = {x;, x;}.

ii.) El grafo lineal: L,,.
Vértices: V = {x1,xs,...,x,},
Aristas: A = {a;},1 <i<n—1 tal que p(a;) = {z;, i1}

iii.) El grafo ciclo: C,,.
Vértices: V- ={xy,z9,..., 2,7},
Aristas: A = {a;},1 < i < n tal que p(a;) = {x;, i1} sii < n y
©(an) = {zn, 21}

iv.) Grafo rueda: R,.
Vértices: {xg, x1,%2,...,Tn},



Aristas: A = {a;,b;},1 <1i,j <n tal que a; es como en el grafo ciclo
) @(bj) = {w07$j}‘

v.) El grafo bipartito completo: K, .

Vértices: {x1,%a, ..., T, Y1,Y2 - - Ym},
Aristas: A = {a;;},1 <i<n,1<j<m tal que p(a;;) = {xi,y;}.
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Figura 3: Algunos grafos notables

En general, un grafo G se dice bipartito si existe una particién de V,
V=@V, (esdecir VNV =0y V3 UVy =V) tal que todas las aristas de
G unen un vértice de V; con un vértice de V5.

Definicién 6.31 Diremos que un grafo es simple si no hay lazos y dos vérti-
ces estan unidos a lo sumo por una unica arista.
Llamamos aristas multiples a aquellas aristas repetidas, es decir existen

ai, as,...,ap € A tal que p(ar) = @(az) = ... = p(ag).

En algunas situaciones reales en las que se usan grafos, las aristas ademas
tienen un sentido o direccion; es decir, salen de un vértice y llegan a otro
(algo asi como el sentido de circulacién).



Definicién 6.32 Un grafo dirigido o digrafo es una terna G = (V, A, p)
donde V, A son como en la definicion de grafo y ¢ : A — V xV es una
aplicacion que asocia a cada arista un par de vértices ordenados. Es decir
ola) = (z,y) cona € A yx,y € V. Es decir una arista que empieza en z y
acaba en y.

En este sentido, las aristas de un grafo dirigido representan una direccion.
Por tanto, se ha de distinguir entre dos aristas a, b incidentes a los mismos
dos vértices, z,y pero tal que p(a) = (z,y) v ¢(b) = (b, a).

Existen diversas maneras de representar o determinar un grafo. En primer
lugar, un grafo puede ser visto como la terna (V, A, ¢) vista en la definicién
6.29, o en la definicién 6.32 si se trata de un grafo dirigido. Sin embargo, ésta
no es la forma mas adecuada generalmente para trabajar con estas estructu-
ras. A continuacién se enumeran tres maneras de expresar un grafo.

i.) Representacién Grafica.

Los grafos se pueden representar mediante un dibujo. Cada vértice
del grafo se representa por un punto y se unen dos vértices mediante
una linea/arco si hay una arista incidente a ambos. En general esta
representacion se puede realizar en R™ y a veces en R? como se verd
mas adelante.

Esta representacion es la més natural de todas ellas, sin embargo no
hay que confundir el grafo con el dibujo; un mismo grafo puede tener
dos representaciones distintas como se muestra en la figura 4.

® @

Figura 4: Dos representaciones del mismo grafo

ii.) Matriz de adyacencia.



Sea G = (V, A, p) un grafo. Se construye una matriz de tamano n x n
para el grafo. La entrada (i,7), i # j, de la matriz es el nimero de
aristas que unen el vértice ¢ con el vértice j. Si ¢ = 7, el término
correspondiente de la diagonal principal es dos veces el niimero de lazos
del vértice 1.

En un grafo no dirigido esta matriz es siempre simétrica.

iii.) Matriz de incidencia.

Sea G = (V, A, ¢) un grafo. Se construye una matriz n x m con n = |V|
y m = |A|. La entrada (7, j) de la matriz vale 1 si la arista i es incidente
al vértice 7. Vale 2 si la arista ¢ es un lazo en el vértice j y 0 en caso
contrario.

Existe una relacion entre ambas matrices que viene dada por el siguiente
teorema.

Teorema 6.33 Sea G un grafo y Ag, Bg sus matrices de adyacencia e in-
cidencia respectivamente. Entonces

di ... 0
BiBa=Ac+ | oo
0 ... d,

donde d; representa el numero de aristas incidentes en el vértice i-ésimo.

Estos valores d; juegan un papel importante en un grafo como se vera por
ejemplo en la determinacién de ciclos y/o caminos eulerianos de un grafo.

Definicién 6.34 Sea G un grafo y x € V' un vértice del grafo. Se denomina
grado del vértice x, y se denota por d(x), al nimero de aristas incidentes a
x, entendiendo que un lazo aporta 2 al grado. Para digrafos se consideran
el grado de entrada, d_(x), como el numero de aristas que llegan a x, y el
grado de salida, d,(x), el numero de aristas que salen de x.

Teorema 6.35 (del apretén de manos) La suma de todos los grados de
los vértices de un grafo es igual al doble del nimero de aristas del grafo, es

decir:
> d(x) =2|4]
zeV

Corolario 6.36 En un grafo hay siempre un niumero par de vértices de grado
impar (considerando el 0 como par).



Teorema 6.37 Para un digrafo se tiene que (las que entran por las que

salen)
Z d—(z) = Z d4(x)

eV zeV

Lema 6.38 En todo grafo simple con mds de un vértice hay al menos dos
vértices del mismo grado.

De los resultados anteriores se deduce facilmente que no todas las diferen-
tes combinaciones de grados son posibles para un grafo. El teorema siguiente
proporciona una condicién necesaria y suficiente para que una combinacion
de enteros no negativos sea la correspondiente a un grafo. Asimismo, esta
caracterizacion permite construir el grafo correspondiente.

Teorema 6.39 (Havel-Hakimi) Una secuencia de enteros no negativos
di <dy <...<d, =9 esla secuencia de grados correspondiente a un grafo
sty solo si la secuencia siguiente

dlaan--wdan - 17"'adn72 - 17dn71 —1
es la secuencia de grados de algun otro grafo.

Definicién 6.40 Un grafo se dice regular si todos los vértices tienen el mis-
mo grado.

A partir de un grafo es posible obtener mas grafos mediante diversas
construcciones como se muestra a continuacion

Definicién 6.41 Dados dos grafos G1 = (Vi, A1, 1) y Go = (Va, Ag, ¢2) se
dice que Gy es subgrafo de Gy si Vo C Vi, Ay C Ay y @i1ja, = po.

Ejemplos

i.) Dados G un grafoy v € V(G) denotamos por G —{v} al grafo obtenido
a partir de GG al eliminar el vértice v y las aristas incidentes a él.

ii.) Dados G un grafo y a € A(G) denotamos por G — {a} al grafo obtenido
a partir de G al eliminar la arista a (solo la arista).

iii.) Dado G un grafo y V' C V(G) un subconjunto de vértices de él, el
subgrafo generado por V' es el grafo con vértices los de V' y aristas
aquellas de GG con ambos extremos en V’. Se dice que H es un subgrafo
generador de G si V(H) = V(G).



iv.) Dado un grafo G, llamamos grafo complementario de G, G¢ al grafo
que posee los mismos vértices de G y cuyo conjunto de aristas es el
formado por las aristas que no tiene GG. Es decir, si dos vértices no son
adyacentes en G si lo son en G¢ y reciprocamente.

v.) Dados dos grafos G y G’ con vértices disjuntos, el grafo union es aquel
que posse como vértices los de ambos grafos y aristas las de los dos.
El grafo suma es un grafo con vértices los vértices de G y los de G’ y
como aristas ademas de las de ambos grafos, tambien tiene todas las
aristas que unen vértices de G con vértices de G'.

Es facil ver por ejemplo que K, + K,, = K, 1.

Isomorfismo de grafos.

Como se ha visto con anterioridad, el mismo grafo puede representarse
de muchas formas. Por tranto, es natural preguntarse cuando dos represen-
taciones corresponden al mismo grafo, o mas concretamente, cuando se trata
del mismo grafo.

Definicién 6.42 Sean G = (Vi, A1, ¢1) y Ga = (Va, Ay, o) dos grafos, se
dice que son isomorfos si existen biyecciones ¢ : Vi — Vo y ¢+ Ay — A tal
que si a es una arista de Gy que une x con y entonces ¢(a) es una arista de

Go que une ¢(x) con ¢(y).

Determinar si dos grafos (o representaciones) son isomorfos no es un pro-
blema que se pueda resolver de forma rapida. No obstante, se tiene necesa-
riamente que cumplir ciertas condiciones para que dos grafos sean isomorfos.

Teorema 6.43 El numero de vértices, numero de aristas, secuencia de gra-
dos y el numero de vértices con un grado determinado son invariantes de un

grafo.

No se conoce un sistema completo de invariantes de un grafo; es decir
una coleccién de datos de un grafo que permite conocer si dos grafos son
isomorfos.

El siguiente resultado puede ayudar a deteminar si dos grafos son isomor-
fos.

Proposicién 6.44 Sean G; = (Vi, A1, p1) y Go = (Va, As, o) dos grafos
isomorfos.

i.) Para todo subgrafo Hy de Gy eziste un subgrafo Hy de Gy isomorfo a
Hi.



i1.) El subgrafo de Gy inducido por un conjunto de vértices V' es isomorfo
al subgrafo de Go inducido por el conjunto de vértices p(V').

iii.) dg,(z) = dg,(o(2)).

iv.) El subgrafo de Gy inducido por el conjunto de vértices de un grado fijo
es isomorfo al subgrafo de Gy inducido por los vértices de ese grado.

v.) Six € Vi entonces Gy — {x} es isomorfo a Go — {¢p(x)}.

vi.) Sia € Ay entonces Gy — {a} es isomorfo a Go — {p(a)}.

Caminos y ciclos

Como ya se ha indicado anteriormente, la nocién de grafo y sus prime-
ros resultados surgieron a la hora de resolver el problema de los puentes de
Konigsberg. Es decir, determinar si era posible recorrer cada uno de los puen-
tes sobre el rio Pregel una sola vez y volver al punto de partida. La figura 5
muestra el grafo correspondiente a este problema.

Figura 5: El grafo correspondiente a los puentes de Konigsberg

Es necesario introducir para ello las nociones necesarias sobre recorridos
en grafos.

Definicién 6.45 Sea G = (V, A, ¢) un grafo.

i.) Un recorrido en G es una sucesion ToaiT1asTs - - Tp_10xTy donde x; €
V' y a; es una arista incidente a x;_1 y a x;.

ii.) Un recorrido se dice camino si todas las aristas son distintas.

ii.) Se dice cerrado si xg = xy (acaba donde empieza).



iv.) Se dice simple si no hay vértices repetidos salvo quizas el primero y el
ultimo.

v.) Se denomina circuito si es un camino cerrado.

vi.) Se denomina ciclo si es un camino simple cerrado no trivial (no es
lazo).

Un circuito no es un ciclo, en el circuito se pueden repetir vértices mientras
que en el ciclo no (aunque ambos parten y llegan al mismo sitio).

La longitud de un recorrido viene dada por el nimero de aristas del
recorrido. Logicamente, la matriz de adyacencia de un grafo muestra los
recorridos de longitud 1. Recorridos de mayor longitud también estan ligados
a la matriz de adyacencia como se muestra a continuacién.

Teorema 6.46 Sea G = (V, A, ¢) un grafo y M su matriz de adyacencia.
El elemento (i, j) de la matriz M*, k € N indica el nimero de recorridos de
longitud k en el grafo G del vértice i al vértice j.

Definicién 6.47 Se dice que un grafo es conexo si dos vértices cualesquiera
se pueden unir por un camino.

La nocién de conexién de un grafo se muestra, légicamente, de manera
muy visual en la representacion grafica, un grafo es conexo si no estd dividido
en trozos. No obstante, no siempre es facil descubrirlo pues depende de la
posicion de los vértices en la representacion.

Corolario 6.48 Sea G un grafo con n vértices y M su matriz de adyacencia.
G es conexo si y solo si la matriz Id, + M+ M?+...+ M" ! no tiene ceros.

Dado un grafo G y dos vértices x,y € G, la relacion x ~ y si y solo si
existe un recorrido de x a y es una relacion de equivalencia. Los subgrafos
de G generados por los vértices de las diferentes clases de equivalencia son
precisamente las componentes conexas de un grafo. El niimero de componen-
tes conexas de un grafo esta relacionado con el niimero de vértices y aristas
como se muestra a continuacion:

Teorema 6.49 Sea G un grafo con n vértices, m aristas y k componentes
conezas. Entonces m >n — k.

Grafos eulerianos

Volviendo al problema de recorrer las aristas de un grafo, ;cuando existe
un circuito que recorre todas las aristas?



Definicién 6.50 Un circuito euleriano en un grafo G es un circuito que
pasa por todas las aristas de G, una sola vez por cada una.

Un camino euleriano en un grafo es un camino que pasa por todas las
aristas. Al ser camino el origen y el final no tienen porque coincidir.

Definicién 6.51 Un grafo es euleriano si tiene un circuito euleriano.

El problema de determinar un circuito euleriano en un grafo tiene una
solucién completa, basada en los grados de los vértices del grafo. Al recorrer
un grafo, cada vez que se llega a un vértice, si no se ha completado el circuito,
se vuelve a salir. Es obvio entonces que si un circuito recorre todas las aristas
de un grafo, y cada arista se recorre una sola vez, entonces el grado de cada
vértice debe ser par. Esta condicién también es suficiente como muestra el
siguiente teorema.

Teorema 6.52 Sea G un grafo conexo.

» Fziste un circuito euleriano en G si y solo si todos sus vértices tienen
grado par.

s Eziste un camino euleriano en G si y solo si todos sus vértices excepto
a lo sumo dos de ellos tienen grado par (o hay 0 o hay dos de grado
impar).

Ademads, en caminos eulerianos si hay vértices de grado impar, el camino
empieza en uno de ellos y acaba en el otro.

También existe un resultado andlogo para digrafos.

Teorema 6.53 Sea G un digrafo conezo.

» FExiste un circuito euleriano en G si y solo si para todos sus vértices x
se cumple que d_(z) = di(x).

» Eriste un camino euleriano en G si y solo para cualquier vértice x
excepto a lo sumo dos de ellos se cumple que d_(z) = dy () y para los
dos que no lo cumplen, se tiene que

|d—(yo) = d(yo)| = 1, 1d—(y1) — ds(y1)] = 1.

La demostracion de ambos resultados es constructiva, eligiendo aristas
hasta completar el recorrido. Existen diversos algoritmos para tal fin, a con-
tinuacion se senalan dos de ellos.



Algoritmo 6.54 Algoritmo de Hierholzer. Solo para circuitos eulerianos.

Sea G un grafo euleriano.

Paso 1
Paso 2
Paso 3

Paso 4

Se elige un vértice de inicio y fin cualquiera x.
Construimos un circuito simple con salida y llegada en x.

Eliminamos del grafo de partida las aristas elegidas en el circuito an-
terior y los vértices que queden desconectados.

Mientras nos queden vértices en el grafo, escogemos otro circuito simple
con origen un vértice que no sea el inicial pero que si esté en el circuito
construido.

a) borramos del grafo las aristas de este nuevo circuito y los vértices
desconectados.

b) anadimos al circuito del paso 2, en el lugar adecuado, el nuevo
circuito.

Cuando el algoritmo acaba no hay més aristas y tenemos un circuito eu-
leriano.

El siguiente algoritmo construye el camino de una sola vez sin tener que
reordenar las aristas como se hacia en el paso 4b. Sin embargo, es mas costoso
que el anterior. Utiliza el concepto de arista puente que se define de la forma
siguiente:

Definicién 6.55 Una arista puente en un grafo es aquella arista a tal que
G — {a} tiene mas componentes conexas que G.

Algoritmo 6.56 Algoritmo de Fleury.

Sea G un grafo euleriano y zo € V(G) un vértice.

Etapa 1

Etapa k

Se elige cualquier arista que incida en x(, por ejemplo a; y sea x; su
otro extremo. Sea H; el subgrafo de G obtenido al eliminar a; y xg si
este vértice queda aislado.

Se supone construido un camino xoa1xy . .. ay_1T,_1 y el subgrafo Hy 4.
Si hay mas aristas incidentes en xj_;, se elige una al azar con la con-
dicion de que solo se escoge una arista puente si no hay mas opciones.

Se construye entonces otro camino de longitud una unidad mas, es
decir, zoa121 ... Qp_1Tr_1Q5Tk.

El algoritmo para cuando se llega a un x; en el que no hay mas aristas.
Puesto que el grado de todos es par, o = xk.



La salida del algoritmo es un circuito euleriano. Pero, también sirve para
calcular caminos eulerianos.

Grafos hamiltonianos

Otro problema similar al de circuitos eulerianos es el de circuitos hamil-
tonianos. En este caso, no se trata de recorrer todas las aristas del grafo sino
que hay que pasar por todos los vértices una tinica vez.

Definicién 6.57 Sea G un grafo. Un circuito hamiltoniano en G es un ciclo
(camino cerrado simple) que pasa por todos los vértices. Se dice que G es un
grafo hamiltoniano si tiene un circuito hamiltoniano.

Un camino hamiltoniano en un grafo es un camino simple que pasa por
todos los vértices.

De la analogia entre las definiciones de grafos eulerianos y grafos hamil-
tonianos, se puede pensar que entre estos dos conceptos hay una estrecha
relacién y que se dispone de un criterio sencillo para determinar si un grafo
es hamiltoniano. Pero este no es el caso, ya que el problema de encontrar una
caracterizacion de los grafos hamiltonianos es un problema abierto en teoria
de grafos. Hay que senalar también que los conceptos de grafo euleriano y
grafo hamiltoniano son independientes como se muestra en la figura 6.

Euleriano No Euleriano

No Hamiltoniano //

Figura 6: Grafos eulerianos vs. grafos hamiltonianos

A pesar de lo comentado, es posible dar algunas caracteristicas de los
grafos hamiltonianos.



Proposicién 6.58 Sea G un grafo hamiltoniano. Entonces:
i.) G no tiene aristas puente, en particular no hay vértices de grado 1.

it.) G no tiene puntos de corte. Es decir para todo vértice x € V(G) el
nimero de componentes conexas de G es el mismo que el de G — {x}.

iwi.) Si x es un vértice de grado 2, las dos aristas de G incidentes con x
deben estar en cualquier circuito hamiltoniano.

Esta proposicién nos da condiciones sobre un grafo para que sea hamil-
toniano, pero solo condiciones necesarias y no suficientes. No obstante, se
conocen algunas condiciones suficientes para que un grafo sea hamiltoniano,
pero ninguna de ellas es necesaria.

Teorema 6.59 (Ore) Sea G un grafo simple con n > 3 vértices. Si para
todo par de vértices x,y € V(G) no adyacentes se cumple que d(z)+d(y) > n,
entonces G es hamiltoniano.

Si en el teorema se sustituye n por n — 1 tendremos un camino hamilto-
niano.

Corolario 6.60 (Dirac) Sea G un grafo simple con n > 3 vértices tal que
para todo vértice del grafo se cumple que d(x) > n/2. Entonces G es hamil-
toniano.

Los resultados anteriores (Ore y Dirac) proporcionan condiciones sufi-
cientes para que un grafo disponga de un circuito hamiltoniano. No obstante,
estas condiciones no son necesarias, como puede verse en el grafo ciclo C,,,
n > 5 que es claramente hamiltoniano pero en cambio no satisface ninguna
de las hipédtesis.

Proposicion 6.61 Sea G un grafo bipartito con conjunto de vértices V =
Vi UVa, es decir las aristas de G unen vértices de Vi con vértices de Vy. Si
[Vi| # |Va| entonces G no admite un circuito hamiltoniano.



3.2. Tema 7. Caminos minimos. Algoritmos de Dijks-
tra y Floyd-Warshall. Arboles generadores. Busque-
da en anchura y profundidad. Algoritmos de Krus-
kal y Prim.

Cuando se ha definido anteriormente la nocién de recorrido en un grafo,
se definia su longitud como el nimero de aristas de dicho recorrido. Dado
un grafo cualquiera G y dos vértices x,y en G, puede ocurrir que existan
diversos caminos entre estos vértices. Por tanto, es natural preguntarse que
recorrido tiene longitud minima. No obstante, con las definiciones anteriores,
todas las aristas median o pesaban lo mismo, es decir, aportaban uno a la
longitud del recorrido. Cuando se modeliza un problema, las aristas no tienen
que ser siempre de la misma longitud, por ejemplo si representan distancias
entre ciudades, coste de transporte, etc.

Definicién 7.1 Un grafo pesado o ponderado en aristas es un grafo G =
(V, A, @) junto con una aplicacion w : A — Ry. w es la aplicacion peso que
asigna a cada arista una longitud, peso, tamano,...

Figura 7: Grafo pesado

Dada una trayectoria en un grafo pesado xgaix; ...aixs, se define su peso
como la suma de todos los pesos de las aristas que estan en la trayectoria,
> w(a;). Silos pesos se interpretan como tiempos de recorrido, el peso de
una trayectoria es lo que se tarda en ir de xg a .

Caminos minimos

Definicién 7.2 Dados dos vértices x,y en un grafo pesado, llamaremos dis-
tancia minima entre x e y, d(x,y), al minimo de los pesos de caminos que
unen x con y. Un camino xoa1x1 . ..ax, es de peso minimo, o de distancia
minima, si su peso es d(xg, Ty).



Por definicién si z, y no estdn en la misma componente conexa (no hay un
camino entre ellos) diremos que estan a distancia infinita, d(z,y) = co. Si G
no es simple, para calcular caminos minimos o distancias en el grafo, no hay
problema en suprimir los lazos, y cuando entre dos vértices adyacentes haya
varias aristas, eliminamos las que tengan més peso quedandonos unicamente
con la de peso minimo.

Existen diversos algoritmos para tal fin dependiendo de cual sea el objeti-
vo que se desee alcanzar. El siguiente algoritmo determina, fijado un vértice
inicial, tanto las distancias minimas al resto de los vértices como un camino
en el grafo que tiene esa distancia.

Algoritmo 7.3 Algoritmo de Digkstra.

Sea G un grafo simple pesado. Sean w1, s, ...,x, sus vértices y sea w
su funcién de peso. Definimos w;; = d(z;, ;) si x; y x; son adyacentes y
w;j = 00 en caso contrario. Es claro que w define una matriz simétrica con

Se fija un vértice, supongamos x;. El algoritmo nos va a permitir calcular
la distancia del resto de los vértices con x1 ademas de dar el camino explicito
con esa distancia.

Etapa 1 Se inicializan las variables:
Pl :{331} T1:V—{:L’1}
L(Il) =0 ij c TI; L,1<$J) = wij
¢y camino trivial: xy.

Etapa t Recursivamente.

L . p iy N
Sea x;, el vértice tal que L;_(x;,) = min{L,_,(z;)|z; € Ti—1}. Es
decir, el vértice que en el paso anterior tiene peso minimo con la funcion
peso L.

Reasignando variables:

Po=P_1U{z,} |T;=V -F
L(xi,) = Li_y(z3,) | Va; € Ty, Li(xy) = min{L;_,(x;), L(@;,) + wi;}

Sea k tal que L) (x;,) = L(x;,) vy Ly_{(z;,) > L(x;,) (puede ser k = 1).
Entonces ¢; = ¢, x4, .

¢, es un camino minimo de x1 a ;.



El algoritmo finaliza cuando P, = V(G)

Este algoritmo se puede organizar en la practica mediante una tabla con
una columna por cada vértice. Cada fila correspondera a una etapa de ejecu-
cién del algoritmo y representara el camino minimo hasta el vértice corres-
pondiente x;,

El algoritmo de Dijkstra puede englobarse dentro de una familia de algo-
ritmos en grafos que se conoce como busqueda en anchura que se vera més
adelante.

Si lo que se desea es obtener unicamente las distancias minimas entre
todos los pares de vértices del grafo, se puede usar el siguiente algoritmo.

Algoritmo 7.4 Algoritmo de Floyd-Warshall.

Dado un grafo conexo pesado de n vértices queremos encontrar la distan-
cia entre todos sus vértices.

Etapa 1 Sea M° = (m;;) su matriz de adyacencia con pesos en aristas. Es decir
m;; = w;; el peso de la arista del vértice x; al vértice z; y 0o en caso
contrario.

Etapa t Para cada 1 < ¢t < n se define recursivamente la matriz M' = (m!,)
donde

t

R =1 t-1 t—1
mij—mm{mij , My +my; }

Es decir, el minimo entre lo que habia antes y la suma del elemento
de la columna ¢ con el elemento j de la fila t.

Nota: En la construccién de M! la fila y la columna ¢ no cambian.
Si i # j entonces my; = d(z;, ;).

En este algoritmo el elemento (7, 7) de la matriz M* indica la longitud del
camino minimo entre los vértices x; y x; utilizando como vértices interiores
del camino los del conjunto x1, zs, ..., .

La diferencia principal con el algoritmo de Dijkstra es que en este se
calculan todas las distancias entre pares de vértices y no se calcula ningin
camino minimo. Tanto el algoritmo de Dijkstra como el de Floyd-Warshall
pueden aplicarse a grafos dirigidos.



Arboles

La propiedad de que un grafo sea conexo o no, tiene implicaciones en
muchos campos, por ejemplo en telecomunicaciones, redes de transporte, etc.
Si se desea disenar una red que conecta un nimero de nodos con el minimo
nimero de enlaces. El grafo que modeliza esta red debe ser conexo, para que
toda pareja de nodos pueda comunicarse y ademéds no puede disponer de
ciclos ya que en caso contrario se podria eliminar una arista contenida en el
ciclo manteniendo ain la comunicacion.

A este tipo de grafos se los denomina arboles.

En ciencias de la computacion los arboles se utilizan en numerosas situa-
ciones, en la representacion de datos jerarquicos, en algoritmos de clasifica-
cién, y busqueda, algoritmos de ordenacion, codificacion de datos, etc.

Definicién 7.5 Un drbol es un grafo conexo que no contiene ciclos.

Por analogia, se puede definir un bosque como un conjunto de arboles, es
decir, un grafo sin ciclos (cada componente conexa es un arbol).

Ser conexo exige tener bastantes aristas, para asi poder conectar todos los
vértices, mientras que no tener ciclos supone, en principio, que haya pocas,
para que no se formen ciclos.

Caracterizaciones diferentes de arbol vienen dadas por el siguiente resul-
tado que muestra ademas diversas propiedades de un arbol.

Teorema 7.6 Sea G un grafo con n vértices, son equivalentes:
i.) G es un drbol.
ii.) G no tiene ciclos y tiene n-1 aristas.

iwi.) G es conexo y tiene n-1 aristas.

iv.) G es conexo y toda arista es puente.

v.) Dos vértices cualesquiera se pueden unir exactamente por un unico ca-
mino simple.

vi.) G no tiene ciclos y si a G se le anade una arista aparece un circuito.

Como el nimero de aristas de un arbol de n vértices es siempre n — 1, se
tiene que cumplir la igualdad

> d(x) =2[V| -2,
zeV

lo que implica que los vértices de un arbol tienen mas limitaciones con res-
pecto a su grado. De hecho, se tiene la siguiente propiedad:



Proposicién 7.7 Todo drbol con mas de 1 vértice tiene al menos dos vértices
de grado 1. De hecho el nimero de vértices de grado 1 es 2+Zd(x)23(d($)—2)-

Dado un grafo G, existen diferentes subgrafos de él. Algunos de estos
subgrafos son ademas arboles. Son de especial interés aquellos subgrafos, que
ademas de ser arboles, son arboles generadores del grafo GG; es decir tienen
todos los vértices del grafo original y tinicamente las aristas necesarias para
conectar todos los vértices entre si.

Los arboles generadores estan fuertemente relacionados con la conexién
en grafos.

Proposicion 7.8 Un grafo G es conexo si y solo si existe un drbol generador

T de G.

Si se dispone de algoritmos eficaces para hallar arboles generadores de un
grafo (o para determinar que no los hay), se tendria una manera de deter-
minar si un grafo es conexo o no. Si un grafo G es conexo y |A(G)|+ 1 =
|[V(G)|+k, con k > 0, entonces eliminando k aristas adecuadas se obtiene un
arbol generador. Sin embargo, existen algoritmos mas eficaces para construir
un arbol generador en un grafo (o para concluir que no los hay). En lugar de
ir eliminando aristas, se va haciendo crecer el arbol en pasos sucesivos hasta
obtener uno generador.

Estos algoritmos estan disenados, en principio, para buscar y etiquetar
los vértices de un grafo, y se pueden adaptar a los problemas que intere-
sen en cada momento; bisqueda de caminos minimos (como ya se menciond
en el algoritmo de Dijkstra), drboles generadores de peso minimo, etc. Pe-
ro ademds, sirven para dar una respuesta (computacionalmente sencilla) a
diversas cuestiones como son las de determinar si un grafo es conexo (o, en
caso contrario, identificar componentes conexas), localizar ciclos, decidir si
una arista es puente, etc.

Busqueda en anchura (BFS) y profundidad (DFS).

Sea un grafo que se desea estudiar de alguna forma, pero que no se co-
noce de manera global sino unicamente local, es decir, se puede saber que
pasa alrededor de un vértice dado pero no de todos a la vez. Por ejemplo,
supongase que se desea conocer si el grafo es conexo. La manera mas comoda
de conseguirlo con seguridad es construir un arbol generador; de esta forma
se habra recorrido los vértices del grafo que estdn en la misma componente
conexa que el vértice de partida sin usar todas las aristas.



Algoritmo 7.9 Busqueda en anchura: Breadth first search

Se dispone de un grafo G y se va a construir un arbol a partir de un
vértice inicial x1 cuyos vértices estan agrupados por generaciones en funcion
de su distancia al vértice original.

Etapa 1 R = (. T 4rbol sin vértices ni aristas.

Etapa 2 R = {x; : x; es adyacente a x; y no estd en R}.
Vértices(T)={z1} U R, Aristas(T)={z12;}.,cr.

Etapa 3 Mientras R # (), para cada vértice y en R:
R2 :={z: x es adyacente a y y no estd en R}, R = [R \ y, R2]
V(T) =V(T)UR2, A(T) = A(T) U{yz}ocre

T es un arbol generador de la componente conexa de x;

La idea basica es la siguiente; fijado un vértice primero se tratan los
vértices adyacentes, luego los adyacentes a estos que no se hayan visitado y
asi sucesivamente hasta que no queden maés vértices. Es importante destacar
que en ningin momento se exige conocer el nimero de vértices del grafo
original.

Otra forma diferente de recorrer el grafo se basa en la estrategia de re-
correr un camino hasta el final. Es decir, a partir de un vértice inicial, ir
construyendo un camino en el grafo anadiendo vértices hasta que se llegue
a un vértice para el cual todos los adyacentes a este ya estaban visitados.
Cuando se llegue a este caso, se regresa por el ultimo camino hasta encontrar
un vértice que posea vértices adyacentes no visitados y se repite el proceso.

Algoritmo 7.10 Busqueda en profundidad: Depth first search
Sea GG un grafo y un vértice inicial x

Paso 1 R = (. T arbol sin vértices ni aristas.

Paso 2 Sea y un vértice adyacente a z;. R = {y}
Vértices(T)={x1,y}, Aristas(T)={x,y}.

Paso 3 Mientras R # (), sea y el tltimo elemento de R.
Si y tiene un vértice adyacente z que no estd en R entonces R = [R, z].
V(T) = V(T)U{z}, A(T) = A(T)U {yz}.
En caso contrario, R = R\ y.

T es un arbol generador de la componente conexa de



Ambos algoritmos tienen sus ventajas y sus desventajas, en funcion del
problema que se esté tratando. Ambos permiten resolver de manera sencilla
determinar si un cierto grafo G' es conexo o no comprobando si el drbol que
produce el algoritmo incluye todos los vértices del grafo o no.

Con ligeras variaciones, permiten también resolver las siguientes cuestio-
nes:

» determinar las componentes conexas de un grafo G

» determinar si G tiene o no ciclos (localizando las componentes conexas
y contando las aristas de cada una de ellas; esto es, comprobando si
son arboles)

» decidir si una cierta arista es puente o no del grafo (comparando el
nimero de componentes conexas antes y después de eliminar la arista
en cuestion)

» determinar si un grafo G es bipartito o no (ya que un grafo es bipartito
si y solo si no contiene ciclos de longitud impar)

El niimero de arboles generadores de un grafo viene determinado por el
siguiente teorema:

Teorema 7.11 (Kirchhoff) Sea G un grafo con n vértices. Sea L = (l;;)
la matriz definida de la forma siguiente:

d($z)7 =],
lij = -1, st x;x; es arista
0, en caso contrario.

Sea L™ la matriz resultante al eliminar la dltima fila y la dltima columna de
L. El nimero de drboles generadores de G es |L~|.

Arboles generadores de peso minimo

Dado un grafo cualquiera el arbol generador no es tunico; por ejemplo
para el grafo completo K, existen n"~? arboles generadores distintos. En el
caso de grafos pesados, es de interés conocer arboles generadores de peso
minimo; es decir, entre todos los arboles generadores posibles, determinar
uno tal que la suma de los pesos de todas sus aristas sea la mas pequena
posible. Por ejemplo, si se desea conectar un conjunto de ciudades mediante
lineas telefénicas de forma que el coste total sea minimo teniendo en cuenta
que conectar cada par de ciudades tiene un coste determinado.

Existen diversos algoritmos que resuelven el problema.



Algoritmo 7.12 Algoritmo de Kruskal.

Estrategia: Se eligen aristas de la forma més barata, sin formar ciclos.

Sea GG un grafo pesado, K(G) denota el numero de componentes conexas

de G.
Etapa 0 Sea Ty un bosque tal que V(Tp) = V(G) y A(Ty) = 0.

Etapa 1 Sea e; una arista de G (que no sea lazo) de peso minimo.

V(Ty) =V(G), A(Th) ={er}. (K(T1) =n—1).

Etapa i Sea e; una arista de G (que no sea lazo) de peso minimo entre las que
conectan componentes conexas de T;_;.

V(T;) = V(G), A(T;) = A(Ti-1) U{ei}. (K(Ty) =n —1).

T,_1 es un arbol generador de peso minimo.

Algoritmo 7.13 Algoritmo de Prim.

Estrategia: Se parte de un vértice y se van alcanzando los demés, de uno en
uno, del modo mas econémico posible.

Sea GG un grafo pesado, y xy un vértice cualquiera.
Etapa 0 Sea Ty un bosque tal que V(Tp) = {xo} y A(Tp) = 0.

Etapa 1 Sea e; una arista de G (que no sea lazo) incidente con xy de peso
minimo entre las incidentes con xy y de extremo x.

V(1) = {zo, 21}, A(Th) = {e1}.

Etapa i Se elige una arista e; de peso minimo entre todas las que conectan
alguno de los vértices {zg, x1,...,2;—1} de T;_; con alguno de los otros.
Sea z; su otro extremo.

V(E) == {ZE(), L1y y Ty, .Z’i}, A(T'z) == A(Cr,) U {61}

Teorema 7.14 T, es un arbol generador de peso minimo.

El arbol generador de peso minimo no es tinico, pero si la sucesion de pesos
de sus aristas. Cualquier arbol generador se puede obtener como aplicacion
de los algoritmos de Kruskal o de Prim. Mientras el algoritmo de Kruskal se
centra en el peso minimo, el algoritmo de Prim se centra en la conexion.



Arboles con raiz, arboles m-arios

En algunas aplicaciones de los érboles (problemas de decisién, torneos,
ordenacién, etc) es necesario distinguir uno de los vértices del arbol.

Definicién 7.15 Un drbol con raiz es un drbol en el que hemos senalado un
vértice que se deonmina raiz y el resto crece a partir de él.

Figura 8: Arbol con raiz

En &arboles dirigidos también tiene sentido definir arboles con raiz pero
teniendo en cuenta las direcciones, tiene que haber un camino dirigido desde
la raiz hasta los demés vértices. De hecho, un arbol con raiz se puede entender
como un arbol dirigido tomando en cada arista la direccién correcta, la arista
(u,v) tiene el sentido u — v si u estd mas cerca de la raiz que v.

Definiciéon 7.16 Sea T un drbol con raiz xy. Para cada vértice x;, existe un
camino Unico ro — ry — To — ... — Tp. Se dice que:

» 2,1 es el padre de x; y x; es hijo de x;_;.

» Un vértice de grado uno se denomina hoja.

= Los vértices que no son hojas se denominan internos.

= El nivel de un vértice es la longitud del camino unico a la raiz.

» La altura h(T') de un drbol con raiz es el mds grande de los niveles.

» Si el nivel de cada hoja es h(T) o h(T) — 1 se dice que es equilibrado.

w FEl drbol se dice m-ario (m > 2) si el grado de salida hacia los descen-

dientes es mds pequeno o igual a m. Se dice completo si dy(x) =m ¢



A partir de estas definiciones es posible obtener relaciones entre el niimero
de vértices del arbol y el niimero de vértices internos o entre la altura de un
arbol m-ario completo y su nimero de vértices (u hojas) como se muestra a
continuacion.

Teorema 7.17 Sea T un drbol completo m-ario.

n 57T tiene 1 vértices internos entonces el nimero de vértices totales es
n=mi+ 1 y el nimero de hojas es f = (m —1)i + 1.
n(m-—1)+1
— )

s 51T tiene n vértices entonces el numero de hojas es

Corolario 7.18 §i T es un darbol m-ario completo y con f hojas entontes T
f-1r . mf —1
vértices internos iy
m — m —

tiene vértices.

Teorema 7.19 Si T es un arbol m-ario con n vértices y altura h entonces

n(m—l)—i—l).

h > logm(
m

En general si T es un drbol m-ario con f hojas entonces h > [log,,(f)] y se
da la igualdad si ademds es completo y equilibrado.

Como aplicacion de este resultado se puede deducir el niimero minimo
de comparaciones que se deben hacer, en el peor de los casos, para ordenar
una lista de n elementos. Representando las n! posibles ordenaciones como
las hojas de un arbol binario completo y equilibrado, el nimero minimo de

comparaciones corresponde a la altura del arbol y por tanto es ﬂogz(%ﬂ
(del orden de n logy(n)).

Otra aplicacién de los arboles m-arios son los problemas de decision. El
siguiente ejemplo muestra como aplicarlo.

Ejemplo 7.20 Se dispone de 8 monedas idénticas de las que se sabe que una
de ellas es falsa y pesa un poco mds que las demds. Usando una balanza es
posible determinar la moneda falsa inicamente en dos pesadas.

Como se disponen de 8 monedas éstas serdn las hojas del drbol. Una pe-
sada en la balanza puede dar tres resultados; ambos platillos pesan igual o
alguno de los dos es mds pesado. Entonces se tiene un drbol ternario con 8
hojas. La altura del drbol es h > [logs(8)] = 2. Si fuera completo y equili-
brado se tendria la igualdad, pero no lo es, pues en ese caso el arbol tendria



3x8-1 = 12,5 wvértices. Pero la balanza siempre nos va a dar uno de los
tres resultados posibles (aunque alguno sea incompatible), por lo que podemos
suponer que el drbol es completo y que el arbol tiene 4 vértices internos y 13
vértices en total. De ello se puede deducir que la altura es 2. En la figura 9
se puede ver codmo realizarlo donde {a,b, ..., g,h} representan las diferentes
monedas.

{a, byer 7 {d,e f}

{a} 7 {b} {gt 7 {h} {d}? {e}

- — . - = —_
= =N T = fo? =

{a} fet {b} g} {hy  {d}l {f} {e}

Figura 9: Determinacion de la moneda falsa

3.3. Tema 8. Grafos bipartitos. Emparejamientos y em-
parejamientos maximales. Teorema de Hall.

Grafos bipartitos.

Una relacion entre dos conjuntos X e Y es un subconjunto R de X x Y.
Por ejemplo

= X alumnos del grado de Matematicas,

= Y asignaturas del grado de Matematicas.

(r,y) € R C X xY siy solo siel alumno x estd matriculado en la asignatura
y. Dada una relacion entre dos conjuntos, se puede definir un grafo bipartito
G cuyos vértices son los elementos de X UY y las aristas conectan elementos
relacionados.

En todo grafo bipartito G = (V; U V3, A) se tiene que

D d(z)=> d(x) = |A.

Los grafos bipartitos modelizan por tanto relaciones entre dos conjuntos.



Ejemplo 8.1 Problema del matrimonio. Vi y Vs representan un conjunto
de chicos y chicas respectivamente. Las aristas vienen dadas por la relacion
"querer casarse con”.

Ejemplo 8.2 Problema del alojamiento. Vi y V5 representan el mismo con-
jgunto de personas. Se dispone de un numero determinado de habitaciones
dobles. Sin embargo algunas parejas son compatibles para dormir en la mis-
ma habitacion y otras no. Las aristas representan las compatibilidades.

Ejemplo 8.3 Problema de asignacion de tareas. Vi representa un conjunto
de personas y Vo un conjunto de tareas a realizar. Las aristas vienen dadas
por la capacidad de las personas para realizar dicha tarea.

En los ejemplos anteriores se ve claramente cudl es el propdsito que se
desea. Se trata de conseguir que se case el mayor niimero posible de parejas,
alojar a la mayor cantidad de personas posible o realizar la mayor parte de
los trabajos.

Emparejamientos y emparejamientos maximales.

Definicion 8.4 Un emparejamiento en un grafo G es un conjunto de aristas
H de G sin vértices comunes. Es decir, un subgrafo donde todos los vértices
tienen grado menor o igual que 1.

Si G = (V1 UV, E) es un grafo bipartito, un emparejamiento es una
correspondencia inyectiva entre vértices de V; y vértices de V5, . Graficamente,
en la figura 10 se muestra un emparejamiento en el grafo bipartito donde las
aristas mas gruesas son precisamente el emparejamiento.

Aunque un emparejamiento se puede dar en cualquier tipo de grafos, el
estudio que se va a realizar solo engloba a los grafos bipartitos. Sin pérdida de
generalidad se puede restringir al caso de grafos bipartitos G = (V; U V5, A)
con |Vi| < |Vs| ya que en caso contrario existiran vértices de V; no empare-
jados.

Se pueden distinguir varios tipos de emparejamientos:
= maximo: si no hay emparejamientos con méas aristas.
= maximal: si no estd contenido en otro emparejamiento.

= completo: si todos los vértices de V; tienen pareja.



Figura 10: Emparejamiento en un grafo bipartito

= perfecto: si todos los vértices tanto de V; como de V5 estan emparejados.

Un emparejamiento maximo es siempre maximal pero el reciproco no es cier-
to.

Es claro que en el grafo bipartito completo K, (n < m) existe un
emparejamiento completo que ademads es perfecto si n = m. Légicamente
si [V4] # |Va| no existirdn emparejamientos perfectos. Es posible conocer el
nimero de emparejamientos perfectos o completos de un grafo bipartito sin
tener que calcularlos.

Definicién 8.5 Sea G = (V1UV4, A) un grafo bipartito, Vi = {x1, 29, ..., x,}, Vo =
{y1,92,-.-,yn}. Se define la matriz de adyacencia bipartita como la matriz
cuadrada de orden n cuya entrada (i,7) es 1 si x;y; es una arista de G y 0

en caso contrario.

Teorema 8.6 Sea G = (V] U V4, A) un grafo bipartito con |Vi| = |Va|. El
numero de emparejamientos perfectos de G es la permanente (P(G)) de su
matriz de adyacencia bipartita.

Si en cambio |V1| < |V3|, un emparejamiento completo puede obtenerse
a partir de un emparejamiento perfecto de otro grafo de la siguiente forma:

= Se construye el grafo G = (‘71 Uls, AU Z) con

Vi = Vi U{|Va| — [V4] vértices més}
A = { dristas de los vértices de V; N\ V] a cada vértice de V,}



= Si G tiene un emparejamiento perfecto

(xla y1)7 (‘1.27 y2)7 <. (x\Vl\a y|V1|)7 ('f/l:gji)a SR ('f:?a g;)
Entonces
<$1, y1)7 (%7 y2)7 e (‘T\Vl\v y|v1|)
es un emparejamiento completo de G.
Reciprocamente, a partir de un emparejamiento completo de G se puede

obtener un emparejamiento perfecto de G. No obstante dos emparejamientos
perfectos distintos de G pueden dar lugar a emparejamientos iguales de G.

Teorema 8.7 Sea G = (V4 U Vi, E) un grafo bipartito con |Vi| < |Va|. El
nuimero de emparejamientos completos de G es P(G)/(|Va| — |VA|)!, donde G
es el grafo bipartito definido como antes.

Teorema de Hall.

Es facil ver que para que exista un emparejamiento completo en un grafo
bipartito G = (V; U V5, A), es necesario que cada par de vértices de V] sea
adyacente a al menos dos vértices de V5. Si existiera un par x,z9 € Vi
adyacentes a un unico vértice y; € V5, en cualquier emparejamiento al menos
uno de los dos no tendria pareja. Esta condicion debe darse para cualquier
subconjunto de vértices de V.

Definicién 8.8 Sea G un grafo y X C V(G) un conjunto de vértices de G.
Se define el conjunto de vecinos de X, como n(X) = {v € V(G)\ X |v es
adyacente a algin vértice de X }.

Teorema 8.9 (Teorema de Hall) Sea G = (V; UV, A) un grafo bipartito
con |V1| < |Val|. G posee algin emparejamiento completo si y solo si para todo
X C Vi se cumple que |n(X)| > | X].

Sin embargo, no todo grafo bipartito posee un emparejamiento completo.
Definicién 8.10 Se llama deficiencia de un grafo G al entero
0(G) = maz{|X]| = [n(X)], X S W1 }

El siguiente resultado determina el tamano méximo de un emparejamien-
to.

Corolario 8.11 Sea G = (VU Vy, A) un grafo bipartito con |Vi| < |Va|. El
tamano maximo de un emparejamiento es |Vi| — 6(G).



Construir un emparejamiento maximo de un grafo bipartito puede reali-
zarse de forma recursiva. A partir de cualquier emparejamiento no méaximo
y utilizando un camino aumentador, se construye otro emparejamiento con
mas aristas que el de partida.

Definicién 8.12 Sea G = (V; U Vi, A) un grafo bipartito y M un empareja-
miento (un conjunto de aristas de G, no incidentes 2 a 2).

= Un vértice x se dice libre respecto al emparejamiento M si ninguna
arista de M es incidente con x.

» Se denomina camino aumentador para M a un camino en el grafo
TOY1T1Y2 - - - Y—1Tk—1Yk en el que xo,y, son vértices libres y x;y; son
aristas de M para j =1...k— 1.

Un camino aumentador también se puede denominar alternado pues las
aristas que forman el camino pertenecen alternativamente a M y A~ M.
A partir de la definicién de camino aumentador se puede deducir que:

= Un camino aumentador para un emparejamiento M tiene siempre un
nimero impar de aristas.

= El camino aumentador mas elemental posible estda formado por una
arista entre dos vértices libres.

= Si M es un emparejamiento de un grafo G y xoy121Ys . . . Yp—1Tk_1Yk €S
un camino aumentador para M, entonces

!/
M =M~ {ylﬂh, Y22, . . ~yk—1$k—1} U {$0y1, T1Y2, . - - Tk—2Yk—1, xk—lyk}
es un emparejamiento con una arista mas que M.

Utilizando las ideas expuestas anteriormente, se puede dar un algoritmo
para determinar emparejamientos maximos.

Algoritmo 8.13 Algoritmo para encontrar emparejamientos mdximos.

i.) Se parte de un emparejamiento My (por ejemplo el emparejamiento
vacio).

it.) Se busca un camino aumentador.

iii.) Se cambia My por el emparejamiento obtenido en el paso anterior que
tiene una pareja mds.



Sin embargo, el algoritmo anterior debe su eficiencia a la bisqueda de ca-
minos aumentadores para cada emparejamiento. El siguiente resultado ase-
gura que siempre existe.

Proposicién 8.14 Si M es un emparejamiento que no es mdzimo, entonces
tiene un camino aumentador.

Para determinar un camino aumentador para un emparejamiento en un
grafo se puede usar el siguiente algoritmo.

Algoritmo 8.15 Algoritmo de etiquetado. Busqueda de caminos aumenta-
dores.
Sea G = (V4 UVy, E) un grafo bipartito y un emparejamiento M.

i.) Sea vy € Vi un vértice libre para M y se etiqueta como [—|. Si no existe
ningun vértice libre el emparejamiento es maxrimo.

i.) Sea w € Vo un vértice no etiquetado tal que es adyacente a un vértice
v € V] ya etiquetado y vw no es una arista de M. Se etiqueta w como

[v].

iii.) Sea v € Vi un vértice no etiquetado y adyacente a un vértice w € V, ya
etiquetado tal que vw es una arista de M. Se etiqueta v como [w].

iv.) Se repiten los pasos 2 y 8 hasta que

» Se etiqueta un vértice w € Vo libre. En consecuencia se obtiene un
camino aumentador.

s No se puede etiquetar mds y no habrd caminos aumentadores que
comiencen en vj.

3.4. Tema 9. Grafos dirigidos. Redes y Flujos. Algorit-
mo de Ford-Fulkerson.

Grafos dirigidos.

Anteriormente, se definié un grafo dirigido como un grafo cuyas aristas
poseen una direccion. Formalmente, un digrafo también representa una rela-
cién R entre elementos del mismo conjunto (tal como sucedia con los grafos
bipartitos). En lugar de decir que x esta relacionado con y mediante la rela-
cién R, se dice ahora que el par (z,y) es un arco del digrafo cuyo conjunto



de arcos es R. Si la relacion es simétrica, el correspondiente digrafo cumple
que sus arcos (excepto los lazos) ocurren en parejas, es decir, (x,y) e (y,x)
son arcos, o ninguno de los dos lo es.

La nocién de recorrido se extiende de forma natural en un digrafo. Un
recorrido dirigido es una sucesién de vértices, xor12s ... ) tal que z;x;41 es
un arco del digrafo.

En algunas situaciones es mas apropiado el uso de digrafos que el de gra-
fos, como por ejemplo, el plano de una ciudad con calles de direccién tnica;
un grafo que represente las distintas fases de una evolucién, un torneo en-
tre varios participantes donde cada competidor se enfrenta al resto y no se
admiten empates, etc. Un arbol con raiz o un grafo bipartito pueden verse
también como digrafos.

Redes y flujos.

De igual forma que a los grafos, se puede dotar a las aristas de un grafo
un peso que represente un coste o distancia.

Definicién 9.1 Una red es un par R = (G,v) donde G es un grafo simple
dirigido y una aplicacion ¢ : A(G) — Ry. Para cada a € A(G), ¥(a) se
llama la capacidad de a. Si x € V(G), sus capacidades de entrada y salida
son respectivamente:

() = >, la),  Pu(x) = >, (a)

a termina en x a empieza en

En definitiva una red es un grafo dirigido pesado.
En una red existen vértices especiales dependiendo de su grado de entrada
o salida.

Definicién 9.2 Un vértice x de una red se denomina fuente si no es final
de ninguna arista, ¥_(x) = 0. Se dice que es sumidero si no es el comienzo
de ninguna arista, ¥ (x) = 0.

Uno de los aspectos que puede tratarse con las redes es calcular caminos
minimos al igual que sucedia en grafos pesados y los algoritmos que se usan
a tal fin son similares a los estudiados. Otro ejemplo de redes surge al repre-
sentar un trabajo dividido en actividades que requieren un tiempo necesario
para su realizacion y que ademas deban hacerse en un orden establecido. Uti-
lizando una variante de la busqueda en anchura puede calcularse el tiempo
minimo de ejecuciéon del trabajo.



Figura 11: Grafo de una Red

Otra de las situaciones que se pueden modelar con estos digrafos son las
redes de transporte. Cada vértice representa una estacién, almacén, etc, y los
arcos entre vértices tienen como pesos la capacidad que se puede transportar
de un vértice a otro. Es posible determinar la cantidad méxima de mercancia
que puede transportarse mediante la nocién de flujo.

Definicién 9.3 Dada una red R = (G, 1) un flujo en la red es una aplicacion
¢: A(G) — Ry tal que

» ¢(a) < P(a) para toda arista a,

» ¢_(z) = ¢y (x) para todo vértice que no sea fuente o sumidero.

El problema general se reduce facilmente al caso en que la red tiene y una
Unica fuente y un tnico sumidero. Como no se permite acumular ninguna
mercancia en los vértices intermedios, naturalmente el valor de un flujo en
la fuente (f) debe coincidir con el valor del flujo en el sumidero (s), es decir,
o4 (f) = ¢_(s). A esta cantidad se la denomina valor del flujo.

Dada una red R = (G,%) y un flujo ¢ en ella, una cota maxima para
el valor del flujo es min{y(f),¥—(s)} pues légicamente no se puede trans-
portar mas de lo que sale de la fuente ni de lo maximo que puede llegar al
sumidero. Esta idea se puede generalizar para un conjunto de aristas de la
red.

Definicién 9.4 Dada una red R = (G,v), se denomina corte en R a todo
conjunto de aristas A de G tal que todo camino (no necesariamente dirigido)
de la fuente al sumidero pasa por una arista de A.



Todo corte separa el grafo en dos partes:

S ={z e V(G); =z se puede unir con f sin pasar por A}
T ={z € V(G); x NO se puede unir con f sin pasar por A}

La capacidad de un corte es la suma de las capacidades de las aristas que
salen de vértices de S y llegan a vértices de T .

Lema 9.5 Sea ¢ un flujo en una red y C' un corte que separa los vértices de
G en dos partes S y'T. Entonces

or(f)= >, ¢y — > oy

zeSYeT zeS,yeT

Como consecuencia, si C' es un corte y ¢ un flujo se tiene que

o+ (f) < (0).

Es facil comprobar que en estas condiciones siempre existe un flujo de va-
lor maximo. De hecho, el valor de este flujo maximo coincide con la capacidad
de un corte (pero no de cualquier corte).

Teorema 9.6 (Max-flow min-cut) El valor mdzimo de un flujo coincide
con el minimo de las capacidades de todos los cortes.

Algoritmo de Ford-Fulkerson.

Determinar un flujo maximo para una red se puede realizar usando una
estrategia similar a la propuesta para emparejamientos. A partir de un flujo
inicial, se construye un nuevo flujo cuyo valor es mayor.

Definicién 9.7 Sea R = (G, %) una red y ¢ un flujo. Un camino aumentador
para ¢ es un camino simple no necesariamente dirigido de f a s que cumple
que:

n S7 a es una arista del camino aumentador recorrida en el sentido co-
rrecto entonces ¢p(a) < ¥(a).

n S7a es una arista del camino aumentador recorrida en el sentido con-
trario entonces ¢(a) > 0.

Dado un camino aumentador, se cambia el flujo ¢ por otro flujo gg con
méas valor donde



= Sia € A(G) no aparece en el camino ¢(a) = ¢(a).

)
» Sia€ A(G) estd en el camino:

(a) =¢
(a) = ¢

e = min{{¢(a) — ¢(a), a en sentido correcto},

5 (a) + € si a se recorre en sentido correcto en el camino.
¢ (

a) — € si a se recorre en sentido contrario en el camino.

{#(a), a en sentido opuesto}}.

Algoritmo 9.8 Proceso de busqueda de flujos mdzimos
i.) Se parte de un flujo Fy (por ejemplo el flujo nulo ¢(a) =0).
i.) Se busca un camino aumentador.

iii.) Se cambia Fy por el flujo obtenido al usar el camino aumentador.

Caminos aumentadores para un flujo no maximo siempre existen.

Teorema 9.9 Sea R = (G, ) una red y ¢ un flujo. ¢ tiene el valor mdzximo
sty solo si no acepta caminos aumentadores.

El proceso de encontrar un camino aumentador para un flujo dado puede
realizarse mediante el siguiente algoritmo.

Algoritmo 9.10 Algoritmo de Ford-Fulkerson. Busqueda de caminos au-
mentadores.

Sea N = (G,v) una red y ¢ un flujo. Se van a etiquetar los vértices de
G en cualquier orden siguiendo unas reglas. La etiqueta de un vértice w es
de la forma [v, c] donde v representa el vértice que precede a w en el camino
aumentador y ¢ € Ry la cantidad en que se puede aumentar (temporalmente)
el flujo.

i.) Se etiqueta f como [—, 0]

ii.) Sea v etiquetado como [x,c|. Si a es una arista que empieza en v y
acaba en un vértice no etiquetado w y ademds ¢(a) < (a). Se etiqueta
w como [v,min(c,¥(a) — ¢(a)].

iii.) Sea v etiquetado como [x,c]. Si a es una arista que empieza en un
vértice no etiquetado w y acaba en v y ademds ¥ (a) > 0. Se etiqueta
w como [v,min(c, p(a)].

Se continua hasta que no se puede etiquetar mds o se etiqueta el sumidero.



Si el algoritmo etiqueta el sumidero s entonces se ha encontrado un ca-
mino aumentador y el flujo se puede aumentar. Ademas, si existe un camino
aumentador, el algoritmo lo encuentra.

Este algoritmo puede usarse igualmente para encontrar emparejamientos
en grafos bipartitos G = (V] U V5, A) convirtiéndolos previamente en una
red donde todas las aristas tienen el mismo peso. Es necesario anadir dos
vértices que hagan las veces de fuente y sumidero uniendo la fuente con
todos los vértices de Vi y el sumidero con los vértices de V5.

Se trataran también otro tipo de problemas en redes como pueden ser
aquellas con vértices limitados en capacidad. El algoritmo para el calculo de
flujos maximos también puede usarse cuando alguno de los vértices interiores
tiene limitada la capacidad. Para ello basta con duplicar dicho vértice de
forma que en el primero solo llegue flujo y el segundo sea el que lo distribuye
anadiendo adema&s una arista entre ambos que es la capacidad del vértice.

3.5. Tema 10. Grafos planos y aplanables. Formula de
Euler. Teorema de Kuratowski. Coloreado de gra-
fos. Polinomio crématico y coloraciones.

Grafos planos y aplanables.

Anteriormente se ha definido la representacion gréafica de un grafo como
una forma de determinar un grafo. No obstante, fijado un grafo, su repre-
sentacién no tiene porque ser unica. Dependera del espacio donde se quiera
dibujar y de la forma del dibujo. En algunas situaciones modelizadas por
grafos puede ser necesario exigir ademads ciertas condiciones al diseno. Por
ejemplo: se dispone de tres casas y tres pozos y se desea construir un camino
de cada casa a cada pozo. ;Es posible realizarlo de forma que los caminos
no se crucen? Para resolver este tipo de problemas se introduce la nocién de
planaridad.

Definicién 10.1 Se dice que un grafo G es aplanable si y solo si existe una
inmersion en R%. Una representacion de un grafo es una inmersion si dos
aristas se cortan unicamente en los vértices.

Definicién 10.2 Se denomina grafo plano G a una representacion de un
grafo G en R%. Es decir, un conjunto de puntos de R? que representan los
vértices junto con un conjunto de curvas (aristas) que unen algunos de los
vértices, de forma que dos aristas se cortan a lo sumo en extremos comunes.



No hay que confundir grafo aplanable con grafo plano. Mientras el pri-
mero se refiere a la estructura del grafo con vértices y aristas, la segunda es
esencialmente una representacion del grafo. Un grafo aplanable puede repre-
sentarse de este modo por varios grafos planos.

Definicién 10.3 Sea G un grafo plano, se llama soporte de G, sop(G) al
conjunto de puntos de R? que son vértices de G o pertenecen a aristas de

G. Se llaman caras del grafo G a las distintas componentes conexas de R? —
sop(G).

i.) En todo grafo plano existe una cara que se denomina exterior que es
no acotada.

ii.) La frontera (topoldgica) de cada cara esté formada por un cierto niime-
ro de aristas (y vértices).

iii.) La frontera exterior de cada cara acotada es un ciclo. En general la
frontera de una cara es un ciclo junto con alguna arista mas.

Formula de Euler.

El nimero de caras de un grafo plano es independiente de la representa-
cion elegida.

Teorema 10.4 (Férmula de Euler) Sea G un grafo plano y conexo con
V wértices, A aristas y C' caras, entonces:

V—A+C=2

Corolario 10.5 Si G es un grafo plano con k componentes conexas, se tiene
que V—-A+C=Fk+1.

Teorema de Kuratowski.

No todos los grafos son aplanables. Una condiciéon necesaria viene dada
por el siguiente resultado.

Teorema 10.6 Si G es un grafo simple y aplanable con mas de dos vértices
se tiene que A < 3V — 6.

Ejemplos de grafos no aplanables se deducen del resultado anterior.

Teorema 10.7 K5 y K33 no son aplanables.



Corolario 10.8 Si¢ G es un grafo que contiene como subgrafo a Ks o Ks3,
entonces no es aplanable.

Estos dos grafos son bastante importantes en la caracterizaciéon de la
planaridad de un grafo. De hecho, caracterizan todos los grafos aplanables.

Definicién 10.9 Sea G un grafo, un grafo H es subdivision de G si se puede
obtener a partir de G introduciendo vértices de grado 2 en las aristas de G.

Teorema 10.10 (Kuratowski) Un grafo G es aplanable si y solo si no
contiene como subgrafo ninguna subdivision de K5 o Ks 3.

Otra condicién necesaria para que un grafo sea aplanable viene dada por
el grado de alguno de sus vértices.

Proposicion 10.11 Todo grafo simple aplanable contiene al menos un vérti-
ce de grado menor o igual que 5.

Existen otras caracterizaciones de la planaridad de un grafo.

Definicién 10.12 Sea G un grafo y a una arista de él incidente a los vértices
x ey. Se denomina contraccion de G por a , que se denota por G, al grafo
que resulta al eliminar la arista a e identificar los vértices x e y.

Teorema 10.13 (Wagner) Un grafo G es aplanable si no contiene subgra-
fos contractibles a K5 ni a Ks3.

Solidos platénicos

Si todas las caras de un grafo plano tienen como frontera ciclos de longi-
tud constante, entonces éstos grafos corresponden a las representaciones de
los solidos platénicos. En la figura 12 se muestran las representaciones en
grafos de los sélidos platonicos

Coloreado de Grafos

Uno de los problemas clasicos en teoria de grafos es el de coloreado de
mapas. Es decir, determinar el minimo nimero de colores que se necesitan
para colorear un mapa de forma que dos paises con frontera comun no ten-
gan el mismo color. Este problema engloba ademés otras situaciones como
pueden ser, por ejemplo, el almacenamiento de productos peligrosos (que
son incompatibles entre si), horario de clases (con alumnos comunes),etc. En
todos estos problemas se trata de asignar colores a los vértices de un gra-
fo de forma que dos vértices unidos por una arista tengan color diferente.
Légicamente, se supone que los grafos son simples.
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Figura 12: Grafos planos de los sélidos platonicos
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Definicién 10.14 Se dice que un grafo G es k-coloreable (k > 1) si se puede
asignar a cada vértice un color de entre k de forma que dos vértices adya-
centes tengan colores distintos.

De la definicién anterior se deduce inmediatamente que:
= Si G tiene n vértices entonces G es n-coloreable.
» Si G es k-coloreable, entonces es k’-coloreable para todo k' > k.

Por tanto existe un nimero k tal que G es k-coloreable pero no (k — 1)-
coloreable. A este niimero se le denomina nimero cromatico del grafo y se le
denota por x(G) = k.

El niimero cromatico de algunos casos particulares de grafos puede calcu-
larse directamente a parir de la definicién de coloreado de grafos utilizando
un algoritmo voraz (greedy). El método consiste en asignar colores a los vérti-
ces en orden, tal que cada vértice recibe el primer color disponible que no ha
sido asignado a ninguno de sus vértices adyacentes. En cada paso se realiza
la mejor eleccién pero sin tener en cuenta lo que ocurra después. Sin embar-
go, no siempre determina el minimo nimero de colores, es decir, el niimero
cromatico, en general serd mayor.

Las siguientes propiedades y ejemplos pueden probarse facilmente:

i.) x(G) =1 siy solo si no hay aristas en G.

ii.) x(G) =2 siy solo si G es bipartito (con aristas).
iii.) x (&) =n.
iv.) x(C,) =2sinespary x(C,) = 3 si es impar.

Usando una estrategia voraz, es posible determinar una cota para el niime-
ro cromatico.



Teorema 10.15 Sea G un grafo y sea p tal que para todo vértice x de G,
d(z) < p. Entonces:

= X(G) < (p+1).

» Si G es conexo y no regular, x(G) < p.

La condicién de no regularidad del teorema anterior es necesaria pues el
grafo completo K, tiene niimero cromatico n y cada vértice es adyacente a
n — 1 vértices. Aplicando el teorema anterior a los grafos aplanables es fécil
demostrar el teorema de los seis colores que afirma que todo grafo aplanable
entonces tiene nimero cromatico menor o igual que 6.

El problema de coloreado de grafos tiene su origen a mediados del siglo
XIX. En 1852 Guthrie se interesa por demostrar mateméticamente que son
suficientes cuatro colores para colorear cualquier mapa de forma que paises
con frontera comun tengan asignados colores distintos. A partir de un mapa
es posible construir un grafo asignando a cada pais un vértice y las aristas
coinciden con las fronteras. En 1879 Alfred Kempe publicé un articulo en el
que afirmaba haber demostrado la conjetura de los cuatro colores. Aunque la
demostracion de Kempe resulté ser incompleta ésta contenia la mayor parte
de las ideas fundamentales, reduciendo el problema a consider un conjunto de
configuraciones. Finalmente, Kenneth Appel y Wolfgang Haken en 1976, con
la ayuda del ordenador, comprobaron que la conjetura de los cuatro colores
es cierta.

Teorema 10.16 (de los 4 colores) (Appel-Haken 1976) Un grafo aplana-
ble se puede colorear con 4 colores.

Utilizando técnicas mas béasicas es posible demostrar el teorema de los
5-colores; que afirma que todo grafo plano se puede colorear con 5 colores.

Polinomio cromatico y coloraciones.

No solo interesa saber si se puede colorear un grafo con k colores, sino
también de cuantas formas se puede colorear. El primer problema queda
resuelto en cuanto se conoce el nimero cromatico, Y < k si y solo si se
podré colorear el grafo con k. La segunda cuestion determina el cardinal del
conjunto siguiente

P (k) = #{ coloraciones distintas de G usando los colores {1,...,k}}.
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Figura 13: Coloreado de Espana con 4 colores

Pg es una funcién de k, y de hecho es un polinomio en k, que se denomina
el polinomio cromético de G, Pe(k) = 3_; a;k/. Claramente Pg(k) =0 siy
solo si x(G) > k; de hecho si « es la méxima raiz entera de Pg(k), entonces
X(G)=a+1.

Es facil determinar el polinomio cromatico de ciertos grafos
» P, =z(z—1)(x—2)---(x —n+1).
» P, =x(x—1)""1

El polinomio cromatico de un grafo puede descomponerse segtin las com-
ponentes conexas de un grafo.

Proposiciéon 10.17 Sea G un grafo con r componentes conexas, Gy,Gs,
.., G, entonces
Po=Pg -Pg,-...- Pg

e

Determinar el polinomio cromatico de un grafo puede realizarse de manera
recursiva utilizando las siguientes propiedades:

Teorema 10.18 Sea G = (V, A) un grafo. Dada una arista a € A sea G, la
contraccion de G por a. Entonces:

Po = Pg_(sy — Pa,-



Teorema 10.19 Sea G = (V, A) un grafo y dos vértices x,y no adyacentes
en G. Sea G, el grafo que se obtiene de G anadiendo la arista vy y sea GFF
el grafo que resulta al identificar x con y en G. Entonces:

Teorema 10.20 Sea G = (V, A) un grafo y G1 = (V4,A1),Gy = (Va, As)
subgrafos de G tales que G = Gy UGy = (ViU VL, Ay U As) y Gi NGy =
(VinVy, Ay N Ag) es un grafo completo. Entonces:

 Pg, - Pe,

Py =-81"C
PG1ﬂG2

Utilizando estas técnicas es facil ver que Pe, = (z —1)" 4+ (=1)"(x — 1).
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