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iDe qué se trata?

e Materiales no experimentados en el marco de EsTalMat, junto
con otros de actividades si realizadas en ese ambito.

e Un conjunto de materiales, mas o menos coherente, que pretende
dar sugerencias para la preparacién de actividades concretas.

e Una aproximacién a los conceptos de conmensurabilidad e
inconmensurabilidad y racionalidad e irracionalidad, por vias
geométricas y visuales, mas que por las vias aritméticas al uso.

e Una reflexion, que se nos antoja muy necesaria, acerca del con-
cepto y accién de medir.

e Todo ello en el seno del mito pitagorico.



|.-Medir, en el sentido griego

Una magnitud mide a otra magnitud si la segunda es un
nimero entero de veces la primera
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e La magnitud v no mide a la magnitud a.

e La magnitud u si mide a la magnitud a.



Dos magnitudes se dicen conmensurables si hay otra mag-
nitud que mide a las dos simultaneamente
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e Las magnitudes a y b son conmensurables porque u es una
medida comin a ambas.

e Si u es una medida comin a las magnitudes a y b, también es
medida comin a las magnitudes by a —nb, n € Z, a — nb < b.

e Las magnitudes a y b son conmensurables si, y sélo si, la razén
entre ambas es un cociente de nlimeros enteros:
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El algoritmo de Euclides permite encontrar una magnitud
gue mide a otras dos simultaneamente, si es que esa medida
comun existe
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De ro = 273 resulta:

r1 = 2r9 + 13 = dr3
b=1r1+1ry="Trs
a=2b+ry =19r;

y r3 mide a a y a b simultdneamente.

Observacién de un hecho crucial: el proceso es finito



I1.-El mito pitagorico

e Dadas dos magnitudes a y b, j hay siempre alguna otra magnitud
d que las mida exactamente?

e Pitagoras y los pitagdricos creian que si. jEsta era la base de
su filosofia!



Hippasus (I7mracoo) de Metaponto, siglo V a. C.
presunto martir de la inconmensurabilidad



El pentagrama, simbolo que usaban los pitagdricos
para reconocerse. Contiene la semilla de la destruc-
cién de la base de la filosofia pitagoérica.



El pentagrama, con los segmentos a los que dirigi-
mos nuestra atencién



I11l.-La seccion aurea

El lado de un pentdgono regular y una diagonal json conmensu-
rables?

e Los tridngulos ByAgEy
y AgEyD1 son isésceles

e Los tridngulos ByAgEy
y AgD1 By son semejantes

_1+5

ly d= 5 ison conmensurables?
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|
|
| e 1y es la diagonal BoFEp
: del pentagono; r1 es el lado
: AoEy

I

b pul El tridngulo AgFEoD; es
W, isésceles:

D1E0 = A()EO =T

® o = BpD es el residuo
de la divisién de rg entre
r1 (el cociente es 1)

e r3 — D, es el residuo
de la divisiéon de r{ entre
ro (el cociente es 1)

e BoE1B1D es un paralelogramo; por lo tanto, para la diagonal
E1 By,
E1By = BoD1 =19

e A1B1y D.C son lados del pentagono A1B:1C1 D FEq:
A1By = D.Cy =3

Una unidad de medida comun a la diagonal y al lado del pentdgono
AgBoCoDoEy también es una unidad de medida comin a la dia-
gonal y al lado del pentagono A1B1C1D1FE1 vy a las diagonales y
lados respectivos de todos los pentagonos sucesivos. El proceso
no tiene fin, asi que

Ly ®— 1 +2\/5

son, efectivamente, inconmensurables
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IV.-El caso de la raiz cuadrada de 2

El lado de un cuadrado y una diagonal json conmensurables?
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Los tridngulos ACAP y ACA P’ son isdsceles con CAP =

= (CA'P' = 45° vy, por lo tanto, son semejantes. La razdén de
semejanza es p = v/2 — 1. Resulta

A’D:pAB:a(\/?—1> — av2 —a=AC — AB = BC
En consecuencia
CD=a—BC—-AD=a-2BC
BC = pAB = pa
CD = pBC = p*a

e Los segmentos AB, BC'y C'D estan en progresion geométrica
de razén /2 — 1.

e El segmento C'D es el residuo de la divisién de AB entre BC
(el cociente es 2).
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Alio modo:
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e Los segmentos AB, BC'y C'D estan en progresion geométrica
de razén p =2 — 1.

e El segmento C'D es el residuo de la divisién de AB entre BC
(el cociente es 2).

14



= a3 — 2a,; a5 < ay
ay — 2a5; ay < as

a; — 2ay; a3 < ay
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e Una unidad de medida comin a a;_1 y a; también lo es a a; y
Aj41-

ea;=(vV2- 1)i_1 > () siempre.

El proceso no tiene fin, no hay una medida comiin a 1 y v/2 que
son, por lo tanto, inconmensurables.
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V.-Problemas y actividades

Actividad:

Extender el razonamiento hecho para V2 a V5, V10, V17 Yy, en
general, a irracionales de la forma v/1 + n?, con n € N.
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Problema 1: Las pajaritas:

_|_

_
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i Cédmo construir una sola pajarita, a partir de las seis piezas de
dos pajaritas iguales mds pequenas?




Problema 2:

Queremos tapar una ventana cuadrada, el cristal de la cual tiene
una superficie de 2 m? y, para ello, disponemos de un trozo rec-
tangular de telade 2 m x 1 m.

e ;Como hay que cortar la tela y unir después estas partes para
cubrir la ventana exactamente?

e ; Cudl es el nimero minimo de cortes que hay que hacer?
Problema 3:

Dos atletas corren, a la misma velocidad, 4 m/s, por dos circuitos
diferentes: uno, sigue el perimetro de un cuadrado de 50 m de
lado, dando vueltas indefinidamente, y el otro sigue la diagonal
del mismo cuadrado, yendo y regresando indefinidamente. En un
cierto momento, ambos salen del mismo punto, uno de los vértices
del cuadrado. ;jCuanto tiempo tardaran en volverse a encontrar
en alguno de los vértices del cuadrado?
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Problema 4:

En el problema 2 hemos conseguido encontrar una longitud que
corresponde a v/2. Por lo tanto, el hecho de que se trata de un
nimero irracional, no impide que podamos construirlo con regla
y compas, una vez que se ha dado el segmento unidad. jCémo
construirfas v/3 con reglay compas ? ;Y v/17? Propén un método
que sirva para construir la raiz cuadrada de n.

Problema 5. La media aritmética y la media geométrica:

e Dados dos segmentos de longitudes respectivas a y b, jsabrias

encontrar geométricamente su media aritmética a—zkb? .Y su
media geométrica vab ?

e Demuestra geométricamente que la media aritmética de a y b
siempre es mayor o igual que la media geométrica de a y b:

“;bz@

i Qué debe ocurrir para que las dos medias sean iguales?

Problema 6:

Dado un segmento a, queremos construir construir el segmento
Vva con regla y compds. j Cémo podremos hacerlo?

19



Problema 7. Método babilénico de aproximaciéon de raices
cuadradas:

Encontrar la raiz de un nimero N consiste en encontrar el lado
de un cuadrado de IV unidades cuadradas de superficie.

Dados dos niimeros diferentes, X7 y X5, que cumplan X7 x X5 =
N tenemos un rectangulo de superficie N. Necesariamente, uno
de los niimeros es mayor que la raiz cuadrada de N y el otro es
menor que esa raiz.

Ahora, partiendo de este rectangulo, podemos construir una su-
cesién de rectangulos de area NV, de modo que cada uno de ellos
tenga una forma “mas cuadrada” que el anterior. Para obtener
uno de los lados del segundo rectdngulo, calcularemos la media
aritmética de los lados del primero y después repetiremos este
proceso. De este modo, los lados de los rectdngulos que vamos
obteniendo son aproximaciones cada vez mejores al valor de la raiz
que buscamos.

e Encuentra una aproximacién de V20 mediante este método:
Parte de un rectdngulo de area 20 y construye una sucesién de
rectangulos, todos de drea 20, cada vez més “mds cuadrados’.
Haz lo mismo para encontrar la raiz cuadrada de 13.
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