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❙❡ ♣1♦❝❡❞❡ ❛ ❞❡#❝1✐❜✐1 ❞❡ ❢♦1♠❛ #♦♠❡1❛ ❡❧ ♠❡❝❛♥✐③❛❞♦✱ ✐♥❞✐❝❛1 ❛❧❣✉♥♦# ❡❥❡♠♣❧♦# ② ❡①♣❧✐❝❛1
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❧❛ $❡❣✉♥❞❛ $❡ ✐♥+❡♥+❛ ❝♦♥$❡❣✉✐. ✉♥❛ $✉♣❡.✜❝✐❡ ❞❡ ♣✐❡③❛ ❞❡ ❝❛❧✐❞❛❞✳ ▲❛$ ❝♦♥❞✐❝✐♦♥❡$ ❞❡ ❝♦.+❡

♣✉❡❞❡♥ $❡. ♠✉② ❞✐$+✐♥+❛$✳

❊♥ ❧❛ ♠❛②♦.7❛ ❞❡ ❧♦$ ❞✐❢❡.❡♥+❡$ ♣.♦❝❡$♦$ ❞❡ ♠❡❝❛♥✐③❛❞♦✱ $❡ ❡♥❝✉❡♥+.❛♥ ✹ ❝♦♠♣♦♥❡♥+❡$

❞✐❢❡.❡♥+❡$✱ ❛ $❛❜❡.✿

✶✳ =✐❡③❛ ❞❡ +.❛❜❛❥♦✿ ❧❛ ♣✐❡③❛ ❛ ❧❛ ?✉❡ $❡ .❡+✐.❛.@ ♣❛.+❡ ❞❡ ♠❛+❡.✐❛❧ $✉♣❡.✜❝✐❛❧✳

✷✳ ❍❡..❛♠✐❡♥+❛ ❞❡ ❝♦.+❡✿ ❡❧❡♠❡♥+♦ ❡♥❝❛.❣❛❞♦ ❞✐.❡❝+❛♠❡♥+❡ ❞❡ ❡❧✐♠✐♥❛. ❡❧ ♠❛+❡.✐❛❧✳

✸✳ ▼@?✉✐♥❛✲❍❡..❛♠✐❡♥+❛✿ ▼@?✉✐♥❛ ❡♥❝❛.❣❛❞❛ ❞❡ ♣.♦❞✉❝✐. ❧♦$ ♠♦✈✐♠✐❡♥+♦$ ♥❡❝❡$❛.✐♦$ ♣❛.❛

❡❧ ♠❡❝❛♥✐③❛❞♦✳

✹✳ ❯+✐❧❧❛❥❡ ❛✉①✐❧✐❛.✿ ❊❧❡♠❡♥+♦$ ♣❛.❛ ❡❧ ❛❣❛..❡ ② ♣♦$✐❝✐♦♥❛♠✐❡♥+♦ ❞❡ ❧❛ ♣✐❡③❛✳

❯♥❛ ❝❧❛$✐✜❝❛❝✐I♥ ❜@$✐❝❛ ❞❡ ❧❛$ ❤❡..❛♠✐❡♥+❛$ ❞❡ ❝♦.+❡ ♣✉❡❞❡ $❡. ❧❛ $✐❣✉✐❡♥+❡✿

❋✐❣✉.❛ ✸✳✶✿ ❈❧❛$✐✜❝❛❝✐♦♥ ❞❡ ❤❡..❛♠✐❡♥+❛$ ❞❡ ❝♦.+❡✳

❆❧❣✉♥❛$ ▼@?✉✐♥❛$✲❍❡..❛♠✐❡♥+❛ $♦♥✿

❈❡♣✐❧❧❛❞♦.❛

❋.❡$❛❞♦.❛

❚❛❧❛❞.❛❞♦.❛

▲✐♠❛❞♦.❛
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❢✉♥❝✐♦♥❡1 ❞✐❢❡$❡♥2❡1✱ 1❡❣<♥ ❝♦♥✜❣✉$❛❝✐♦♥❡1✳

✸✳✶✳✷✳ ❈♦&'❡ ❖&'♦❣♦♥❛❧

▲❛ ❣❡♦♠❡2$6❛ ❞❡❧ ❝♦$2❡ ❡♥ ❧♦1 ♣$♦❝❡1♦1 ❞❡ ♠❡❝❛♥✐③❛❞♦ ♣✉❡❞❡ 1❡$ ♠✉② ❝♦♠♣❧❡❥❛ ② ❞✐❢6❝✐❧ ❞❡

❞❡1❝$✐❜✐$ ♣♦$ ❧♦ C✉❡✱ ❛❧ ✐❣✉❛❧ C✉❡ ❡♥ ♦2$♦1 ♠✉❝❤♦1 ❡12✉❞✐♦1 $❡❝✐❡♥2❡1✱ ❡♥ ❡12❡ ❚$❛❜❛❥♦ ❋✐♥ ❞❡

▼E12❡$ 1❡ 1✐♠♣❧✐✜❝❛$E ❧❛ ♣$♦❜❧❡♠E2✐❝❛ ✉2✐❧✐③❛♥❞♦ ❡❧ ❝♦$2❡ ♦$2♦❣♦♥❛❧ ♣❛$❛ ❡12✉❞✐❛$ ❡❧ ❞❡1❣❛12❡✳

❊♥ ❡12❡ ❝❛1♦ ❧❛ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞ ❞❡ ❝♦$2❡ ❡1 ♣❡$♣❡♥❞✐❝✉❧❛$ ❛❧ ✜❧♦ ❞❡ ❝♦$2❡✱ ② 1❡ ❝♦$$❡1♣♦♥❞❡ ❝♦♥ ❡❧

❝♦$2❡ ♦❜❧✐❝✉♦ ♣❛$❛ ❡❧ E♥❣✉❧♦ ❞❡ ✐♥❝❧✐♥❛❝✐4♥ λ = 0➸✱ 1✐ 1❡ 1✐❣✉❡ ❡❧ ❡1C✉❡♠❛ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉$❛✿

❋✐❣✉$❛ ✸✳✷✿ ❊1C✉❡♠❛ ❞❡ ❝♦$2❡ ♦❜❧✐❝✉♦✳

❊♥ ❧❛ 1✐❣✉✐❡♥2❡ ✜❣✉$❛ 1❡ ♦❜1❡$✈❛ ❡❧ ❡1C✉❡♠❛ ❞❡❧ ❝♦$2❡ ♦$2♦❣♦♥❛❧ ❝♦♥ ❧❛1 ❝❛$❛❝2❡$612✐❝❛1

❣❡♦♠J2$✐❝❛1✿
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❞✐❡♥❞♦ ❣❡♥❡(❛( (❡❜❛❜❛ ♦ ✈✐(✉)❛, ❡♥ ❡❧ ❛❝❛❜❛❞♦✳

❈♦""♦$✐✈♦✿ ♣✉❡❞❡ ❞❛(,❡ ♣♦( ❧❛, ❛❧)❛, )❡♠♣❡(❛)✉(❛, <✉❡ ❛❧❝❛♥③❛♥ ❧♦, ♠❛)❡(✐❛❧❡, ② ❧❛ ♣(❡,❡♥❝✐❛

❞❡ ♦①C❣❡♥♦ ❛♠❜✐❡♥)❛❧✳

❉✐❢✉$✐✈♦✿ ❡❧ <✉❡ ,❡ ❞❛ ❜❛❥♦ ❛❧)❛ )❡♠♣❡(❛)✉(❛ ② ✈❡❧♦❝✐❞❛❞❡, (❡❧❛)✐✈❛,✱ ❛❧ ♦❝✉((✐( ❡❧ ❢❡♥:✲

♠❡♥♦ ❞❡ ❞✐❢✉,✐:♥ ❡♥)(❡ ❧♦, ♠❛)❡(✐❛❧❡, ❡♥ ❝♦♥)❛❝)♦✱ ♣✉❞✐❡♥❞♦ ❛❢❡❝)❛( ❛ ❧❛ ❞✉(❡③❛ ❞❡ ❧❛

❤❡((❛♠✐❡♥)❛✱ ❤❛❝✐❡♥❞♦ A,)❛ ♠D, ❞A❜✐❧ ❢(❡♥)❡ ❛ ♦)(♦, ♠❡❝❛♥✐,♠♦,✳

❊♥ ❧❛ ,✐❣✉✐❡♥)❡ ✜❣✉(❛ ,❡ ♣✉❡❞❡ ♦❜,❡(✈❛( ❧♦, ❞✐❢❡(❡♥)❡, ♠❡❝❛♥✐,♠♦, ② ❞:♥❞❡ ,❡ ❧♦❝❛❧✐③❛♥

♣(✐♥❝✐♣❛❧♠❡♥)❡✿

❋✐❣✉(❛ ✸✳✹✿ ❉✐,)(✐❜✉❝✐:♥ ❛♣(♦①✐♠❛❞❛ ❞❡ ♠❡❝❛♥✐,♠♦, ❞❡ ❞❡,❣❛,)❡✳
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✸✳✷✳✷✳ ❚✐♣♦' ❞❡ ❞❡'❣❛',❡

❊♥ ❡❧ ♣'♦❝❡*♦ ❞❡❧ ❝♦',❡ ♦',♦❣♦♥❛❧ *❡ ❞❛♥ ❛ ❧❛ ✈❡③ ✈❛'✐♦* ♠❡❝❛♥✐*♠♦* ❞❡ ❞❡*❣❛*,❡✱ ❧♦ 4✉❡ ❛

*✉ ✈❡③ ♦'✐❣✐♥❛ ✈❛'✐♦* ,✐♣♦* ❞❡ ❞❡*❣❛*,❡✳ ❙❡❣8♥ ❧❛* ❝♦♥❞✐❝✐♦♥❡* ❞❡ ❝♦',❡ ② ❧♦* ♠❛,❡'✐❛❧❡* 4✉❡ *❡

✉*❡♥✱ *❡ ❞❛':♥ ❡♥ ♠❛②♦' ♦ ♠❡♥♦' ♣'♦♣♦'❝✐;♥✳ ❙❡ ❞❡*❝'✐❜❡♥ ❛ ❝♦♥,✐♥✉❛❝✐;♥ ❧♦* ♠:* ✉*✉❛❧❡*✿

❉❡"❣❛"%❡ ❞❡ ✢❛♥❝♦✿ *❡ ♣'❡*❡♥,❛ ❡♥ ❡❧ ✢❛♥❝♦ ♦ *✉♣❡'✜❝✐❡ ❞❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝✐❛ ❞❡ ❧❛ ❤❡''❛♠✐❡♥,❛✱

❝❛✉*❛❞♦ ♣'✐♥❝✐♣❛❧♠❡♥,❡ ♣♦' ❧♦* ♠❡❝❛♥✐*♠♦* ❛❜'❛*✐✈♦ ② ❛❞❤❡*✐✈♦✳

❉❡"❣❛"%❡ ❞❡ ❝,-%❡,✿ *❡ ♣'❡*❡♥,❛ ❡♥ ❧❛ *✉♣❡'✜❝✐❡ ❞❡ ❛,❛4✉❡✱ ❝❛✉*❛❞♦ ♣♦' ♠❡❝❛♥✐*♠♦* ❞❡

❞❡*❣❛*,❡ ❞✐❢✉*✐✈♦✱ ❛❞❡♠:* ❞❡ ❛❜'❛*✐✈♦ ② ❛❞❤❡*✐✈♦✳

❉❡"❣❛"%❡ ❞❡ ♠✉❡"❝❛✿ *❡ ♣'❡*❡♥,❛ ❡♥ ❧❛ ③♦♥❛ ❞❡ ❝♦♥,❛❝,♦ ❞❡ ❧❛ ❤❡''❛♠✐❡♥,❛ ❝♦♥ ❧❛ *✉♣❡'✜❝✐❡

❧✐❜'❡ ❞❡ ❧❛ ♣✐❡③❛✳

❊"❝♦,✐❛❝✐2♥ ✭❝❤✐♣♣✐♥❣✮✿ ♣B'❞✐❞❛ ❞❡ ♣❡4✉❡C❛* ❛*,✐❧❧❛* ❡♥ ❡❧ ✜❧♦ ❞❡ ❝♦',❡✳ ❙❡ ♣✉❡❞❡ ❞❛' ❡♥

♣'♦❝❡*♦* ❞❡ ❝♦',❡ ✐♥,❡'♠✐,❡♥,❡✳

❋,❛❝%✉,❛✿ ♣B'❞✐❞❛ ❞❡❧ ✜❧♦ ❞❡ ❝♦',❡✳ ❙❡ ❞❛ ❡♥ ❤❡''❛♠✐❡♥,❛* ♠✉② ❣❛*,❛❞❛* ♦ 4✉❡ ❤❛♥ *✉❢'✐❞♦

❝♦♥❞✐❝✐♦♥❡* ♠✉② ❞✉'❛*✳

❊♥ ❡*,❡ ❚'❛❜❛❥♦ *❡ ❡*,✉❞✐❛ ❡❧ ❞❡*❣❛*,❡ ♠❡❞✐❛♥,❡ ✉♥ ♠♦❞❡❧♦ ❜✐❞✐♠❡♥*✐♦♥❛❧ ❝♦♥,✐♥✉♦✱ ♣♦' ❧♦

4✉❡ *;❧♦ ❞❡ ✐♥,❡'B* ❧♦* ❞❡*❣❛*,❡* ❞❡ ✢❛♥❝♦ ② ❝':,❡'✳ ❊♥ ❧❛ *✐❣✉✐❡♥,❡ ✜❣✉'❛ *❡ ♠✉❡*,'❛♥ ❛❧❣✉♥♦*

,✐♣♦* ❞❡ ❞❡*❣❛*,❡ ♠:* ❢'❡❝✉❡♥,❡*✿

❋✐❣✉'❛ ✸✳✺✿ ❚✐♣♦* ❞❡ ❞❡*❣❛*,❡ ♠:* ❢'❡❝✉❡♥,❡*✳

✸✳✷✳✸✳ ▼♦❞❡❧♦' ❞❡ ❞❡'❣❛',❡

▲❛ ♠♦❞❡❧✐③❛❝✐;♥ ❞❡ ✉♥ ❢❡♥;♠❡♥♦ ,✐❡♥❡ ♣♦' ✜♥ 8❧,✐♠♦ ❧❛ ❞❡*❝'✐♣❝✐;♥ ❞❡ *✉* ❝❛'❛❝,❡'J*,❛*

❡♥ ❢✉♥❝✐;♥ ❞❡ ✉♥❛ *❡'✐❡ ❞❡ ✈❛'✐❛❜❧❡*✳ ❊♥ ❧♦ '❡❢❡'❡♥,❡ ❛❧ ❞❡*❣❛*,❡✱ *❡ ♣'❡,❡♥❞❡ ❡♥,❡♥❞❡' ②

❞❡*❛''♦❧❧❛' ❝;♠♦ ❡✈♦❧✉❝✐♦♥❛♥ ❧♦* ❞✐❢❡'❡♥,❡* ,✐♣♦* ❞❡ ❞❡*❣❛*,❡✱ ② ❝;♠♦ ❛❢❡❝,❛♥ ❧❛* ✈❛'✐❛❜❧❡*

❣❡♦♠B,'✐❝❛* ② ❞❡ ❝♦',❡ ❡♥ ❧❛ ❞✐*,'✐❜✉❝✐;♥ ❡ ✐♥,❡♥*✐❞❛❞ ❞❡❧ ❞❡*❣❛*,❡ ❡♥ ❧❛ ❤❡''❛♠✐❡♥,❛✳ ❊♥ ❡❧

❝❛♣J,✉❧♦ ❞❡ ❊*,❛❞♦ ❞❡❧ ❆',❡ *❡ ❤❛♥ ✐♥❞✐❝❛❞♦ ✈❛'✐♦* ♠♦❞❡❧♦* ❞❡ ❞❡*❣❛*,❡✱ 4✉❡ *❡ ♣'♦❝❡❞❡♥ ❛

❞❡*❝'✐❜✐' *♦♠❡'❛♠❡♥,❡✳
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❊❝✉❛❝✐%♥ ❞❡ ❆*❝❤❛*❞

❆#❝❤❛#❞ ♣#♦♣♦♥❡ ✉♥❛ ❡❝✉❛❝✐.♥ ❝✉②❛ ❛♣❧✐❝❛❝✐.♥ ❛❝1✉❛❧ 1✐❡♥❡ ❡21❛ ❢♦#♠❛✿

dW

dt
= K

pa➲vb

Hc

❙✐❡♥❞♦✿

dW
dt

✿ ❡❧ ✈♦❧✉♠❡♥ ❞❡ ♠❛1❡#✐❛❧ #❡1✐#❛❞♦ ♣♦# ✉♥✐❞❛❞ ❞❡ 1✐❡♠♣♦✳

p✿ ❧❛ ♣#❡2✐.♥ ❡♥ ❧❛ ③♦♥❛ ❞❡ ❝♦♥1❛❝1♦✳

v✿ ❧❛ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞ ❞❡ ❞❡2❧✐③❛♠✐❡♥1♦✳

H✿ ❧❛ ❞✉#❡③❛ ❞❡ ❧❛ ❤❡##❛♠✐❡♥1❛✳

K✱ a✱ b✱ c✿ ❝♦❡✜❝✐❡♥1❡2 ❝❛❧✐❜#❛❞♦2 ❡①♣❡#✐♠❡♥1❛❧♠❡♥1❡✳

❊21❛ ❡❝✉❛❝✐.♥ ♠♦❞❡❧❛ ❞❡ ❢♦#♠❛ ❝♦##❡❝1❛ ♣#♦❝❡2♦2 ❞✐2❝#❡1♦2 ❝♦♠♦ ❧❛ ❢♦#❥❛✱ ❡♥ ❧♦2 @✉❡ ❡❧ ❞❡2❣❛21❡

❞♦♠✐♥❛♥1❡ ❡2 ❡❧ ❛❜#❛2✐✈♦✳ B❛#❛ ♣#♦❝❡2♦2 ❝♦♥1✐♥✉♦2 ❤❛② ♠♦❞❡❧♦2 ♠C2 ❛❞❡❝✉❛❞♦2✱ ♣❡#♦ ❡♥

❛❧❣✉♥♦2 ❝❛2♦2 2❡ 2✐❣✉❡ ✉1✐❧✐③❛♥❞♦✳

▼♦❞❡❧♦ ❞❡ ❚❛❦❡②❛♠❛ ② ▼♦*❛3❛

❊❧ ♠♦❞❡❧♦ @✉❡ ♣#♦♣♦♥❡♥ ❚❛❦❡②❛♠❛ ② ▼♦#❛1❛ ❡2 ❡❧ 2✐❣✉✐❡♥1❡✿

dW

dt
= G(v, f) +D➲ exp

(

−E

R➲T

)

❙✐❡♥❞♦✿

dW
dt

✿ ❡❧ ✈♦❧✉♠❡♥ ❞❡ ♠❛1❡#✐❛❧ #❡1✐#❛❞♦ ♣♦# ✉♥✐❞❛❞ ❞❡ 1✐❡♠♣♦✳

v✿ ❧❛ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞ ❞❡ ❝♦#1❡✳

f ✿ ❡❧ ❛✈❛♥❝❡ ♣♦# ✈✉❡❧1❛ ✭❞❡❧ ✐♥❣❧H2 ❢❡❡❞✮✳

G✿ ❢✉♥❝✐.♥ ❞❡ ❧❛ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞ ② ❡❧ ❛✈❛♥❝❡✳✱ ❞❡♣❡♥❞❡ ❞❡❧ ♠❛1❡#✐❛❧✳

D✿ ❝♦♥21❛♥1❡ ❡①♣❡#✐♠❡♥1❛❧✳

E✿ ❊♥❡#❣J❛ ❞❡ ❛❝1✐✈❛❝✐.♥ ❞❡❧ ♣#♦❝❡2♦✳

R✿ ❝♦♥21❛♥1❡ ✉♥✐✈❡#2❛❧ ❞❡ ❧♦2 ❣❛2❡2✳

T ✿ ❚❡♠♣❡#❛1✉#❛✳

❊♥ ❡21❡ ♠♦❞❡❧♦ 2❡ 1✐❡♥❡♥ ❡♥ ❝✉❡♥1❛ ❡❧ ❞❡2❛21❡ ❛❜#❛2✐✈♦✱ ❝♦♠♦ ❡♥ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐.♥ ❞❡ ❆#❝❤❛#❞✱ ②

❡❧ ❞✐❢✉2✐✈♦✳
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▼♦❞❡❧♦ ❞❡ ❯&✉✐

❊❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ❯)✉✐ ❡) ❡❧ )✐❣✉✐❡♥.❡✿

dW

dt
= A➲σn➲Vs exp

(

−B

T

)

❙✐❡♥❞♦✿

dW
dt

✿ ❡❧ ✈♦❧✉♠❡♥ ❞❡ ♠❛.❡3✐❛❧ 3❡.✐3❛❞♦ ♣♦3 ✉♥✐❞❛❞ ❞❡ .✐❡♠♣♦✳

σn✿ .❡♥)✐6♥ ♥♦3♠❛❧✳

Vs✿ ❧❛ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞ ❞❡ ❞❡)❧✐③❛♠✐❡♥.♦✳

T ✿ ❧❛ .❡♠♣❡3❛.✉3❛ ❡♥ ❧❛ ✐♥.❡3❢❛)❡✳

A✱ B✿ ❝♦❡✜❝✐❡♥.❡) ❝❛❧✐❜3❛❞♦) ❡①♣❡3✐♠❡♥.❛❧♠❡♥.❡✳

❊).❡ ♠♦❞❡❧♦ ❡) ❛❞❡❝✉❛❞♦ ♣❛3❛ ♣3♦❝❡)♦) ❝♦♥.✐♥✉♦)✱ ❝♦♠♦ ❡❧ .♦3♥❡❛❞♦✱ ❡♥ ❧♦) >✉❡ ❡❧ ❞❡)❣❛).❡

❛❞❤❡)✐✈♦ ❡) ❞♦♠✐♥❛♥.❡✳ ❙❡3@ ❡❧ ✉.✐❧✐③❛❞♦ ♣❛3❛ ❧❛) )✐♠✉❧❛❝✐♦♥❡) ❡♥ ❡❧ ♣3❡)❡♥.❡ ❚3❛❜❛❥♦✳
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dW

dt
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[

Kabrasivo➲K➲

(

Pn−1

a

Pn
t

)

➲V B +Kadhesivo➲ exp(a➲T )

]

➲Vc➲σn➲w + . . .

. . .+

[

Kdifusivo➲

√

Vc➲V B➲ exp

(

−

KQ

T

)]

➲w

❙✐❡♥❞♦✿

dW
dt
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Pa

✳
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