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RESUMEN

Como aplicación dei estimador de la razón, se presenta un procedi-

miento para determinar los tamaños muestrales necesarios para la elabora-

ción de tin índice simple, en el muestreo aleatorio simple y en el muestreo

aleatorio estratificado, de una población finita. En este último caso, se

obtiene e interpreta la afijación óptima de la muestra.

Por último, se generaliza el rnétodo en ambos tipos de muestreo, al caso

de la elaboración de números índices compuestos, obteniendo e interpre-

tando las afijaciones óptimas resultantes.

Palabras clave: Estimador de la razón, tamaño muestral, afijación óptima,

número índice simple, número índice compuesto.

I. INTRODUCCION

La mayoría de los textos y de los estudios relativos a la metodología de obtención

de núi^heros índices centran su atención en la propia estructura del índice. Para estudiar

la evolución en el tiempo de una variable (precio, producción, salario, etc.) o su

distribución espacial referida a un mismo instante de observación, se suele elaborar un

índice, bien sea un índice simple o un índice compuesto de índices sirnples agregados
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con un conjunta de ponderaciones determinado. En todos [os casos se suele partir de

una hipátesis inicial -generalmente no contrastada- de que el conjunto de unidades

informantes acerca de los valores de la variable estudiada, es completamente represen-

tativo de la población a la que pertenece.

Desde un punto de vista objetivo, el procedimiento que se deberia seguir par•a la

obtencián de un número índice sería:

l.° Decidir cuál es el tipo de índice que méjor se ^justa a las necesidades de ia

situación estudiada, y en el caso de requerirse un índice compuesto, establecer la

fórmula agregativa de los índices simples que lo constituyen.

2.a Construir un marco o directorio, constituido por todas aquellas unidades que

puedan suministrar la información a que se refiere el índice -o al menas sea un

conjunto de cong,lomerados de dichas unidades-, que cubra la población total.

3.° Seleccionar una muestra de unidades de ese directorio que sea representativa

del rnismo, en el sentido de permitir la elaboración de un «índice estimado» en base a

las observaciones muestrales, con un error de muestreo inferior a un valor prefijado en

función de las necesidades y del coste del estudio.

Ei abjeto del presente estudio es precisamente el de presentar una forma de determi-

nar el tamaño muestral necesario para obtener un estimador de un índice simple en un

muestrea aleatorio y en un muestreo aleatorio estratificado, en el cual se determina

tambi^n la afijación áptima, como una aplicación directa del estimador de la razón. Por

último, se generaliza el procedimiento para el caso en que se desee elaborar un índice

compuesto de varios indices simples, en ambos tipos de muestreo.

II. DETERMINACION DEL TAMAÑO MUESTRAL OPTIMO PARA LA

ELABORACION DE UN INDICE SIMPLE DE UNA POBLACION FINITA DE

N UNIDADES

2.1. EN UN MUESTREO ALEATORIO SIMPLE SIN REEMPLAZAMIENTO

Sea X la variable a considerar y representemos por Xo y Xt a sus valores en los

peréodos cero (base) y t.

Se desea obtener el tarnaña muestral necesario para estimar a partir cie una muestru

común, en arnbos períodos el índice simple R, = X^/Xo, con un error de muestreo

inferior a un valor pref^jado e(por ejemplo, e= 0,41 para un error de muestreo del

1 por 104 en el valor de R^).
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Ubservando que Rr es la expresión de una razón de variables aleatorias , y q ue

además dichas variables, generalmente, estarán muy positivamente correlacionadas, por

ser la misma variable, aunque observada en instantes o lugares diferentes, se puede

pensar en !a conveniencia de utilizar corr^o estimador de Rr = Xf/Xo !a razón muestral

^, ^zrl.^o. Su varianza en el muestreo se obtiene a partir de la expresión general de la

varianza aproximada de orden !/n del estimador de la razón, que en este caso resulta:

V( ^i,) ^ R; (Cx, + Cxa - 2C^,x p)

siendo Cxr y CX^^ los cuadrados de los coeficientes de variación {o viarianzas relativas)

de la media muestral de la variable X en los períodos o lugares t y o, respectivamente,

y Cxr.^^ el coefciente de covariación (o covarianza relativa) de las medias rnuestrales z^,

x^^, dados por:

C xl

1 - f Sz
V(zr) n ►

E(xr)2

I - .f

C,x = `%(X a) ^ 11

^^
E(x^)^ Xo

Xzr

S
U

cov(xrXa) _ n
CX1X,^

= E x E z) ^ X Xl ^^ ^ p l o

S ro

con S ^ =

con SZ =0

con S ^Q

n

siendo f=- la fracción de muestreo,
N

{Xir ^ Xr)2

N -1

N

^ ( X^o y Xa)2
i t

N -- 1

( x^r - Xr) i X;o

-- 1

Sustituyendo en la expresión aproximada de V( ^r) se obtiene:

V(^t) - ^t (,
^ ^t + `^O r ^ ^to

Xó n X^ X^ XrXo

(1 - .f )

X ón
(Sf + R;So -- 2R^Sro}

de donde despejando n

n -
+

N V(Rr) + Rr

.
2 2

N R2 _S` + _s ° _ 2 S^o

^ X^ Xó X1Xo

S^ S^ 2 Sro

JC^ Xó XiXX^ Xd XrXo
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N(Sr + R^S^ + 2R^Sro)

N x© V( R^) +( S ^+ R; SQ -- 2RrS^p)

expresión que permite obtener el tamaño muestral necesario para estimar un indice
sirnple R, = X^/ Xo mediante R, = z, lz o con un errar de muestreo ^^) pref^jado,

En la práctica los valores poblacionales de Rr, Xr, Xo, S; , Só y Sro serán desconoci-

dos. En este caso se estimarán a partir de una muestra ensayo.

II.2. EIV UN MUESTREO ALEATORIO ESTRATIFICADO SIN REEMPLAZAMIENTO. AFIJACI(SN

ÓPTIMA

Supongamos una población finita de N unidades estratificada en L estratos h= 1, 2,
..., L, de tamaños N,, conocidos. Utilizaremos como estimador de R^ = X^/Xo, el

estimador combinado de la razón en el muestreo estratificado

x s,
^ ^, _

X so

siendo

por presentar, en general, una variabilidad mayor que el estimador separado, y por

simplificar los cálculos al no ser necesario considerar estimadores de la razón distintos

en cada uno de los estratos.

La varianza aproximada de orden 1/n de ^^r viene dada por

V( ^cr) = R2 (Cxst + Czso - 2 G xsrxso)

siendo

C 2 - V(^`s^) ^
xsr E(^, ) 2

sr

N 1ĥ - fh s ^
^ 2 hr

h=^ N nM
con S ĥt

( X ^tir - X ht ) z

Xi

Nh

;_

Nh -1
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Nti 1 - .fti

2V(xsa) h N nti^ _ ^ -- -

^sÓ E(Xso)2 - Xó

C_
^st ^so

con

S h© ihc^ ^ X ho ^ ^

1'V h - 1

N" 1 fh S
^ hto

COV (z31xs°) h N^ nh

E(x.rt) E{acso) xtX°

_
( x iht X ht ^( X iho X ho ^

Ĵ hto ---
Nh - 1

Sustituyendo en V(1^r^) y simplificando, se obtiene

2 Z

V(^ ) = 1 N"Shr + R2cr - ^
xoN2 " nh

1
^ Nhsht + RZX,°N2
h

^

con S ĥ° _

N^S2h hv

^ nh

^N h S,^° -

z
- 2R Nh S -

^ hto

h n"

2 R ^ N"Shro

h

107

La afijación óptima n h se halla minimizando V( R^r) condicionado a yue ^: n h= n.

Construyendo la función

^(nh) = V(^°t) -` ^ ^ n" - n
h

derivando respecto a n h, e igualando a cero

2 a 2 2 z
1 -- N h Sht -- Rz N" S"°

+ 2 R N h
S"ro _?^, = 0

XóN^ n^ n ĥ n ĥ

de donde

n-- _l N{S ĥr + R2S 2- 2 RShr°) ^r2h N X^ h ho
^ o^/ /^

e impaniendo que ^ n^, = n, se deduce finalmente

N"(sht + R^Sh° - 2 RSñro) tn
nh = n

Nh(Sĥ, + R2S"° - 2 RShr°) ^r2
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Sustituyendo en las expresiones de las varianzas relativas, y despejando n se tiene

^ Nti(S^,l + R ^Sĥ^, - 2 RSkrU) ^^2 2
^

n --
IV2XóV(R^,) +^^ Nti(S^^ + R^S,^Q - 2 RStird)

n

que es la expresión que permite obtener n en funcián de R, Xl, Xo, Sĥ^, S ĥ^ Y Shrp, Pa^
unos tamaños poblacionales N^ conocidos y una varianza V(R^^) prefijada.

Se puede observar córno esta expresión generaliza la fcírmula obtenida para un

muestreo aleatorio simple, que queda como caso particular si se considera solamente un

estrato. ^

Int^rprercrc•rc^n de !a afijUC'icírt cáptimu c^latenida

La afijación óptima obtenida en el muestreo aleatorio estratificado para el estimador

de la razon combinado favorecerá los tamaños muestrales de aquellos estratos con

mayor número de unidades, y con mayor varianza en t y en o, en tanto que se reducirá

el tamaño n,, en aquellos estratos en los que la covarianza entre t y o sea mayor,

supuesta positiva.

III. DETERMINACION DEL TAMAÑO MUESTRAL OPTIMO PARA LA

ELABORACION DE UN INDICE COMPUESTO DE UNA POBLACION

FINITA DE N UNIDADES

Supongamos que se desea obtener el tamaño muestral necesario para estimar un

índice compuesto

R* _c con W;^O y

de un conjunto de índices simples R^, i= l, 2, ..., I, referidos a 1 modalidades de

la característica X investigada, con una precisión prefijada V(R*). Este es el caso que

se presentaría, por ejemplo, al tratar de estimar un índice de producción industrial, en

cuyo caso la variable X representaría las cantidades producidas y las modalidades i

serían los productos que comprendiera el índice complejo.

En primer lugar se supondrá que el tamaño muestral total n, necesario para obtener

el índice compuesto R; , es conocido, lo que permitirá obtener la afijación óptima de

mínima varianza para el conjunto de las 1 modalidades consideradas. Posteriormente,
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partiendo de la a^jación resultante se determinar•á el tamaño n necesario parYa estir^nar R*

con la precisión prefijada V{R^ ).

La expresián de partida será:

V(R,) _ ^ :wi V(R^)
^

lo que supone aceptar por simplicidad que los indices elementales R; para eí con^junto

de las I modalidades consideradas ^on mutuamente independientes, de manera que ía

evolución de la variable X entre o y t, en una modalidad i, no depende del comporta-

miento de dicha variable en las restantes modalidades.

llí.l. EN UN MUESTREO ALEAT4R10 SIMPLE SIN REEMPLAZAMIENTO. AFIJACIÓN t^PTIMA

Se trata de minimizar V( Rr) dado por

V( Rr ) =

sujetoa^ ^;=n

n;
W? ^ -

,^
N' ( S i ' + ( R' )^S; ' - 2R `S;ro)^ io,n ^ t r

Derivando respecto a n; e igualando a cero, resulta la afijación óptima
siguiente:

n; -

W;
- (S^i + (R`r)^s ó - RiSiro) ^I2
X ;^

; X;o

Sustituyendo el valor obtenido de n; en la expresión V(Rr) y despejando n se

obtiene:

n =

z
^^` ( S^i +(Ri)z sió - 2 R^S^raĴ ^t2

; Xro .

^

V(R*) + w' (S; ' + (R')^S; - 2R^S)r ^ --- 2 r; x;oN;

-^ Sir + (R^) S;v - R^ S;ru)1^2
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E,sta expres^on se particulariza a la obtenida en el apartado I I.1, para el caso de

considerar índices simples, haciendo W; = o, para todas las modalidades excepto para

una ---la que se refiera al tndice simple-, en que W; = 1.

Interpretación de la a,^jación óptima oótenida

En general, la afijación obtenida potenciará los tamaños muesirales de aquellas

modalidades con mayor ponderación en el indice complejo, con mayor variabilidad en o

y en t, y con menor covarianza (positiva) entre o y t.

II1.2. EN UN MUESTREO ALEATORIO ESTRATIFICADO S1N REEMPLA2AMIENTU. AFIJACIÓN

ÓPTIMA

Se trata de minimizar la expresión:

`J(Rr} =

donde:

^, w?► _
^

^ xvNii

- 2 R;

^ ^ a 2
Nhishir + {R;}2 ^` Nhishit

^ ,l

2 2
Nhi Shiro

^ - ^
h i n hi h

hi nh^

^h; sĥir + (Ri1 ^ NhiSĥio - ZR^

hi

Nhi^ sĥ^r # (Rr)2 Sh^io - 2R^Sh;ro] ^^z
It ti^ = n;'

^ N h,C sĥir + { R^)2 Sĥ i^ - 2 R^ Sh ►ro) ^^2

ni

hi

Llerivando respecto a n; e igualando a cer^, ia afijación óptima que resulta es:

ni - n

W;
^,Nhi(Sĥir + ( R^)2S►ĥ^o - 2R1Shiro)1;2

►̂ ioNi hi

^ W' NhiCshit + (R^)2Shio 2 Rtshiro^
1/2

^ r
i %{;o N i h i

)

Sustituyendo este resultado de la expresión de ni en la fórmula de V{Rr) y despe-

jando n, resulta finalmente

n -

z

^ W^ ^Nhi^sĥ;r + (R^)2s 2^ - 2 RiS ^ ^^21 hro h^to
i X;© N , ,,;

V(R*) + i
hi

Sn r + {Rr^2 ^hio - 2 Rtshilo^
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Como en el caso anterior, esta expresión coincide con la obtenida en el apartado I1.2

en el casa de considerar índices simples.

Interpretaci©n de la a,fijación óptirrta obtenida

En general, la afijacián obtenida potenc^ará los tamaños muestrales de aquellas

modalidades con mayor ponderación en el indice complejo, y dentro de cada modalidad

favorecerá los tamañtos de los estratos con mayar proporción de unidades N,^;lN;, y con

mayores variables en los instantes o y t y menor covarianza entre o y t.

SUMMARY

APPLICATION OF THE RATIO ESTIMATOR T+O THE

DETERMINATION OF THE OPTIMUM SAMPLE SI2ES FOR THE

ELABORATION OF INDEX NUMBERS

As an application of the ratio estirnator, the author proposes a method

to fix the sample sizes necessary to elaborate a simple index, in the simpie

random sampling as well as in the stratified random sampling, of a finite

population. ln the latter case, the optimum sampling allocation is achie-

ved and interpreted.

Afterwards in both sampling type, the method is extended to the case of

elaborating composite index numbers whereas the resulting optimum alloca-

tions are achieved and interpreted.

Key words: ratio estimator, sample size, optimum allocation, simple index

number, composite index number.
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