Seminario de Espacios de Ramsey
Semana #2

1. CONJUNTOS EQUIPOTENTES

Dos conjuntos a,b son equipotentes < ex-

iste una funcién biyectiva a b. En tal
caso, escribimos a =~ b. Cuando existe una funcién
f inyectiva, escribimos a 3 b.

El Conjunto potencia de a,b se define como

f
a = {f : b——a}; e.d. como el conjunto de

todas las funciones de b en a.

~
~

Un conjunto a es finito < a =~ m para algin
m € w; e infinito en caso contrario.

Un conjunto a es numerable si es equipotente a
algin subconjunto de w. En particular, cuando
a ~ w decimos que a es propiamente numer-
able o numerable infinito. Muestra que;

(1) La relacién aRb < a &~ b es una equiva-
lencia entre conjuntos.
Dados a,b muestra que existen conjun-
tos ¢,d tales que cNd =0, a =~ cy b~ d.
a’ esun conjunto, para cada a, b conjun-
tos.

(4) Sia=c, brd, entonces a ~c.

(5) bNe=0 =a " ~a xa°.

(6) (axb) ~a" xb".

(7) (ab) ~ abxc

(8) Para todo conjunto a se tiene P(a) ~ 2°.

(9)
Ayuda: Si tal f existe, considera b =
{xea:xd f(x)}

(10) Para todo conjunto a se tiene a % P(a).

SicCayaZcentonces a~ c.Ayuda:
(a) Si a, = a\c, Ay = f(an) para
todon cw,y A= g a,, ; entonces

ncw

f(A) € A

(b) La funcién a
f(x)sixz € Ay x en caso contrario;
es una biyeccion.

(Schroeder-Bernstein) Sia Sby b3 a

entonces a & b.

(12)

Si a es finito entonces toda funcién in-
yectiva de a en a es biyectiva.

Ningtn conjunto finito es equipotente a
un subconjunto propio.
SibCayb=aentonces a es infinito.
w es infinito.

Todo conjunto finito es equipotente a un
Unico nimero natural.

Si a es finito y b C a entonces b es finito.
Si a,b son finitos entonces a Ub, a X b
son finitos.

Z es numerable.

Si a es numerable entonces a U b, a X b,
son numerables.

(22) Q son numerables.

(23) [0,1]” no es numerable.

(24) 2" no es numerable.

(25) R no es numerable. Ayuda: 2° = [0,1] ~
R.

2. ORDINALES

Dados dos conjuntos parcialmente ordenados
(a,<,), (b,<,); un morfismo es cualquier funcién

4 ——b tal que z <, ¥y & afz) <, a(y) para
todo x,y € a. En particular; a, b son isomorfos
si existe un morfismo « biyectivo. Si (a,<,) y
(b, <,) son isomorfos escribimos a 2 b y omiti-
mos los subindices en el orden <.

Dado un conjunto parcialmente ordenado (a, <);

un segmento inicial de a es un subconjunto
b C a tal que, para todo = € b, se tiene y < x =

f . N o
No existe una funcién sobreyectiva a 43/’&(&) Si b es un segmento inicial de a escribi-

mos b C a. Si (a, <) es parcialmente ordenado y
x € a; el segmento inicial determinado por xz € a
esa, ={y€a:y<zx}

Un ordinal es un conjunto a tal que

e ¢ es transitivo.
e (a, €) estd bien ordenado.

La familia de todos los conjuntos ordinales la

¢ dada por F(z) _denotamos por On.

(1) Los siguientes son ejemplos de conjuntos
parcialmente ordenados (a, <) (verificar
los axiomas)

(a) (w,€).
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(b) (P(a),C) para cualquier conjunto

a.
(¢) (w,|) donde mn si y solo si m di-
vide a n.

(d) (w x w, R) donde (m,n)R(p,q) <

(mep)V[m=p)A(neqg)esel

orden lexicografico.

(Z,<) con el orden usual.

(Q, <) con el orden usual.

(R, <) con el orden usual.

(w, R) donde mRn si y solo si se

satisface alguna de las siguientes:
e Ambos m,n son pares y m €

n.

e Ambos m,n son impares y min.

e m es par y n es impar.

(2) Decida cudles de los ejemplos anteriores
son 6rdenes estrictos, totales (lineales),
buenos.

(3) Induccién transfinita: Sea (a, <) un con-
junto bien ordenado, ¢ una férmula que
toma valores en los elementos de a; tal
que se satisface la siguiente propiedad:
"Dado x € a, siVy € aly < x = ¢(y)]
entonces ¢(x)”. Entonces YV € ag(x).

(4) Del ejercicio anterior, deduzca el princi-
pio de induccién fuerte en w.

(5) Da un ejemplo de un morfismo inyec-

«
tivo a ——b cuya imagen no es un

segmento inicial de b.

(6) (Es w isomorfo a w\{0}7.
(7) (Es Z isomorfo a Z\{0}?.
(8) (Es Q isomorfo a Q\{0}?.
(9) (Es R isomorfo a R\{0}7.
10)

Todo segmento inicial propio de (a <)
es de la forma a, para algin z € a.
Sea (a, <) bien ordenado. Suponga que

bCay (a,<) (b,<) es un iso-
morfismo. Entonces z < f(z) para todo
z € a. Ayuda: Use induccién trans-
finita.

Entre cualesquiera dos conjuntos bien
ordenados existe a lo sumo un isomor-
fismo.

(13)

(14)

(15)

(18)

(19)

(20)

(21)

Un conjunto bien ordenado no es iso-
morfo a ninguno de sus segmentos ini-
ciales propios.

Todo conjunto bien ordenado (a, <) es
isomorfo al conjunto de sus segmentos
iniciales propios S(a) = {a, : x € a, a, C
a} ordenados por la inclusién C.

1 Recursién transfinita: Dado (a, <) bien

. 8@ 9
ordenado; para cada funcion b=~ ——b

existe una tunica funcién a 4f>b tal
que, para todo x € a, se tiene f(z) =
9(f(S(a))). Ayuda: Use induccién trans-
finita; recuerde cémo se construye una
funcién de recursién en w.

t Dados dos conjuntos bien ordenados
(a,<), (b,<); o bien a 2 b o bien uno de
ellos es isomorfo a un segmento inicial
del otro. Ayuda: Use el ejercicio ante-
rior.

Halla dos conjuntos totalmente ordena-
dos, no isomorfos, tales que cada uno de
ellos es isomorfo a un segmento inicial
del otro.

Da un ejemplo de un conjunto totalmente

«@
ordenado (a, <) y un isomorfismo a —a

tal que © # «(x) para todo x € a.
Dado un conjunto (a, <) totalmente or-
denado; muestra que a estd bien orde-
nado < todo segmento inicial propio de
a estd bien ordenado.

Todo ntimero natural n € w es un ordi-
nal.

w es un ordinal.

Todo elemento de un ordinal, es un or-
dinal.

Todo segmento inicial de un ordinal, es
un ordinal.

Si a es un ordinal, entonces los segmen-
tos iniciales propios de a son los elemen-
tos de a; y el propio a.

Regularidad: Si a es un ordinal entonces

a ¢ a.

Tricotomia: Dados a,b ordinales, solo

una de las siguientes posibilidades es cierta:
ac€b bea,a=0b.



(27)

(33)

(34)
(35)

(36)

(37)
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Si a, b son ordinales, entonces a < b si y
solo si a C b.

Si a es un ordinal entonces el sucesor
a’ = aU{a} es el menor ordinal mayor
que a.

() es el menor ordinal.

Si x es un conjunto cuyos elementos son
todos ordinales, entonces a = Uz es un
ordinal; y es la menor cota superior de
x.

€ es un buen orden en On ((Es On un
conjunto?).

Si a,b son ordinales y a %f>b es un
isomorfismo de conjuntos ordenados (e.d.
f es biyectivay z € y & f(x) € f(y)
para todo z,y € a) entonces a = by
f = id es la identidad.

1 Tipos de orden: Para todo conjunto
bien ordenado (z, <) existe un tnico iso-
morfismo de x sobre un ordinal (a, €). A
este ordinal se le llama tipo de orden de
x; y se escribe tip(z) = a.

w es el primer ordinal infinito.

w, = {x : x es un ordinal numerable }
es el primer ordinal no numerable.

El principio de induccion transfinita vale
en On: Si ¢ es una férmula que toma

valores en los ordinales y satisface la propiedad:

"Dado x € On, siVy € aly < z = ¢(y)]
entonces ¢(x)”. Entonces Vo € Ong(z).
El principio de recursién vale en On: Si
® es una relacion funcional, para todo
ordinal a y todo conjunto z; existe una
Unica funcién funcién definida en a =
{b:b < a} tal que f(0) =zy f(b) =
(f(1 1)).

Si ® es una relacién funcional, z es un

conjunto; se puede definir una tinica relacién

funcional ¢ tal que ¢(0) = z y ¢(a) =
®(¢ | a) para todo ordinal a € On.

Sea a un ordinal; ®, V¥ relaciones fun-
cionales, z un conjunto. Existe una tinica
funcién f definida en a; tal que

e f(0) ==z
e f(b) = ®(f | b) sibes un ordinal
sucesor.

o f(b) =W(f D) sibesun ordinal

limite.

3. ARITMETICA DE ORDINALES

Dados «, 8 ordinales; sean (a, <), (b, <,) con-
juntos bien ordenados de tipos respectivos a, 3;
tales que a Nb = (. Definimos la suma o + 8
como el ordinal cuyo tipo es el del buen orden
del conjunto (a®b, <) donde a®b=aUbyx <y
si y solo si sucede alguna de las siguientes:

e Ambosz,ycayz <, y.

e Ambosz,y€byz <, y.

e rxca,ycb.
El conjunto a & b es, en términos de orden, a
seguido de b. El producto o/ se define como el
ordinal cuyo tipo es el buen orden del conjunto
(a x b, <) donde

(z.p) < (.0) & P<QVIP=9A(x<y)
es decir, < es el orden lexicogrifico (de derecha
a izquierda) en a X b.

Una operacidén entre ordinales es una relaciéon
funcional en On que a cada ordinal « le asigna
otro T'(a) € On. Decimos que

e T es monénona < Vo, 8 € On se tiene
a€pf=T(a)eT(P).

e T es continua < Va € On ordinal limite,
se tiene T'(a) = U{T'(B) : B < a}.

e T es normal < T es mondtona y con-
tinua.

Si T es una operacién entre ordinales y T'(«) =
a; decimos que « es un punto fijo de T'.
(1) Si «, 8 son ordinales entonces o+ 3, a8
son ordinales.
w2 =w-+w.
2w =w.
1+w=w.
w+1+#w.
El producto y la suma de ordinales no
conmutan, y no distribuyen.
(a+B)+vy=a+ (B+).
(aB)y = a(By).
a+0=04+a=a.
al =1la = a.
a0 =0a = 0.
a+1=d.
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(13) Redefina las operaciones de suma y pro- (w%) n,. Ademsds, esta representacion
ducto de. ?rdlnales ut;lzando fluna?nes es Gnica.
w .
de reculrswn, como se hizo para los nAMETos (97 (, 441, w+w, ww, w” son todos equipo-
naturales.
. 8 . tentes.
(14) Defina la potencia o de dos ordinales
a, B; como sigue: DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS, UNIVERSIDAD NA-
° a“ -1 CIONAL DE COLOMBIA SEDE BOGOTA.

B’ B E-mail address: gipadillal@unal.edu.co
e o =(a)a.

oozB:U{on:”y<ﬁ}si,Besun

ordinal limite. N

Entonces o = oquLo/; (o/a) =«

(15) Verifica que 2° = w.

(16) T'(«) = &' es mondtona, pero no es con-
tinua.

(17) SiT es continua; entonces T es mondtona
si T(a) € T'(a') para todo a.

(18) Si T es continua y x es un conjunto no
vacfo de ordinales; entonces T(Ux) =
U{T(a) : o € z}.

(19) Dada una operacién normal T" en On, y
B8 > T(0); el conjunto {a : T'(a) < S}
tiene un elemento maximo.

(20) (Teorema del punto fijo): Toda operacién
normal entre ordinales posee puntos fijos
arbitrariamente grandes.

(21) Dado «a € On;

e 3+ (a+ ) es normal para todo
a.

e 3+ af es normal para todo o > 1.

o B o” es normal para todo o > 2.

(22) Halla el primer punto fijo de las opera-
ciones anteriores.

(23) Resta:Si o < 8, existe un tinico ordinal
tal que a+vy = ; este v es la diferencia
de 8 menos «; solemos escribir v = 8 —
a.

(24) Divisién: Si «, 0 # 0 son ordinales, ex-
iste un unico par de ordinales (3, p tales
que a =08+p,y p €4.

(25) Logaritmo: Si o # 0y S8 > 1; existen
7,8, p tinicos, tales que o = (8" )5+ p, y
pep.

(26) Forma normal de Cantor: Para todo or-
dinal o existen nimeros naturalesn,,...,n,
y ordinales v,,...,7,; tales que v, €
Vot EENR Y Q= (w l)nl +ot

By

~



