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- CALCULO CON CRACOVIANOS

POR J. M. TORROJA

Asi como es sobradamente conocido el calculo matricial, no ocurre
lo mismo con el calculo con cracovianos propuesto en el aho 1924 por
Th. Banachiewicz, Profesor de la Universidad y Director del Observa-
torio de Cracovia. En efecto, los métodos de calculo con cracovianos
casi han sido exclusivamente admitidos por los astrénomos, entre los
que citaremos a Arend, Brouwer, Herget, el P. de la Villemarqué,
Comrie, Cunningham, Eckert, etc.

Teniendo en cuenta que, hasta el momento, no se ha publicado
nada en espafiol sobre estos métodos de calculo, y para que pueda
servir de introducciéon a la conferencia que sobre «Les Polynomes
Orthogonaux au sens intégral et au sens sommatoire» di6 el Profesor
S. Arend en el Seminario de Astronomia y Geodesia de la Universidad
de Madrid, he creido interesante publicar estas notas, para cuya redac-
cion me he basado principalmente en el trabajo del citado Profesor
S. Arend «Voies Nouvelles dans le calcul scientifique» (Ciel et Terre,
n.° 12, 1941), de donde he tomado la bibliografia que se incluye al final.

DEFINICIONES.—Llamaremos cracoviano a un conjunto de elementos
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dispuestos en m filas y n columnas. La definicion es pues, la misma
dada para las matrices, si bien los indices correspondientes a la fila y la
columna aparecen cambiados. No puede hablarse de wvalor de un
cracoviano, debiendo considerarse solamente como un operador.

Se define la suma y resta de cracovianos en la misma forma en que
se hace en el calculo con matrices, pero es en la multiplicacion donde
aparece la diferencia entre matrices y cracovianos, pues mientras el
producto de matrices se efectiia multiplicando filas por columnas, para
multiplicar dos cracovianos han de multiplicarse columna por columna,

Igualdad. Dos cracovianos son iguales cuando lo son sus elementos
correspondientes, es decir, a, = b,, define la igualdad de los cracovia-
nos ay b. Asi

\(a+b)‘3 aLbﬁ) |a+2ab+b (a+b)(a—Db) 2
((a,,mz a‘-’+b2\’€a2~2ab+b‘~' (a+b]‘_—q> <a~bv——q)\

Suma y resta. La suma ¢=a+ b de los cracovianos a y b se
efectua sumando algebraicamente los elementos correspondientes.

Cik = Ak & by

Asi se tiene
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Multiplicacién. El producto de dos cracovianos se define multipli-
cando los cracovianos columna por columna, de forma que los elemen-
tos del cracoviano p producto de los a y b seran

Pik = 3j1 - by + a5, - by + ag; - by,

Asi
2 4& (6 ¢ —2 (124+1+ 9) (24— 5— 6) | 22 13
g ~1 50¢—1 7 4p=1{( 8—7+24) (16+35—16) ) =425 35
3 —2) ( 3 8 5 (—4—4+15) (—8+20—10) ; g -2
S 6 4 —zg S 2 4‘$ S(12+1+9) (8— 7+24) (—4— 4+15)
-t 9 4 §—1 50 = =
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Es evidente que, para que el producto de dos cracovianos tenga
sentido, es necesario que ambos tengan el mismo numero de filas.

El producte de varios cracovianos no goza de las propiedades con-
mutativa ni asociativa, ha de efectuarse en el orden en que se presentan
los factores.

Es decir,
P—a-b-c-d=[(a-b)-c|-d
Si hemos de obtener el producto de los cracovianos
{ 2 =1 & 344 5 7} V=25
< ? S 1 =2 1? S )
(3“ 2 5 72,( 3 —6\( 3 15
se multiplica el primero de ellos por el segundo, lo que da

(—2+6)) g4)

( 8+15) ;=123
(6-o0f o)

Este resultado se multiplica por el tercer factor:

54'“ 5 7?_5(20~46+0))

—26 )

23> 4 —2 1= = .

LoVl 3 6V | (28123+0) § 51 )

Este nuevo resultado se multiplica por el cuarto factor:
(—26)(~2 5| _{( 52+153))__{ 205)
l 5140 3 1§ [(-130+ 51)5“(~79§

El cracoviano P, producto de los factores a, b, ¢, d, tiene tantas
columnas como el primer factor, y tantas filas como columnas tiene el
ultimo factor. Esta regla es igualmente valida para un producto de mas
factores: las dimensiones m (nimero de columnas) y n (namero de
filas) del cracoviano P, vienen dadas por los nameros de columnas de
los cracovianos a, primer factor, y b, ultimo factor.

Cracoviano unitario. Llamaremos cracoviano unitario (<) a un cra-
coviano cuadrado (igual nimero de filas y de columnas) tal que los
elementos de la diagonal principal son todos iguales a la unidad,
siendo nulos los restantes elementos

3 1 0 0
1=3‘1§ 'c=§$2; 1250 1 0 etc.
\ e 0 0o 1
Se ve inmediatamente que
a. T=a
por el contrario,
51 0 02 Ay Ay 331) a; ap  ag
Tra=<0 o1 0\ " Ya;z @ Az T jAy Ay Asgy 1
(0 0 1) a3 Agg 3333 (331 ag 3338



es decir, al multiplicar un cracoviano unitario por un cracoviano cual-
quiera se obtiene este ultimo, pero cambiadas las filas por las columnas.
Este cracoviano se llama transpuesto del dado.

La expresion t.a o =a, se lee pues, transpuesto de a. Asi por ejemplo:

L5 -1 4 _(1 0,%5 ~q 4%_) i g
|3 2 749 1o 1 2 7 )*
4 7

1 0 0 ;
A_f :.\0 1 0 Sf)=§2 -1 3|
{5} o o 1) ( 3) /

El signo < de transposicion se emplea, por comodidad de escritura

f
cgz =1 3} envezde«e’_qs
3

o bien

y en general

Reglas para la asociacién, disociacion y permutacién en la multiplica-
cién de cracovianos.

Inmediatamente se ve que:

Si P = a. b, se tiene t P = b. a (permutacién)

Y en general

SiP=a. b.c.d. e, seratP—e.td.tc.th.a.

Igualmente P = uv = vu cuando los cracovianos u y v no tienen mas

que una columna, pues su producto sera un namero. Se tiene también
u A v.=v. A u

Si A =1 A, el cracoviano A es simétrico.
Por otra parte resulta,
a.b.c.(e.td.)=a.b.(e.7d.t¢c)=a. (e. td. T c. tb.) (Asociacién)
a.(b.c)=a.zc.th. a.(b.c.d)=a.ze.td.tc.tb. (Disociacion)
De aqui la siguiente regla nemotécnica:
Asociacion

En la{ Disociacion !los cracovianos se escriben en orden inverso

? Permutacion
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el que aparece Antes ‘ )
y transpuestos, salvo { el que aparece Detras
los que aparecen en la Periferia \
Como caso particular se ve que la permutacion de los factores de P
conduce a tP.
Demos un ejemplo referente a la asociacion: en lugar de efectuar el
producto

en el resultado.

HIBTEE A S i

multiplicando sucesivamente los cracovianos, pueden asociarse los dos
factores centrales, aplicandose la regla de la asociacién

AN L I e B A S
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Cuadrado de un cracoviano. Inmediatamente se ve que el cuadrado
de un cracoviano es

A=a’=a - a
un cracoviano cuadrado y simétrico, de torma que
tA=A

Producto de cracovianos fila por fila. En los esquemas de calculo
es a veces util considerar el producto de cracovianos fila por fila [9],
para evitar la transposicion de un cracoviano que intervenga en un
producto columna por columna.

Esta multiplicacion se representa por el signo

awb=d

derivado de la palabra polaca «wiersz» (fila). Significa que d es el pro-
ducto del cracoviano a por el cracoviano b, efectuandose dicho
producto fila por fila y escribiendo el resultado d en filas.

Asi, puede escribirse

{ by bix by )
a;  ay asngb12 bs b32>:§k1 ky ks
by b by )

siendo

ki = a; by + 2, by + a3 by

1
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Para pasar de una forma de multiplicaciéon a la otra, pueden utili-
zarse las relaciones de transformacion siguientes:

a-b=c¢ awb=d
tawtbh—=rxc ta-th=r1d
thbwia—=¢ tb-tra=d
b-a=-=<c bwa==zd

donde =, cracoviano unitario, es también el signo de la transposicion
del cracoviano al que precede, cualquiera que sea la forma del producto.
Cracoviano inverso. Dado un cracoviano a cuadrado, cuyo deter-
minante |a| sea distinto de cero, el cracoviano inverso a—! queda

definido por la relacion
a-a-1—

T

(2)
De esta definicion se deduce que dado el cracoviano

/

\ Ay Agy
a= i
A2 Agg
su inverso sera
A2 _ A2
|a [a] /
a1 = | 3)

Ay aq \

|a] la| /

Luego el inverso de un cracoviano de segundo orden se forma per-
mutando los elementos de las diagonales principal y secundaria,
cambiando los signos de esta ultima y dividiendo cada uno de ellos

por |a|.
Asi el inverso de
8 3 ) 1( 5 —10 05 —1,0
a :% % sera a*lz—% %:%
10 5 10 { -3 8 (—0,3 0,8
Inmediatamente se ve que
8 3 05 —1,0 1 0
a-a-1= ‘ % s a ‘ ): T
tto 5§ 1-03 08' o 1§
Analogamente, el inverso de
9 -7 4 5
b= % sera b7 1= % $
{—5 4 7 9
y segun la formula (3), el inverso de un cracoviano
8 3 9 -7 22 2
I R/ B R
10 5 -5 49 -16 -1}
sera
[ 05 —1,0, (4 5; —01 16
—1 — 1 ) ) ) )
= ¢ Pl 4 :% 2
k 2 % ~0,3 08" %7 92 —02 22



o bien, directamente
k! — L —1 16 { - s —-0,1 1,6 l
100 2 220 1 —-02 22 :
En el caso de cracovianos de orden superior al segundo, la forma-
cion del inverso no es tan inmediata. Th. Banachiewicz ha dado las
reglas para su formacién en el caso general [9].

* ok %k

Resolucion de un sistema de ecuaciones lineales. Como ejemplo de
la aplicacion del calculo con cracovianos, estudiamos la resolucion
de un sistema de ecuaciones lineales.

ay X + ag X + ag x3 = 1
Ay Xy + Qg9 Xo + ag X3 = Ly I
ay a; + a5 Xy + ag X3 = I

La resolucion de este sistema sera posible si se cumple la condicion
i al 4= 0

y para obtener la solucién es necesario calcular los valores de cuatro
determinantes siendo los valores de las incégnitas:

I, ay ay a1 ay ay ay Iy
Iy ag ag ag g ag a; ay Iy
Iy 295 agg ag 1y ag a;y ag g
X = Xg = X3 = — (I1)
ayy App Agy aqq Agy Ay Ay dgy Ay
Az Agg Agg A2 gy Ay A2 Ay Agg
Aayz dgg Agg Ayg Agg Agy Ayg Agg Agg

Veamos ahora como puede resolverse el sistema utilizando el calculo
con cracovianos.

Con la notacién del calculo con cracovianos, el sistema (I) se escribe
en la forma

x -ta =1 (1)
siendo
Xy a aj  Agy Ay ) g I
X =) Xg \ a =)ap ay ag ; I =<1,
X3 | aq3 Az " Agg ( Iy

Multiplicando los dos miembros de (I') por a—1, inverso de a, obte-
nemos ' ’
X -ta-a1=1.a"1

y asociando los dos ultimos factores del primer miembro-

x-(@1-a)=1.a-1



Pero por (2) esto puede ponerse
A X:-1=x=1- a1
Es decir
Xy g % 1y ( ,
Xo = I; » =&l (Ir)
x; ) 1 )
Basta, pues, formar el cracoviano inverso a—! yla expresion (II')

nos da directamente los valores de las incognitas. Las operaciones son
asi mas sencillas y en menor nimero.

Como ejemplo, resolvamos el sistema :
2x; — 3x3= —5
2% + x9= 7

Inmediatamente se obtiene

2 -3
a—
2 1
i _z2
Ty 1 gl —2 8 .
a —— g- —
3 2 i -2_
8 8
La solucion del sistema sera:
i _2
' -5)\8 8 2
) | 7Y )3 1R E
8 8
o sea
X 2
xX; =13

La solucion del sistema I dada en la forma II' es especialmente
ventajosa cuando se trata de resolver un sistema de ecuaciones cuyos

segundos miembros han de recibir series sucesivas de valores
11 ].l1 1/’1
12 112 1112

13 1!3 1”3

Escrita la solucion del sistema en la forma II' utilizando el multipli-
cador cacroviano a— ', bastara ir dando valores sucesivos al cracoviano
1 para obtener las distintas soluciones.
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