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2. PAR ADO J AS

(La Crisis cJe los Fundament os ]

ParacJo;as 16gic~s y semanficas .

EI edificio que con base en fa teorfa de conjuntos de Cantor habia

empezado a construirse, que prometia fundamentar toda fa Matematica y que,

con fa lntroduc cion de la aritmetica del infinito parecia abrir las puertas

de un fascinante e inexplorado paraiso, vac ilo siibitamente con la lrrupc icn

de las lIamadas paradojas 0 antinomias. Entre ellas la mas famosa, de"

bido probablemente a la sencillez de su enunciado, es la presentada por B.

Russell y de fa cual daremos enseguida una version particularmente conoci-

da,

ParacJo;a cJe Russell. En cierto pueblo el barbero se encarga de afeitar a

todas las personas que no se afeitan a sf mismas, y solamente a esas per-

sonas. i Quien afeita al barbero? Naturalmente hay solo dos posibilldades :
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se afeita a sf mismo 0 no se afeita a sf mismo. Pero ambas conducen a una

contradiccion .

En Junio de 1901 Russell observe que esencialmente la misma situac ion

podria plantearse en terminos mas tecnicos y usando precisamente el lengua~
je , las nociones y las mismas formas de razonamiento empleados en la
Teorfa de Conjuntos. En efecto, de acuerdo con la descripcion de "corijun-

to 11 dada por Cantor existen conjuntos que son elementos de sf mismos. Por

ejernplo, el conjunto de todas las ideas es a su vez una idea. Par otra parte,

los con] untos que aparecennormal mente en Ia naturaleza 0 en Ias oonstrucc io·,

nes matematicas no son elementos de sf mismos ; por ejemplo, una coleccion

de lapices no es unlapiz.el coniunto IN no es un rnimero natural. Consi·

. deremos la coleccidn A formado por estes ultirnos, es decir, A es la

extension de lapropiedad "x es un conjunto tal que xtx 'J. Dicho en

otros termlnos : un con] unto x es un miembro de A si y solo si x no

pertenece a X. Ahora bien, de acuerdo con el principio del tercero excluf-

do, debe verificarse que A E A 0 que A fA, Pero si A pertenece

a A entonces, por la misma definicion de A, vemos que A no debe

pertenecer a A, Y si A no pertenece a A entonces A pertene-

ce a A. Luego en cualquier caso se lIega a una contradiccirin.

Observe se que en cada una de las versiones de la paradoja de Russell

se parte de una colecclon U de objetos ( los habitantes del pueblo, los

conjuntos) y de una relaclon binaria a -> (3 ('I a es afeitado por (3" I

"a pertenecea (3"). Ensequida, y usando explfcitamente la totalidad

U, se describe un objeto especial w de U (el barbero, el conjunto A)

exigiendo que, para cualquier a de U, a este en la relacion con
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w si y solo si ex no esta en dicha re lacion consigo mismo. La contra-

diccion aparece cuando esto se apl ica en particular a ui ,

Hacia 1926 Ramsey introdujo una division de las paradojas en logicas

(como la de Russell> y semtinticas (la Semantica estudia el sentido de los

signos en un lenguaj e), entendiendo por paradojas semanticas aquellas con-

tradicciones planteadas recurriendo al significado usual de palabras como

cierto, falso, mentir ,designar que intervienen en su enunciado. Veamos

algunos ejemplos clasicos.

ParacJoja cJel mentiroso. Una persona afirma \\ Miento", es deci r, \\ Lo que

estoy diciendo en este mismo momento es falso". Entonces, si esta mintien-

do, 10 que dice es cierto y por 10 tanto no esta mintiendo. V si dice la ver -

dad entonces 10 que afirma es falso, (uego no dice la verdad,

"ParacJo;a" cJe EpimenicJes. Se cuenta que el fllosofo cretense Eplmenldes

de Gnoso afirmaba \\ Los cretenses siempre mienten ", A pesar de la apa-

rente similitud de esta aflrmacion con fa anterior, ella no plantea una auten-

tica antinomia y es curioso observar que, en realidad, a partir de la asevera-

cion de Epimenides puede concluirse que debe haber por 10 menos un creten-

se que, en alguna ocaslcn, dice la verdad, En efecto, si la affrmaclon fuese

cierta, siendo Epimenides un cretense, fa misma deberfaser falsa. Esta con-

tradicclon indica que no puede suponerse que la af.irmacicn es cierta. Luego

debe ser falsa (reduccion al ebsurdol. Pero, si la attrmacion \\(todos) los

cretenses siempre mienten" es falsa, se deduce que existe por 10 menos

un cretense que no siempre miente (Principio del Tercero Excluido) .
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Paradoja de Richard. Esta contradiccicn, planteada por J. Richard en 1905,

es particularmente interesante debido a que se formula con base en un meto·
do diagonal semejante al empleado por Cantor para establecer la no enume-

rabilidad del conjunto 1R de los ruimeros reales .

Empecemos observando que algunas oraciones de nuestro idioma desiq-

nan mimeros, porejemplo ; "el cociente de la longitud de una circunterencta

por su diametro II designa el ruimero 3,14159 •.. , "dos tercios" el mime-

ro 0,66 ..• , etc. Ahara bien, para cada n (n> 1, 2, .•• ) el ruirnero de

frases castel Ian as de n letras y que designan ruirneros reales es claramente

fin ito pudi endo entonces ser ordenadas en orden lexi coqraf ico (orden de dice io-

nario>. Colocando en primer term inc Ial istade las frases de unale'tra, a con-

tinuacicn la lista de las frases de dos letras y as! sucesivamente se logra

una I ista de frases

P
1

P
2

en la cual figuran todas las oraciones castellanas que designan mimeros rea-

les .

L1amemos n> sima n:imero de Richard al numero real designado por

la frase P y consideremos la or acion el nurnero real entre cero y unon

y cuya n~sima cifra decimal es uno si la nrsirna cifra decimal del n-si-

rno nurnero de Richard no es uno e igual a dos en caso contrario. Es"

ta frase designa un mimero real r bien determinado y.por 10 tanto debe fi -
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gurar en nuestra listade todas las frases qte designan ruimeros reales.Su~.

pongamos que ocupa el k-simo lugar en dicha l ista, es decir, el ruimero r

es el k-simo ruirnero de Richard. Pero, per su misma definicion, r difiere

de este en la k-sima cifra decimalventonces r nopuede ser igual a el .

(Observes e que, como cada cifra decimal de r es 1 0 2, nohayambigue-

dad en su representaclcn decimal ).

Paraclo;a clef conclenaclo a muerte. En el Quijote (1605) se cuenta que.sien-

do Sancho Panza gobernador de la Insula Barataria, Ie fue planteada esta pre-

gunta : sobre un rio cauda 1050 " estaba una puente y al cabo della una

horca y una casa de audiencia , en la cual de ordinario habia cuatro jueces

que juzgaban la ley que puso el duefio del rio 1/ ••• : "si 'algano pasase

por esta puente de una parte a otra, ha de jurar primero adOnde y a

qui va; y si jurare verdad, dejenle pasar ; y si dijere mentira, muera por

ello ahorcado I! • , • " Sucedio, pues, que tomando juramento a un hombre,

juro y dijo que para el juramento que hacia, que iba a morir en aquella horca

que alll estaba,ynoaotra cosa, Repararon los jueces en el juramento, y di-

[eron : Si a este hombre Ie dejamos pasar libremente, minti6 en su juramen-

'to, y , conforme a la ley debe morir ; y si Ie ahorcamos, il jura que iba a mo-

rir en aquella horca, y , habiendo jurado verdad, por la misma ley debe ser li-

bre "

Esta misma paradoja puede plantearse en terminos mas actuales : un

senor a quien Ie han secuestrado un hijo recibe una lIamada diciendole que

si acierta cual sera la suerte de su hijo, este Ie sera devuerto ileso ( previo

el pago de un rescate, naturalmente) yen caso contrario el nino maira •
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EI padre contesta : . creo que 10 mataran •

Ade mas de la paradoja de Russell surgieron por la misma epoca otras con-

tradicciones logicas en el sene mismo de la teorla de conjuntos, cuyo plantea-

miento es de caracter mas tecnico. Los ejemplos mas conocidos son la para-

deja de Burali - Forti (1897) referente al mayor rnimero ordinal y la deCan-

tor ace rca del cardinal del conjunto de todos los conjuntos. Mas recientemen-

te (1953) Shen ha enunciado otras paradojas en la misma teoria de conjuntos,

algunas de las c:uales se presentan como casos limites entre las paradojas

logicas y las semanticas.

Paradoja de Shen, Dirernos que un conjunto A es infundado si hay una

sucesion de conjuntos Al• A2 ' A3, ••• ' (no necesariamente distintcs) ta~

les que ... E A3 E A2 EA 1 E-A ,. en caso contrario diremos que A es

fundado, Sea M la coleccion de todos los conjuntos fund ados. Si M

es infundado debe existir una sucesion .• , E A3 E A2 E Al EM,. en par-

ticular, ••• E A3 E A2 E Al• indicando que Al es tambien infundado .

Luego Al EfM, lo cual es contradictorio. Luego debemos tener que M

es Tundado, es decir, M EM. Pero entonces ••• E-M E-M EM, 10 cual

prueba que M es infundado •

La Crisis,

l.a consideracion de las paradojas logicas que indiscutiblemente indica ~

ban contradicciones inherentes a las formas generales de los argumentos pro-

pios de la teoria de conjuntos prec ipito la lIamada Crisis de los Fundamen~
tos cuyo impacto en el animo de muchos de los mejores.rnatematlcos de la
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epoca es patente en las siguientes palabras de G. Frege : "Es dlficll que

a un investigador pueda sucederle algo mas infortunado que descubrir, al fi ~

nal de su labor, que los cimientos de su edificio vacilan /I ••• "Fue esta

la situacion en que me encontre colocado merced a una carta de Mr. Bertrand

Russell, justamente cuando estaba a punto de completarse la lmpresion de es~

te libro " ( se refiere a Grundgesetze der Arithmetik , Las leyes fundarnen-

tales de la Ar itmetlca, 1903), V agrega:" Aun ahora no yeo como puede

fundamentarse estrictamente la Aritmetica , •• si no nos es permitido pasar

de un concepto a su extension. i Puede sie mpre hablarse de la extension de

un concepto, hablar de un conjunto? V si no, L como se reconocen los casos

excepcionales ? ..• "

La actitud de Cantor ante las paradojas fue bastante singular pues aun-

que su aritmetica de numerus transfinitos fue quizas la mayor motlvac lon del

entusiasmo por los conjuntos, el personalmente nunca se intereso seriamen-

te en la apl icac lon de estas nociones a la fundamertacicn de la teoria de

los ruimeros naturales y por su intermedio al resto de la Matematica. No so·,

10 esto sino que.. a pesar de haber formulado una paradoja similar a la de

Burali- Forti no vela en tales argumentos una seria objecicn a su teoria si-

no mas bien una falta de comp ens ion de la rnisrna. Va en 1899 Cantor habla-

ba de una diferencia lntrinseca entre co!ecciones 0 multipl icidades

(Vief he iten) " demasiado qrardes" para ser manejadas como unidades ( so

pena de contrad icc ion) y aque lias de "tamana mas reduc ide" y que, s i aSI

se desea, pueden ser consideradas como elementos de otras colecciones •

Son estas ultimas las que reciben el nombre de conjuntos (Mengen) y cons-

tituyen los objetos matematicos propiamente dichos. Para eVi'tar tropiezos
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desagradabies con esas entidades monstruosas debido a su tarnafio descomu ~

nal, es suf ic iente tener cierta practica en su manejo y nunca apartarse de,
ciertas reglas cuando de generar colecciones se trate, Cantor mencionaba ,

por ejernplo, que una subcolecclon de un conjunto es un conjunto, la cclecclon

de todas las partes de un conj unto, es un conj unto, una col ecc ion equi poten-

te con un conj unto es un conj unto, etc, Desde este punto de vi sta, alqo como

" la colecci6n de todos los conjuntos e s es decir, la coleccion de todos los

objetos matematicos no es ya un objeto matematico •

Usando aun otra figura diriamos que hay multiplicidades que pueden ser

miradas como Uno (son los conjuntos) mientras que otras solamente pue ~

den ser consideradas como Muchos ; 'y esta diferencia esta en la misma natu-

raleza de los obietos, La posicion a adoptar frente a las paradojas es enton-

ces sencilla : si alguien es 10 bastante negligente para meterse a manejar en>

gendros, debe atenerse a las consecuencias y no debe culpar de elias a nadie

sino a su propia necedad, De heche, es sabido que Cantor critico el argumen ~

to de Buralf -Fortl insinuando que suautor aun no habra entendido el concep-

to de conjunto bien ordenado.

En todo caso Cantor no trato de formalizar y publicar sus ideas a este

res pee to y sus opiniones han lleqado a conocerse especialmente por su co~

rrespondencia con otros matematicos, Sinembarqo, su clarividencia en el am"

bito del universo por el creado se manifesto atin a pesar de su desinteres, En

efecto, su idea (l. 0 intuicion?) de "Iimitar el tamafio" de los objetos materna-

ticos (conjuntos ) probe mas tarde ser uno de los dispositivos usados con mas

exi to para I ibe rar los F undamentos de las Matemati cas de todas Ias paradoj as

conocidas.
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Soluciones propuestas •

,
La crisis que en un principia parecia comprometer seriamente el desa ~

1'1'0110 de la Matematica estimulo el analisi s de los Fundamentos con la espe-

ranza de clarificarlos y garantizar su legitimidad. En esta empresa se dis -

tinguieron principal mente tres enfoures : el logicismo (Whitehead, Russell,

Freqe, en lnqlaterra) cuyo propdsito fue reducir el problema a la logica y

lueqo tratar de resolverlo alii; el il1tuiciol1ismo (Brouwer, Heytinq, en Ho-

landa) que pretendia lirnitar drasti camente las construcciones a casos fini-

tos 0 al menos intuibles; yel formalismo (Zsrme lo, Hilbert, en Alemanial

que basado en los trabajos de la escuela axiomatica (Peano, Dedekindl

se propuso como objetivo la tormulacion a priori de un sistema consistente

de axi omas para Ia TeOI'Ia de Con] untos •

Las compl icaciones que se presentaron eventual mente en los dos pr ime-

ros sistemas y en particular la artificiaJidad del logicismo y los sacrif i ci os

exiqidos POl' el intuicion ismo, todo contrapuesto con la efegancia de I format,

lismo y los indiscutibles exitos del rnetodo axiomatlco, determinaron una pro-

gresiva aceptaclon de estes ultlmos, Observando que, como ya 10 insinuaran

Frege y Cantor, las contradlcclons s logicas en la Teoria de Conjuntos

(Russell, Burali~Forti; Cantor) eran planteadas con base en co!ecciones que

intuitivamente eran ;1 demasiado grandes": se dedujo la necesidad de revisal'

el principia 0 "axioma" de extension (Hamado tambien "axioma de abstrac-

cion") esto es, la '.' ley ", intuitivamente indiscutibley en completa concor-

dancia con la descripc icn cantoriana de los conj untos, que permite pasar de

una condlcion cualquiera P a su extension, es dec lr, qarantiza la existen-
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cia de el conjunto de todos los objetos que satisfacen la condicion e .
Admitido con esta liberalidad, el principio ocasiona una generacion desorde ~

nada de colecciones produciendo eventual mente criaturas teratoloqicas.

En las tres paradojas arriba mencionadas la condicion Pes, respecti-

vamente, "x no es un elemento de x " i \\ X es un rnimero ordinal Ii y

"x es un conjunto" y tiene como extension" el conjunto de todos los con-

juntos que no.son elementos de sl mismos ", " el conjunto de todos los nume-

res ordinales Ii y " el conjunto de todos los conjuntos ", respectivamente. En

cada caso particular, la apllcacldn del principle de extension supone que, una

vez fijada la propiedad P y H antes U de empezar a seleccionar aquellos

objetos que lasatisfacen, tengamos ante nosotros la totalidad, el dominic com-

pleto de los objetos susceptibles de ser seleccionados para lueqo S! proceder

a la seleccion, tomando aquel!os que satisfagan la condlcicn P y desechan-

do 10- otros, Las comp!icaciones surgen cuando esta situacion no es explici-

ta, es decir, cuando no es posible afirmar que aquel dominic no se altera "du-

rante" e! proceso misrno de selecclon, apareciendo en su sene elementos ines-

perados. As! per ejemplo, si D es la coleccicn de todos los objetos 0

cosas existentes y de entre sus miembros pretendemos selecclonar aquellos

que son conjuntos ( para as! obtener el conjunto u de todos los conjun-

ios ), este mismo acto hace aparecer un nuevo objeto, a saber u, el cual

es a su vez un conjunto, es decir, uno de los objetos que deberian haber es-

tado previamente en D y precisamente uno de los que habria sido seleccio-

nado para conformar a U (??? ).

La modific acion del problematico principio de extension propuesta por

Zermelo consistla en restringir e! proceso para generar conjuntos a partir de

condiciones, al caso en ef cual se cuenta de antemano con un conjunto M
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del cual se procede a separar aquellos elementos especificados por la con-

dicion en cuestion. EI principio as! obtenido rec iblo el nombre de Axioma

de Especificacion (0 de Separacion) y fue enunc iado mas 0 menos en los

terminos siguientes : Dados una condicion P y un conjunto (Menge) M,

existe un subconjunto (Untermenge) A de M cuyos elementos son precise-

mente aquellos elementos de M que satisfacen la condicion P.

Se observa que el principio as! restringido no nos faculta, como el oriqi-

nal, a crear libremente conjuntos a partir de condiciones sino a separar de

un conjunto preexistente 'M aquellos obj etos que satisfacen una determi-

nada condic ion y con e Ilos formar un nuevo conjunto A (el cual es natural-

mente una parte de M), Los elementos de A son aquellos elementos de

M especificados por la condicion P,

En este contexte las paradojas de Russell, Burali-Forti y Cantor quedan

eliminadas de facto pues ni s iquiera pueden forrnularse. Russell! POl' ejem

plo, debe ahora partirde un conjunto M y definir el conjunto A de to-

dos los x de M tales que x no pertenece a x , Es decir, XE A

. si y solo si x EM Y X tx. Como antes debemos tener que A Eo A

a A tA. Pero en este caso de A EA no podemos concluir que AtA

sino simplemente que, si A EM entonces AfA. Concluyendose que

AtM. Slmilarrnente. de A tA no se concluye que A EA sino que,

si A EM entonces A EA Y de nuevo se obtiene que A tM. Y asi.

la limp ida contradiccion de antes se reduce ahora a un resultado lnofensivo ,

a saber; A tM .

Slnembarqo, sabemos que no todas las paradojas son de tipo loqico pues
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las hay que se derivan de la existencia en los lenguajes naturales de afirma-

ciones que se refieren asimismas, de frases cuyo sentido depende esencial ~

mente del significado usual de las palabras empleadas. Son contradicciones

que surgen debido a confusiones entre el lenguaje en el cool se habla y el

lenguaje acerca del cool se hnbla (pues, en cierta medida, las teorias no son

mas que lenguajes especializados>' En terminos mas tecnicos, hay una incor-

poraclon, generalmenteinconscienteg de la semantics del lenguaje ordinario al

lenguaje tecnico de las teorias. Un detenido anal isis de estas situaciones

condujo a Zermelo y sus sucesores aintroducir una segunda restrlccidn : es

necesario describir cuidadosamente el lenguaje a emplearse en !a eoria. En

particular, es necesario describir con precision 10 que es una "aflrrnac ion t",

una "condlcion" o "propiedad''', E! nombre tecnico dado a las expresiones

correctas del lenguaje de una teoria es el de formulas bien formadas,

La descripcion lograda posteriorment.e por Skolem y Fraenkel (1922) es

de tipo qenetico ~ a partir de ciertas formulas bien formadas basicas se ob~

tienen todas las otras aplicando ciertas reglas de comblnacion fijas de una

vez por todas, Intuitivamente, las afirmaciones y condiciones asi obtenidas

son perfe ctamente sensatas y manejables .,

Salvo algunas modtflcaciones, el sistema de Zerm elo era como sigue

Las formulas basicas son las del tipo

X E-M (X es un elemento de M) y

X '" y (X es igual a Y)

y se considera como bien formada cualquier formula construida a partir de otras

formulas bien formadas con ayuda de la neqacion : es.falso que .. " las
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conjunciones : ... y ..• ; •.. I 0 ••• ; si ... entonces ... ; y los

" cuantificadores": para tooo ... I ••• ; existe un ... tal que ....

Con estos refinamientos I la forma definitiva del principio propuesto en

lugar del axioma de extension (0 abstracclon) es. la siguiente :

Dada una formula bien formada P y dado un conjunto M. existe

un (unico) conjunto A cuyos elementos son los elementos de M

que satisfacen la ccndl clon P.

Este conjunto es el conjW1to de los x de M tales que P y

se denota

IX EM P(X) I

(Se escribe P(X) 0 PI XI en lugar de P para indicar mas explicita >

mente que se trata de una condicion que se refiere a X).

Observese que este no es un axioma simple sino que en realidad ,

para cada formula r, se obtiene un axioma distinto. Potencialmente repre-

'senta una infinidad de axiomas : uno para cadafdrinula P. Es pues un "molo

de" 0 " esquema .. para" fabricar" axiomas, Se dice entonces que es un

"axioma 0 esquema" : es el axioma esquema de separacion ( 0 especi-

ficacion). Puede verificarse que las precauc iones descritas son suficien-

tes para eliminar las paradojas ssmantlcas conocidas. Sinembargo, es ne-

cesario pagar un precio por la restriccidn impuesta al principio de extension.

En efecto, si ya no podemos crear libremente objetos rnatematlcos (conjun •.

tos) sino que debemos obtenerlos necesariamente a partir de otros ya exis-
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tentes, i Como podemos asegurar que hay siquiera uno de ellos para empezar

el proceso? Asi pues, uno de los axiomas de Zermelo debe estar destinado

a garantizar la existencia de conjuntos (infinitos, para poder desarrollar la

Aritmetlca), mientras que otros mas reglamentan el uso de la iqualdad. EI res-

to, siguiendo las ideas de Cantor, describen procedimientos "{icitos I para

obtener nuevos conjuntos a partir de otros dados. Todas estas "reglas de

juego" han side elegidas con el propos ito de obtener un "universo" de obje-

tos matematlcossuflcientemente rico para permitir el desarrollo de la materna-

tica usual pero que a la vez garantice la no aparlcldn de entidades monstruo ~

sas (tnconststenclas),

Los resultados obtenidos no son empero completamente satisfactorios y

es asf como Poincare comentaba acerca de la labor de Zermelo que, aunque

ha cerrado muy brensu redil, no estoy seguro de que no haya encerrado al

lobo en if, Y en efecto, si bien las precauciones tomadas eran suficientes

para excluir las paradojas conocidas, no era posibfe qarantizar, en modo al-

quno, que mas tarde no aparecerian otras que eran menos evidentes y cuyo ac-

ceso, por asf decir, no habia sido completamente bloqueado por las vallas le-

vantadas, Habia que esperar hasta que G6del demostrara sus famosos teore ~

mas para tener alguna claridad sobre este problema, Y cuando esta lleqo, la

respuesta fue desconcertante : si el sistema es consistente entonces es irn-

posible probar que 10 es •

La tecria de Zermelo tuvo diversas variantes, todas elias mas 0 menos

equivalentes entre sf, En una de elias, y quizas siguiendo mas de cerca las

ideas de Cantor y del mismo Zerrnelo en sus planteamientos inlciales, se ad ~

mite la existencia de colecciones arbitrar ias a las cuales. se da el nombre de
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clases mientras que un conjunto es, por definicion; una clase que es un

el emento de alguna otra clase, es decir, una clase x es un conjunto si

existe una clase Y tal que X E-Y, En este caso se admite un \I axio-

ma de extension" mas elastico : Para cada condicion (formula bien forma-

da) P existe una (unica) clase cuyos elementos son los conjuntos x

tales llue P(X).

En particular, tomando como P la formula x = x , se obtiene

una clase cuyos elementos son precisamente todos los conjuntos (tales que

x := x , pero esto siempre es cierto ). Esta espues la clase de todos

los conjuntos 0 clase universaL Si a esta clase la designamos n, el

argumento de Russell se desenvolveria como sigue : Sea A la clase de'

terminada por la condicicn x <E-X ; en este caso eso significa que XE-A
I

si y solo si x es un conjunto y x t x , Luego six es UtI conjunto;

entonces x Eo A si y solo si x tx e

Como en el argumento c lasi co. debemos tene r que A Eo A 0 bi en

A tA, Pero si A E-A entonces A tA (a menos que A no sea

un con] unto) ; y si A t A entonces A E- A (de nuevo, a menos que

A no sea un conjunto), Luego A no puede ser un conjunto. Es as!

como la insidiosa "paradoj a " de Russell es en este caso un inocente teo,

rema, a saber : La cl ase A no es un con] unto,

E' ,
, sta linea de Ideas fue desarrollada por von Neumann y perfeccionada

por Bernays ,Godel y varies otros cuyos profundos y minuciosos analis ls han

arrojado rnucha luz sobre el famoso problema de los Fundamentos, Los resul-
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tados indiscutiblemente positivos ( aunque a veces inesperados y sorprenden-

tes) justifican el que a esta crisis de la Matematica se la considere: como

una verdadera crisis de crecimiento .

'" * '"

EI problema de Ozma

5upongamos que, empleando algun supermoderno radiote!escopio, es posi ~

ble establecer comunlcacicn con una raza inteliqente de un remote planeta. Nos

preguntamos entonces si existe alquna manera de comunicarles aesos seres

nuestra nocion de derecha e izquierda (no en senti do politico L 5e sobreen -

tiende que no contamos con ninqun objeto 0 estructura aslrnetricos que pueda

ser observadosfmuitaneamente por ellos y nosotros, pues en tal caso el preble-

ma se soluciona trivialmente , Esta prequnta ha side llamada " el problema de

Ozma ' haciendo referencia a! personale de! mlsmo nornbre en la obra de L, F,

Baum acerca de! utopico pals de Oz, Uno de los habitantes de eseextrafio lu-

qar-tiene orejas gigantescas que, al ser colocadas contra el suel o, Ie permiten

air sonidos a varios miles de kilornetros , son algo as; como radloteles opios.

La respuestaal Problema de Ozma es aflrmativa perc no es trivial y se

basa en ciertas peculiares caracteristicas del Ccbalto 60 sometido a ciertas

condiciones especiales,

(Una de sc .ipcicn mas detallada de e sse problema y u so ucion y de otro s ema s

igualmenre interesantes se encuentra. en " The Ambidextrous Univer se " de Martin

Gardner ).


