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Agenda

- Algoritmica de arboles n-arios
- Arboles 1-2-3

- Arboles 2-3

- Arboles B
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Arboles n-arios

« Generalizacion de los arboles binarios

- Estructura recursiva en la que cada elemento tiene n
arboles n-arios asociados

Formalismo abstracto
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Arboles n-arios

- Conceptos que se extienden de arboles
binarios

Nodo: elemento del arbol

Raiz: nodo inicial del arbol

Hoja: nodo sin hijos

Camino: nodos entre dos elementos incluyéndolos
Rama: camino entre la raiz y una hoja

Altura: numero de nodos en la rama mas larga
Peso: numero de nodos en el arbol
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Arboles n-arios

- Conceptos que se extienden de arboles
binarios
- Orden de un elemento:

- Numero de subarboles asociados
- Una hoja es un elemento de orden O

« Orden de un arbol n-ario:
« Maximo orden de sus elementos

ISIS1206 — Estructuras de Datos
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Arboles n-arios

Recorridos: a

norden: b/‘c\d

Preorden: VANEEZREN

Postorden: € fﬂg\h !
j k1

blelflcljlklIlmlglhlildla
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Implementacidon genérica
public class ArbolNArio<T>

private NodolrbolNario<T> raiz;

ISIS1206 — Estructuras de Datos
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Implementacion genérica

public class NodolArbolNario<T:>

* Elemento del nodo
* [

private T elem;

[ E*k

* gubarboles
*

private Lista<NodolArbolNario<T>> hijos;

ISIS1206 — Estructuras de Datos
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Algoritmica
« Similar a un arbol binario
« Primer nivel:

« trata el caso de un arbol vacio
« crea estructuras de datos como iteradores

- Segundo nivel:
- planteamiento recursivo
- Se tienen n avances posibles en la recursion

- Se requiere un ciclo para iterar sobre cada avance.

ISIS1206 — Estructuras de Datos
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Ejemplo

public int darZltura( )
{

return ( raiz '= null ) ? raiz.darZltural( ) : 0;

}

public int darZltura( )
1
if( esHojal( ) )
return 1;
else
i
int maxBAltura = 0;
for( int i = 0; i < hijos.darLongitud( )}, i++ )
{
NodoRrbolNario<T> hijo = hijos.darElemento( 1 );
int auxAltura = hijo.darRltural( ):;
if( auxfltura > maxhltura )
maxhltura = auxhltura;
}

return maxkhltura + 1;

}

ISIS1206 — Estructuras de Datos
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Ejemplo

public int contarHojas( )
{

return ( raiz != null ) ? raiz.contarHojas( ) : 0;
}
public int contarHojas( )
{
if( esHojal( ) )
return 1;
else
{
int numHojas = 0;
for( int i = 0; 1 < hijos.darLongitud( ); i++ )
{
numHojas += hijos.darElemento( 1 ).contarHojas( ).
1
return numHojas;
}
1
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public T buscar( T modelo )
1
return ( raiz '= null ) ? raiz.buscar( modelo ) : null;
}

public T buscar( T modelo )
i
if( modelo.equals( elem ) )
return =lem;
elze if( esHojal( ) )
return null;
else
{
for( int 1 = 0; 1 < hijos.darLongitud( ), 1++ )
{
T aux = hijos.darElemento( i ).buscar( modelo );
if( aux !'= null )
return aux;

}

return null;

}

ISIS1206 — Estructuras de Datos
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A trabajar...
public class ArbolNArio<T>

{

public Iterador<T> darNivel( int nivel )

{

ISIS1206 — Estructuras de Datos
http://cupi2.uniandes.edu.co



14

Universidad de
los Andes

Agenda

. Arbo
. Arbo
. Arbo

es 1-2-3
es 2-3
es B
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Arbol 1-2-3: Arbol triario ordenado
. Arbol n-ario ordenado de orden 3

« En cada nodo tiene 1 0 2 elementos

Nodo con dos elementos

Nodo con un elemento

ISIS1206 — Estructuras de Datos
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Arbol 1-2-3: Arbol triario ordenado
- Cada nodo tiene 1, 2 6 3 subarboles asociados

50[/5

< @:] 80 90> 3 subarboles

/
Q) (e5136)

1 subarbol 2 subarboles

ISIS1206 — Estructuras de Datos
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Arbol 1-2-3: Arbol triario ordenado

- No hay elementos repetidos

- El elemento de la izquierda de cada nodo (raiz izquierda) es
menor que el elemento de su derecha (raiz derecha)

Raiz izquierda

/ / Raiz derecha

90

[77]__J [85]86)

ISIS1206 — Estructuras de Datos
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Arbol 1-2-3: Arbol triario ordenado

- El primer subarbol es un arbol 1-2-3 que contiene elementos
menores que la raiz izquierda

Primer
subarbol

77]_) (85]86)
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Arbol 1-2-3: Arbol triario ordenado

- El segundo subarbol es un arbol 1-2-3 que contiene elementos
mayores que la raiz izquierda pero menores que la raiz derecha

Segundo
subarbol

ISIS1206 — Estructuras de Datos
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Arbol 1-2-3: Arbol triario ordenado

- El tercer subarbol es un arbol 1-2-3 que contiene los
elementos mayores que la raiz derecha

Tercer
subarbol

ISIS1206 — Estructuras de Datos
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Arbol 1-2-3: Arbol triario ordenado

- Si la raiz derecha esta vacia, su tercer subarbol debe ser
vacio (el segundo puede o no ser vacio).

ISIS1206 — Estructuras de Datos
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A trabajar...
 Declaracion en Java de la clase
- Para valores enteros simples

- Algoritmica basica:
- Busqueda
» Insercion
 Supresion

ISIS1206 — Estructuras de Datos
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- Algoritmica de arboles n-arios
- Arboles 1-2-3

- Arboles 2-3

- Arboles B
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Arbol 2-3: Arbol triario ordenado balanceado
- Motivacion:

- Optimizar el tiempo de acceso en una estructura de
datos en memoria secundaria

 Acceso a la informacion en O(log3N)

- Baja complejidad en los algoritmos de
actualizacion.

ISIS1206 — Estructuras de Datos
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Arboles 2-3

« Es un arbol 1-2-3 y ademas:
- Todas las hojas se encuentran en el mismo nivel

« Todos los nodos internos tienen por lo menos 2 subarboles asociados
no vacios, aunque la raiz derecha este vacia.

ISIS1206 — Estructuras de Datos
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Arbol 2-3

- Todos los nodos pueden tener hasta 2
elementos.

- Un nodo interno puede tener 2 6 3 hijos,
dependiendo de cuantos elementos posea el
nodo:

- Si hay 1 elemento en el nodo, debe tener 2
hijos

- Si hay 2 elementos en el nodo, debe tener 3
hijos

ISIS1206 — Estructuras de Datos
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Ejemplos
Cada nodo tiene hasﬁa 2 elementos
4—”/// ~~~~~~~~~~~ >
| D | M D
‘s\‘~~ "\\\ % '4 hl
l<X<D T 1< X<M<Y<D

Cada nodo interno puede tener 2 o 3 hijos (dependléndo de cuantos

elementos posea el nodo)

ISIS1206 — Estructuras de Datos
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Arbol 2-3

 Formalismo abstracto
a=»A-

arbol vacio

arbol NO vacio

a = 1| r2 | <

al a2 a3
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Arbol 2-3: Insercién

« El crecimiento NO se hace a nivel de las
hojas

- Aunqgue la insercion se sigue haciendo en las
hojas

« E|l crecimiento se hace a nivel de |a raiz

- Todas las hojas se deben mantener siempre en
el mismo nivel

ISIS1206 — Estructuras de Datos
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Arbol 2-3: Insercion

1 Localizar‘la hoja {en la cual se debe agregar el

elemento
® |nsertar

- Casol: Existe espacio en el nodo -> |a estructura

del arbol NO se altera

Situacion imicial

Situacion final

|
LI =alam

r

ri
LI rM=ealem

skem
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Arbol 2-3: Insercidn

2 Caso 2: El nodo esta lleno. Se debe modificar la estructura del
arbol:
. El nodo se parte en dos nodos del mismo nivel

. Los tres elementos (dos elementos del nodo y el nuevo elemento) se
reparten de la siguiente manera:

Situadadninicd Situacidon intermedia
ri | r2 r1 glam
calem = r2 . suber2
r1 r2 =lam ra
L1l eakbme<ri 4. sube ri
ri r2 Fi rz
M o< eleam<r2 CsuDe alam
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Arbol 2-3: Insercién

Situadéninicia Situacidn intermea dia
| r2 ri alam
. elem >r2 . Sube|rz
1| 2 slam re
L1 Jekm<ri L L <, Sube|r
‘ rl | r2 \ ri ‘ r2 |
M < glem <r2 Ssubelelem
. El elemento que no fue incluido en los dos nodos nuevos se sube /
en la estructura y se inserta en su padre.
. Se repite el proceso hacia arriba:
. Al partir en dos el nodo se esta generando un nuevo subarbol que

puede generar que los ancestros se tengan que partir a su vez para
poderlo incluir.

ISIS1206 — Estructuras de Datos
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Arbol 2-3 : Insercién

=)

Insertar &l elemento 30 32 crea una
hojay se coloca el elemento como raiz
iZquierda

8

Se parte en dos

Insertar el elemento 2: coresponde al
caso 1. 5e mueve a la derecha la rafz
Fquierda para dar cabida al nuevo
slamento.

]

Se crea un nivel /,_._

P
=
ﬂu

Insertar el elemento 15: comesponde 4
caso 2. Encuentra una hoja llena. La
parte en dos nodos e inserta en &l
padre elalementa que se encusntre an
la mitad de los tres ( 2 < 15 < 30 ).
Como el padre es vacio, se crea un
nuevo nivel, se coloca el elemento
como la raiz zquierda del nodo, vy se kb
asocian los dos nodos que se acaban
de partir.

ISIS1206 — Estructuras de Datos
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Arbol 2-3 : Insercidn

Insertar el elemento 63: corresponde al
caso 1

[E ||3EI EBJ

s | 63 Insertar el elemento 65: corresponde al
caso 2. Se parte la hoja y sube al padre
el elemento de |la mitad (63). Al insertar
dicho valor en el padre se trata como el
caso 1, porque en el nodo hay espacio.

an

2l =] ]
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Arbol 2-3 : Insercidn

15 | 63
2l el J{e] ]
s | 63 Insertar el elemento 1: corresponde al
caso 1.
2 o] J[es] ]

15 Insertar el elemento 0: corresponde al
caso 2. Se parte la hoja [ 1, 2 ], se
colocan alli los elementos 0y 2, y sube

1 o el valor 1 a su padre. Como el nodo del
padre [ 15, 63 ] esta lleno también se
debe partir, dejando en ese nivel los

[ 0 |[ 5 | [ a0 | [ 65 ‘ elementos 1y 63, y subiendo el 15.

ISIS1206 — Estructuras de Datos
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Arbol 2-3 : Insercion o]
1 63 -
L] Je ] Jlel Jle] ]
5] | Insertar el elemento 14: corresponde al
—— caso 1.
1 63 [ ]
o] Je el Jle=] |
5] | Insertar el elemento 27: corresponde al
—— caso 1.
1 63 ]
[D ”2 MJ[E? EI-DJ[E-E J
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Arbol 2-3 : Insercién

15

{D ”E IdJ{E? BDJ[E-E J

is Insertar el elemento 8: corresponde al
caso 2. Se parte elnodo [ 2, 14 ] y sube
el 8. Alli encuentra espacio y se coloca
63

como raiz derecha.

15 Insertar el elemento 9: corresponde al
caso 1.

Lo | Jlz ] Jlelw){zr]o]{es] |

ISIS1206 — Estructuras de Datos
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Arbol 2-3 : Insercién (o] ]
Lol Jlz ] Jlelw )z s](es] |

Insertar el elemento 81: corresponde al
— caso 1.

15 Insertar el elemento 79: corresponde al
p— caso 2. Se parte el nodo [ 65, 81 ]y
sube el elemento 79.

[D J[E ”9 14“2? 30”55 HBI |

ISIS120b — EStructuras de batos
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Arbol 2-3 : Insercidn

15
1 8 63 | 79
[I:: J[e Hg 14“2? 30”55 HBI ‘
15 | 63 Insertar el elemento 60: corresponde al
caso 2. Se parte el nodo [ 27, 30 |, se
incluye el 60 y sube el elemento 30.
1 ] s Como su padre esta lleno se parte en
30 los nodos [ 30 ]y [ 79 ], y sube el
elemento 63. Este elemento se sitia en
la raiz derecha del arbol, donde hay
[ 0 ” 2 ‘[ il B ]{ 7 H 60 \H 65 Hi_J ESFI'E.C.IEJ libre.

ISIS1206 — Estructuras de Datos
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Arbol 2-3: Eliminacion

- Casol: El elemento esta en una hoja

Caso Situacion inicial Solucion
) }3 |
Lo el [ [ JL [ (] ]I |
B ) [——
enl o ][ ][] L] ] |
* T ] o] ]
|eiern | v 4|[ | ||4 ||
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Arbol 2-3 : Eliminacidn

-« Casol: El elemento esta en una hoja

D [ vz [ va - _"‘.I
|,31,_=In | " | | v | we 2 . | | -
E 2 | va (i
|e-ie-rr| | wl| [ | | 2 | 3|
F 2] |
Se pierde un nivel (2] w]
|eEm J Wi

ISIS1206 — Estructuras de Datos
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Arbol 2-3 : Eliminacion

- Casol: El elemento esta en una hoja

| |-E'|-E'|'I1 v

ISIS1206 — Estructuras de Datos
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Arbol 2-3 : Eliminacion

- Casol: El elemento esta en una hoja

v wa

Lo foe fowe] J 1 Lo Jlef JI

mn=nnn (G

w] Jlose] J(=] | o] [
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Arbol 2-3 : Eliminacidn

- Casol: El elemento esta en una hoja

L al
Se pierde un nivel B | v
[v2| ][eed
M ): ]
HRa ][
N
NEE [ -
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Arbol 2-3 : Eliminacion

- Casol: El elemento esta en una hoja

l ['u'E '|'3- ['Ihl' ya ]['|'1
F )_‘ "
({0 e Jam

ISIS1206 — Estructuras de Datos
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Arbol 2-3 : Eliminacién
- Caso 2: El elemento no esta en una hoja

- Se busca un valor que se encuentre en una hojay
qgue pueda reemplazar el valor. (Como esta
ordenado, el candidato seria el menor del subarbol
derecho)

 Solucion para el caso 1

ISIS1206 — Estructuras de Datos
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Arbol 2-3 : Eliminacidn

Situacian inicial Situacidn intermedia:
Eliminar v de una hoja (Caso 1)

a [er 2] ]
e _
l =] L] el JL L]
R o am ve
) | | [ L l=] ]
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Arbol 2-3 : Eliminacién
- Ejemplo: Eliminar el 63

[EI 2 g 11-[2'.' [-EIZI lEE ][3

ISIS1206 — Estructuras de Datos
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Arbol 2-3 : Eliminacidn

- Ejemplo: Eliminar el 63

(1] S& busca unvalor enuna hoja que

5| E5 pusda ocupar ol aspacio que va a

licarar &l 64 Se escoge pare esto 8l

slemants 65 [case 2-F), v &8 replantea

i | @ Y ™ &l problanne para eliminar e s valor,
Ll el Nef=ll=] Neof Jl=] Jl=

| | & (2} El wercar subdrbol entra en @l caso

1-F, an &l cual se piarde un nivel. Sa

llega a sguients ceso ntermedio,

T a a :'] j porque &l arbal debe decrecer por la

"'-., raiz.
a ]z ]-:u]z'.' ]a::- ['.'-:-3']

ISIS1206 — Estructuras de Datos
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Arbol 2-3 : Eliminacidn

- Ejemplo: Eliminar el 63

(3} El &rbol complato llega al caso 1-P,
an &l cual &l segunds subdrbol no tiena
raiz deredha para prestirssla al weroar
gubdrbol. Se debs agicar la solucidn
planteads para ess caso, pero teniendo
an cuants gue &l alements no 85 UNA
haje, v gue tambEn deben maerse los
subarboles asodados.

[4) El proceso tarmina porque o Aol
¥ 285 astrudur almenis come cho.

ISIS1206 — Estructuras de Datos
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Implementacién

public class Arbolid 3<T extends Comparable<? super T>>

[ &k
* Raiz del arbol 2-3
& f
private Nodo2 3«<T> raiz;

ISIS1206 — Estructuras de Datos
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public class NodoZ 3<T extends Comparable<? super T>>

ImplementaCién jﬁjﬁ T

S Ex

¥ Primera raiz del nodo

* /

private T rl;

S Ex

* Sequnda raiz del nodo
* /

private T rZ;

S Ex

* gubarbol 1
* /

private NodoZ 3<T> hl;

S xx

¥ gubarbol 2
* /

private NodoZ 3<T> hz;

S xx

¥ gubarbol 3
* /

private NodoZ 3<T> h3;
ISIS1206 — Estructuras de Datos
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Entrenador WEB

ISIS1206 — Estructuras de Dato
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s
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Applet uniandes.cupi?.interfaz.AppletArbol started
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A trabajar...

- Desarrolle el método que permite buscar un
elemento en un arbol 2-3

public T buscar( T modelo )
{

return ( raliz != null ) ? raiz.buscar( modelo ) : null;

}

public T buscar( T modelo )

{

ISIS1206 — Estructuras de Datos
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A trabajar...

- Muestre el proceso de insercion en un arbol 2-3 de la siguiente
secuencia de valores:

« 25-86-34-23-4-98-12-56-74-77-80

ISIS1206 — Estructuras de Datos
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- Algoritmica de arboles n-arios
- Arboles 1-2-3

- Arboles 2-3

- Arboles B
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Arboles B
- Arbol n-ario ordenado y balanceado

« Generalizacion de un arbol 2-3

B de orden 5
o o0 0 o
BEND
QQQO/QQQXQQQQQ
HEEN e[z 1] EEEE
e O o 0660 6 @ 6 00 ©° ® 00 o e o0° e O 0o ....0/00?%\000
SRR EHEER AR EEENCEHEEIEEAREEBERIEEENEE8E
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Arboles B
- Cada nodo tiene k elementos y k+1 subarboles B

asociados

« Un arbol 2-3 es un arbol B de orden 3

ISIS1206 — Estructuras de Datos
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Arboles B
« Para un arbol B de orden k:

- Todas las hojas se encuentran al mismo nivel

- Todos los nodos internos, excepto la raiz,

tienen por lo menos ( k+1)/2 subarboles
asociados no vacios

« El numero de elementos de un nodo interno es

uno menos que el numero de subarboles
asociados

ISIS1206 — Estructuras de Datos
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Preguntas...
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