1. GRAFOS REGULARES Y ALEATORIOS

Como ya se comentd en la introduccion de esta memoria, un objetivo inicial del
proyecto era realizar un estudio de las redes de metro del mundo, en el cual se

comprobase experimentalmente si dichas redes eran o no redes small-world.

Una red small-world es una red que posee propiedades tanto de redes aleatorias como de
redes regulares. Por tanto, es necesario saber qué es una red aleatoria y qué es una red
regular para llegar a definir una red small-world. Ademas, ;Por qué nos planteamos
comprobar si son redes small world? ;no se ajustan las redes reales al modelo que

describe redes aleatorias? O, ;no se ajustan al modelo que describe redes regulares?

1.1 Grafos regulares

Diremos que un grafo regular es aquel en el cual todos los vértices tienen el mismo
grado o valencia. Un grafo con vértices de grado k se denomina k-regular. Un grafo

completo es n-regular.

La longitud de camino caracteristica de una red regular es proporcional al nimero de

. . n . .,
vértices de la red L~ e El coeficiente de agrupacion de una red regular esperamos que

3(k-1)
4(k=2)

tenga un valor alto C = (definidos entre otros en [6,37]).

Por tanto, aunque es intuitivo ver que las redes reales no son redes regulares, podemos
verlo matematicamente también, viendo, por ejemplo, que los valores de L de las redes
reales (tablas IV y V), no se parecen en nada a los valores de L de un grafo regular
(calcular con las expresiones vistas). Sin embargo, las redes reales si poseen algunas
caracteristicas de los enrejados regulares. Si comparamos el coeficiente C, veremos

cOmo tienen valores similares.
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{c) Grafo n-regulares

Figura 23

1.2 Grafos Aleatorios

Se dice que un grafo es aleatorio si la presencia y colocacion de sus aristas siguen una
distribucion aleatoria. Por tanto, un grafo aleatorio no puede ser disefiado con ningln

criterio concreto.

Los grafos aleatorios son muy utiles para modelar sistemas muy grandes (Ej.:

‘enjambres’ de vehiculos aéreos no tripulados (UAV)).

En torno a este tipo de grafos giran importantes teorias, que comenzaron en torno a
1949 cuando Rapoport y sus colaboradores realizaron el primer intento de modelar un
gran grafo aleatorio [57, 65]. Aproximadamente una década mas tarde Paul Erdos y
Alfred Renyi [22,23] estudiaron exhaustivamente estos grafos y llamaron ‘Teoria de

grafos aleatorios’ a todas las investigaciones que seguian este eje.

Estudiaremos un modelo de creacion de grafos aleatorios, el ‘modelo de Poisson’ o
‘modelo binomial de grafos aleatorios’, ademds de algunas propiedades que ya se han

definido en los primeros apartados de esta memoria.
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La explicacion de este modelo facilitard la comprension del razonamiento que se
realizard posteriormente sobre como se crean las redes Small-World y las redes Scale-

Free.

A. Modelo de Poisson

En el primer articulo publicado por Erdos y Renyi [22], se definia un grafo aleatorio con

. . . -1
n nodos etiquetados conectados por m aristas, elegidas al azar de entre las nn-1)

posibles. Existen, en total, Cnn-1) grafos con n nodos y m aristas. La realizacion de
2

cualquiera de ellos es equiprobable a la del resto.

Una definicion alternativa y equivalente de un grafo aleatorio podia ser aquella obtenida
de un modelo binomial, en el cual uniremos cada par de n nodos con aristas con una

probabilidad p.

En este caso, el numero total de aristas es una variable aleatoria con una esperanza:
E[m] = p [*==] (53)

Por tanto, la probabilidad de existir de cada una de las aristas sigue una distribucion de

Bernoulli:

nn-1)

prA-p)y 2 " (54)

La probabilidad de que un vértice tenga grado k es

o = () P —p)n (55)

Sin embargo, si incrementamos el nimero de nodos y aristas del grafo, llegara un
momento en el que el valor medio de la distribucion sera constante. Cuando esto ocurre,
la ley de distribucion se hace independiente del nimero de los mismos, lo que nos lleva

a sustituir la ley Binomial por una ley de distribucion de Poisson:

-z

n _ k
pe= ()P -pr k= (56)

Donde z es el valor medio de grado z=p(n-1). La igualdad se hace con los valores

limites.
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Figura 24: Distribucion de probabilidad que resulta de simulaciones numéricas de un grafo
aleatorio. Se ha creado un grafo aleatorio con n = 10000 nodos y una probabilidad de conexién p =
0.0015, y se ha calculado el nimero de nodos con grado k, Xk. Los resultados se comparan con el
valor esperado de una distribucion de Poisson (linea continua). Vemos como la desviacion es
pequefia.

Una de las primeras propiedades de los grafos aleatorios que fueron estudiadas tanto por
Rapoport y Solomonoff como por Erdos y Renyi, es la formacion de subgrafos. Un
grafo G; formado por un conjunto P; de nodos y un conjunto E; de aristas es un
subgrafo de G=(V,E) si todos los nodos del conjunto P, estan contenidos también en el
conjunto V y todas las aristas de E; estdn contenidas también en E. Un subgrafo no tiene

porque ser aislado.

De acuerdo con lo estudiado hasta ahora, un grafo aleatorio podia ser generado a partir
de n nodos aislados conectados posteriormente por aristas con una probabilidad p. Si el
valor de p es pequeio, cuando pongamos las aristas, el grafo tendra muchos
componentes de pequefio tamafio, teniendo esta magnitud, el tamafio, una distribucion
exponencial en las muestras con una media finita. Por el contrario, si el valor de p es
grande, cuando las aristas sean colocadas, muchos vértices estan unidos formando lo
que llamaremos una “componente gigante” mientras que el resto de los vértices forman
pequefios componentes, que al igual que en el primer estado, tienen un tamafio que
sigue una distribuciéon exponencial de media finita. Existe, por tanto, una etapa de
transicion o lo que es equivalente un valor de p critico, dependiente de n, entre el primer
estado denominado low-p y el segundo, denominado high-p. El estudio y demostracion

del valor de p en el cual se produce esta transicion, ademas del tamafo esperado del
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componente gigante, el nimero de componentes aislados generados, etc. no se realizara

en esta memoria.

B. Propiedades de un grafo aleatorio

Las propiedades de los grafos aleatorios han sido profundamente estudiadas [15, 10.a,
11.a]. En este apartado tan solo se enuncian, para ver la diferencia entre las propiedades

de un grafo aleatorio y las de una red real.

Asi, se ha demostrado que todos los grafos con n nodos y una probabilidad de conexion
p (modelo de Poisson), tienen un didmetro pequefio (como consecuencia del valor de p)
que varia muy poco de

_ In (n) _ In (n)
In(pn)  In((k)) (57)

Importantes resultados que se desprenden de aqui son:

e Si<k>=pn <1, el grafo estd compuesto por arboles aislados, y su diametro es
por tanto igual al de un arbol.

e Si <k>>1, tenemos una gigante agrupacion. El didmetro del grafo es igual que
el didmetro de la agrupacion gigante si <k>>3.5 y es proporcional a la cantidad
d antes mencionada.

e Si<k>>In(n), casi todo el grafo estd conectado. El didmetro es mas o menos la

cantidad d antes mencionada.

La longitud de camino caracteristica se escala con el nimero de nodos de la misma

forma que el didmetro. Sera proporcional a esta magnitud,

Inn

lrand ~ m (5 8)

Este valor suele ser pequeio.

En las tablas IV y V, se muestra en resultados como la longitud de camino caracteristica
de redes reales es muy similar a la misma magnitud medida sobre grafos aleatorios del
mismo numero de nodos. En la figura 25, se puede ver graficamente. Se han
representado los valores de las redes reales, ademas de la relacion mostrada en la

ec.(58). Se aprecia el mismo resultado. Con lo cual, en una primera aproximacion,
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podriamos concluir que las redes reales poseen valores de longitud de camino

caracteristica pequefios, al igual que las redes aleatorias.
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Figura 25: Comparacién entre los caminos medios de redes reales y la prediccion de la teoria de
grafos aleatorios. Simbolos: O pequefio — Tabla V.12, O grande — Tabla IV.13, * Tabla IV.17, [
pequefio — Tabla 1V.10, [ mediano - Tabla V.11, O grande — Tabla V.13, @ pequefio — Tabla
V.6, @ mediano - Tabla 1V.2, X Tabla IV.16, £\ pequefio - Tabla 1V.7, Il pequefio - Tabla
IV.15, £ grande — Tabla 1V 4, <] pequefio — Tabla IV.5, <] grande — Tabla 1V.6, .grande -
Tabla V.6, + pequefio — tabla V.1, > pequefio — Tabla IV.7, W Tabla V.3, # mediano - Tabla
v.i, grande — Tabla 1V.14, > grande — Tabla IV.5, L4 grande — Tabla V.3

Por otra parte, el coeficiente de agrupacion de un grafo aleatorio es

(k)
Crana =P = n (59)
Ha sido calculado considerando que la probabilidad de que dos nodos vecinos estén
conectados es igual a la probabilidad de que dos nodos aleatoriamente seleccionados

estén conectados.

.y . . . C .y
De acuerdo con esta ecuacion, si dibujamos—2*¢ como funcién de N para grafos

(k)
aleatorios de distintos tamafios en un sistema coordenado con ejes logaritmicos todos
los puntos deberan estar alineados formando una recta de pendiente -1 que pase por el
origen del sistema. Sin embargo, si comparamos estos resultados teéricos con lo que

ocurre en las redes reales (valores reflejados en las tablas IV y V), veremos como no

., C .
obtenemos los resultados esperados. La fraccion o 1o decrece con el inverso de n, es
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mas, parece independiente de n (Figura 26). Concluimos que, el coeficiente de
agrupacion de una red real no tiene porque ser similar al coeficiente de agrupacion de

una red aleatoria del mismo niimero de nodos.
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Figura 26: Comparacion entre los coeficientes de agrupacion de redes reales y grafos aleatorios.
Los simbolos usados son los mismos que los usados en la Figura 25.
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