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Introducciéon

En este trabajo consideraremos el cubrimiento, o, espacio recubridor uni-
versal U de una variedad algebraica, con una condicién sobre su grupo fun-
damental, definiremos un lenguaje L(A) para describir propiedades de U,
también daremos una axiomatizacién por medio de una sentencia de L, ., y
mostraremos que esta axiomatizacién cumple buenas propiedades, modelo-
teoricamente hablando, tales como homogeneidad, estabilidad sobre mode-
los contables y finalmente una versién de N;-categoricidad, dos modelos de
tamano N; que tienen un submodelo contable comin son isomorfos, y el iso-
morfismo fija puntualmente el submodelo contable, otra forma de ver esta
propiedad es que dado un modelo contable existe una tinica forma de subir
hasta un modelo de cardinalidad N;.

En la primera parte de este trabajo daremos definiciones bésicas de ge-
ometria algebraica necesarias para el resto del texto, en el segundo capitulo
enunciaremos los teoremas principales y daremos una idea intuitiva de las de-
mostraciones, el tercero esta destinado a dar las herramientas necesarias para
entender los teoremas y sus pruebas, y enunciaremos hechos de geometria al-
gebraica por ultimo en el cuarto capitulo haremos las pruebas de los teoremas
del capitulo 2.

El trabajo esta basado en la tesis doctoral de Misha Gavrilovich y un
articulo posterior a ésta,Covers of abelian varieties as analytic Zariski struc-
ture, los preliminares de geometria y topologia estdn basados en los libros
de Shafarevich, Hartshorne, May, Ivorra. Agradezco especialmente al apoyo
brindado por el profesor Andrés Villaveces, también el apoyo del profesor
Gabriel Padilla, ambos del departamento de matematicas de la Universidad
Nacional, y también a ésta ultima por todas las enzenansas brindadas.



1. Preliminares

1.1. Geometria algebraica

En esta seccion se presentaran las definiciones de una variedad alge-
braica proyectiva, asi como también del espacio recubridor universal, también
definiremos la nocién de grupo LERF y se daran ejemplos

Definicién 1. (Espacio proyectivo) Sea K un cuerpo algebraicamente cerra-
do definimos el espacio proyectivo n-dimensional, Py, como el conjunto de
n + 1-tuplas no nulas partido por la siguiente relacion de equivalencia:

(a1, a9, ..., an41) ~ (Aag, ..., Aapi1) N E K, X#0

Cuando n = 1 o n = 2 llamamos a P} la linea proyectiva y el plano

proyectivo respectivamente, cuando no haya lugar a confusién sobre el cuer-
po K simplemente notamos al espacio proyectivo como P".
Dado f € Klx1,...,2,41] si f s6lo tiene términos del mismo grado, m, lla-
mamos a f polinomio homogéneo de grado m. Sea f € Klzy,...,x,.1] de
grado m entonces f = fo+ --- + f,, donde cada f; es homogéneo de grado
1 ademads esta descomposicién es tnica, por esto como K es infinito dado
P € P" el hecho que f(P) = 0 no depende de la eleccién del representante
de P pues

f(AP) = i N fi(a) = 0 para todo A # 0
i=0

Lo que sdlo es posible si cada f; es nulo.

Definicién 2. Dado I ideal de K[z, ..., x,41] definimos el conjunto de ceros
de I como

V(I)={PecP"| f(P)=0Vf eI}

Un conjunto X C P™ es algebraico si X = V(I) para algin I ideal de
K[l’b s 75Un+1]

Si tenemos en cuenta que los anillos de polinomios sobre un cuerpo son
noetherianos, un conjunto algebraico es el conjunto de ceros de un ntmero
finito de polinomios, o también de un nimero finito de polinomios homogéneos.

Proposiciéon 1. El conjunto vacio, y el espacio proyectivo son algebraicos,
ademds union finita de algebraicos es algebraico e interseccion arbitraria de
algebraicos es algebraico.



Prueba: El conjunto vacio se puede ver como los ceros del polinomio f(xy,...,%,11) =
1, el espacio como los ceros del polinomio nulo.

Sean X, Y algebraicos entonces X =V (I)y Y = V(J) veamos que X UY =
V(INJ)si P e XUY sea f € INJ esclaro que f(P) = 0luego P € V(INJ),
ahorasi P e V(INJ)y P ¢ X existe un g € I tal que g(P) # 0 luego
g(P)h(P)=0paratodohe Jyasi PeY.

Sean (I;);je; una familia de ideales veamos que [\, V(I;) = V(3 ,c; 1)),

dado P en la interseccién de los V(I;) si consideramos un elemento f €
V(3 ey 1;) éste es suma finita de elementos de algunos I; luego f(P) = 0

por lo que P € V(3_..;I;), la otra inclusién es obvia. O

Corolario 1. El conjunto de los complementos de los algebraicos es una
topologia sobre P™, esta topologia es llamada la topologia de Zariski.

Definicién 3. Un conjunto algebraico F' C P™ es irreducible si no existen
Fy, Fy tales que F' = Fy U Fy con F; # F. Un conjunto algebraico irreducible
se llama una variedad algebraica proyectiva.

Proposicién 2. Un conjunto algebraico V' es irreducible si y solo si su ideal

asociado I(V) ={f € K[x1,...,xp41] | f(P) =0VP €V} es primo.

Ahora veamos que al espacio proyectivo complejo de dimension n lo pode-
mos ver como una variedad analitica.
Consideremos el el espacio proyectivo complejo de dimension n, P™ definimos
A; ={P € P" | x; # 0} estos conjuntos son un cubrimiento de P" y cada A;
se puede identificar con C" mediante la aplicacién

. n..
pit A = C" i (ar, . 00,1, G40, Gpgr) = (@1, Qi1 Qg - oo Gng)

Ahora consideremos i # j (para simplicidad en los célculosi =1y j =n+1)
tenemos entonces

U1 :pl[Al N An+1] = {Z e C" | Zn 7£ O}

Unt1 = Pn1[A1 N Apa] = {2z € C" | 2, £ 0}
la aplicacién
¢ :pn+1 Op;l . Ul — Un+1

dada por (z1,...,2,) — (zi, ..., 2=} es conforme entre Uy yU,41, luego ex-
iste una topologia en P" que hace a los A; abiertos y a las p; homeomorfismos,
esta topologia la llamaremos la topologia compleja en P". Ahora pasemos a

definir el espacio recubridor universal de un espacio topolégico.
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Definicién 4. Un mapa p : E — B es un cubrimiento (o espacio recubridor)
si es sobre y cada punto b € B tiene una vecindad abierta V tal que p~ (V)
es una union disyunta de abiertos de E con cada componente homeomorfa a
V. Llamamos E el espacio total, B el espacio base, y F, = p~*(b) una fibra
del cubrimiento p.

A continuacién daremos unos ejemplos de cubrimientos.

1. Cualquier homeomorfismo entre espacios topoldgicos es un cubrimiento.
2. p:R— S p(t) = (cos(t), sin(t)) es un cubrimiento.
3. exp: C — C/2miZ = C* es un cubrimiento.

Llamamos a E espacio recubridor universal o cubrimiento universal si F es
simplemente conexo. En los ejemplos anteriores los ejemplos 2 y 3 son espa-
cios recubridores universales, también lo es el siguiente ejemplo.

El espacio proyectivo complejo 1-dimensional CP' (éste es homeomorfo a la
esfera de Riemann) es el espacio recubridor universal de si mismo.

El espacio recubridor universal existe si B es conexo, localmente conexo por
caminos y semi localmente simplemente conexo. Veamos el espacio recubri-
dor universal desde otro punto de vista.

Para un espacio Hausdorff, B con las propiedades de conexidad dadas ar-
riba y con un punto b € B, el espacio recubridor universal (U, ug) de (B, b) es
el espacio de todos los caminos con punto inicial b, es decir funciones contin-
uas v : [0,1] = B, v(0) = b bajo homotopia fijando puntos finales, equipado
con el homeomorfismo recubridor p : U — B, p(y) = ~(1).

Dos caminos 73,72 son (end-point homotopic) si existe una homotopia I" :
[0,1] x [0,1] — B tal que I'(0,t) = 70(t), ['(1,£) = 7(t), ['(¢,0) = ~(0),
['(t,1) = 70(1) = 71(1). El grupoide fundamental 7;(B) es el conjunto de
caminos bajo ( end point homotopy), con la operacién parcial de concate-
nacién. La concatenacion vyy1, 70(1) = 71(0) es un camino el cual primero
recorre 7o y luego recorre ;. El grupo fundamental 7 (B, b)p~*(b) es el grupo
de todos los bucles v € 7(B), v(0) = (1) = b.

Una transformacién de deck de U es un homeomorfismo 7 : U — U que
conmuta con p, es decir p o 7 = p. Las transformaciones de deck de U for-
man un grupo I' = w(U) llamado el grupo de transformaciones de deck, éste
se identifica con el grupo fundamentalm (B,b). El mapa recubridor p es un
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homeomorfismo local, una estructura de espacio analitico en B induce una
estructura de espacio analitico en U. Por 1ltimo hay una correspondencia
entre subgrupos normales H < T' y espacios recubridores B¥ := U/H — B.
El mapa U — B¥ es un cubrimiento universal, y su grupo de deck es H, a
su vez el mapa B — B es un cubrimiento y su grupo de deck es I'/H

Definicién 5. Un grupo G es subgrupo separable, o extendido localmente
residualmente finito (abreviado LERF por sus iniciales en inglés locally ex-
tended residually finite) si para cada subgrupo H < G y todo elemento g ¢ H
existe un subgrupo normal de indice finito K tal que H < K y g ¢ K.

Ejemplos de grupos con esta propiedad son entre otros los grupos finitos,
grupos libres, grupos finitamente generados, y los grupos fundamentales de
las 3-variedades.



2. Enunciado de los teoremas

En esta seccién enunciaremos los teoremas principales, y daremos una
idea de cémo vamos a hacer las demostraciones de estos, ademés daremos
unos ejemplos para los cuales éstos aplican.

Teorema 1. Sea A una variedad algebraica proyectiva suave LERF y T
la teoria asociada a su espacio recubridor.Entonces todos los modelos son
modelo-homogéneos y la clase de modelos de la teoria resulta sintdcticamente
estable libre de cuantificadores sobre submodelos contables

Teorema 2. Sea A una variedad algebraica proyectiva suave LERF y T la
teoria asociada a su espacio recubridor. Entonces cada par de modelos Uy =T
y Us =T de cardinalidad Wy, tales que existe un submodelo contable Uy =T
son isomorfos,y, aun mds el isomorfismo es la identidad en Uy.

El teorema 2 nos dice que dado un modelo contable s6lo hay una forma
de subir a un modelo de cardinalidad N;.
La idea de la prueba de este teorema es mostrar que todo isomorfismo parcial
con dominio Uy U {ay,...,a,} se puede extender a cualquier punto de Uq,
con esto tomando uniones sobre modelos contables tenemos el resultado.

Para probar el teorema 1 introduciremos los conceptos de © definibles,
O construibles y ©-genéricos. La importancia de estos conceptos radica en
que el concepto de homogeneidad va a resultar ser equivalente con el hecho
que proyeccion de ©-construible es ©-construible, hecho que probaremos en
el capitulo 3.

Algunos ejemplos de cubrimientos universales son:

= p:R— S p(t) = (cos(t), sin(t))
v exp: C— C/2miZ = C*

» A(C) = E una curva eliptica, el espacio recubridor universal es C y
p=p la funcion de Weierstrass

Los resultados que aqui exponemos aplican en particular para los casos 2 y
3.



3. Herramientas

Definiremos una topologia para el espacio recubridor universal, la topologia
co-étale, esta topologia es andloga a la topologia de Zariski en el piso, A(C),
por ejemplo esta topologia hace que el espacio topoldgico sea Noetheriano,
toda cadena descendente se estabiliza, propiedad que tiene la topologia de
Zariski ya que el C es un campo y por tanto es noetheriano. Daremos 2
diferentes definiciones equivalentes

Definicién 6. 1. X C U" es cerrado en la topologia co-étale si se tiene
alguna de las siguientes dos condiciones.
1.1 X es una componente analitica irreducible de un cerrado analitico
mwvariante bajo la accion del grupo fundamental.
1.2 X es cerrado analitico y sus componentes irreducibles analiticas
satisfacen 1.1.

Un subconjunto cerrado analitico de U™ es desenmadejado si toda com-
ponente conexa es irreducible.

2. X C U™ es co-€tale cerrado si satisface alguna de las siguientes condi-
ciones. 2.1 X es una componente conexa de un conjunto desenmadejado
invariante bajo la accion de algin H <y, I
2.2 X es un cerrado analitico y cada una de sus componentes analiticas
satisfacen 2.1
2.3 X es interseccion contable de conjuntos que satisfacen 2.1.

A continuacién daremos algunos hechos de geometria algebraica.

Hecho 1. (Lema de descomposicion) Sea A una variedad LERF.

Entonces todo cerrado analitico I'-invariante tiene una descomposicion como
union finita de subconjuntos desenmadejados invariantes bajo la accion de un
H <4, I'. Es decir todo cerrado anaitico invariante bajo la accion del grupo
fundamental se descompone de la siguiente forma

W =HZ U...UHZ,

donde H<y;,, I'. y los Z; son cerrados analiticos irreducibles y para cada ™ € H
se tiene o bien 7Z, = Z, o bien 72, N Z, = ¢.
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Esta descomposicion también existe para carrados analiticos invariantes bajo
la accion de un G <y, I

Otro hecho bastante importante es el teorema generalizado de Riemann
que nos dice que dada una variedad normal algebraica y dado un cubrimiento
de ésta, entonces podemos ver ese espacio recubridor como una variedad
algebraica y el cubrimiento como morfismo algebraico.

Hecho 2. (Teorema generalizado de la existencia de Riemann) Sea A una
variedad algebraica normal sobre C. Si q : T — A es un cubrimiento finito
de espacios topologicos, entonces T' admite estructura de variedad algebraica
tal que q se vuelve un morfismo algebraico, es decir existe una variedad alge-
braica B sobre C, un morfismo algebraico q y un homeomorfismo ¢ : T — B,
tal que el siguiente diagrama conmuta.

T 25 A
¢l zdl
B —14 A



3.1. O-definibles y ©-genéricos

Aqui definiremos los puntos ©-genéricos los cuales nos permitiran definir,
en el lenguaje dado en la préxima seccién, conjuntos cerrados irreducibles.

Definicién 7. Un subconjunto co-étale cerrado W' C U T-invariante es
definible sobre un cuerpo algebraicamente cerrado © C C ssi p(W') € A(C)
es una subvariedad definida sobre ©.

Un cerrado (co)-étale es definible sobre un subcuerpo ©® C C si es una
union contable de componentes irreducibles de subconjuntos co-étale cerrados
m-invariantes definidos sobre ©

Definicién 8. Para un conjunto V-C U™ definimos ClgV como la intersec-
cion de todos los conjuntos cerrados O-definibles que contienen a V.

CleV = N w

VCW,W®©definible

Un punto v € V' lo llamamos ©-genérico si V' = Clg(v), es decir el cerrado
O-definible mas pequeno que contiene a v es V.

Proposicién 3. 1. ClgV es O-definible.
2. CleV =, ey Clov = Ugeriny CloS (Cardcter finito)

Prueba: 1. Por el lema de descomposicion podemos tomar V irreducible
y los W irreducibles, luego la interseccion se vuelve una interseccion
finita y es claro que interseccion finita de ©-definibles es ©-defibinle.

2. Si V es irreducible entonces V' = CLg(v) v ©- genérico de V si no
V =ViU...UV, y tenemos que UyeyCl(v) = Cl(V})U...UCUV,)
como V' C U,eyCl(v) tenemos que C1(V) C Uyey Cl(v) y como cada v
estd en V tenemos Cl(V) = UyeyCl(v) = Cl(V1) U ... UCIU(V,).

O

Proposicién 4. Si un conjunto W C U es definible sobre Q C C entonces
es L(A)-definible con parametros de p~'(A(Q))

Prueba: p(W') = W variedad definida sobre Q, una componente irreducible
de la preimagen de W es una componente irreducible de la variedad

U o)

a€Gal(Q/k)
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esta union es finita ya que W estd definido sobre un subcuerpo de grado
finito de Q luego como ~y estd en el lenguaje pondemos definir a W’ con
T ~w ap N ... Ax ~y a, para algunos a;. ]

Las siguientes dos proposiciones nos van a resultar ttiles a la hora de
buscar puntos genéricos en la prueba final.

Proposicién 5. Para todo subgrupo de indice finito, H, si W' es co-étale
cerrado irreducible, entonces w' € W' es un punto ©-genérico si y sélo si
w=py(w) €W =pyg(W') es un punto O-genérico en W.

prueba: w' € W’ no es ©-genérico si y s6lo si existe un irreducible ©-definido,
V' tal que w’ € V' C W’ por la irreducibilidad de los dos conjuntos se tiene
pa(V") # pa(W'). [

Proposiciéon 6. Una componente conexa de un fibra ©-genérica de un con-
junto co-étale cerrado irreducible definido sobre © tiene un punto ©-genérico
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3.2. Lenguaje para U

A continuacién introduciremos el lenguaje L(A) del espacio recubridor
universal U, el cudl principalmente nos va a permitir definir los co-étale
cerrados, y componentes irreducibles, también podremos definir conjuntos
definibles, en el sentido de la seccién anterior.

Definicién 9. Consideramos el espacio recubridor universal p : U — A co-
mo una estructura en el lenguaje L(A) que consta de los siguientes simbolos.

1. Para cada Z subvariedad cerrada de A definida sobre un campo numéri-
co k el simbolo ~z 4.

2. Para cada subgrupo normal H <z, I' de indice finito el simbolo ~g

Los simbolos tienen la siguiente interpretacion.

1. 2" ~zay & &',y € U" viven en la misma componente analitica irre-
ducible del conjunto cerrado analitico p~!(Z(C)) c U™.

2.2 ~py e IFren(U)":ma’ =y, 7€ H.

Podemos también considerar los siguientes simbolos:

x’ ~G Al y' ssi a’, 1y viven en la misma componente conexa de la preimagen

g (Z:(C), Z; ¢ AH(C)" una componente irreducible de la variedad alge-
braica p,; (Z(C) C A#(C)™.

Proposicién 7. Dado un subgrupo normal de indice finito H tenemos.

1. La relacion
Affy(z,y,2,t) =3y € H:qz =y Ayz =t
es definible.

2. Conjuntos cerrados H-invariantes son L(A) definibles con parametros.
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3. Una componente conexa de una fibra genérica de un conjunto cerrado

irreducible L(A)-definible es L(A)-definible.

4. Clalquier étale-cerrado irreducible es una componente conexa de una
fibra de un conjunto L(A)-definible.

5. Un cerrado irreducible es L(A)-definible.

Prueba: Para probar 1. nétese que

p H(A(C)) = [ J{(z;72) |2 € U}

yel’

donde A(C) = {(z;z) | x € A} es una subvariedad algebraica cerrada defini-
da sobre K, las componentes conexas son las clases de equivalencia de la
relacion ~a, {(z;7z) | x € U}, v € I', y por tanto definibles con pardmetros.
tenemos que Aff;(z,y,s,t) siy sélo si (z,y) ~s (s,t) siy sélo si estén en la
misma componente conexa de p~1(A(C)) c U x U.

Para probar 2. consideremos dos casos. B
Caso 1: Q-caso Z C A subvariedad irreducible cerrada definida sobre Q, Z
es una componente irreducible de

Zx= |J o2

0:K7—C

donde Kz es el cuerpo de definicién de Z, gracias a la relacién ~z, 4 con
parametros.

para un cerrado co-étale irreducible Z’ notando que Z’ es una componente
irreducible de p™'(Z) = p~'p(Z’) y utilizando el argumento anterior obtene-
mos que todo co-étale cerrado irreducible es definible.

Caso 2: caso Q(ty,...,t,) este es un poco més complicado y la prueba se
puede encontrar en [2].

Los otros resultan inmediatos a partir de el caso 2. y su prueba.

3.3. Ejemplos

Veamos unos ejemplos de definibilidad.
Sea A = {(x,z) |z € A} p (A) = {(z,7z) | * € Uy € 7} las componentes
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conexas de p~*(A) son de la forma A, = {(x,yx) | € U} para v € 7(U)
asi tenemos

(x,y) ~a (2,t) @ Iy em(x =yy Az =t)
si fijamos un punto z € U la férmula (x¢, x9) ~a (z,t) define
A ={(,2) |2 eU}.
Y si fijamos un punto zy € U la férmula (2o,t) ~a (20,t) define la fibra
P~ (p(20)).
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3.4. O-construibles y modelo-homogeneidad

Los conceptos desarrollados en estd seccion son de vital importancia para
las pruebas de los teoremas ya que nos permitiran ver la homogeneidad y el
conteo de tipos desde el punto de vista geométrico y topoldgico por medio
de proyeccién de algunos conjuntos y de irreducibles

Definicién 10. W es un conjunto ©-construible si.
1. CIW es definida sobre ©.

2. W contiene todos los puntos ©O-genéricos de compontentes irreducibles de
clw

Hecho 3. (Lema de Chevalley) Para la topologia co-étale se tiene.
1. Proyeccion de un cerrado irreducible es cerrado irreducible.

2. Proyeccion de cerrado invariante bajo la accion de un grupo de indice
finito es cerrado.

3. Proyeccion de un irreducible construible contiene todos los genéricos de
la proyeccion

4. Proyeccion de un abierto irreducible en su clausura contiene un sub-
conjunto abierto de la clausura de la proyeccion.

Un conjunto irreducible construible es un conjunto construible cuya clausura
es irreducible. Ahora veremos una relacion entre los ©-construibles y el con-
junto de realizaciones de un tipo sintdctico libre de cuantificadores.

Proposicion 8. La proyeccion de un ©-construible es ©-construible

Prueba: Consideremos W irreducible y sea g punto genérico de Cl(prW)
queremos ver que g € prW, como W es construible y g es genérico, tenemos
que existe ¢’ tal que (g,¢’) es genérico de CI(W) como W es construible
(9,9') € W de donde g € priv. O

Definicién 11. Decimos que U es homogéneo para conjuntos cerrados irre-
ducibles sobre © o homogéneo para tipos sintdcticos libres de cuantificadores
sobre ©, o modelo homogéneo, si alguna de las siguientes condiciones se
cumple

1. La proyeccion de un irreducible ©-construible es ©-construible
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2. Para cualquier par de tuplas a,b € U™ y todo ¢ € U™ si qftp(a/O) =
qftp(b/©) entonces existe d € U™ tal que qftp(ac/O) = qftp(bd/O)

Corolario 2. El modelo U es modelo homogéneo.

Prueba: Se sigue inmediato de la definiciéon y la proposicion anterior. O

3.5. Axiomatizacion

En esta seccién damos la axiomatizacion de U como espacio recubridor
universal, la cual es estable sobre modelos y todos sus modelos son ho-
mogeéneos.

3.5.1. Axiomas basicos

Estos axiomas describen los cocientes U/ ~p para H <p;, I', y algunas
propiedades de U — U/ ~py.
Axioma 1. Todas las afirmaciones de primer orden vélidas en U y ex-
presables en términos de relaciones L 4-interpretables y

.T/ NZ7AG y/ = Elx//ayl/(l,// ~y y/l /\ x// ~G x/ /\ y// ~G yl) ,G<]f1n 1—\

y ~a, G <]fin T.
Estos axiomas describen U/G como variedad algebraica.

3.5.2. Axiomas de la propiedad de levantamiento de caminos

Axioma 2.1 (Propiedad de levantamiento de caminos para W). Para
todo L s-predicado ~w y todo G <y, I' suficientemente pequeno, tenemos el
arioma

x/ NW}AG y/ :> Ely//(y” ~a y/ /\ :U/ ~w y//)
También tenemos un axioma méas fuerte para fibras de W, usamos que la
relacion «estar en la misma componente conexa de una fibra de una var-

iedad» es algebraica y por eso la correspondiente relacién G-invariante es
L 4-definible.

Axioma 2.2(Propiedad de levantamiento para fibras). Para todo G<y;,, I'
suficientemente pequeno, tenemos el arioma

(20, 1) ~ye,ae Wo,¥1) = o ~a o Ayl ~a v A (g, 1) ~ W (g, 0Y)
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en una notacion un poco diferente.

xl N?/VQ7AG yl = Hy/l(y// ~a yl /\p,’,‘x/ — pryl/ /\ CC/ ~W y//)

Axioma 2.3(Grupo fundamental es residualmente finito).

Vx’Vy’(x’ _ y/ PN /\ ' ~g y/)
quinl‘
Este axioma dice que dos elemntos de U son iguales si son equivalentes para

todo subrupo normal finito H <y, I'. Este axioma es una sentencia de L, .
ya que por la propiedad LERF de I' la conjuncion es contable.

El préoximo axioma refuerza al anterior, nos dice que si un elemento B es
~g-equivalente a un elemento del grupo generado por ag, aq, . .., a,, entonces
él estd en el grupo; en terminos de caminos tenemos para bucles vy, ..., v,
y un bucle v, si para cualquier H <y;, I' tenemos que 7 es ~g-equivalente a
alguna concatenacién de los ;, entonces el realmente es una concatenacién
de esos caminos.

Axioma2.4 Para todo N € N tenemos el siguiente axioma.

‘v’bVal e VGN

/\ \/ E'hl ce hn <b ~g Qp VAN hl = /\ \/ (hz, hi+1) ~A (aj,aj+1)>

H4yinT neN 1<i<n 1<j<N

= \/ th R hn <b = hn VAN hl = ap /\ \/ (hl, hi+1) ~A (aj,aj+1)>
1<i<n 1<j<N

El proximo axioma muestra que grupos fundamentales de variedades son

finitamente generados.

Axioma 2.5( Grupos 7(W,) son finitamente generados). Para cada simbo-
lo ~w y cada H C T suficientemente pequeno tenemos el axioma.

\/ day ... JanVb.

NeN
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N

/\ (a; ~w a; \Na; ~g a; \pra; = pra;) A (/\(b ~w a; A prb = pra;) =
1<i#j<N i=1

N N-1
\/ th Ce hn (b = hn A hl =a N /\ \/ (hz, hz + 1) ~A (CL]', a/jJrl) /\]?7"}7/Z = prhiJrl)
. -1

Jj=1y

Ya que hemos definido la teoria miramos un poco los modelos de ésta.

Introducimos la siguiente notacion, definimos la siguiente relacién para
cada subvariedad cerrada de A(K)

x~y < py(z) ~wu pu(y) para todo H g,

Una componente irreducible de la relacién ~y, es un conjunto maximal de
puntos en U relacionados dos a dos por ~y. Un subconjunto de U es un
cerrado basico si es unién de componentes irreducibles de finitas relaciones
~w,. Un cerrado irreducible es una componente irreducible de una relacién
~w para algun W. Llamaremos un subconjunto de U co-étale cerrado si es
la interseccion de cerrados basicos. Esto define un andlogo a la topologia
co-étale de U
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4. Prueba de los teoremas

Teorema 1. Sea A una variedad algebraica proyectiva suave la cual el LERF
y T la teoria asociada a su espacio recubridor. Entonces todos los modelos
son modelo-homogéneos y la clase de modelos de la teoria resulta libre de
cuantificadores sintdcticamente estable sobre submodelos contables

Prueba: = Modelo homogeneidad: sea ¢’ genérico de la proyeccion, en-
tonces existe ¢” tal que (¢, ¢") es genérico, como W’ es construible
(¢',¢") € W' de donde ¢’ esté en la proyeccion.

» Estabilidad: dado U < U’ tenemos que U = U'(©) = {u € U’ | p(u) €
A(©)}. Dado v" € U’ consideramos el menor cerrado ©-definible que
contiene a v', Clg(v'), éste es irreducible y ademds es una componente
conexa de algin V' C A" para algtin H <y, I' ©-definible, entonces
existe vy € U gendérico, luego Clg(v') estda determinado por vy y de
esto se obtiene el resultado.

0

Teorema 2. Sea A una variedad algebraica proyectiva suave LERF y T
la teoria asociada a su espacio recubridor. Entonces Cada par de modelos
Uy =T yUy, =T de cardinalidad Xy, tales que eziste un submodelo contable
Up =T son isomorfos,y, ain mds el isomorfismo es la identidad en U,.

Prueba. Probaremos que dado f isomorfismo parcial f : Uy — U, tal que
flue =tdy, fla) =b, a € Uy f:UyUag,...,a, — UgUby,... by, f puede
ser extendido a cualquier ¢ € wuy, con esto tomando submodelos contables
extendemos el isomorfismo a los modelos de cardinalidad ¥, .

Tomamos Vi = C'Ly,(a), Wi = CLy,(a,c), Vo = CLy,(f(a)) como los cerra-
dos irreducibles més pequenos que contienen a a, (a, ¢), f(a) respectivamente.
Estos cerrados irreducibles son definibles luego como f es un iso parcial, se
tiene que Vj y V5 son definidos por la misma férmula.

Tomemos H<y,7 tales que Vi, W; son componentes conexas de py;'pr (Vi)py' per(Va),
(W1, pg' v (W) respectivamente, escojamos puntos vy, w; € Uy tales
que v, € V1, Vo y wy € Wi, W5 por la definicion de Wy tenemos que Wy C
Uty prpgWa = pyr(Va) también pruwy € Va.

Sea ¢ € U, tal que (pu(b),pu(c)) € pu(Ws) sea un punto Uj-genérico de
pu(Ws)(cerrado mas pequeno Up-definible es py(Ws)).

Por propiedad de levantamiento de Wy existe (b',c”) € Wy genérico de Wy
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tal que py (V') = pr(b) Apu(c’) = pu(c) luego O/ € privy C V4 y b es punto
genérico de V5.

Como prWs es cerrado definible sobre U, tenemos que V5, C prWWs,, en parti-
cular existe d € U; tal que (b, d) € W5 es un punto genérico de W tomamos
f(c) = d. Por la construccién los puntos (a,c) € Uy y (b,d) € U, estan en los
mismos cerrados Uy-definibles ,y, como toda relacién basica define un cerrado
Uy-definible, tenemos que f es un isomorfismo parcial, como se queria. n
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