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l.l 

IotrQ'lu~ci6n 

En_ terminas {;enerales, el método del elemento finito ( ~,:t:F) es un 

medio pnra obtrmer una ill!roximaciQ!! a la solución de un problema 1! 

que r(lquiere lrl inten-rllciÓn de un si::>tema de .U:!:!3S.i2ncs diftrcncialc:-;) l! 
provisto de ciorta~; S2D..c_licioncs q~.<c definen completamente el Pl'Oblema 

y, de ah!,·ou oolución. En el más sencillo de los casos, la ccullción 
diferencial es ordinaria y lineal 1 pero puede contener deriv~fhs de 
orden arbitrario y condiciones do frontera dadas, que involucren 

combinuciones arbitrarias cte ln ftmción l)u,¡carla y nus dcriva<it\~i. 

Si se denota como y la función buscada, que constituye la solución 

al ¡.rob).eMa en cueoti6n, y como x, la variable independiente, este 

problema adopta ln forma "Ret>olvcr la ecuación diferencial 'ordinaria 

f {x, y, y', y", { i ) 
... ' y • • ' ' 1 ( 1.1) 

sujeta a las condiciones de frontera 

• 
(l. 2) 

Y1•···•Y ):ooO" m mn 

donde yij es el valor que adquiere la derivada de orden j de y con 

respecto a x, ocn la ie ecuación del conjunto ( 1.2); Al introo.!ucir 

un cambio de variable::; se puede transform::J.r la ce (1.1) en un r;iGtc;~;-; 

de n ecuaciones de primer o-rden. En efP.ctq, sean 

• 

y(x) 

y' {X) 

(l. J) 



1.2 

'La ec (1.1) toma cntoncc::; la forma 

Yi(x) ~ y 2 (x) 

Y,2(x) y
3

(x) 

• 

y' (x) "'n-1 

En r;cneral, la!; variables yi tic:Jen un ~iE;:Ji:'icac!c 

por lo que:·pcrmitcn visualiza!' fl'.ujor el prololema. 

( 1.4) 

<" . . _,. •lClCO lllDC~lato, 

lU.Z:!JJ21o 1.1.1 Análisis estático de una viga en voladizo (Fig 1) 

_.],_ / -

J_ p 

- X 
,, 
' 

" * 
Pie 1 Viga en volatllr.o 

1;~. dci'!CxiÓn y(x) GC Obtiene intct;~•undo,la CCU¡>CiÓn [ 1]'. 

El,y"(x)::: r.:(x) {1.5) 

'donde L e.<> el módulo cl1btico dt>l I'W.tcrinl de la vic;a, I es el 
' ltlOI~cnto d<" inercia de la sección trau~;vcrBnl de la vicn con l'flspccto 

nl ej<' Z (const~H\lc) y r.Hx) C!:l el r1o;ncnlo flcxionante en el punto 

¡' 
1 

" '· '1 
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l.J 

de abscisa x. Este es ieual a 

M(x) ::: P(a-x) 

Sustituyendo la ce (1.6) en la ce {1.5) se 

p 

El 
(ó.-x) ~ O 

( 1, 6) 

tiene 

(l. 7) 

que es .una ecuación diferencial ordinaria de 2!? orden, de la forma 

{ 1.1). 

Definase 

y' (x) _ p(x) 

como la pcmlicntr, dc la curva y:::: y(Y.) en el punto x 
ec (1.?1 se tram:fol'ma en el r;istema 

y'(x) ~ p(x) 

p'(x)::: 
p 

-·(a-x) 
El 

{l. 8) 

así, la 

(.1.9 n) 

(1.9 b) 

que es un sistcrno de 2 ecuncioncs diferencialc:; ordinari~ts d(! priner 

Ol'den, dc la f'or;¡;a (1,4), I'ara int&c;rar .este :.;i~;ter.:a :-;"requiere, 

desde luo¡;o, contar con 2 con03t<>ntes de intec;ración,que ¡;e obtie:J.en 

de las condiciozwn do frontern 

y(O)-::.. O, p(O) := O (1.10) 

Int<5¡:resc la ec (1.9 b) con la sec;undn condición de fiontcra 

(1.10), Se obtiene 

p(x}-=-
p 

E.l 
(nx (1.11) 

(1.12) 

,, 
h 
'1 
' 
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i! 
'1 ~1, 
·: 
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Por lo tanto, 

p(x) 
p 

El 
(ax -

2 
"'-> 
2 

1.4 

(1.1)) 

Sustitúyase la ec (1.13) en la oc (1.9 a). Se obtic~e 

y'(x):: 
p 

E l 
(ax -

x2 
-) 

2 
{1.1/.¡.) 

• 

Int6r:rese la oc (1.1~·) con la prirnern condición de frontera 

(1.10), Se obtiene 

y(x)-;:_ L(a x2 X J 
-) -+ c2 

El 2 6 
{1.15) 

y( O) :o e z :::- o (1.16) 

Por lo tanto, 

1' 
2 

X J 
y(x) (a X -) (1.17) 

El 2 6 

El pro~Jlcm~ anterior Sfl cscorrió muy rür:Jple u pt·opÓ¡Üto. óiin 

embar¡;o,. no rllpre:-;cntativo de ;.;na clace rn<io r.rnplia de Jll'obl<)inaG qu(' 

surt:cn del análisis estático de ¡;;anchos, colurnr.e~s, r.tc. S1' puede 

co~rplicar si se incluyen otrns VB.riablco c::paciolcs, co~r.o on el c<>CO 

del amllisis estático de placas y cascarones, o bien si ce le 

int¡·oducc la variable tiempo, como es el caso del an<ilisis dir.i:~ico de 

vir;as, p1acaG y cascaroncu. 

En probl(~mns do mnyor complejidad no es por;ibl(J »btcrwr la 

solución por simple inteernci6n cte funcione~ st•ncillnc, como en el 

Bjcr..plo Ll.l.Sn l'fecto, las ecuaciones de equilibrio de una placa 

circular de radio n empotrada, nujcta a una cnrga transversal q 

• 

' 
1 

,, 
1 il ,, 
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(Pie 2) son [2] 

q 
At:..w=-

0 

1.5 

aujeta a las conc.licioi1es de frontera 

Y/ ";::, o ' =O,enr~a 

do~deb es el operador laplaciano definido en 
cil:Índricis cor:Jo 

por lo que 

2 r 

(1.18) 

(1.19) 

coorZ.enadas 
' 

(1.20) 

t&: ) (1.21) 

q:::: q(r, Q) en la car~n. que actún ::;obre la placa y D es la rigidez 

a la flexión de la JllC.cZ~, dc1'inida co:;¡o [.2, p. 20]: 

12 (1 V 2 ) 
(1.22) 

En la oc (1.22), "' c:;; (~1 módulo eL<stico dnl rcatori.~l, h e,_, "l. 

espesor C:e:_la placa y V es el rr.ódulo de l'oi¡¡son [ J) del r.:atcrial. 

flC ?. J•l:oc:\ circul;u· ¡;:,rc;<~da latcral~r.cnt(• 
• 

1 

' i 
'l • 
' 
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• 
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1.6 

El problema reprc~cntado por la oc (l.lB) y las condicionen 
de rrontera (1.19) en mucho r.1úo complicado do rc¡;olvcr que el del 

,, 

li 
1' 
•' ,, 
i 
' ' 

Ejemplo 1.1.1, como salta a la vista. Sin embal'[.:O, ambo:; problc:an.s 
1
1 

se refieren al análi:;is ~<Stático Ce un clemente ClJtructu!:'al C.c { 

co¡r,portarúcnto lineal· (sus ecuaciones diferenciales corrcopondicntcs 

"son-lineales, es decir, tanto la funci6n buscada como sus dorivadDS 

. ·aparecen en eoa ecuación elevad:1s a ia p:r;i¡;¡cra' potencia), nujcto a 

una care;a dada, con condiciones de apoyo bien dcfinidD.s (condicione~ 

de frontera), 

N6tese que los :;~odelos r.:ntCr."tático::> {ecunciones dif'ccc!1cialcs y 

condicionQ~ du frontoJ~u) del Ejcrr.plo 1.1.1 .y do la Fi~?. involucrnn 

una ecu;;ción cli!'crenci;ü, que en el pri:~er cuno es ortlim.~ia y en 

segu:-:do, o2crcinl. En situaciones r:iÓ.:J complejas, c:o. vez. de una ecuació:: 

pue(hm ten(:rsc varia!.\ y, ad<Jm:Jo, acopladas. Un conjunto C.c acuucioncll 

se dice quo es acopl<~.do cuando en cada una de las ecuaciones apa!:ece: 

no una ·s0la incógr:j ta, sino varias. El hecho de- t.aber obt<-nido 

ecur:ciones Q_iforencinJes (csp:ICiuler,) en los modelo3 mate:núticos 

anteriores no debe a que se truta del análitJis de elementos 

estructurales que son continuos. Po~ cor.trap'"sición, un siste::.a q_>JC 

canten¡::¡; elementos concentr:~dos da luc;ar a modclus mat<l~.::\ticos 

provistos do ecuaciones al¡:;el:Jx·:L·.cas, osto ce;, que, son de la fono~ 

r 2 (xi' x 2 , ••• , xn) O 

... ' ' 1 n o 

(1.23) 

En general, el !Jiutema de ecuaciones nle(~b~-aicas (1.23) 

os no lineal : per·o con frecuencia lon ¡;j Gtcm:u:-. f.-ír.;i.cor: nnali:•.ador; 



1.7 • 

presentan un co1~nortamiento linenl y, en cote caso, dan lur:ar a·_ 

modelos matemáticos del tipo lineal, Un modelo matc:n;itico do esta 

naturaleza contiene un sistema de ecuaciones al&cbraicas lineales 
del tipo 

... 

.. . 

(1.24) 

... 
En i'orma cor~pactu el sisturna (1,2J) se J1Ucde escribir co1:10 

f {x) (1.25) 
' ' 

donde 

r, '1 o 

r, '2 o 

r~ 
,_ o-

' ' 
, 

{1.26) 

o 

son vectores de dimcnción n, o :Jea de n corr.IJOncntc¡;, Por ou parte, 

el sistc¡;¡a (1.211) se pu('dc e:¡cdbir en fonr.a compacté!. co:no 

A x :: b ,, ~ 

(1.27) 

1 



LB 

doride 

... 

... 
b' -

bl 

bz 

• 

bn 

1 

l 
' 

•¡¡' 
' ' . '· 
' 1 i .1 . 
' • 
~ 
' • ¡ 
' • 

. non. una matriz de n x n y dos vecturc!'l de di~r.ensión ¡¡, .. L . 

En la mayor parte de este cur~o ne tratará con si sterr.as linc¡,¡.le!;, 

por lo que, en ¡~encral, ¡;u llegar:.! a modelos lineales de la ~or:".a 

(1.27). 

f.. continuación _se prc!·~:·,ta el nn<Ílülis e! e un r>istc:~a do 

par;l;<,etl'0S concentrados, cuyo an:!lisir; est::-.;ico dl'. l~(;ar a un mo-.-:cJ.'J 

de la i'Órma de la ec (1.2'1), donde 1[,_ matri~. A y los vectores 
' involucrados ndqui.ercn un siGnificado fisicu palpal.lle. 

Con:::;idércsc c:hora el sic·terr.a cOllptwsto por lo:: -tres recortes 

concentr::;,dos de rigideces kJ, k2 y }:J' cuyos oxtr€'r.lOs ne nncuentran 

fijos (í"ie; J). Eutc puede constiti.ÜL' un _rwd¡1lo mu:; si~pli.:'icndo de u:• 

tramo clC' una tubcefa sujeta n curccu; axialcr; que pueden r;c~ p~oUuc:id~'.f 

por c~'llllior; on lu tcMpCl'<l."I.Ura del .fluido (jlW trans¡:or~u. El <e)~tre;~o 

fijo puede reprcr;cntu¡· un anclaje de la tuber!a. :::i s~ dls¡;ont< 

de ir.stl'U:llcntos que rr.iUan lot> despln;;nl7:icn-tos en los nodos, se pucdc; 

cnlculnt· las cnrr;as que actúan en é:,ton, cuponiendo quCl rH! c0:10?.c:ul 

los Ynl orN; tlu la t·icidc7, U e los n•:;ortes. 

' • 
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0 i, cv 
t~ 

G) 
. 1~ 0 

~ -,. 
.¡'~ --<> _, __, 

-~'~ +L +e, 

Fig .3 SiGtemé< el<btico do doble erado de libertad 

El omúlinin ectático dcLsistena de la Pi[> J se realizará· 

considerando que cé:!cda rcsor·tc es lineal,. ccto es, que su compol·ta

micnto obedeco a la sieuicnte ccuaci6n conntitutiva 

F-::: k .bu ... 

donde F e::; la fuerza que actúa en cada ,_¡no de sun extremos, cor.~o lo 

indica la l"ic; 4, mientras que k es :;u·.Tit;idez (constante) :; D. u, el 

incrc~.cnto en su dccplazad.cnto dc¡¡de una confitl,n·nción 0:1 Jaque la 

:fucrzu en ::w; extreman Cé; nula y que, por cr;to, rocibc el no:nbr(, de 

confic;urnción "d(lSc<lr[Ftda", 

F 

Fie 1¡ Resorte lineal 

En un sh;tcma co¡;¡o el de la Fir; ] ce GUpono que las carg-as 

nctúan única:r.onte ün lo¡¡ no don. I!;ÍG uún, la carc;a extcrr.a que actúa 

er: el nodo i se rcpre(;8ntará por f., y cntar::i en , 
cnren intc:rnu Fi que actúo. en el resorte i y con 
en 81 rll~H!rtc i-~ 1, co:no se r.lUCStl·n llll )a Pi(~ 5 

F, -k1 F"L 
-t>o~ 

U1 u\. 
-t· .___. 

equilibrio con l"-

la F' i' que ucttí~ 

Pi¡; .5 Carcas irrtcrn;:¡r; en el :;i::;toma cltin~ico de la Pig J 

' ¡ 
~ 
~ ,, 

' l 

' 
1 
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Además, Jl¡{mro~c u. nl drosplnznmicnto dcl nodo i asociado nl 

' rer;orte i, rnit/itrns quo:. ul al del noclo i nsociado al resorte i+ l. 

Por· co:npntibj lid<1d, C3 claro que 

Por equili.brio en cnda nodo se tiene 

f - o f F + F' f - • L F' f - • ,¡_- rl' 2:::::. 2 2' J- .J.,. J' lt- •¡¡ (l. JO) 

Un resorte tíPico, cntonccc, está sujeto 'al esta:!o de cnr¡;as de 

la Fi,s; G . 

Fic; '6 Estado de carea en un re~;ortc lineal 

En la fie 6 se supcne que cu~ndo u <:o u' oo- O, el rc:>orto s~ 

encuentra def;carc;ado, 

Si se cupol\e guü &1 catado de carc;a es equiVFtlentc ~ la 

suptJrposición de dos estados, cnda uno de ellos en equilibrio, se 

tiene la diE;por,iciún de la Fig 7 

F -\e_ F 
=-\~~4- + 

Fig 7 Estado de c¡¡,rga equivalente nl de la f'ic; 6 

11 

1 

' i ,, 
1! 

1 
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I·nrn el primer CGtado do carga dol miembro dcrCcho do lo 
ecuación do ln }'ig 7 GC tiene 

F:::: k( u " ' 1 (1.)1) 

mientras quo para el flegundo 

F ' e::. k(u' - "1 (1.]2) 

J.:.w ce:: (l.Jl) y (1.}2) :;e pueden poner en fon~:::. matricial corno 

: J [ ~.] (l.JJ) 

que es una relación de la forir.a 

(l. JI¡) 

donde 2:' y ~ ~;on los ~Q·.~o~·c,:; U e fucrz<:t y \le dcnpln:on.rnicnto, rc:o¡wc Li

va:~cntc, mientras que J( e¡; la !!]<'.1:;r-ir. de l"ieidez dll cada 'resorte. Est:: -tambicin se lla:na !r,Rtrü, ___ ..Q...l..Q~lj¿\l__<j~ rjQde_l:_ parr. di¡;tinguirla de la 

matri7. clobal de ri¡;;idez, que aún está por definirGc. Nótese que K 
~ 

es u!'la matri?. Gi?".6trica, e:;to es, que ¡;u elemento {1, 2) es igual 

1 (2 1 ., ' 't' ., ,.. . " 1 a :;u e CIT.C•nto , l , " cma¡;, es I!..Q§.!.___].-•n __ _?e:'!l:.......!':.....J.JlJ,fl!i. t:.<l a 

sc>ccl.Ón de 2:]_,-ebr..E:...._dc J.:qtriccr¡_ ¡;e· estuG.i:J. con ~ún detalle este Último 

concepto pero aquí l>::.f;tc con dc:cir que \Wfl rno.tl'i1. <'~' po¡;i_tiva 1:<-'r~i

definida si la forma cuadt'<'itic:l. 

(l.J5) 

asociada n elln nunce"'-.C'enc.eallo'lcca"t""i""-"'·• lo cual es el c<l!;o de la matJ·iz i\ 

de la ce (l. J)). En efecto, dnnrn-róllese la for.':l;. (l. }5). Se 

lt (u -u')] 
u' ) 

. ) 2 k(u-u•· ( L )G) '" u~ K u.:::[u, 
~ ~' ·t k(u 

11 
' ' 

1 ' 
' 1 •' 

i ' 1 
1 

' 

¡ 
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qu~, como se ve de in~ncdiato, nunca es negativa, pues k> O. I,a fon::Lt 

cuadrática {l.J5) cr; en realidad el doble de la encrf"'Ía elrÍ:¡;t_i_ca d·~ 

defarmacir.Ín del re"'ortc o !"!ncr,.ín potencial cl:íntic3. Esta energía, 

en vi¡;ta de la c;.:p~·c;iión (l. JG), se ha considc1·ndo corr.o nula an el 

cntado'dcscargado, o _!;ca, cuando u:::- u'= O. Nótese, sin Cr:lbnrc;o, 

que también 8C aJJUla c¡;a encr¡;ía cu11.ndo u-: u', lo cual corresponde 

a un desplazar.üento de cuerpo rícido del resorte, qua clarmr.en1;(', no 

produce incrCI"l('nto alc;uno en la cnerr;ía cl;Ü::;tica de deformación del 

reRortc. Fuern de '~:Jtos ca:Jos de cnerc:ía <llár;tica nula, se oL¡;erva qt.<t 

_ésta us sie:~pre po:litiva, lo cual cst<J.blecc una ccn·nspondcncia entr" 

el c;H·Úctcr por;i tlvo ~c:üQe:':'inido de !,!_y el carácter físico Qe la 

enercía elástir.a de deformación. 

S ' t 1 ... sc reprUJüll a a 

por V, se tiene que 

V::: ...!..... 
2 

,, 
u K u 

que es una exprc~.:i_ón r:cr.~ejante a 

l 

2 

2 
k u 

(l. 37} 

(l.JS) 

como en el caso Qe un resorte can un extremo fijo J. que sufre un 

dcr;pla~:<er;;icnto u n ec.tadu derH,argado, De lo. ec (l.JG) 

se obtiene 

d V --- 1< u (l.J9) 
d u 

Por analoc.la, para el caso do.ila ce (l.J7) ~;e tiene 

(1,/¡0) 

que es un vector· de di:nensi6n 2. De heciJO, <J:; el r,radiconte de l::t 

'1 

1 

,¡ 
' ,, 

' 1 
1 J 

" 

1 



1.1) 

,, 
. 1 

.1 
enc,rgía V con t•espccto n u. En la sección de Operncionu:; con ¡.~nti-ice:; ' 

se estudia con más detalle el concepto de c;ra'ctiente, o sen, de 

derivada con respecto a un vector. De la ce (1.)9) oc tiene en 

'"' 
k (1.41) 

esto es, la rigidez del resorte es la Beeunda derivada de la encr~ía 

potenci~tl el<fstica con respecLo al desplaz~¡olicnto ~nedido desde el 

entado descargado. Por analogía, se tiene d<:l la ec (1.40), 

K (1.42) 

esto e:;, la matriz de ric:;idez se puede obter.er co:r.o la !!!a tri~. lie~miar¡;_: 

o sea, de segundrts derivadas, de ·la cncrgí:J. potcnciul el<Ísticn con 

renpccto al d.,-nplaza:.ücnto r:'.cdido desde el estado dc~;cargado. !::n 

rcalid:Hl, como :;o verá a contir.uación, es más fácil olJtener esa 

natriz calcul;i.ndcla como la matrL: de segunrtas dorivaCas de .le: l!ll€l'f,Íu 

potencial ?lÚstica. 

_!U~nlo 1.1.2 AnáliGis e::;tático de un Eistema olástico de doUlc 

g~·.1do c'!c lillortad. 

D:ldo un conjunLo de despüt'i.:uni"ntoJ'u1 , u2 , u
3 

!' "4-' medido::; 

!ln los Modo::; 0 a CE) cOl'respon~liuntfls, del sic.tema el;íntico 

de la l1i¿: J, determinar lns cargas que actúan un esos nodos. 

De las expresiones (l.JJ) p~1ra las fuerzan que actúan en los 

cxtre:r.o:; dQ cad;; l'esortc, y de lar. ce:::; (l,JO), GC tic11o 

fl::: kl (ul - u2) 

f 2 -:=.. k1 (-u1 --+- u 2 ) + !-: 2 (u2 u
3

):::::. 

r 3 = k 2(-u2 + u3J -1-kJ(uJ. u1l-)= 

r 11 = k
3

(- u 3-1- u11 ) 

k
1

u
1

--t- (1¡
1

-l-k
2

)u
2 

k 2u2 + (k2 -1- kJ)uJ 

(l.IIJ) 
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Escribiendo );1~; ec!l {l.IIJ) en for;na matricial se tiene 

-,, ¡- -
' ~1 - ,, ,, o o 
1 1 ,, 1 - kl 

...,- -
'z 1 kl l+:k2 -

' 1 -·¡-' - -¡-,, o ' - ,, k21 +- ,kJ 
' ,_ 

" 

o 
{1.114) 

' '4 o o ' kJ 

que es una r~lación Ce la forma 

entr¡:, la fuerza cxtern¡¡, f que nctúa en cada moCo y el desplaz:noiC!lt" 

del nodo. En esa rclaci~n. 

,, "¡ k¡ - k o o 1 

fo 'z u o "z K - ,, kl + k2 k2 o - - '~-,, "J o ·- k2 + k. kJ "2 
' ,, "4 o o - ,, 

'J 
(J.IlG) 

donde K es 1:1 m~tri.z . ...Llo."llilLds..J-'id~'l:.· r:ótcmc que cst~· ~r.CJ.triz '"' -simétrica, h1 lr,ual que 1:~. PJalriz d(' ricidcz de caCa rescrtc. l·ucde 

demostrarse, nctemáf', que es ic;un1¡;¡cntc nor.i.tiv:• fll''"-' d\'finida. L~1 

en(·r¡;la potencial cJástic:1 del siGtc~~a es, por nu parte 

l - ,. 
u K u (1,1¡·¡) 

2 

De la ce (1.44), n6tcsc q1:c, ni u1 ""' u..,= u3 = u1,, " . esto en, si 

lor. rcsot·tcn su.frcn un dc::;plaznr.ücntn de cuerpo rfc;idn, f;;. O y, - -
•;on~;ecucntC'm,lnlc, V=. O, ]o cu«l <'S acn¡'dc .::un el hecJ¡o <h' <JIW <~1 

n.\.;;tc::~~ e~ in~en~;lblc n novimlcnto:; de cuurpo-rlt:icto, cf;to e~, l'st•~ 
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tipo de movimientos no induce oobre 61 inc:rnmcnto alomo en r;u 

ennrcía potnncinl el::btica. Por otra par·to, de la oc (1,1~4) se 

observa además, que la natriz elobal de ric:ido<". resulta de una 

oupcrpo:.ición rk las mo.tricc::J clcrnrmtulcs de ric;i.dez. Finalmente, 

esta matriz es "bandeada", esto oc, ous efc:r:Cntos no nulos se 

encuentran 3.lojados sobre una "banda" de ancl1o J ccntrr:da en cu 

diagonal. 

Para efectuar el análi!:is del sistorr.a de la Fíe J debe 

incluircc la condición de frontora u1 -= O. Si :.c intr·oducc ésta en 

las o:prcoioncs (l.I:J) se: llega a 

- kl u2 

(k1+ k 2 )u 2 - k 2u
3 

- k2 u2 --+ (k2 ..., kJ)uJ 

con lo qcw so olrLi.0nc el vnlor deseado de lan car2;as en lo¡¡ r.cdo~. 

Por otra p;;rt0, la ce (1.11-1.¡) Sll ¡nido haber· obtenido imponi_,¡ntlo 

una condición de mi_l!irnalirlnd sobro un f:.;!]..f...Í~a-!. l:n funcional no es 

:;ino tln n\ÍoJCJro rr•al definido f10llrc un C<:::pncio voci.ori:ll. ;<;n oi.rac 

palabra::;, es una función e:;calnr d0 v¡•riablc vectorial. Sen 

u (u 1 -
un funcion:ü 

M Ctl sino le 

sir:;tcma, V, y 

V - ,, 
u - -

que dcrcndc 

difcr(~l\CÍ('< 

el trabajo 

(l./;9) 

clcl vector de 'dct>plazamicnto ;::_. cuyo valo"' 

rmtl'(' la encrr;fn potencial c.Lístic.n clel 

dc'C:arrollndo por l.:J.s cal'C:lC, -~· Elite 

funcion:ll alcan7.a un n:::¡imo en los v:tlo~'CS de u para .los cualec 
~ 

se tiene un valot· e~:tacionat'io de U .. Del cálculo <Le funciones de 

varias vnriables se cabe que U alcam.n un vnlor cstaciona~io en los 

puntos en Jos q1.:0 nu c;rndicntc con rc~:pccLo a u ::;e amün, esto e:;, 
~ 



l.Hí 

donde 

. d u o V " " r " o 

•• dU du - - (1.50) 

- - -
Pero 

"v K u o u -- (1:51) 

-
de la ce (1.110). /.demás, co:no f no dependo explicitan;entc do u, 

fT u o f (1.52) -
co::.o se muestra en la Sección de -operaciones con :.:atriccs. 

Sustituyendo (1.51) y (1.52) en (1.50), se obtiene L:t ce (1.1>5) 

o b:i_l:ln, la (1,1;4), como r.o de:Jcabél dcm<.H;tntr. El rfl~;ultad:: nntcri.or 

conutituyc lo ouc se lla:r.a un "Principio do mini:~o" en 1-:f't.:Única. 

En realidad, l~; condición (1,;)0} er: ncccsarir¡ y suficiente para que 

U alcanc!.! un Valor estacionario, que ¡mocde ser máxir.w, r~Í!lir:lD o 

punto silla. P::ra quu el punto estacionario en cuor;tión sea minimo 

os suficiente que la matri~ Hesslana de U con respecto a 

positiVa semidfinida ¡ pero, do (1.50), 

(1.5J) 

que os nfectivn::wntn positiva :;c:'.d.efinida. Sin emb:1rgo, en esta parte 

no se pnwentrr la Ucmo~rtrnci6n de la por:itividad r;emidefi11ido. t!e 

culnquiel' matrir, de rir>;idez. Bnste con decir que ér:ta p¡·oviene del 

hecho de que ln .forma cuadr.itica. (1,1!'/) usociatb u K repl-escnta 

un incremento en ln cnercin potencial cl:lst.ica del ¡¡j stemn clústico 

- . ., 

¡, 
' i; 
1 ,, 
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.¡ 

en cucr;tión, decde su posición descargada, el cual no puede r.cr 

ncc:ativo, independientemente de los valores de los dusplazamic:ltos 

de los noGos, .':ledidos dc::;dc esa configuración d!!scar¡::;adn, 

i ~ 

Hasta aquí ce h~n introducido ideas generales nc;ociw:Ja,; a 

sistemas fínicos compuc:stos ya. sen de elementos de parán:etroc 

distribuidos (vir;nn, placar., cascarones, flui.do:;), cuyo:1 modelos 

dan luc;ar a cir;tem[LS do ccuacionc:; difcrnnci::üc~, o bien do clcwonto::: 

con panímctros concentrados (rcsol·te:::, por cjcr.:plo), c~.<yos modele::; 

dun lugar-a ccuacionc::; al¡;cbraicar;. Sin er:"Jbar¡::;o, tcdav.la no se ha 

hablado en concr<:to del l1EF. De hecho, es osto método ol que cstnblPC· 

c:;ta rcl;;,.ción, ¡;u es per::-.i te forr.1ular problmr.as asociados a sistc:::<•.s 

contino..:of.: o de parár:w'.;ros Gistribuido:J en lorr:-.a discl·eta, esto es, 

co;;¡o si se trato.rn de sistemas con p~·.ní.metroc conce:Jtrado:;. i::sto lo 

consigue el ;.:.:;:p r.Jedia!"lte un procer;o Ge Uisc:r(Ji:~~.aciórr, que co¡::;j::;to 

en hacer r.~pender la solución al pro"ule;na ori;;iial contint:o (lo u,--, 

conjunto di~creto de valores. r:ediarrte este proceoo ::;e o'.,ticrw un:-. 

am:ol:i:-.,-"~ión a 1:1 solución al protrlc1~oa ori[,imd., y :v.1 l\n vctlor Q):ilc'.:v 

de elln. J--ara ilu:::;trar las ideas antcd.orcs, con~iáúr;:;,;co el 1~J :;mo 

protrle~a de Oetorminar la:; ·cnrc;ns solJrc el tra~\o de tullCr.Í<. de 1.'1. 

l'i¡; J 1 pero ahora r-u¡¡ónga¡,:tJ q\w cad:J. r;er:ción i (porción e~"tre :Jodo:::;; 

ne trata como un:J. l1arra continua (y no cor~o un resorte concentra<::o) 

de long;itud ai, de r;ccci6n de ;Í.rca ¡,j y de mód1llo de el:u;ticü'aü Ei' 

Esta con:;idcrl1eüin puC'dc s0r una oproxirr.nció:-1 a una barra (tu~orir.) 

de di:;r-.0tro varin:JJ.c, ya ::;ca contim1anantc o "por "saltos"', de n;.'.t~·!'L~. 

hetnroe;éneo, esto e~, de un r:mterial cuyas propiedades no fueran 

constantes. Se tendrla cntor~cc~; el ¡;i::;tcma de la Fle B 

/ 
/ 

' ,, d ,, 
1! 
1' 
li 
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Para el análi~is de, este sir;tema concid6rcsc que cuda trar:lo, 

entre el nodo i y el i -1- 1, se puud"' Lrat:n· como una barra de secciór. 

de área con~;tante /, 1 , de lonc;itud ai y de módulo cl:btico constante 

E1 , ¡,:ás uún, condin6rcGc ouc el Cc~pla7.a~icnto a lo largo de esta 

barra elemental tiene ur.a distribución lineal, esto es, es de la 

forrna 

x. < X 

' - (1.5/J) 

Llarnar.Uo u. al desplazamiento en el nodo i, la expresión (1.,5/J) 
' debe cumplir c;tm las con<licioncs de frontera 

(1.55) 

por lo que se obtiene, eomovt1lores de a 0.i 'J de a 11 , 

6 "i 
aoi""' u i ' ali 

!'. ' 'i 
dondn 

u o 
Entoncc,;, u (.rJ en :.::

1 
:;::: x .S 

producto escalar (Vl.'r la Sección 

vuci o)•r>¡:;, en la forwa 

> .. '· X - X - J (x) : [ l ' ' u ' A xi Á 'i t u: -t J 

(1.5(,) 

( 1, ,)'?) 

puede escribir como 

~atrjccs) de nor. 

(1.,50) 

la cxprc;;ión anterior sl.' puctlc simplificar si ~:e i!ltrodt.iCC' 

la notación 

x. 

' 

~ 1 
1 
' ' 

'1 

' •• ,, 
il 
i: 

.. 
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La ec (1.5!3) se tJ'am;fvrma, entoncQS, en 

u (x) - [1 (1.59) 

La deformación en un punto x de 

p::;l J, se 

la lmJ:T:t, E, que es la dcriv:¡();¡ 

de u con rer;pccto r{ X [ 1, ¡medc obtener derivcndo Q,j~' 

respecto a- x la cxpresión ( l, 51;) ' 

(1.60) 

El csfucr7.0 queda expresado, cntoncc:::, cor.'o [ 1, p. 69 J 
(1.61) 

I.a encrr,Ia potencial e}:blica V. al.•r.accr1<tda en el ·tro·J~o . . ( 
coru¡,¡·rmdido nntre .lo:; nodo:> i r: i + 1 ce;, entone e~; 1, p. '"l/J: 

2 
S ,., . 

• d X (l. r,~n 

I'c¡·o, \.l(i las (1.60) y (1.61), en , < 

que cr1 

pueden 

-

ind<epenclicn1.c de x, al .icu<J.l q•;e Ej_ y A1 , pur lo r¡ue :;c 

cacar de la intc¡;rul, y la exprcslÚn para '1. se reduce a • 
_!_r-;.1\. 

2 •• 

u. 
(- .l 

/,. X' • 
U; ·1- l + ~-~ . 

l:\. X . • 
1 d X ;;:;: 

(1.6J) 

1 

1 
' 11 
' 

¡¡ 
,. 
¡l 
" ' 
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La enC<r~.ía potencial clibtica total del :.ir.tc;:¡a e:::, entonccr., 

simpliiicando vi' 

Llamando 

(1.65) 

y dc~arrollando la expresión ( 1, 6IJ), se tiene. 

2 V 

la rnalrl z du x·_i_¡::idtz d8 cada clcr.wnto, e8 di!cir, dr) c~.Hb tr<~:r.o 

COI.1Jll'cndido entre x1 y x1 + 1 se obtier:~ como 

¿}-vi 
K. := 
....,1 , u."L 

o~> 

<lomh! ~ es el ;·cctor 

o. y. 

' 

., 
J J ' Ad, de (1.6J), 

-(-u.+u.+
1

) 
' . ' 

(1.67) 

(.1.68) 

1 

,¡ 
' 

. ' ... 
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por lo que 

'- [ - k. ''] Ó V. ' K - ' (1.69) 
~, d u.?. ki ,, _, 

y la matriz de rl¡;ide?. ¡;lollal K· se obtiene como 

O V -
dU -

-
1' u~¡ J , 'J'o::l~·.ndo }u pr.il~é'ra derivacb, 

'J'o:n<~ndo la¡; do:n·.i.vada~ con re::;p<S'c1..o a ~.; do lu o;.:prc:;illn ;ult~rior 

se tiene 

kl - ,, o o 

,). :? V kl ~~1 + ,, );3 o 
r; •. 

l 
(l.. '10) 

....., - 0 u 2 
o k' k,+ kJ 'J -
o o 11 J 'J 

Se obsc¡·va de la expresión (l.G9) que ln. mn.tri:·. cl.-ln,·n~~ll du 

rigido~. del l:i::;tcl.1lL continuo e::; i<.l<!"nbua a L1 dl•l ~i:.;~'"'"''' dl~'Cl"llto, 

'(1.33), /lrlimi::;mc, de 1:>.· oxprc::;ión (l."?O) r;c olJ::;orV:>. q\H' 1n matt'b: 



global do ri¡:idc2. del nistemo. continuo es id6ntica a la del si:;tcma 
discrnto, (l. 46). l'or CJtr"' parte, el eomporkuniunto · c::;t:í tic o del 

si:::tcma continuo de ln Fi~ 7 está gobcrr.ndo por una ccunciór, 

diferencial ordinaria provista de condictioncs .ele frontcl'a dadas. 

E¡¡ta ce ol>ticne a cor1tinunción. Sen U= u (x) el campo (continuo) de 

dcsplazamie~to. La dC'fomación unitaria, o F,radientc de dcs¡¡lazunientc 

(. (x), r;c obtiene co:no /'.. (x) :=:u'(x). De la "Ley de l!ooke" se obtiene 

el esfuet·zo como r:5 (x):::. E (x) E_ (x):;::. E (x) u' .. (x). Por cquili~>l'io. 

estático, G (x) debe r.ev i¡,--ual a la carga aplicada en el punto x, 

o (x), diviC.ida entre el úrea de la sección en el punto x, ¡, {x), 

· er,to e:; : 

q {x) 
E 1 X) "' (X) :: 

A {x) 
(l. 71) 

" Uien 

q {x) 

" (X} (l. 72) 
E { x) A (X) 

COIJ lo condlción ,, Íl'OiltGl'n. n (O) :::o o. Lo obtención de u (x) punl 

~1 prollle:lla forr.,;.!lado O!"! la forma de ln ce (1.72) rcquiurc ln 

inLc&rnciÚI~ de u:-ta función, mientras que-, con el método del ol(•mento 

finito, rc;¡ulcre la solución do un si~tc1~a de ccurtciones dée la i'or:I;<J 

K u f (1.73) 

donde, si :;e supone _r co!1ocida, u ~e puede calcular por :;ir~plc - -invcrnión do la mo.tri:~ J(, eoto o~:, corno -

En la ~;acción de ·!~étodos J·<ÚI~cricor; r;o Yer<Í que en rcalidnd 

nunca es nccc:::;ario invct·tir lu matriz K tal como npal'CCC en (l.?ln, -

¡ 

' 

1' 
1' ,1 
1 



l'or otra parte, de la cxpresiún (1.70) :;e puede observar que la 

Matriz~ e:-; r:incul;:~r, pue:; si u
1

:::.. u
2
= uJ"" u11 , f, rc:;ult<t SOl' nula, 

l'ara que K ten~a una inver5n debe introUucirse en el problo•na la 
~ 

condi ci6n de i"rontcr.-. u
1

-:::. O, 

En su.':la, el 1-~Ef.r,c¡·mite llevar la soluci6n ~e un problcr..a que, 

un principio N!qu.i.eJ'O la intcr;ntei6n de un siGtemn de ecuacioncG 

.diferenciales, a la .formn de un proble~1a algebraico, esto e:;, de un 

I¡roblerr.a que requiere la solu"ci6n de un sir:tema de ccuacior.c::: alr.;e

braicé\s. Er:tc :;il;"liO."lét, en gcr.l!n.Ll, pucr~c r;cr no lineal. Sin emb:a·go, 

en una Gran clase de problen1as el slstc1~a es lineal. El inte:r<'s por 

llcv:\r ~.<n problema cor,tinuo a una .for:~u algebraica e::;tril.la en que 

lon r;ir;tcr1or: cl.lc,cbrai.cor., c¡_:pocLll:~cntu lot: linea] e~:, de llt .. [O!"!'la 

(1.7)), están plenamente cstudi;ulon t!cmle el cir;lo J?é!Gado, f~<Í:; <\Ún, 

con ·l·l éldVcni:r.icnto C.c la~; computadoras elcctr6r:icn=< Ce loe años 
< < 

cincucnt.a, ce dc~.:arro.ll.<il'on mé~cUoc ~r.uy cfic;~ccs._IJan: ref.iol•·cr er.tor: 

siutc::m.s, co."".o Gc vará 0:1 la Socr.iún de ;.:6todon t:u:niíricos, 

• 

' i 
' i 



Unn matriz C5 una tnbla•·rcctanr,ulnr de número:; o de súnbolo:> 

di::;puesto:; en renglones y en colum:w.s. í'reCuentcmentc se le rep¡·e

scnta liJ.útúndola con cocclH~t.t;:;, ·¡, continuación se rcpl'I!'SCP.ta 

una J~atriz de m ;.-cnc;lcnos y n cohw.nar:: 1 · 

A 

" (m x n) 

a 1 m 

• 

• 

• aln 

n.., 
"" 

• 

• a . w 

• 
• 

Es ncce:..;ario sci'iQl:.tl' que siempre se menciona el m.:ít~cro de 

rcnr,lones (r.~) pritncro. Por con:..;i¡;;uientc, !;_ oc unn matri1. (1~ x n). 

En lo5 ::;ir,uiente::; p<in·afos se harJ frecuente mención de wttriccs 

o vccto~·eG rcn¡;lún o colum:-::t. Suponiendo que m""" 1, se tiene 

A = 
~ 

! 1 
! 

•! 



• 

Sin cmbnrr;o, si se ¡;uponc: r¡uc n .:::- 1, GC obtiene 

un>1. matri?. colummi o un vector col:¿S@ 

a ;)T 
m1 

Existen matrices cc:pccialu:¡ que e~; necesario ~¡cmcioné'T. 

all o o o 

ú a22 o o 
H ij - o -(4 ' 

,, ) 
o "33 

sim0trioa 0 44 

Ot¡'[l notnciún t;Q¡·[a 

Dicha rnatri~. e!J un C['ICO especial del de 

" 1 m 

[i~ i,b 

f¡rrib:l. En el caso de un[l mah·ix J x JJpor t>jl'mplo, ::e tiene 

1 o 
1 

o 
o 

sim l 

d\a¡~ {1, l. l) 

i 
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Se aplica la dcnomirwción "mntriz bandead.:." cuando todo:; elemento:; 

d!J una matriY. t¡UC! no son i[>ufll!,~J a O cEt<in coloc<:do:; alrcdc:(:or 

do la diae;onnl prlnci¡,al. Pol' ejemplo ' 

"u al2 o o o o 

a?.l ¡¡?.2 o o • o o 

o o "JJ u JI; o o 

o o n4J a/¡1} o o 

• 

G o o o • a a n-1, n-1 n-1, n 

o o o o • a a n, n-1 nn 

liHt.ri~. tri::.ll.'-"ULlr 

Se dice dc una ~~~itl'~1. que üs tr.i.angular superior (.:::) o inferior (I) 

cunndo la tot~clidad d(• m_¡c; C!lei~rmto~; situ:.1<.loc; ya sC>\ :u·riba o abajo 

de 1:1 diac;on;,.l princip;<l C'.l ie;u<ü a ¡;cr,,, 

<~11 

J. ¡¡21 
(n 
~ 

n) " 
ilnl 

l·b.td~- ni:-.étrica 

o o 

a22 o 

a n2 • 

o 

o 

• 
a 

nn 

En una r:Jatt·i\', simé~l-ica, 8ij Cll ¡:ic:~J-lrc i¡_;ua1 a a ji. En mecúnicn 

c:~t.ructttl'al lincco.l po1· ejemplo, todas L1~1 macriccc de ¡·j¡;idez con 

'sj métricas, 
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Se obticnCl una rr.atrü. transpuesta cuando se cambian renglones por 

column:..s, cor.Jo por ejemplo 

( 2 X J} 

As!, lt~ ;,-,atri!: tr<~.nspue:::ta 

AT 
~ 

( 3 X 2) 

11. der~ús, 

Suhdivjr,ic'in <k ;r¡atriccs 

!le A, 
~ 

"ll 

a12 

alJ 

a21 

a22 

a2J 

Las nmtriccn mtly r,ntnd~·::: llo, poe r'jcmJ•lo, 5 ooo x 5 000 que <eonticne~l 

25 1~illoncs de cll'mcntos, tienen neceuaria;r.ente quo nubd.ividir-sc 

en lnatr-iC<:'G mác; pcc¡uoiíaa, como 

' all al2 alJ 
All 11 12 • 

a21 a22 ' a23 
~ -

--~-~~------T-----
nJl "32 aJ) ~21 A22 

~ 

' 
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donde 

("ll "12j a,;:J !J 11 -::. u;:l "22 
/212 -:= [ alJ 

( 2 X 2) (2 X '1) 

!.:21 - l 0
Jl "J2] ~22 ~ l "J5 ') " -

(1 Y. 2) ( 1 X 1) 

Q.r!~racione:~; C'!.!.'._!:>!J.-}ric es 

En e.l c¡Ílculo, !;;; ¡JO:.:iU.lc procesar nmtr·icc~ de la 1~i~:r.<1 nunera 

en que nu f>rO(:<,:;an no~·~~aJ.mcntCl los 

abajo l;lS dcfinicjoncs nccecat"iac. 

lr;ur~.J rlrul de nu_I,.J.~~S:.!:.:.l 

A e:.. n 
" " 

d:J.tos mm(,rico,;, Se }nrlic:J.n 

uiGnifica r¡uc, J•ill'a torio. i y todc:t j, c:tij ]) i j . 

A(jj_.fJ.Ón y sull~:t.racc.i.ón 

Si 

A·l·ll-:C 
" " -

entoncef.l 

cij~ aij -1- bij' 

Por cr>nci¡;uicnle, en el caso de sub~;tracción, r.:c obticr:!e 

cij-::.. r~ij- llij' 

• 
IJI<J.S 
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1·1ul tipl icació:-~ de r~ntdce~ 

Si r;e debe r.1ultiplicar- una matriz por un factor e, cada clcrnentü 

debe multiplicarr;c por e, por ejc:nplo • 

Cuando ::;e m.lltiplican dos matricc.•s es condición Hir.e qua non que sur; 

dirncnr:ioncél sean co:r.p;;tible:;. Si, por cjt'J<oplo, l.n m~"tri~}; U.: m x n 

debe 1~.ul tiplicarsc por la r~atriz 13 de - p Y. q, es necesario que n p, 

e~; Lo e:;, el núr1e~'o de rr~ngloncr: n conlerrido en¡, Ucbl! .<Jc-r 

al núr.1ero de colu:.mas p contenida:; en 3. /,si, -
,, ll e 

(rn"'x n) (p~x q} 
~ 

( r:l X q) 

y 

i -;:.l., 2 .•• rr, j J,?. ..• c. 

r-::::1, ?., ... , n::=p 
Ol.~·o c,icmplo ner.ia 

l"ll 
al2 "1)1 

bll 

0 21 a22 a2J 
h21 

L 
Jl 

~'ll bll + 012b21 + alJbJl 1 [\21 bll "'22\,21 ''2JbJl 

•: ., 
1 

'1 



l. )O 

llada una rr.atriz cuadrada A de n x n y un vector u de dil~en:;ión 
~ -n ~;ol.wn ul qu11 o¡,.:.r·a ,~, ¡,1 pr<Jduet:o 

~ 

e:; un vector t;;¡abién de dimcm:;ión n. En c:encral, v e~ muy diferente 
~ 

du u. ,.. 
,) _¡_ • Jle<r ejQmplo, _;::; resulta nulo par·a valores pnr~iculan•s 

de u .-1 V, Ge die a que v <eG un vector del e:::pi!_f~-o n.u..lo dc_A_,_ l·or 
'V r- "' "" 

cjer,plo, ~:;ca 

Un vector del espacio nulo de;, es, clarnrr.ente, 

' ;;e ohscrvr, qoc d '--''' :nultiplica el vectQr· ::_:;.[l. oJ J-!Or el 

encalar x, "e obtiene una infinidad de vector·as del c~;pacio nulo de 

A, uno pnrn cada valor que pueda adquirir x. Sin Cl'llmr-go, w c:J el - -único veetor el(, ,,:,l¡:::-Jitud unitaria que- PN'terwcc al cr:¡J<1cio m<lo dt:> 

11. l'or esto "e puede decir que w es una ba:;w norm:l.l de eGt e cn;,~:l!io, 
~ ~ --~ 

En genur~l, (d CGJl:lciu nulo de una matriz de n x n tiene UJJ::l ll:l:>e 

co1npucsta por r"S n ve.;;to~·"~l. Si c~tos Ycctut·c:; :;o ~;el.ccclon<J.n e;,) 

ma¡;ni h1d unitaria y mut:.u:I.~C!lte ortoE;Oml.lcn, nc dice que la base e::; 

ot·toJwt·:n;¡_l, 1-a¡o mrttric:c3 !J.Q___f.in"ul~•rr•::: tienen un cs¡mcio nulo do 

de di:~c-n::;ión cero, e:;to e:;, no existe nin¡;lin vector no nulo qué· :;ea 

transfo:--mado por clln¡; en O. 
' 

l'or otra parte, pucdu d:n·¡;e el caso que el vector v :=. 

llnf'a_l_!]l'nte d<'l>cndicnlf. con u, es~o e:;, que uno re¡;ulte do mul-tiplicar 
~ 

'' 
,¡ 
1 

[l 
,• 

1 [¡ 
¡, 



l. Jl 

el c-tl·o pcr una com:t:mte. En cr;ta discusión se deja fuera el vector 

u o:; O. En e!;tas condicionas, se tiene -
(•) 

dondé' .:\es un or;¡;IÜal", en ¡~uncrrl.l, corr.plcjc. Nótese que la ccunción 

a:ntoriot· se r,ucdc escribir en la f'orrna 

(ft (\I)u ::. o .-.. .. ~ ~ 

do.ndc J OS ra :nr\triz identidad de n X 

CCU[!Ción antorior, Cebe pertenecer al 

M10ra hien, pctl·a que!; - ?oJ tenGa un 

n. r·ara ·que ~ J
cr;pacio nulo dll 

c~::pacio :mlo no 

/;-(\J. 
~ -
"JUc:i:o, <:>Sto 

parro qu0 existan Vf:'ctores ~ ../. 2, tales que (t,- j\I)u::: o, A- Í\l ------ ~ 

la· 

dcl>ll n0r singular. l'ara que sea sin¡;ular, su dctcrrr,inunte! debe <lr!ulur

¡¡e, esto es, debe tcncrow 

det (A - (I.J) O - -
Pero el dctcrninanto en cuestión, esto es, cl·rüc;r.hro iz(fuic::-do 

d¡¡ la t:cunción <:~nter·ior, ce: un polinomio de orden n cní\, ::>i ,·, cn d" -n x n. Llu~ar:do 1'n(~) a c::>te polinomio, la ocuación <'.:1tcr-.:.or es 

l' (íl.) - o " -
Si A es una r.w.tri?. do eleMento...- reales, F ((\) ce tm polino:nio d<: - " c"ot.'J"ici,nto~; t·r·u.les y, pot· el 'J'cororna FunrlaJ¡;cnta.l del .'U¡;elJra[ 1: J, 

po::>ec 'n r<:.ice::> corr.plcjaG, de las cuales nl¡wnas pueden ap:1reccr 

repc'ti,b:;. Lns n ra.íces dc.t I'Olinornio Pn(/1), .llCJ.rn<H!CJ 1"oliJ~o:~iQ 

_cnr:tcif'rÍ¡:tic-<LJlf'_b, reciben el no1~1.Jrc de valores cnr<~ctcr.ístico::> de .-' .. -Si c<Hht v:tlol" c;n·:tcttn·btico de A ce su¡;titu.vc t•n let ce (""), se obtii•:~'' -un CO!ljur.to do vectores u. corrcspomi.i<'ntcs que Ge llaman Vf><'t.or"" ,, 
e<~ rae L(•rL·.tl~ de A, Nó ~et:c que fli ce conocn un vcctox· C"-ractt'l"lstico -e., <H;to <.'G, si _, 

! 
1 

1 

! 



1.)2 

entonces ~;:1 proC:ucto de écte por un escalar (en general, co::~plcjc) 

C1; otro vector caractcr.ístico de ¡,, lo cual pucCc COinprob?.rcc por -t.:ur:tituci~n d(•lnu(~V<> vector· oon lfl ceuac::i6n flrli.(lrior, Entoncüo, " 

cada valor caractcr.ístico (1.. de ll corrc::;pondc ur.a in:·inidad de 

' -vectores caract<:>r.Í~;ti~oo. :::in embargo, no todos 6sl~~; inter·c~;J.r:, 

nino sólo aquéllos que oon liT_)o<:lm•~nte inde¡)pndi~n~!l::;. Un eonjut1to 

t;Jc vCctoren { y 1 , ;:¡ 2 , , , , , ..:; 1~} es linealmente imlepcndic:1tc si la 

cor,binaci~n lineal 
• 

1 = 
" 

'1 Vl+ '2 v,+ ... +-e v 
~. ~- ~~~m 

se anula Gi, y sólo ,_;i, todos y cada 

anulan. [)[)lo contrario, el conjunto es lineaJ:tl()nt•J de:pcndinntc, 

[ 

2 

f~=~-~2 
" " - 1 

1 

2 

Su polinomio característico es 

I'/í\) = (1 -J.)( 'A?. - 1) 

1 ' ,"\ 
1 

? J":.- ' 
-' 2 

~ n-
2 

donde l en la ur.id[l.d i:~r~gir:::n'i[l. 1. 

+ 
e - i 'T( !J 

El l>,icmplo 1.:?,1 Mc..::tr6 r,:uc la n;."ltri:; C'n curcsti~n tiene do:; 

valor.:-s c:u·acter.ístico:; cO~lpl<'jus que, co!'lo consecuencia ,:el 

'J'uorc;:l:l Fu11rbtnentaJ. del A1c,cl:wa, r;on coJJjllCado:;. Si l<l.r~:ttrl·:. :.>Judi.d:1 

1 

1 
' 
1 



. . . cu tamotncn, ae 

l. JJ 

• ,, 
•• ¡1 

una rr.utriv, r;imétri(;<J. de n x n aicmpro pt.;cdc üY.Jll'CG<:~r- ,, 

aon rc¡üe~J y sus vcctorea caractcrí:;Licoa son mutua;r,cntc ortocc.n;,lcs. 

En con~:ccucncia, 

lincal•••cnte indcpcndicr:tcu), que rcuul ta ser su conjur1to de vectores 

caractcr~stico::;, en la que adquiere la forma di~lEonal. 

J<:jc,~plo 1.?..2. Sen la r1atriz 

o 
2 ~] 

Enla ¡r,<l.triz os r;imétric<J. y ]•0r lo tur.to tjcnc valoreu caro.cLcn·{s

ticos rcalos y Yectorca caractcr.ía"ticos orto;;onnlea, 1':n efecto, r;t< 

polinomio característico oc 

' P2 (;\)::: dct (!'.- AI)::; 

A1:::. -l,-;\2-:: 11 

dct[·" 
2 

Jlcn6tcnsa Gua voctorcs cnractcrlsticos con·cspondicntcs )JCl' 

Eatoc r;c calculan Ce lns rclacioncu 

(¡\ -;\. I)e.:;. O 
.... l_- -l. ...., 

!i 
• 



De nh! 

por lo qut< 

y 

l 

2 
e ll 

lr~po~iondo Ja condiciün 

-'> 

'l'' .. G -·-,. 
·' 

l. JI~ 

El prolJl('J;l(l de~ \'nlorcs r.~trar.tcri:,t.ícoo rnvi,;tc IJJrLjcu1a¡_· 

ir~port;:~~cia ca :!cc;Ínica. !::n electo, la dctc!":r.ir.<lción_de las frccuc~1-

Cl<cs J' loo in(,\)Q~; m:1Lur:ü~c d(• Vi\•¡·ación <le :;i:;bma:: lnC(;.'Íilicor; (Ve!', 

p'. , ej.(Gj). La dcter;:¡inaciún de tnlcs m'odo:; y f1:ccuenciao 

J!:ll'n si::.tr>:nan mcc•Íni(,on dr> p:n·:'.r:wtroc di:;t¡·ilwiclos 1:1cdbnt!l f'l !.:¡;;,.• 
. ' con<.2ucc a un p¡_·oble.~.a de V3.lOl'Cc; caracL.crist.ico:;, corr.o :;e vcx·•í 

po:;tCI'iot·:ocntc en e:;tc curr;o, 

,, 
·1 

• 
'! 

' 

' ' 



l. J5 

Forr:,a~J cun<lrátic:1f,-

El encalar dcfinLdo por la expr·csión 

dende /; n~:: una rnatriz de n x n y u, un vector de dimer.ciVn n, recib<' 
~ -

el n-::.ml_¡rc de forma cuadr<Í.tica. Esta forma es cquivclcnte a la i'o¡·;:o.a 

. escalar au2 , De esta Última expr<.!~;ión se puede concluir una 

. propiedad intcr(:~;antc de J.a forrna cuadr<'li.ica f «ntcs definid::. 

!lótcr.e que, si a y u son reales, au 2 es un;.: cxpreción cuyo f.i.¡;no 

dt'p(ll'uh• cntr:ro:n(:ntc de <l, y no de u. flncílocar.1<:!~1'lc:, el cieno Dll 1::~ 

:fon~<l cvadnlticn f depcndQ e:¡tcra:.".ente de f, y no de u, si a:~t:o« - ~ 
tienen elc::H':nto:> reales {o bien, si, aunque}:, tcnG'" (•lC"c:'Cnto:; 

com¡Jl(:joc, es idéntic:t a la :n:ttl'i7. obtenidn de tr;,n:-;ponerl~ y l~w¡;o 

tomar el co:1jueado <le cada uno de nur:; elemen-to::;). 

~e Uicc que f, es 
~ 

pocitiva Uei'inida, 

}'o:Üliva se".'.idcfl:1ida, 

ncrptiva definiLb, 

ncentiva :.;emidefinida, 

r;i 

ci 

si 

el 

f> 
f '> 
f<: 
1' <: 

' 

o, >f ~-F o -
o' "' 

._, 
~,_,.. Q. 

O, "' u .j- o - -o, >.!- u ~ o 
" -

(D 1) 
( D 2) 

(D J) 

( D 4) 

lJc otra forrr.a, P. e~> de cigno indc:finido, Las rr.~¡t¡·iccs posit.ivus -definidHs y S<';nidcfillidu.s jucc;an un p:tpcl importante en la ¡.:pcJ!"ücn, 

Jlucr: cc;t.:'n as:Jci:¡da'-' o bic'Ol a cRntidn~C'G jnLrínccr;,tJ~"'1"Lc po:;it:\v:1::, 

como la enilrGÍa cinótica de un ve[Jiculo en rno>·irr.~c;:t,:-, ::> bien a 

cantidade::; intr.ínsccamcnte no 11C[>:ttivas, co~•o ln e:1er~;In potencial 

nlmaCl'l"<da (111 l<1 suspcnnión de un vchículu, medida dcl:de ::;u cst;ld<J 

' 
f 
1 
' 
' ' 

11 

1'¡ 
1 ,, 
!! 



1.)6 

Nótr::;e que lns definiciono)S (D 1) rt (D 4) no proporcionan un 

medio pr;'-ctico pélt"~l determinar si una mntri<, es· po~i ti V él dcfinj •h, 

por" cjemp.lo, pue;s :;cc.;ún ella:;, ser la nccoaorio ¡or-:.l.mr el :;i¡;no de f 

pare. tc.o:Jo:: y cada uno de lo::J Valores po~;i blcs dt- u-:;': (). Si!l ernba~-go, . -
la caractcrizaciün del sicno de una matriz se puede conseVlir ¡:¡ ·tr·~,vés 

de sus vr<.l ores enr~tC"tr!rÍGt.i.co:;, sc¡;ún lo siguiente ' 

Una 1r.atriz ¡, f!:; 
~ 

poc;i tivn Ur!finida, GJ. todo u sus valores can.~ctcr.í:::ticos son 

positivo:;, 

posi tiv(!. ser:idcfinida, sJ. nin¡;uno de nut: valorea c¡¡¡·actt>rís"ticos 

es ner.ntivo 

nccatlvn dcf.i.nilla, ui .todoi; :;u::; vaJorc::; caruclcrí:;tico::: son 

nee;ativos 

nccati.V<\ BCinicla:C.i.nir.ln., r;i n.i.n¡:uno ñc t;u:::; vnlor~·u carnctcrlnticr,t·; 

llll po~:itivo, 

• 

11 

" " 



1.)7 

1 
·' 

v~ri<w 

1 
Dada ln func:i(jr¡ e;:::; t;(uJ_' u 2 , .•• , un)' escrita en for;1a cor1p.cc•.,. 1 

cono e;:::: r;(¡¿i, 3e <Ji.ce quo ¡;e:. una función esc<~]ar d0 v::..riJl.blt'_'lr1c- ~~ 
t ,_,_·_ial. l'l •" · · t d ~ •1' __ ; LJ:::.:...>~_J,...t:f.t..:,Q_ e g, raprcsc11'\.:u!o ]JOr ,1 ¡~o por<) ['/)u,- o 11 
el vector <!e dimonsiún n dc:':"inido por ""' 

,y:/ ó\ll 

c)~'/<1!12 

Sea (!1 conjuntn de fur.cioncG 

hl-;:: hl(ul' 

hz hz(ul, 

• 

"2' 

\1 ?. • 

.. ' , "n) 

. . ' , \ ) 
"u 

como li:::.. h(u), don<;c, 

o/)Vin:r.antc, h y u con 'ICe torca Uc di;;;o..•;::;io.'1c:; :1 y n, ,.,. ~ 

Se dice, cntc.r1co:;, que h ce; t:lla funciÓ:¡ vceto.rirrl de 
~ 

Yf'Sj:ori:ü, ~'1 ¡;radiante du .!.\• rcprcscntnt:o por V !:!, o 

l.-; 1.1aLri:o. d<.l 11\ x n definiUu por· 

hl/ u, 
hz/ u, 

'V h = 
\ ¡, 
e~-

- d 1.1 -
hl/ u, 

h1/ u2 ••. 

hz/ uz ... 

ll/ 
h;/ 

• 

• 

h/ 
'l • 

" n 

un 

"n 

rcspcctiv"mcn-::e. 

.::1!:º-l'"-Cnto 

c'l h/au. es - -



l. JO 

Si rcculta que 

er.to:1cc::; ¡, e~ de di:.1cn:>i6n ~.::: n, donde n es la dimensión de u. 
~ ~ 

Entonces, <:J _E :::: 'G \7 ¡;, es léi natriz Hcssiana de e y es de n x n. 

YolV.lenrlo a la Jur.ciún e;::: e;( u), é:;ta alcan\'.a un val(•r e:;t<>cio:l~c-
~ 

rio en un "¡mnto" ~O en el que ~u c,r·.:HlienLc :;e <cm~..:.ln. EstJ, valor 

JlUr!Ge n,.,r un e~!.r~_-)-0,;,1 o nn J.ll~ntC'l nj_ll~,l• E~ tm úY.trc~o local ::i 

la matr·i :~ :: '~ :"; i:. t'a de ,;, V 'V g, e:> de ·:;_:_cno ::;c:údcfiniC:o. De ilcc:-.o,. 

\}'Q¡; P.::; ncc;<>:li·;a ::;emidcfinidé., mientras que 

\,'í/r, es po::;itivu seJ.~idcfinida. Si c~;a nutrir. 

lie::;:;iana ce du ::i¡_:n<J j_r!d8finidc_., el punto c:,tacirJ_Ilcl):io en cuestión 

es un punto :ü.l.la. El ref~ult~<tio antcrioz: fJ¡, e:; ;~aí:J ,¡ue r~l r·e::".u.ltaCo 

amplia:.~cmte conocido dol cáleu.lo cloinent.,l, que :;e l.lu:::tr" en la 

Fíe 1.2.1 

os en máxi ~,.o local si 

(';; Ul~ I~Íni:~_o local :;J. 

(a) . . ;.u ~~mo 
-'----------,, 

1 " (b) máxirno 
--+-----, 

(e) Jl~.<nto :;illc 

FiG l. 2.1 Tuntos c:~tacional'io::; de una función ú:_;cal<J.r de 

<u·c;umcnto ,::;caJa¡·. 

., 

'1 
' 

li 
.¡ 
,1 

' ' ' 



l. J9 . 

. 11 contin:;ación se 

aplic;,1Jlfl:1 al problema 

pre::.enta un esbo:w de lo::; métoUos nu~éricos 

{1.).1) 

don(!c ¡, en de n x n. Otro proble:~a frecuu1rlo en cálculos de clc."lcnto 

finito es &1 de valorar, carnctcrí:;ticos 

(l. J.?:) 

Sin cmlKU'r;o, dadao la:; lir:litaclonos de tiempo de cst(J curno, el 

~:egundo ]Jl'Oblc:1a no t>crá tratado. 

Para ror.olvur al prob).ama (l,J.l) oxlstrm dos ar·rl'Jlias cLn;cs de 

rnétoCon r 

r..6to!]o:; Uireetos 

mútodofJ i tcnJ ti vos. 

EtitaG don cl~-"co d0 1~útodos ~-es!.tel\'O!"l el sist"cl~ll (l,J,l), esto 

es, cnlcul:m el valor que deban tonar todo:; lo:; cor~ponor.tcc de ,t.• 
para v:üorcs .f)arlp~l de f: y do_:::, de :1ane1'a tal qJ.Ae ~;r; nati:;fa.:;<cn~Lad:t:: 

lf•R CCIJ_:1cionac del :;i fltoMa ( l, J .1), l. oc 1'"~ l:odot. d.i.¡-ecto,-; recut:Jvcn ·~1 

prol:lr•:-:~n en cuosti6r: meUiante una s<:'cucncia Uc. oper<:~cic~;CG ·rJien 

dcfini¡!n:o; que EC :.>plican una coJa ve:· .. Los r.:é-:;od0G itet-~ctivo:,; 

r-esuelven o;,:,;~c :ni:;•~o problcw:::t :lplicn!'ldo un ciclo de ope"'aciones 

l'(Üter:HhJ:wntr), hn~3ta aproxir~ar 1:1 :::;olucién de manera :::;a-tisfactv¡'iu. 

Cada ciclo recibe el nombre do itcr·ación. · 

1:C01'Í:l CE pot.iblo --- l'Ct.OJ.\'Cl' el si:::;i.err.a 

llamado "rcc;ln de Crar~or", en la forma 

\\ . :::_ 

' 
det 11. 

~· 
dct A 

- . i =.1, ,,,, n 

1, J .1 ~:cdi.antc un tercer . . . 1n" ,:or.o, 

(J.).J) 

. i 

' 
1! ,¡ 
Ir 
', 



l. 1¡ o 

En la expresión 11ntcrior, A. cu ln matri?. que se obtianc _, 
su~;Lltuycw.lu la 1':: columna de A por el vecto¡· b. Este método - -rNJ'JiClrc, cntuncco, el c,llcuJo den ..1~ 1 dctcrrünnr:tr¡~:. En _¡;cc;uidn 

se dcter;üna el nú:~cro dn r:mltiplicnci<Jnc¡¡ requerido par2. c;:,.lcular 

un determinante den x n y, de ahí, lll ticr~po e!(· cjccuci~n.rcqt:cl'ilio 

pul' la "z·cc;la de Cramtit·", En una cornpu ladera Uic;i Lal Ce <'.l Ü¡ velocidad 

unr. TIUl.tiplit;aeión.con~w.1C un 1.i."mpo dul orden de .lO_t¡ segundos, 

mic:1trau que una ::;u:r.u o una rc.ota, un tiempo de un orden r.~uclJO mcncr 

por cota ra7.Ón, en lo que ci.gue ce conr;idcra como "operación", una 

multiplicación, qucdarJdO las sum;n; y rcstrw sin !COntnbilizarcc. 

Exir;tcn varl<::"i for~:.a~ de calcular un detcnünente. f·.quí ne 

empleará la conocid<t col"o e;.;p:t~:-;J ú~ ,,cr coi"a::::tor~. Duda una r..atri:; 

/1 den x n, cuyo clemr:lltO (i, j) se ~·oprec,..,nta JlfJl' a.,, al f;_Qf:1.c,_l,g_I 

de < ... es el producto de (- 1) 1 -1- J por el detcr-¡~j·""-~~e d0 lr. :naü·iz 

de {~J- 1) x (n- 1), obte!:id:o! al clirr,inar de ;,T el i~ re~1;:_;lón y 1<1 -J·~ colurr.na, Llámc~e e al cof0ctor de a Se tion,.. ento~1Ccs, 
. ij ij' '"' 

dct t. o "il0il ..... 0\. ¿C . ..,+ ' . 4-aincin 
~ l. l ,_ -

':::.. aljclj ~- n2jc2j + ' ' ' +-a., c
2 ~ 11 _n 

El cálculo del dcterr-.inantc de una ·~atY"i:l de 2 x 2 se ~-cali::a, 

de e< de luc¡;o, r;cncilla:ncntc co:no 

que requiere 2 operacioncc. 

Ahol-~\, para un~ 1~atr.i.z Uc J x J, r:;.;pandicndo cu dc1.CrJninn.¡)1;e 

por cofOlctorc::; de su pl·imcr rcn¡~lón, f;C tiene 

all alz alJ 

dct a2l n22 rl<:J = ¡¡llcll .... al2°12 + ''13c13 

UJl :1)2 a)J 

'¡ 

li ,. 



l. 111 

que rr.qui~r·e J opcracionc¡;, Cadn cofactor cli' que e¡; un dct<•t'ir.inuntc 

de: 2 >. 2, r·cquicrc a su ve~. 2 opcracionc::;, co:r.o se nc:J.lJO, de vcr, por 

lo q•Jc el c¡\lculo de: este do::tcrminantc rcr¡ulere ) x 2 opcr?.cionc::;, •! 

No ce Uif)cil clcmr.:;trar, si(~Pil•nr:o (:"Jte camino, que ~l cJlcuJ..-, f.o 

un cctcrrninantc óe n x n rcq•Jicr'" ni opcracio:-::e::;. ::::: :>UJr,n, lrt • 
soluci<ín del ¡;i.ctcr-1D.(l.J,l):.~cdiantc la "rc(;lil de Cr<.~f1cr" ret¡Hicrc 

nr(n + 1) = (n + 1)1 Oj)CJ':JCioneB, ;)uponicr:~o que ol' ::istc:na !'rl cuest~~-
' . . 

éontuvjer-a 25 ccuacicnc:; con 25 incór;nita::;, :31< uolución medi;:ntc cste 

métociD l'l".J.«r:>riría 2CI opcrncioncr:,r¡u.:; '-''l un n1írnero 1.1uy gnt:-Hlc, dnl 

ord(·!l óe 102 7, Si ca~a opc~"nr.ión rcr¡uicre 10-ll. negundo~;, el -totnl C:c 

o¡H~l<:!;Jonc;; rcr.;.uiL·J·t;, entonces, un 'liü;:,po Ge cjccuc~ón (le 102J 
se¡_,'Um!¡;:;. l';::ra tcnnr unn i(i!':ii- de 1~ ~,-,ugni tuü l)O o~1..<J ticrc.po, Lllt;te 

dt:cir qU'!, si :;e ad:ni-:-.c. que C'l univct'G:J tiene U!'la vida ~e 1(/7 

GCf.~n<Jr,¡;l:_ '/], el ti.Gl~j)O l'(H]'.lGl'idO ji;J.ra l'(:UOJVel' el ~Úl;Ü'IW (l,J.l) 

con 2'> incó~nita:; utiliz<J.:-::do una co:r.putac!ora r;Ípida, e~; j un :r.iJ lÓ;o 

do v·t,cn¡; Jn vld"- del uni·terso: Sehr;1, Ucclr que, hasta el rr.oJ:.er.to, 

nin,;::n nc!" J,u::".cmo il:> !"esuelto jamác; un cisi:¡;m:\ linl'c:l dlJ 2~) r.cu><oionc:. 

con 2_:; lncót;rút::::.; lt'Liliznn!lo la re;;1:t de Cr:w.cr. Sin m":,¡u .. ::;o, tr;·_·~:.r::i~·

r::c de ¡•c.•-;oJ.ver prob](,mas nl:í::ticos r;10diante ~~1 l::Ei", e:; co:~.;in llé'¡:,::~-

a dst•.ma!.l de ecu;~ciol'!C~ de la fo:r:~a (1.).1) con mil incógnit~\G, 

En lo qu0 r:ir;uo se presentan ;:-,,;todo~ nw1r:!~·ico:; ,,r;lcti.cor; \.;tili;_::cO,ls 

en la r;olt;ción de tnlcr, r,_j_~tc·:.1uc. 

El mótodo clin•cto cnplc:1do ncltHdmai?'~" p~n·e~. reuolv~¡· sist,,~,a~; 

como el (l.J.l) cr, el de .Dl).J.1ÜI.1.Ci_ón '~" ¡;,¡_;¡;~:. ¿ute ml.to(~O es equi

valente al rc.r:!totlo lla~1odo LU por lo:; uncloparlantcs (t, \le "lo;·:cr", 

que quit:l'C decir inf.~t·ior : U, ele "UJ'l'cr·", qu<: r¡uicn' ~~c·cir rm_:.•cr.i<>r). 

Este :aétodo se ilush·a con un ejemplo d<.l J ecuaciones con J incóc:ü to~; 

allul.\ a.l2u;; + al)uJ bl 

a?.lul + a22u2 + a2i:J b2 

a31u 1 -(- a32u 2 ..¡.a 33u 3 -::. bJ 



l. 1~2 

- Di·drla:;;r;o a:;:bos miembros de la nc¡l;unda ncunción cntrc a:~l y 

mul'Li¡,]Íque::elc~ por "J.l' l'rocéda:::;e, en :;,)t;uida, con la Ja,ccuaci6n 

en f:,rina rw::_ejo.ÍltC, excepto que, en Vc>r. f!c dividír,;cl<.!~; entt"() a 21 , 

di v .lc.a:;eler; cn'.n:! a
31

• Se tiene, cntonceu 

a?.J ___ , 
a21 J 

~lLu -
B.Jl J 

:1.11 

(l. J.;.) 

A contir.u:J.ción, l"<Í,;tct.c la lu. ccuaciÓ!l de (l.J,h} c!e catla una 

de léc:; ce::; (l.J,5). :;;u ti<:n<' 

a?.?. 3.2 b:< 
(:o ---- - al2luz·+-- (a ~;)- a 13)u

3 
= ' --·- - bl ll uzl lJ. a21 ll "':::.J 

aJ2 a,._¡ b 
(all a 12 Ju;:+ (all a1::)u3 = ' __::¿_ b0 - -

aJl aJl 11 a 31 '· 

l'or. scncillc::, cscrílJase el nif:;tcma u.ntc>rior en 1<>. fcn:.a 

'J' 2u~ + a 3• ~u.,:::: lJ)! ·'· _)_) 
(J,J.G) 

fLilOl'a proc0d::l;e eomo eon el ni:::;~cma (l.J.IJ), es~o cr.:, div.!:d;,sc 

la 2", \lcuaciún de ( l,J, 6) t.'ntrc aj2 y multi)Jlic¡tlr-cc por· n2 2 , Se tic¡,c 

(l. J.?) 

J1~:[;\:cr;c :¡ cotd.inwu")i6n ln l:1. '~cuo.ci<ín de (l.J.G) de la lÜtii'Hl 

ccunción, ohtc::it·ncto::::c · 

nJ:-L 1>' 
(a,i;z - n2 3Ju 3:: ., ' _,_ 

b., ' "2 nJ2 
,_ 

a)2 '· 

., 

! 
.1 
' ' ' 
i 

1! 
11 ,, 
!1 



1.4) 

que t:c puede e:.cribir en forma ¡;iraplificada como 

dc, donde 

b" 
J 

b" 
"J·= _¿) 

a" JJ 

~r; el valor de la 3a,inc0u;nitn. La ¡;egunda r;c o\J~i(;~JC ~;u~:tituycnlio c::>tr: 

valol' en la ce (l,J.?), que contiene ahora una :::;ola incúc:1;_ta, U;,:· 

Ewta ::;e ohtirme de~;pejúúúola en la fol'ma 

bJ ' 
uz ::_ 1 (azz azz 

aJJ " ) -
' nJz a)z 3 

a22 

Finalm)nte, ::;u:::;titúyan:::;c los valo¡·cs obtrmitlos 

la cr:unciún de (l.J,II), Se obtiene u1 eo::1o 

.\ 

-
quedando n:,¡.:l totalmente re:::;uelt<J el probln:na, 

El csquc<:1a anterior es búr:ica::mntc el r.1Vtotlo de cli,ic:ación Ce 

Gaur;s. Sin c1:1lmt·c;o, aplic:::do "!.nl y como 

d]ficult~•.tlc>s :d. alguno de los Uividendos 

pcql1Cílo. i'Lira clir.linar esta po:::;ibilidLI<.I, 

oc 
e• .. 
:;o 

pl:'l'Zentó, 

C"i'O, o 

c:.;coeen 

puüc;e c:tur:ar 

"" r:ú::lCro r~uy 

como lliviUendos 

los nú:ncros ~~~\r; grande::; de cada columna de la rnatriz 1\, Jo ctral -eq1J.\v<tlt~ a rcol·dcn:ct·l:u.:, Estu proceso on uoJwci<lo como ni}:_ot~i">_~il,_;;:r,J:ü, 

paru di:::;tin¡:;ui.l·lo del pivoteo tot~l, qu-' con:;h:te en bu:;c:tr el r:tÍI:.cro 

m:ís t:;rnnGc no oólo en cada colw~na, sino ta:nbién en co.d:t rcn[;Jón, Si 

en el Jll'ocr:so rosulta que el nú:~cro m:~r; r;rand<> es curo, " nn número 

tan pcqtlc:ll' t¡lre l::r. máquina lo tome c·omo cero, el r.;étodo no f;o Jlttcdc 

aplicar, lo cr.:nl indica no otra cosa r.ino que el 5ÜJtcma C:> :;int;ular, 

Cl>to ~.:r~, que dut !\.:: (), En este: caso <);_; Íl~por:ihlu l·ur:o]V<'l" r:J. uit:1:t•:,::,, -inde¡•t•nJicntorncrrlc rlel :~útocio L'rnpl<.'<tdt>. 

' 
:¡ 
i 
' 

" li 
·' 11 
!1 
' :¡ 
' 

• 



Ll¡l¡ 

E¡:;1.u 1-l•;loLlo ~u r·ea)lut en computntlara utilizando el co:1cC¡>to u,, 

tlr:~;compor:ición LU, que ::;e basa Un el Teorema de Dc~compo~ición que 

c~tablucc que totla r~ntriz A de 
• n x n se Jmede fnc1.oriznr en el jll'Odl!Cti, 

rlc ¡_;nu l'•••.k.iz tt-l¡•n~ul<!r illf(,riur· J. y un:t tcianr,u.lar superior le, La - -r~•¡,triz L contiene uno::; en ~;u <ÜUGOnal y cero::> arriba de ella, mi entra>; -la u contiene que son -ln:_, z·ulcu:; pusitivE\r> de lo::; valor·ur; caractorísticoll (i)O.'Ütivos todo::; 

,;lle;s) de 1[! r.:atriz !t i<T y cero::; abajo de su diagonr:.l. L y y_ !JOrl, 
-.,. ,.__ - --

cntcnce:::;, :r.o.trioc:; do 1> for~,a 

1 1 
1?.1 1 

L u 
• 

1 J " 
J . 
·n?. J 

1 

" 
Ll 'l'uol·c::.r, de De¡;cor~¡:<¡:~ición en cuccti0" c¡;tablN:c, r;ntúnc.cc, (]_l'C 

A::_l,U 

El ::l:;tc•na (l,J.l) de esta rnCJ.ncra ado¡:7:J. la forma 

LUu-::.b (l.J.fl) 

LLímes<? 

(1.3.9) 

Su~tit-Hycndo este valor en h1 ec (l.J.B) se tiCne 

Lv::..b 



1,1¡ 5 

que, en for:~a de c~.>m¡loncntcs, ndopta la forma. 

.· 

vl = bl 

1?.1\\+ vz= b2 

(l.J,lO) 

de clonUc ln primera incó~nita, v 1 , ya es-;;~ despcjaUa en la priw.cra 

ccu¡:ción, 1 a :JIJ~unda i.ncóeni ta :;e ncspc; ja tle };¡ 2a. ''CU8ción, en donde 

iH! ha sus ti tui do prev i!lr.'lCntc el valor calculado de v 1 . Procediendo 

en for;r,a ::c!:,c,i:Lnte (;Oll el rc:;to dn 1::~~; ¡•cuaciom~c: Ue (1.).10) oc 

obtienen todo::: los componentes del VE:ctor:::; de (l. 3 .')). Sus ti t\.::;cnc!c 

nlwra estl• vocto1·, ya conocido, r:n }(-1 ce (l,J.9) !Jl' l~cnc el sistema 

tiene 

... +U u -·v 1n n- J 

C) u -n n -

De la lÍ!t . .i:nC< ccu:u.;JÚn riro (l,J.ll) :_;e 'llnno 

(l.J.ll) 

SustituyPJHlo C!Gtc valol' en la pcnlíl'lür:a ecu:'lo.:lcín de (l.J,ll) se 

u n-l. J (ú - u u ) 
\lí¡-l n-1 n-l,n n 



ProcerJicndo en e::tc orden l"<.:'l~re:üvo con la::; rentantc:::; n - 2 

ccuacior.o:.:; :::e c::llculau to<loc lor; componentes de u, cOn lo que queda -re;;uelto el problema. 

E¡¡tc mútudo ha ~:ido realin:do en divcrr;o:::; :::;ul.;p¡·t,gramas de 

co:r.;JutaC:ur·"-· I.o!J r~¡):; eficieni.ou son lo:: J.l~ .. m:¡dofl lJLCG:.¡p y .SOLVr::[uj 

D2:Cü1:I' prot:"JC(l J.a th:~<:v:~:po:;icj c~n UJ de f·., r"licntra:::; que SüLVJ:, lrJ. 
. -

solución rcr~r·c:;iva ele lo:> sir: terna::: triar•cul<~r<:::; (1,].10} ~· (l.J • .l.l), 

Una. ventaja de e:; tos pt·o¡:;rr.mllli cr: qltC, una vez deccompur~::;ta la 

r~atri<. f;, se puede r·r::;olve:-- una serie de ::;ir;tc;r.:u; de la f"orr.n 
~ 

... ' (1.).12) 

r;in i.cn<:r que volvc-,r a ctcsctn~po:1er '"• cuy<<. dc::;co:'.J'DD.i.c.i6n no t~'"l''~ndc 
~ 

del r~icr.1lln> dcn~clLo ¡)e 1~'" nc::; {1.).12). Todo lo 'lue tiene IJUCJ n,-..C('l":>" 

en <>.pl i.c••r 11 vr·t~c:·, J.:¡ ¡;ubru"Li.r:a ~üL"·I"• l<t quc.cun'J'!Lnu J~, I:len\lr ]::t:--to 

del ticl:l)JO tot<1l .. l.:L m;<yor 11:u:-l.c rlcl ti.c1.1¡>r> ne utiliza en l.H tlc!:·· 

ccmpo:;ición de f,. Er:"Lv ¡r,étodo rcqui.orc un nVonoro C.e oporac:i.on(~::; dol 
' 

orden de n 3 . fl.:..ol, ¡1ara rcsolvc1· el sintcr.~a Hl1terior."lc:Jtc prc¡;cn1.a<!o 

de 25 ecuaciones, con u;tc método :.;e requiere ejecutar 253--:::. l.J 625 

opcro•cione:..;, lo CU¡ll consume en una éo:nputadora rúpida alt;o nní co:-,o 

l. G scr;undor, que es una e•~ntidad sustancial1~en"tc por a"ba,;o rlP. la 

nntcrio1·, 

i<:l pro"bl crm tk rcr;o.lvcr ro si~;t•!mw; d¡¡ ccuo!ci CJI1()~; tlc la fo1·;,m 

(l.J.l?-) on l:ulnciún c:o:L el l.".Ef ce pl.·,,::c:lll:L en aplicacionc:~ <.le 

<.l.i.seño ce in~;r,nicr.fa cuand.<l ce dn:;cn cono"<)t" la rlict.t·ibuci,Jn dol 

osfucn;o 011 un~ rnislna c:;tructu~-a u en un:t r~·Ü;ma r.·dr¡uina cujcta a 

dif"crcntc:; condit:.i.orwc do car¡:;n que so pucdnn presentar en opcraci.Sn, 

YolvicnJo a l~tc aplicaciones del m;:r', la mntri:; A viNIC a r:;cr la 
~ 

rc.:~.tri;: e;lohal do t·ic;idc'l. que, como ya :;(' vio, ticnl' pt·opicdaclcr:; 

particula¡·cc co1no :;i1.1et.¡·.ta y pocitividnd defin.i.da. rara er.t.c lipo d1~ 

' :¡ 
1, 
' 

' ' 
.,i 



rr.atricc::>, el w) to<.lo de Gnu:;:;, o LU, nc :::;impli fica :;un LO..nci.~ütncntc,. 

La v~r::ión ';implificada r•:cibll E'l nombre de: método de Cl:olc~;k::. 'í::J. 

que la r.1atr·L1 

e~ lu f"orr~a 

'" -G~ G 

donde G er. una :r.a1r:i?. t~-iancul.ar ~:~.<perior, 1•or otra r:u-te, 18. e;:;truc-
~ 

tur;,. L:1n>!r:ada de c;:;ta 1.1atriz aporta ventaja::> adicionalc::> r;ue l'edundan 

en una :Jolt<ciún llt¡[s 'ccon•jt'llca. En efecto, el tiemj.JO de 30lllci0n C:e 

un¡, J.~a·trlz banr~oada de ancho de banda d, e::> rlcl orden de n 2d, Co:.~o 
normalt.'.ente el. <JncilO de b;;wUa de urw. 1:1atri:: e:; alcur:os úrd..:r.e¡; do 

¡r,ac;n:it•JJ infcri.or a ;;u r:úmcro de rt~n.";lon,•c: y columr,a:;, esto e:::;, 

d<( 11, la CCCflO•~ia de ejeCuciÓn C:l cvir!c:ltC. /1:;'!., por· €'jCf:1Irlo, :.:na 

~nutriz de rigidez tipica du 5 000 z ;; 000 rmed'" tc:"lcr un ano~:.. de 

banc!;-. de 100. Sj. ~;e utili.::ara el. J'.étodo du dc:;eoMposidc;n LU di;;c~;t~c

mcntc, ,;e rcalizar.b.n :Ü{{O a:::I cor:¡l:o 6.25 x ·1c.,l1 operaciones, ,-¡uel:a:.; dr, 

cll:.\c inútiln:;, · )>UC::: 'invu]ucr:u-L:m multiplir,,c.Í.c'llrll.) pul" CLll'U. 

J~xp!.ot:;r.do lil ne:turaleza bnndcada de la ~atri?., el m:iL,tro de 

Dpernc;.cncc; riJQt.;ol·ido cct·f:;. del onicm de 2.5 x lOU, es dccit·, .3 
órdenes de. :nar~nit.ud inJc~ior al ant<•ricr, r·:;is w5n, eJ. orócn ele 

no:.1c~·r<ciú:1 de lor; nodoc dv un;,. ;nalla de clel'lcnto f"ini-Lo ;:fectu 

tmor-;r¡ct.~ente el <•nr.J,o rlc l.J:\Ild<.J, d, do l;~ nu·Lri?. de r•ic.i.l\r•:;, lü:.i.ste, 

etl"lom:es, un or<'.en Ce r.'-':~eraci6:-: (qu~ no e:; único) óptimo que 

proporci'ona un ~ncho de tanda Jn.ÍniJr.o. En ol rr.crcado se pueden oht.,ne¡

di fcr"nter. j>rcproce:":;dor;;n que ~;e unc:u·r~;,n de p1·opurc.i.o~~''r ol n::,·I-,o 

de lund«. minü,o, co:.,o el pro¡_:¡·«.::m B/:jnN, dcsc:trro~lutlo en l."l. l':tivc,.-.lii.:!a.~ 

tlc ¡.:CJnc!Je•~ter. 

l'ol:' t:u }'~U'tc, lor; métodol' itcnltivo:; ::e l.lnsan en el e~quc;~n 

uictücntc 1 du;;uó::IJIÓJJ¡~ar.c l:t matl·i:·. A '~n la fo¡·ma 

donde lJ "'-' di!lc;or:al, -tl·iclllf,lll;n· inf<.•ricW 

~ 

f\::D-E-1" (LJ.lJ) 

mi•>nir:m que E y !-' r-on m:rl¡·.i.c<:r; .!:'.o: L:·lc L:tr.:~l.l_l, - -;.' ::;upcl'io¡·, ¡·cr:pectivaJ.H:nt.c:, er:t.o ,,:-:,. t.i011ull C:<:ro:; 

r 
1 ¡, ,, 
ji 
¡, 
' 



1. Ml 

en su dia¡;onal. De esta mo.ncra, el sir.t<.Jr.Ja (l.J,l) r.e puede e:;cribir 

co;.10 

D u-::_ {E+ F)u 4-b (J,J.}I¡) 

DBUo un valor inicial arlJitro.rio u 0 ccn6rcsc ln secuencia -
(E..¡. l')uk + b 

- ,.._ _., N 
(1.).15) 

o [)icn 

1 1< -l ·\-Fu-1--D'i¡ (l.J.l6) -- """" 
donde ll Ct; invcrtihlc ~;i A lo cs. El EflOUC;;:i'. i tel':ttivo (J, J,l6) - -cco!:::;tituyc c.l E!•~t~~· d" J;,r:ol,J, Jln:nci~;~clot;c :- 1 (~+ _l:.') ¡~:.rtri:•. de 

Jc.cobi. 1\¡;~c esqué';n<l licne: l~1 dL<::;ventaja de que l'C(¡UicTe n.lu¡o_co!1~r 

el valor ant<."rior de uk y el .-.ctuai uk +J. Lo lóe:.ico :;cría utiliz2r, 

p;,r;1 cl c;[lculo de la "'ig componente d<' uk-'- -1 , u~"' 1 , todos los valor':.' S 
- . 't ' · l' • • ] ,, + • ·: ..¡.. K+ l 

;¡~·:·J~ ).~ •. :.rc:o:: oc __ as co;r.po:-lon·.;r:::; nn,crluru:;. u]_ -, ¡;;o - ... , 

u 1.'~ 11 , dü;;-:;ru:¡endo .lar. co,nponcntcs v.icjns ¡;"
1

, u~, ..• , u~ 
1

• De (;l,-L;¡ 
).- ' '· l-

r>u.~:ctc, el c:;qucm~l itcr¡>.tivo (l.J.lG) se sus-';ituyc por • 

- ( !2. ( D - (l.J.l?) 

El ost¡uc·:na itorat.ivo (1.).17) :cecli!G el no~11hre· de !!!{1Qf2.....9~ 

G:nHl<;.-s,-,_;_,:,~o, o.1iontr:~s quo la m<J.trlz (D- E)-l F, el de ;;;¡tri:,_ Ce - - -(;a:ws-~<:i(:,,l. ":-;-te mútodo po:;cc, :.,dc,.r.;Í<;., la ventflj,1 de que con él "fl 

n¡-woxima ·¡u solución rrcl~: ¡·:-lpidaiH>nt(), u:; tu es, f~Y->!.E.G.S:. r~;\6 r;ípidc¡

mente a 'Jn soluci.ón. E.scrit.ann lon Q<;.quc¡,;as (l.J.l6) y (J,J,l7) er. h 

fon~a 

.uk-1-l'::._ ·' ,k ,. u-1 b (l.) •. HJ) - -- - -
y 

uk-\·1-::. G uk+ (D . E 1-1 b (1.).19) - - - -

'1 ¡, 

¡t 
' ' 



f<hora :::e determina la Cvolución del 

P~ü'a el de Jacr)bi, ~;i u"" e:; la r;oluc.ir)n, 

error pora cada cHquema, 

cntoncc~; :::<.:.ti_:,fr,co 

(1.).18) con uk+ 1 :: uk u*, er;to e::; 
~ - -

(1.).20) 

Ll~::.osc 
k el ' error uk-u,. en la k a, .iteración. Hcstando (J ,),20} 
~ - ~ 

de (l.J.l[l) e e ti(~no 

k+l 
J 

k 
' o ' - ' ~ 

(.1,J,2l) 

Dol hecho qt:c 

,1 J ,o - ' -,' J {)]_ 
o J' ,o 

~ -

etc, 

~;e concluye que *"'' 

(1.],;;7,.) 

cu~·a cvolc:clón :;ólo dc-pent!c de J. ·Se dice qua 

J .. ,!:ot' 1 -tl'k 
.rr~::,. :: ..._,' ,G.t, p;tra;.,. cor~vorccn ·e, J.n ;¿ -;:__ 

J e::; eon•ror~~.E. :::1 -0, Se Obl.:Cl'\':;t que 
~ 

J es CDll\"Gl'GOntc cuando :;e va haclcn,h' ,.,,Ls y r~;(,_; ll(~qt;l,fn a mc,:!id:! -qHc se le clev;¡ a potr:ncl:ts r1:-íc alta:;, AG.í c·o:~o un ll>Í:M'Y'O l'"c::.l til') 

valor absoluto menor que l r;e va haele:),lo cada vez :,Jás pcrp.;efío n 

mcdián r¡uo :;e le eleva •1 11etond.:\c rn{rs al~;¡::, una n:::~l')_:; ,1:1 

"* En 
k 

o ' k e::: :;upcrlndicc, r.licntr::tc. que JI::, exponente 

i 
;1 

11 

11 

' 



1.50 

con·lcrecnto:. ::.i los volol·o:; ahcolutoc; de tor]oc; ~;us V".lorc::: ca¡-,H.d:erí.::·· 

ticoc ::;on cc;trict<.~r:P~nlc :~c:-.orc:: que l. /·.1 r.-.::i:;imo \'<.~.lo:--- ;:;,k:ol:_¡'._o 

lo~¡ valore::: C<tructcrú: Licor; do urca matril, 1\ ::;e le lla~a "radio 

ccpcctJ:nl" y t:c l'Cprcccnta por~, . -H ::; l. 

(LJ,2J} 

J.:ntonce:-;, el c:::quc:~a itcrntivo de Jacchi convcrgc rJl 

(l.J.21¡) 

/,n;ilo¡~amcntc, r;l Ci:r0r clr.~l ccqucr~n ltcJ·ativo de :;a;;::;s-::>cüdcl 

{1.}.19) aUopta lLt forma 

)¡- ~ 1 
" • 

(1.).25} 

(1.J.2(,) 

Efl clm·o que micntJ·<>:: ~cnor :;ca.cl radio c::;pcctral de ¡_;n 

cr.quP.::-.<t itl•rati·:o r,u rt<¡Jirll!7. el¡, co::von::f'nr:i;; Gorá :r.r-.yor, Una fcnr:a 

de lo¡:rnr un rr~dio c:-:pcctl'<~l :ncno¡· es :~od_',ficnndo el <n:~Jw:,:;:t itcr;;tivc> 

de G.:Jus:;-Scidcl , lr:troduc icndo un fac-tor dC nobiTn::s:JL'.j'\f if>n, ~~· , mayu:· 

que l. ~;(> o"t>-:.icnc, cntoncc3, el m~todo i'\.Qrativo de cobrcrrclnjacl6r1 

ouc<·(ava, cuyo '-'iiqucr.1a e:; el fliC';;_;:uto : 

(lJ -¡__¡E}uk-+-1 ::::[ (1 - . ~ (1.).27) 

o bien 

[_t 1 - w) I + - k u .(. e-) (l. ) ¡-1 .,-1 ' -[.,), ¡" - - -(J.J.2S) 

' 

'1 

' 

1 
' ' 



1.51 

donde 

L<~ rnpiduz de co':'vcrgnncia del csqu!:'ma (1.].28) <lcpende, nn-toneu:;. 

sólo del factor ciCJ :;obrCJrrclajaciÓni..'J. l'ar;t cada pl'Obl~:r:,a pa.t·ticult>.r 

cxi::tc un vt,lor úptirw dL• sobrcrrclajr .. ciún que ¡,¡¡u;j_¡nizr, eo;a ra1•ide7 .. 

Sin tmb:ct·r;o, no existe en r,cncral, un 1c:~toUo para Jwl.1'-<r cu(• L\c;tor 

~· normalmc:1to tiene quee déotcr:ninarse cY.pcritolmt:mr!o con vario'; 

valoras. 

En tod<l. la di:.:cu:;~Ún anturior ¡;¡, h:J:. consiUer¡,do quc tanto A conc -h r;o conoce;¡ a lll pcr:.f,'cci6n. ~in CJ',IJm·co, en l;_¡ pn,clir.:a esto r.o -sucede. En cftcto, ci fi. o b p!.'occdc,n de mcdiclcnn.s, ést:t:; intro:ht('u'' 
~ ~ 

sic:1prc "rcit!o", e:::to c:J, lmprccH.nonc::-.; debida:::¡ la i..'.ljJ(')o;i"uil!_:h<¡ de' 

calibrar pcrfc-ct"'-r"!Cntc los in,;t:::u~r.e~tos dc .. '!'.odleió:J, o bilm a en·orcs 

di' Hpreclnción de J'~U"LC de_quicncn turr.an lar; lcctU~'as. :.:~1 c<Ílcu.to;:; 

J'C;Jacion;¡dos cull el ;.mf, -kllli.O la Fla'Lri~ f, co~:o el vcctc¡· n uo 
~ ~ 

calcc;l:'ln dentro de la rJ:Íqujn<l, lo cu::l int¡•oducc (•>·ror<~:; lln:~w_doo~ 

"do rcdomlco", esto r~:;, debidor; a r¡ue n'nlrjl:ir:r cur'l¡mtar:ol·a no 

di:~porw I~<Ís que de un conjunto fini·,;o Ce r.t::mcroG, que :;e llnn:::m "c1c 

punto flotan-te". Oper::cionc:-.; entre !'.Iberos de pu:1to flotante, en 

(:CIICl',¡l, ~\0 protiuccn utro nú1~ero de Jll.mto flotante, por lo que el 

r<•r;ultacto {[cl:Jcr:Í Hproxim:l~·~c n uno de loZ Uos nú1.1Cro:_; de pur.to 

flot:m1.u rr.:'i:; priíximoc al rcnultadu t·";:ll, Al¡;unn:o :n:h,uin:u:; a;1roxi:'l..\rl 

por defecto y otr:J.s, ¡onr exceso ; ¡Jct·o no nccur<arialn<m~'' ~l nú,,":r·o l'.c 

punto !'lotanLe mús próximo. En ~ecuida :;e Jll't>;";ünta l<no. di.scu:-;i6n 

¡;ooacra de lo~; ctTorc:-.; de redondeo prc:;entes al rc3olVcl' el pl·olüc;~:;, 

(l.J.l). 

Anto:-; <l(J continua¡· con h\ preccntc di:;cución se inLroducc el 

concepto de 11orn~:~ du vectorec y do m~ttt·iccn, 

' 1 
' 
1 

1 



La nor1~o. do un vector v de dim<'m:iún n es una c;cncrali;:.a<:;i0n del -c:oncGpto rk ¡,;ar:;llitud. En (,fucto, la tn:-r¡~r.ituU C:u un Vl)(;Lot' <lrt una 

id~a :::ohrc el t:nmiio dc :::u::: componente,; con::;illcr:-rdo:J glollo.li:rontc. 

E::;ta :::e define co;:-.o 

¡¡ '1 \l ::. 
~ ' V + 2 + .'¡1/2' 

", \ n (l.J.29) 

3o obser-va que u::ta mat,nitud r.unca ~::: nt:t:<{tivn y no nnula si, 

y :::ólo r:l v --=- o ' o:;to Ot;, :-;i todo::: y cad11 

anul:tn, Pot· otro lado, oi ca<.ia corr.pur.cnte 

uno de los nÚrr.()ro:; vi Be 

vine 1mltiplica por el 

1.1i~;mo e::eahT e, :o o tiene 

11 e v ll 
• N 

1 e 1 11 V 1\ 
N 

(LJ,jO) 

y, fin:...l¡t,entc, par<l tuda p¡¡_t• do vceto~·c¡~ v :: ,.,., 
N -

\\ V+ 
N 

IV H < - l\_¿;1\ ..\- 1\ .. ~Ü (l.J.Jl) 

qt"~ no '-'" o Lc·a L:u:_;a :juC unu co:1dici:Ju do exi::; ~cncia del -~;;i;Ír:¿;ulo ~e 

J:¡dou v, w y Y.+ w. Poi' c~:to, la última X'Cl:lc;iún, {J,J.Jl), c:c lJ,tma 
~ "' - "" 

"dociu;;üdud do]. tJ'i_(,nr.;Dlo'', Gunen\lj_:·.ando c.l. con::c:pto :u1torlo:r l;tl 

tnndr;Í. ' una nor~;: pel'tl 11n o;;pao.i.o vc<:;tOl'.ial es un nl<m¡,ro n'al 1!\l(~, 

s1. \', ;·; !::On ·¡eotorcs del espuciu, 
' ~ 

i) La norma Ct; po,utl.va deJ'i:-:i~, esto es 

y lJC 

ii) Es lincalr:tentc homo¡:;,<nea esto üs 

iii) S:1ticfaoc la ck:-;ir;u;-¡ldad dc_l tri<Ífi[';Lilo, u~:to 0¡¡ 

1\ \' {( ~- \1 ..... 11 
,O -

il 
,, 
' 



l._'jJ 

tlótcse q11c c:n ln rlofinición nntr~rior no :::e ha iTnJlur:~;to fol'JT:<I 

alt~una para calcular la no~·~~u, como e:.; el ca:;o vn lu <.kfi.uic!_ún 

(l.), 29), in; l., cualquier mbero rr>al a:;ociado a cada vector Gel 

e:;pacio en con:.;ill•,raciríu, que, :;a"Lj:.;fn;;;t Jas Jlrupieú'<tles i) tt iii) 

;mt>~riur!.'S e::: una nuJ·Na, Ejum¡llu:; de nún:as son lo~ :;i¡;uienLe:; ; 

~ V 1\ = r1:lx í 1 "i 1} (l.),J2 - i 

1\ V 11 2 1 vi 1 (l.J,J2 - i .-

De éstaB do:;, J¡¡ pr·i:1eru es la f:lcil y 

y por eso :::c e:::plca r.mcho en an;U isi::: nw:,Jrico p¡n·a cúlculü de 

a) 

,, 

l'oi· otra parte, ya que l;t duf.inic:lón nnteJ·io¡· Ce ncr·na no :;e 

limita n vuctor·c~; dc!'i,J.iGG:; crmo arl'cor;lo::: i.midii1>-'n~io!:;,l(;~, se plUn\t· 

aplicar a :.1at.r-ic~:::. ll~a nor-ma de ur; l'G)'l~.<::io rlc l~<,tl'iccs, t-n'tc:Jccc-., <;;; 

una r.wdid;! del tar~afio <le lar; co:q•oncntc:; Ce c:1da :~at:ri~. ~~cl cr;p.r::•.u, 

conl;idcr::J.d:u; glo':;alr.:cnte, de :--1anc:ra llUC r.lic!'ltrn~ :.1ús peq~.wl,;:¡ <:ea ln 

non,;, uc una ;;-,atriz, :n.::. p:rúxil.~a c:;taro:l clC ln ¡;¡atrlz m;l;->... E,ier1plos 

da I!Ol'r'ld:; d(' J:l(t'tricelJ son 

1\ t, 1\ ~ ';'¡• 
,, 

" A - " ~ 
(LJ.3) .¡) 

11 t. 1\ r.:t:x ¿ 1 a .. 
" J ' '·' 

• A \1 - J.:{!x ni j - i) j 

ll 1\ concnpto pl.'i .Tlür,lial en c•l an;tli:;i;: rie error dc rrdouduo C!l 

c;Í.ln:los con :·.:.trices c'c; el de .QQ[H'if.iii!.l ño un:\ m:;i.ri~~. IJ:trla una 

mat:·i:~ A de 11 x n, im•et·tiblc, :-:u condicitín ::;e dnfinP como 
~ 

cond (A) \\ A \\ - -

1' ,, 
' 



O[J"fUT.PP l:t; ll': rq.uuun:·[.'I.O.H! peno T;¡ I.!.H!c!) O""[JCÚ::J<J o¡,:::J""[I!l t<lp !h>.l010JA 

-' :'<>!' u"~: 1.1 r.. " -r:; 'o:¡.:l:JJ•' u;~ •,:;:¡..::o:~:w.-. n~' Olt.w:¡.u-r 01:l1l!lO.Hl p~ "Pr.F•osu 

rv:;) rn:prr:n~7~::hlp cq~'' c¡nh .l"f:Jvp uo::J ;¡:pt:Q ·r.n:.q.,:ouJ:•p n:; ou :¡:nbu JJÜJ 

(l('('T) ,, 

-- \111 11/llll 

- Uél •n :1p 

> 

q 1-'! 

q 

JU0""[4 JS (~~·(·t} 

(T'('1) ~n q unh 

~ 

V [-11 

00 H"f Op <::"[O¡JU~~lfHl.:{ 

l]"\. utrli;n'Ci~·\¡ op 

vB.J.rottr¡(~:o o:¡.r:n •Q' 

-- ~'...tL!:Ja.l<J~UI ·q:g .lOd •l(l""[:ln[JO.H[ O<:l!Jl!O(lCI.l 0(1 ."!0.1-t:J T<l ~;, n~· 'l(lU<l(l 

'::<J (T'('T) l!IJ ur 
- !'i-Sé! q <JnlJ O..lOd l - ·:~·e;,_, •q ') oe¡puor:u '~P ...ro.r.<o 

- U9""fé>VOJ..lLHJ Tit lJ 1J 'l:JOilOO OG 

un uoo o¡n:uya:¡.uo:J 

;,nl, usu:J•J?rlns 

'?.TJ1.1l~l tq.:;¡¡ é!U""ft • ..::0:).UT onb ·110 

Íll'IJ:;):.l ::JQ3""{0;)..Jdl:H :::l"P.~l 0ZCJ:).-flt:J "CUn . . . . . 
OlJ u;no~pt:o:J T:t Uil~~ w¡.p: s~n: n<:.z"J.UVT'"I ·u:m Jof..Ctl o 000 t <>[1 uvp.lo 

l"il :w~; 0p::'~''r 'l')."(t.: ou~1 ::mb ~;n.z1•.m:::r.: 'pr.;pTtm u1 -e JO"f.ZOJUT :-;., "C:::>unu 

0nbc;n1' 't 1l O¡t:p:¡ud 111¡:;¡ oruq u;l~:J"f[lU00 Op O..l;1U:\IU \al 'r<1f 'O'l¡JUOp<l.t 

i• "[1 :w.X.li"l T"P t19"f:lTOOTJ~T<It.rc t<T :lp Ti;J"f[lOL!l mm Gc.~ 'onb y.n;.zc¡.soomp ¡¡s A 

'T'~'.IO"fBU•")\'1';(~1~ C.10":~:; ~·n :::¡¡ :l9"fO"f[JlW:J tt ¡¡nb UV1~¡10~1U! "[! l:A.HJ:;qo ·1S 

t6'T 



un r,roducto interno cor.10 'i,w ":; v 1w1 -i- v"w2 + , , . + v w ), 
~ ~- " n n 

1 v.vl \ -- \\ ~\\ 1\ }!ll icod;::, 'L)) 

donde cos(v, w) es el -coseno del tineulo 

y w.- Del h~cl~ de {jUC ( CC3(v, w) \ <:: J., 

r¡uc forr.1an lo!.: vcctot·er: v 
~ 

la iB~.<altbtl anterior se 
- ~ ~ ~ 

trad'oc·r·,a en Ja dc¡;iG:.laldad 

<::._ \\ V )\ \\ - \'/ \1 
~' 

que e~ un«. Uc:>ie;ualdRd conocil.!.a corr.o de Sch·_,·;¡_r~ .• 

Volviendo ;ü s.ü;tc~la (l,J.l), ya c¡uc 

t. u ::;_ l> 

se -:.icnu 

1\ b \! ~ li fe \( \1 u \1 
~ - - ( 1 } ,, ' . ,_.,(.,' 

/,plicando la dc:.ic;unld:Hl (l.J.J?) n la ce (l.J.J6), ce tiene 

\\~U\~ ¿_ 1\ ¡,-l 1\ \¡ S b \1 
"' - ~ "-' 

(l.J.J9) 

1-'ul·L_iJ)].\c"ndn ;,1.\tmht·o n r•licr.~IH·o l:t~; ctr•:..i~uaJdatl,•s (1 .].Ji;) y 

{l_.J,J9), ::>C "tiene 

-== l\ :., 1\ ll ~ -l \\ \1 u 11 -
Si b ~O, rw ptwdt•n dividi.1· am<Jo::; r.1i.c,n!Jt·ol; da la t:lt.i~:~ 

N -
de¡lir;tlaltl<Hl ()JlLrc; 11 u 11 11 ¡, 1(, con lu ,¡uc o;e ol•tltme - -

lli, ~ 11 

"' 11 u 11 
~ 

1¡.5,1'1\ 
-,-e'~'-- - cond ( fl) 

1\S,b¡¡-......, 
~ 

11 ::._ lt 
(l.J.If(l) 

1 



' 
" 

il 

''l::fl'Cil;)\1\~'[ll(\~<.lp "r:Tlt:UI I~Utl ltt:,'J:-JllUTU<t ;:¡n!J 
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'.IC::J tnm ;¡"\¡1 GU.J1.U0~lH ';:ft:q t19~::l"!"PilO:) "l' ·,~o¡n:1~.1 ap <~:.qr;UJ ;J~I\\ <101,]'<0.(¡{ 
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('P. ) 

C'['t ~;q 
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<lfl'P.~SH:t~Of! -c;:.Jo3 o-:,::my;;:t otn::rc:r.o un anb <!h •o,Ht;:.::vt <J:).l:J;J u~¡ U?~"'lU.:r:J.~<~· 

c1un lil:tJ<l""(O .. wdo.<.t o')."[U"IJ o:¡.u<JüWl:<~ ;J:l ~1:w;-;..:::~1o..:::d :~or u[l 'l')...t<:d Jo,·:t:~J 

BT •·,1·p11'l~l Uur\ úp IJ?"[:J-¡ptiO:J ut <Jllil~1 ()nb T:-¡;om:'j..10r!'JI"f 1:1 "10,1: 

-' 1f I.!'J 
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__ _iDE~~~~U"AM 1 Jvlar_&o.:: i'ln -~-~ Ba llc•1~s __ 
1
lQ __ 

1 \líOC)~tJC~eo;, 'f J;(e.cc.¡'o!'I<:.S l)a~'v\es, Tu·~;~O"- á.z.. ~Jua;t\eéio.... 
iecioria \ '} manf1~11e() e.J e.J~' f/bno·, En . rn~n1Ca__ de :x]d~'.i 

.1•6 "Frt,~ubrn.en+e ,¡j,;.Ji"'n{,. ckferm;;,r Jq infen,cJad y 1 

d;íi?CC..IoO 1211 ¿;sf~~+o<> 1:un1os. CL 1ra<it?.5 Je} CD(fe. ~ tJ Í.ef!4C?l1 

1/0J~(l J..e J>o~ioa.. J.unlo en infe(ls¡kf J dkecc;o~ · "t='"' u~~1 
(esolvex :;rJ.s. mTeos¡daJ:<s }'erP.11J.\c.ula~ y 'fa~D.k.la.s e:- lo.._ mce~o~ 

len cons/deacr~h. En JarfrCu/ar ~j ~C·orfe- ck Jo. h1.1 ª""· 1 

... :~o~r"e,,J;--ular a\ o.ie X1 1 ./d'; es la f2e'8"- r,zsu/hnfe ! , r- r 
1 

· ~J , 1 1 

i(JUQ oc1ua ::.ob(e i.J. RG =LX.., .6'1.._ cuLICIS. r:!..oniior.2r'!¡'E. .sao: 1 1 1(/ 1 '1 

Ll> t1. L,.B, 6 B,J' el 'pr,me.c- &o.b',"J.,ce '"·o,r•;licc" Oco eli 
~ '\ -1 ~. ?~-~D .<?-V\ Jue, o;quo,n r¿; re( \'""l\DJ\ocf a º-\e ~-~ J e\ "íu,~\o 

res\"c~o o\ e\e que son '¡ov_le\os, f-'u•Ju ~ue \"e cm"f"'-! 
eYL-\es Ó./2. ~LJQ..{(f-t( ul'l~ó.a..J M a(a:\.

1 
so1' C!.o(ú2do.s ¿,~:Jo eni 

\
,1

1
,, ... , ¡,-r;, ·r ,. 1 

e 'fJ<I \D; o.. ~ 1'1'\'CioO 'fn~\eir,ati~ aQ QS. ;ve<tp :_s - ! 
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4, NODEI.ACION MATJ::.t,\TJCA !lE SISTE,\!.'\.S 

·1.1. Jntro<lltcciótl al r.~Ict1lo de V;~ri.,cioncg 

l-:xiatc un~ yran varicd¡¡d dc sist.arn;,s fínicos que puc.d<1n 

ser dcsc.-it.os dcsd" ";¡punto ll<' '·ist.; v;,r;aciorwl y en c:;te con-

texto, el nancjo de cilculo de variaciones no considera come> uno 

herramienta matcm.ltica que permite la fonoulnción dn un si~lema 

mediante conceptos matemáticos que pueden rclacion;,rsc directa

<nenlc con aopcctos fisicos del m'""'"· 

El pr"hltorna cL'ido:o ele cdlculo de variaciones consiste en 

encontrar Ion valort'5 ••&t,•cinnarios de un funclOII~l el cu~l se 

d<>[int• como un,; int•,gral definida cuyo valor nllmérlco dcp~n<lc 

de la funci6n inLcgrada y para nncor1l.rar Jo~ valc•r•!S t!SlBCÍOJ\a-

rios de dicha inteqrnl es nl"Ccsllrio encontrar la función qu01 

sustituida <!n <•1 integrando correspo.ndicn~c C"nd¡¡ nn valor ext.rc-

s~a ,,¡ furocional I defitoido por: 

b 

I = J Flxl dx 
~ 

(4,\.1) 

en un valor '"""ft·i<:o .¡._, I difcrPnt<• ¡ aqu<>llct fnncii'on r• (x) o,ue 

r•lsultu e11 ur\ ,.,,]<>< minimo <• >•&ximo, l1acc el fllllCiOrl~l I esta-

cion,>rio. 

E& conveniente ¡>Cl\Sar en el par·aJelismo q11e existo CJltl·c 

<>1 concepto de encontrar los valor<"~ "stacionariol' d<l un fllncio

nal y de una función alqebr&ica. Cuando se busca el m1nimo o má

>.imo de ""'' función dcCinida como 

(4,1,2) 

' 



Ciertas condiciones deben se~ o.atisfcchas, como lo son que la 

función ~ea continua nn el ranQO de lntcr.é~. que sea dcribable 

dos veccc. "" dicho ran:¡o y <¡un adnm5s la primcr11 derivada d" 

1~ función con rcsp.,ct.o ~ ln v.1rinhln "''" c<:;ro es decir 

~' o (4.1.3) 

El r"sult.ado es un valor de la variable independiente para 

el cual ln función f (><) cs cst,,cionario. 

vl>lor da l~ variable i nd ''P"n <le in t n • 

funciOilal se nncl>Cntra· uan fur1ción. l.ü con~ición suficiente y 

nec<!!>·Jri~ para extrnmi~ar dicho funcional consiste en qu" su 

pri_Jncra varie~ción sea cero; es decir: 

• ól - S J F(xl Jx 
~ 

(4.1.4) 

Est." c:ou<lidón e,; nndlo<Ja a la condición de la ecuación 

(4. 1. J). Ull <!j~mplo de aplicación del Collccpto varincional es 

el problema de encontrar la trayectoria que dob~ seguir una 
' 

partícula de masa m para mov<!rse d"sde nl punt.o 1\ al punto B 

un un plilno, bajo la acción de la gravedad de tal fort:~a guc 

el tit!mpo du recorrido sra mln!mo. Fiqurn (4. l. 1). 

o 

-...... {x.,'l..) 

X 
Fig•Jra 4.1.1 Pra!Jlema de braclllstocllrone 



Bl f1.1ncionul que uc pued~ proponer paru este ¡¡roblcmil ~s: 

l ds 
(4.1.5) 

en donde: 

(4.1.G) 

y de consideraciones ener9~ticas 

(4.1.7) 

entonc<••• comb>nando las tl'r•s nltimns ecuaciones sn tienr: que 

(4. 1.8) 

1::1 prohl<::ma consiste en cncont.rar una fu~ción Y"f (><) 

que el funcional t sea míni~0 . 

Antes d" procedir a formular la soluciOn es necesario des

cribir la forma ynneral del problema. cl<isico de cSlculo de va-

riacione". 

Sea el funcionnl n definid<> !"H 

' . 
1í~ LF[x,~·"'l dx. (4.1.9) 

en dondro consiete en encontrar funcion~s 

Y"'Y(x) para \~s clL1lcs ¡>~qu.,ñas variaciones arbitrarias Oy!x) 

no cambien el valor-de n. 

La condición suficiente y nec~saria para ~ncontrar un va~ 

lor estacionario de ~ es de acuerdo con la ocuaci6n (4.1.4) 

b 
ólb LJF(x.~,,·) Jx =O 

(4.1.10) 



Tomando la variación de F ~csulta 

(4.1.11) 

(4.1.12) 

Sustituyendo (4.1.1~) nn (4. 1,1!) " integrando por partes el re

sultado e~: 

b 
C}F r u 1 ., . =o 
d'i' -

entonces para que ón ~ca cero es necesario que: 

y por lo t.1nto 

(~.l. 13) 

(.0:.1.14) 

(4.1.15) 

o en su defecto t¡u,e los dos términos de la integral en la ecuación 

(4,1. 12) sean cero, es dPclr 

d F(a.) d f(b) 
;O - ,,, 

O Y' 
(4.1,16) 

lb dF !l(~)]óiJx = o 
U- ( ~ ~ )'1' (4.1,17) 

dado <Juc 6y es arbitraria ~11t1·e lo~ l!mitns a y by no nocesaria

l!lente cero· entone<' S 

(4.1.18) 

Esta os la ecuación conocid<~ corno la ecuación Euler-J,agrange 

y aqu<Jlla runciÓ11 Y(x) que satisfaga 'la ecuación (4.181 hace el 

funcional n estaclon>lrio. 



Rc9rcs~ndo al rtoh~cBa ~e brachistochronc po~emos identi

ficar el inte9rando de l~s ecuaciones (4,1,9) y (4,1.q) es de-

e ir 

Y d~do que y no aparece c><pl.l:citnmente en (4.1.1~) entonces 

)=o (4.1.20) 

que implica que el ¡>ar{;ntcsis es igual a un<> constante 

-C {4.1.21) 

dcspcjnn<lo Y' d~ {4. 1. ~ l) quedn 

(4.1.2l) -clX 
de donde 

(4.1.23) 

L.~ ~olución de' cstn ínt"qral a trav;,s de tablas de integración 

y algunas manipul<>ciones <."de la siguicnte·solción, 

(4,1.2~) 

en donde 

(4.1.25) 

Ent.onroes su~tituy"endo 1<> eeuución ·(4. 1. 21.) es (4.1.&) se 

pu"d" comprobar que el tiempo de r"corrido es mrnimo en compara

ción con cualquier otra trayectorra que p~~" por los puntos e><

tremos de la curva. 

• 



Otro problem~ clásico que el lector puede realizar como 

ejercicio consiste en encontrar la trnycctoria 'lue deba ~cguir 

la partícula que haga la distancia de recorrido mínima. El re

sultndo es obviam,ntc una 11nea recta que une los puntos extrn

mos. El funcion<~l corrcspondi"ento para cstc olro problema es: 

. Jx' S= 
0

VI+''''dx (4.1.2(,) 

Un funcional en general puede tener varias variables indepen

dientes, por "jcm¡¡lo: 

lT = jccx.~,<, ~. ~' ~' ~' l dv 
V 

(4.1.21) 

en donde ~'"• 1(y, 1('Z son las parciales de ~con respecto a las 

tres variables independientes, Una variación de n ocasionada 

por un pcqucno cambio en r es: 

s-rr= jr~sq+ "F ,~, + "F H,+ "F !o/,! Jv 
. d\f' -a!fx · -ar.e~ di{J-¡. (4.1.28) 

V 
y aplicando la ecuación (4. 1. 11) resulta 

c¡r _ fi[ ~ r~ + •• i.. ( !~) + ~ ~ (!:~)+ ": L (!f)ldv ". ,.,, 
all- JI <l(l ;;:.!.p~ ;,.¡o; ;;¡,.~<>~ dTtU:.!. 'j 

v 
"n cata ncuaci6n lo~ últimos términos sati~facen por el teorema 

de divergencia de Gauss lo"stguicnte: 

! ~ L(&~l&'=fJ,~ Wds-r~r~ 1 H Jv 
d!f11 dl< dr{!. ;;;,x d'f~< 

V > v {4.1.30) 

en donde lx es el coseno direccional de la normal a 1~ ~upcrfi

cie con respecto al eje x. La ecuación (4.1.2<¡1 queda como si-

guc: 

6 



+ fp, ~~. + J, ;~, + ¡, ?f<e. \•~ds (4.1.31) 

S 

Ahora, un valor estacionara de rr ocurre sola~ente cuando lo~ tér

minos de los pftréntesis son cero. Esto da corno resultado la ccua

ci6n difcrcnci~l quo gobicrn~ el sistema y sus condiciones de 

f.-antera, 

el funcional de la ecunción {4.1.31) es aplicable a proble

mas d~ campo y un ejemplo es el siguiente; ~ca el funcional 

1!~ Ji[ k"(~)\ ~,(~)
1

+ 1<..,(~)'--¿Q~jdv" '"' 
V 

aplicando la [orma d~ la ecuación (4, 1,31) el resultado <'B el si

gui<>ntc 

(4.1.Hl 

y considerando los términos individuales resulta 

(4.1.3~) 

Las ecuaciones combinadas ceden la ecuación diferencial que apli

ca para problemas de campo: 

7 



o 
(4.1.35) 

y corno conCl1Jsión tcne!'loS que el funcir>nal n de ln ecu,,ción 

(4.1.32.) es estacionario cu.,ndo la ecuación diferencial (4. 1. 3'>} 

se s<~tisfac~. 

' 



4·.2 r:ormulnción V;~ri;~cionnl del Elemento l'inito 

4.2.1 Introducción 

El concepto fundamental del metodo del elemento finito 

(MEF) consiste en que cualquier función continua en un domi

nio dudo, pued" aproximarse mediante una sucesión de fUJJCio

nes que se definen en una seric de subdominios dentro de lo" 

'""'ler; e>;t,l~ fu,.cionc~ son cont:inua~ y lJ.s cu.,lcs se irotcr-

conectan lHira aproxir.~ar asi la funciOn dad<~ (l'ig.4.2.1) 

Desde físico, un punto de vista 

' elemento método <1<:1 finito consinte 

concepto fundamental 

en que para resolver 

un sistema que representa un;~ estructura física sujeta a 

<:iertas con<liciones fÍsicas, se puede uliliz<tr un modelo 

aproximado compuesto de una serie de elementos que se inter

conectan en una ~erio do puntos llamn<los nodos (F'ig.4.2.2)y 

cuyo comportamiento es conocido a través de ciertas ecuacio

n~s p®stablocidn~ y <¡ue corresponden a los tipos de elerncn

tos usados y al número do nodos en cada uno de ellos. 

J,a solución de lüs ecuaciones del modelo pueden ser 

cxa<:tils, ¡><ero el modC'\o en si es una üproximación discr.,ta 

al sist.,ma flsico y la soltJción de di.,ho modelo so üproxima 

del elcr.H!nto finito d;:.tan de los nt,oa 50's cuando su.-giÓ del 

an<ilisis do cstru<Oturus a<>rr•on.;uticas, y hn evolucionndo rn

pidamente hüsta exp3nder sus aplicaciones a varios campos de 

l" ingenierre~ como son la truns~nisión de calor, lil cl'ilstici

d11d, mecánica de fluidos, cst:ructu:oas, lubricación r otros 

mll"hos. 

·1.2.2 Formulación de un Prol>lnma d~ Ingeniería 

La formulación m~temiit.ica cn p:roblcmns de ingcnie<"i<> 

gener<~.lmente se puede efectuar en dos formas diferentes, 

1 
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la primera con~idcra el comportamiento de una área o volumen 

inrinitccimal del sistema y las ecu~ciones co,rcspondicntes 

se fo.-rnulan en forr.~a difcrenical, y como el área o volumen 

con.~idcrado es represcnt¡¡tivo c!e toda la región, las mismas 

ecuaciones son válidas 1'"'" lodo el dominio de esa región. 

Co~:~o f!jernplo tenemos la ecuación de Reynolds en la lubrica

ción hidrodindmico de cojinetes Fig4.2.1 la cual es una 

ecuución diferonieal en dos dimensiones que se deriva a par

tir de un elerncnto infinetesimal y es d<> la forma: 

1 

R' 
(4.2.1) 

en dond<l h es el espesor de la capa lubricante, "' es la 

coordenada pol¡¡r angula.-, z es la perpendicular al plano 

(x,y) 1 1J es la viscocidad del lubri.cante, (.1! es ln vnlocid<>d 

angular de rot~ción de la flecha y P es la distribución de 

la ¡>rcEi5n ,,1 r·<>dedor y a lo largo del eje ~-

l:n la segun<!~ alternativa se postula un principio 

que englobe la región entera o dominio dado y consecuenLe

mente as una formulación en for.:oa Integr'al y la solución 

i;.s qcncralmente dild~ por valoro~ extremos de dicha integr¡¡l, 

t:stc método es conocido como <>1 1-létodo var1acion,~1 y como 

pos <·lasticos, un el cu¡¡l se establece g•'" J,1 confi\Jura

ción del "quilibrio esLitico de un" estructur" deformable 

requiere de un" encrgí;, potencial m:Lnima. Esta energ:La se 

refiere al total de la energía de toda la est.ructura y sa 

obtiene medi•ll•te la suma de enerqías de las partes de la 

cstructur«. 

De todas las posibles configuraciones que la estruc

tura pueda adoptar, aquella que ""d" un valor mlnirno a la 

energia potenei<~l nos d<~ la configuración de equilibrio. 

Esto ~" conee como el Principio de la Bnergia Potencial 

M1nima. 

! 1 
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ReSUQiondo lo anterior, el procedimiento para desarrollar 

el análisi3 de una estructura deformable consiste en establecer 

un funcion<>l, el """1 e~ el vnlor de una integral y que tiene 

,la forr:¡a 

" 
TI, J F 1 x,,,'l') dx 

'" 
(~.2.2) 

en donde 

' (4.2.3) 

·Una ve>< establecido este funcionnl se proce<le" encontrar 

sus valores extremos, lo cual requiere que su primera varia

ción seu i<¡unl " cero, es decir que cumpl<> con la condiciÓn 

de estaciona>Cidnd de una intE'gral mcdiilntc: 

ó n o (4.2.4) 

Cabe mOilClOnar que encontrar nl valor cstucion.1rio de 

unu inte<Jr<>l es similar a cncontrar los valores mínimos o 

n,:lxi,o::< <.1" una función ~~~ cálculo diferenical, excepto que 

al miroimizar uroa fuo•ciÓII n~ obLlc11~ uro valc•r <1~ la varia-

hl" independient-e qtH' nos <In un rniniJ:to en lu función, mien

lc~s que al minil'tiz~r un funcional se obLiene una función 

que al integrarse hnca el Villor <le dicl•~ integral mit•imo. 

Paca llevar a cabo lo anterioc se puede proceder a 

discrctiznr la into<Jral mediante ln siguiente ecu;;,ci.Ón 

Xb x, )t. 

lT= J r(<,1,1')J,, J F(<,~,1')0X +jF(X,-¡,j')ÓH 

x ... x(Jo._ x, 

'b 

+ffCY:·dJax (~.2.5) 
x-

,, ,_ 



o bien, 

TT = lT, + 1h + lí 1 + · · · + TI" (4.2.6) 

La integral total 1f ahora consiste en varia" integraleg parcia-

cada una extendiéndose en los subdo~inios 

El concepto de digcretiz~r la int~gral de la ecuaci&J> 

puede tener una interpretación física al dividir el do

~inio de la función en una serie de elementos a los cuales 

se a~ic¡na cada una da las intec¡rnlc~. La ventaj¡¡ es que ahora 

' e~ po~ihle u~ar al<¡una aproximac¡&n poli.nom.ial (lineal, ¡>ara-

b&lica etc.) pilra la función Y(x) en cada integral, as decir 

en cada elemento. t:sto permite que el valor de cada función 

ir•tec¡ral sen uroa funci6o> ele los coeficinntes utilizados en 

el polinomlO de dicho elemento. J.:ntonc"s ltt integral tot:al 

¡¡ es t:ar.~bién una función de los coeficiente:> polinomiales us.~

dos en cada uno de los elc.,entos y la condición de la ecuación 

,;e satisf<>ce si 

o (i=- l.'l;.···") 
(4.2.7) 

dondn la~ ai 's son el juego completo de cocficient<=s polinomia

les usados en c~da elemento. 

!11 ,;ul>stitnir La [lHlCiÓll Y(x) ¡JOr una apro:umación poli-

el p~oblema se ~educe a encontra~ los 

coeficientes de los polinor.~ios usados en la aproxi,<>ción. 

Es decir, 111 solución dir.,ctn de la ecu;.ción (~.2.2)sujetu 

a las condiciones (4.~-3) puede ser bastante complicad" y es 

necesario aplicnr los concepto"' de cálculo variacional, sin 

embargo el p•·ol>lem.< se puede formular mediantG la ecuación 

'(4.2.5) i al substituir l:i. aproxim11ción polinomii!l el proble-
• 
ma se puede resolver algebráicamcnte 



4..2.3 F.ner-gía rocenc:ial 

En la introducción de conceptos !und.,mentalcs del ~:~étodo 

del elemento finito ~e derivaron una~ ecuaciones algehrúicas 

de equilibrio que en forma matricial se pueden expresar cono: 

[k ]{o) (r] '""' 

Este sistema de ecuaciones representa un codelo matemáti

co cuyn interpret.,ción fÍ~ica cstii directnmcnte rcolacion~d~ 

con la definición de un sistcm~ físico el eu.,l consiste de- un 

cuerpo deformable car;;octerizado por 1" roatriz de propicdüdes 

eJf,,;ticas [k], y ¡>oc la~ car9ilS <¡lle ilClUall sobre el sistema 

·Ir} que ocasionan ciertos desplazamientos en dicho cuerpo' {n] 

En 9011'-'rill, un cuerpo e15stico es la co.mposiciÓtl de U>lil 

infinidad de particul;;os las cuales interactuan encre si y 

produccu ciertas rcspuest"s ~ C>crt.os perturbaciones y dildo 

a que existe un número infinito de partículas en cada cuer

po no es conveniente desc~ibir la ~ospucst~ de un sistema 

elástico en términos d" los dúsplilzamientos de cada part!-

cul;>, mas hie>n se totoil un número finito dG pUILlo~ quo~ puc-

dan C<>ractl'r'""' el comportamiento del sistema. 

En cierlo~ Cil~O" ~5 posibl~ forrnulnr las ecuaciones de 

equilibrio en b<>se a relaciones direct<t5 de carg<> y dospl<>

Z<>miento, como "sen cl caso de resortes lineilles, o vigas, 

pero en otros casos no e~ tan ovi<lentc la relación de Cilr<Ja 

y deformación y po! lo tanto es conveniente usar métodos 

alturnil~ivo~ para lil for~ulación de las ecuaciones de equi

librio. Uno de estos métodos se hnsa en ln expre~ión de lil 

energía potencial la cual se define como sigue: 

La energía potencial de un cuerpo doformablc sujeto a 

carg<>s est5ticas es igual a la energía interna o de defor-

mación almucen<>da en el ' cuerpo deformado menos trabajo 

J') 



realizado por las cargas que actuan en el a lo largo de los 

dc~plazamientoa de los punto~ de aplicación de dichas cargas, 

Esto se puede expresar como t.i<¡ue 

v ~ u- w 

en donde v .. J:;ncrg:i<> potencial 

Urr.nergla de deformación o int<>rn<l 

w~Trabajo de las cargas aplicadas 

(4. 2. 9) 

Como cjernplo podcrnCls considerar el caso ~ir:1plc de "" re

sorte lit1"al mo::tt'<tdo en la f'ig. 4.2.4 .El desplazamiento O del 

extremo l;bre dcl r"sortc es ocasion,-,do por la carqa P aplic<>.

da en """ <»<tremo en tonces la energía potencial '"' puede ex-

prcsar como: 

D 

v::JkxJx 
o 

(4.2.10) 

En esta oxprcs,ón, la prirncra integral representa la 

encrgi:a de dcform<lción y la "''"¡unda el trabajo realizado por 

la c.:>rga solJro el I"esorLn de cont>tanto K. Al integr¡¡r se oh~ 

tiene: 

V ( 4 . 2 . 1 , 1 

e~ decir la expresión de la cnerg1a potencial es el valor 

de una integral y por lo tanto V es un [utlcional el cuill pucd" 

se.- rninirnio:aclo, de ilCu.,rdo al principio dc la energia potenci"l 

m1nima. Entonces de 1<> ecuación(4.2.4) se tiene que: 

SV = ( KD-
' 

P) SD (4.2.12) 

IG 



La cual es consistnnte con el principio de t~abajo virtual 

y dado que ~D es diferente de cero entonces. 

K D- P o (4.2.12~) 

• Es decir que el dcsplaza~icnto D que resulte en el equili

brio del sist'""" es tal que: 

(4.2.12b) 

Gr·,'ifi""'"'"'t" la ccuación(4.2.l1) se puede representar por otdio 

de la suma de dos funcionec t;;,l como se muestra en la Fig (1.2.5) 

de t<>l forma para un pOtencial mínimo ne tiene que d de~pla~u

,.iento D es aquel que produce el equilibrio. 

~.?.~-Sistcmaa con Varios Gr.1dos do ·Libertutl 

Por definicii">n lu~ gnHlO!; de liLertatl son ;¡qucllas varia

bleS que definen cornpletamontu y en forma única el estado o 

configuración de un sistema dado, por ejemplo, el sistema do 

resorte lineal que se acaba de ver es un sistema con un solo 

g~,,do da libertad yu que una sola cantidad define el estado 

del sistemil, esa vari<1hl" "" el <ksplazal"licnto lineal del ex

tremo del resorte. Si ~" e~~ extremo se alt•'x,, otro rcsorLc,en 

tonces exisLen dos <¡l"~dos rl<> lih<>rlatl y iiSÍ ::ucer.iv;;tmCllte. Sin 

~10b<1r<;¡o la naturaleza d<.' los grados de libcrt;ld no es nece!ia

ri<lmonte la misma, ya que éstos se pueden referir a desplaza

mi<"~>tos, rotncioncs, ternper"turas o también coeficientes de 

tln polinomio que aprox1mnn una funcitin. 

si considerarnos un sistema elástico con n gr.1dos de li

bertad el cu<>l está sujeto a ciertas perturbaciones. l:ntonces 

la energia potencial total se puede expresar como un función 

de "sto~ n grados de libertad o sea 

11 o 

' 
.. (4.2.13) 
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entonces la primera variación del potencial con re~pecto a los 

gradoo de libertad se "Xpx-esa co~:~o 

"~'lD'""'lo díh ¡o - 1- ,-1- J 

,dí), Oh. 210l 

;::~IT j D 
atln 1\ 

la cual debe cumplir con la condicidn d" estacionarid~d de 

la ecuación (4.2.4), es decix- 6::-~o y por lo tanto' 

o 

(4.2.14) 

(4.2.1S) 

De acuerdn cn¡o el l:liníou. 

la ecuación (4.2.1,5) define la confJ<Jurnción de equilib.-io del 

sistema. 

Un ejmplo de un sistema con dos grado de libei"tad es el 

que ~·· mu.,sLr.o en la Fig. 4.2.G el cual consta de dos resortes 

line,lles empotrados, y una Dill'ra rígidil ligada lo~ dos rcsoi"

tes con una cnrg<> puntal como "" mu.,stra. L¡¡ expresión p.,ra 

la energía, pot..cncial s" puede cscriUir ya intngr~C:a como' 

. ' y= 2 I<,D + ' (D+eL)- P(oteo..) (~.~.1Gl 

lll substitu¡r v po.- 11 en la ecu<>ción {~.2.5)el resultado 

;;,v \!,D.+ h D + l.:1.SL - P o ('1'.2.17) 

<>D 

?e!. 1<2 L D + 1<2. L7 e - o.? o (4.2,18) 

a e 

qu~ en forma matricial adquiere 1<> siguiente fomra 

~~ 



(4.2.1~) 

que s" puede reducir " la forma comiln de las ecuaciones de 

equilibrio 

(4.2.20) 

¡;, l<1 "cuución 4.~.1~1. 0') y (aP) son lLunudas lils fuerzas ge

nc.,:-ali>:.Hla~ correspoiLdi-ontc5 a las coordenadas g<'fl<:!rnli7.adas 

(D) y- (0). 

De esto ejemplo se puede concluir entonces que la matriz 

rigidez [>] es una l:latri>: ' lurnbiGn <¡uu el producto de un<1 fuerJ<a gnncrulizada pOI" su 

correspondiente coordenada ~iemprc llene unidades de trabajo. 

Si un tercer resorte es ilflC><<ldo al sistema digamos en el 

int"rmedio de la barra, el sistun"- se convierte en un sis-

tema estaticamente inditermin<ldO. Sin embargo las coordcnndas 

D y O son dlln suficientns par.~ <leteroinar la configurüción del 

sistc•mn y clos ecto.>clono•~ d<! •'<¡Ul¡brio SO!\ gc••~,·~das, es decir 

la indeterminnción c:;t:, t ic,1 110 aLect¡¡ el procod, miento g<'t1Crdl 

basado en li>. minimi>:i>.ción <'tel potencial. 

4.2.51"onnul.,ción General u~ando Campos de Despla?.amiento 

1\ntcs <'le <'lesarrollnr una exprosión general para la energía 

potencial de cuerpos eliistJcos es convoni<Hitc describir el con~ 

cepto de campo de d<'splazamiento y nproximaciones. 

En muchos sistemas mecánicos la configuración del mismo en 

un inst¡¡ntn dado puetle ser expresada en términos de los despla

zamiento,; de ciertos punto~ do referencia, los cuales ropresen-

?.O 
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tan· un campo de desplaza~:~icntos con res.pccto R un marco de re

ferencia. Por ejemplo el campo de desplazamiento de una barra 

elastica de sección uniforme con una C<lrga axial Pig,4.2.7 se 

puede describir en términos de los desplazamientos en los ex

tremos de la misma en una forma lineal, Es decir el desplaza

miento en cuillquier punto intermedio do una ban:a se puedc ex

presar como una funciOn del desplazamiento do los puntos ex

tremos de la mis10a con una rel4ción de la forf:la 

Dx:::: 01 -1- t (t>~- D;.) (4.2.21) 

Donde Dx ou el dcsplaz,,mlonot de un punto en la coordenada x 

d~ la,ban·a, !. es la longitud oriyin11l <le la barra y D(i,j) 

es el. dcspldZilmicnto del extremo (i,j) dr• la barra. 

L1> ecua e iOn (4.2.21) puede escribirse en forma matricial 

como sigue: 

(4.2,22) 

Si cont.ideramos que la barra representa un elemanto con 

el nodo i en el extremo i y el nodo j en el extremo j y que 

fes el desplazamiento de un punto cualquiera del elemenr.o rm

totlCes la ocuaci6n1~.7..22) se puede expresa¡: en for10a matricial 

como ~igue: 

En el caso de un elemento en dos dimensiones como el mos

trado en la Pi<J.4.? .. 1J el vector' {d}lo'> despla<,amientos en dos 

dimen~;oncc de los nodo~ del elcmellto, entonces ln ecuación 

~.2.23) tendria la forma: 



u, 
,¡, 

\:H~· 
O N~ O Ñ3 O N, o 1 "' 

{í 1 N, 
v-, 

(4.2.<4) 
N, o '"o "' o u, 

v, 

"' "· 
,, dando: 

(\d-,;~(C.~'I) 
{b~~)(c-'1~ (o!, ~ 

NI:: 

'"' '"" 
{\>tY)(c-~) 

"'· 
(b-))(c+'\) 

(4.2.25) " '"' "'' " '" 
u

1
,

2 3
,

4 
son llamad¡¡s las funciones de" forma" o de in

r:e:rpolución, La descriPción del cumpo de de,plnzarniento para 

otros ele~entos también es posible en base de los desplaza

mientos nodal.,s, es decir que es posible conocer el duspla.:a

micnto absoluto de cu<~lquicr punto '"' un elemento o estructu

I"il conociendo el vector da desplazamientos nodales. Por lo 

tanto l." formulación general us .. ndo elementos finitos estii 

ori~ntada a oht.,ner la solución de un sistemil con un nUmero 

finita de grados de lihert;Id, en donde los ~rados de l ~ber

tad son los desplazamientos independientes de cada nodo y 

dond~ dichos d~spla~amienlos pueden ser de traslación o de 

rot,ción. 

La aproximación a un campo de desplazamiento también se 

puede h"cer en base a un polinomio cuyo grado de libertad sea 

el mismo que el correspot>diante al clemanto en cuestión, por 

ejmplo en el caso de la barra uniforme se puede utilizar un 

polinomio del tipo: 

[f\~H" ¡a,+a,x] (4, 2. 26) 

X] t:~~ 
o 

' (4.2.27) 

tl 
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•• a, 

\~) ~\~ ' ' o o :) a, 
o ' 

,, (4.2,331 
o 

•• 
a, 

To~ando las condiciones de frontera se obtiene que para 

ln dirccci6n >: 

(4,2.34) 

y pnra lü dirección y 

{;,] 
x. ~. 

{ ~:) x, "' ,, ,, (4. 2, 35) 

"" donde 

HJ [lcJ'\~:1 (4.2.36) 

H:l = [lf\~J (4.2.371 

Substituyendo{4.:'.3G)y (-1.2.37) en lü ecuación (-1.2.33) s"' obti.,ne 

y donde 

U= l' ' Y}[Af{u. u, u,\' 

-,¡~ [1 X 'J\Aj'¡1f,\l, 1f,\' 

l x,4,- x,<, X1'1 1-X,I.\; 

lAi'~ 'lt-'11 'h - "1, 

X,- X1. x. - lt) 

(4.2,38) 

(4.2.39) 

x.Y,-''"'1 \{, - 'h (4.2.401 
~._-)(, 

1.~ 



substituyendo (4.2.40) "'" (4.2.38) y(4.2.39) y reduciendo el sistema 

resultante es 

(4.2.41) 

en donde 

N, 
(4.2.42) 

(4,2.43) 

(4.2.Hl 

De la misma manera se puede aproximar el campo de desplazamiento 

p¿n·a un elumcnlo cu,,drilatcro pL~!'O de la Fig.4.2.S usando poli

nomios del tipo: 

(4.2.46) 

Lo,; cuules conducen" un sistema equivnlente al dado en 1113 

ecu.,ci6ncs(.1.~.2~)y 1•1.2.2~1-

Podemos considerar ahorn el caso general de un cuerpo elás

tico en el aspacio el cual "stá ~uj~to a cargas que producen un 

C<lr.IPO de despla?.a,icntos, deformaciones y esfuer~.os tal qUL' en 

un punto d<1do d~ dicho cueq>o y con respecto a un milr<.:o d~ re

ferencia, los vectores de esfuerzos y de deform<lciones son: 

(4.2.47) 

17 



' (4.2.48) 

La rcalciOn cnfucrzo-dcformación puede escribirse como, 

en donde [E] es la m<Otri~ de propicdadc:; elásticas del I:lat.,rial 

y el vecotor · {o 0 }es el vector de esfuerzo~ iniciales (dichon es

fuerzos iniciales pueden referirse a los esfuerzos presentes sin 

la aplicnción de lns cargcu; extcrn<>s, cot'lo podrian ~cr esfuerzos 

residu.,lcs, esfuerzos de ensamble etc.). 

La definic¡Ón de energi., interna o de dcform<lción sn puede 

escribir como 

Uoo ± IEJT[E]IE\- l{E.]'[é][E.\ (4.2.50) 

F.sta <>ncrgía de deformaciÓn es Orlgin,.da por ciert<1S car

gns que uctuan en el cuerpo las cuales dcsarrolan un cierto 

trabajo. Estas fuerzas se puodan clasificilr en fuerz~s internns 

o de cuerpo, que en un punto cualquiera tiene la forrna; 

(4.:>.~,)) 

y ~l vecl<H de fuer~<~~ de sup<'t"{lcic c:<¡>rcsado p01"' 

(4. 2. S~) 

EnLonces usando las C:<presiot>es (4.~.41) ·il la (·1.~.:,") y la e:<pre

sión general de la encirgla potencial de la siguiente forma 

1T=J!t \<\'[EllE\+ {E{[<.\)Jv 

''' -j!r]'[F)dv flil'\~]ds (4.2.53) 



en donde la p>:ime>:a integxal xepxesenta la enexg>a inte>:na 

o de defo>:mación, la segunda integxal xnpresenta el txabajo de

s.ax.xollado po>: las fuer~as de cu<!rpo sob>:e la "stxuctuxn y la 

texcexa integral repxescnta el trabajo desarrollado po>: las 

fuerzas de superficie sob>:e el cuerpo. La ccuaci5n (4,2.'>3) es 

unn J;orma más gcn<!xal de la ecuación (4.2.9) 

'1·1·6 Po.-mulación Elem.,ntal en Base a la Energl'a Potnecial 

El objetivo ahora o~ formular la~ ecuaciones que ca,-ac

te.-i~an un cle~ento en b~se a la mini~izaci5n de la energía 

pocencial usando la expr~sión gen<!ral (4,2,53) y la expr<!sión 

d"l campo de dcspla«ilmicnto (f].; fu v wl. 

Primeramente las deformaciones en un <:lemcnto se pueden 

expresar en termines de lo>J desplnzamientos nodnles a trnvés 

de la siguiente expr.,si6n 

(4,2.54) 

en donde [BJ es la mat>:i>: csfuexzo-doformaci6n que f.!n el 

cu~o gen<!>:al d<> un rnat.,xial "l5~tico i~olropico en de la forma 

\- l) " " o o u 

v '-" v D D D 

\B] 
E " V 1-V D o D (4.2.55) 

(l+.li)(I·UJ) l·l~ D o o D o -r 
o 1·1~ o o o o T 

o o o o o 1·lU ,-



Substituyendo las ecuacionealq·l, 23) yt~·l, S4) en t~-1, SJ) la energía 

potencial puede e~pre~arsn como: 

1feol.[JJ'!JI•l1 1€l[•11V)[Jj + ¡J ]1 J [B]1 {f• \ J V 

Vol '·' 
fd11j[NJ'!>] Jv [d]' JlN11 ! ~]As 

'·' '~ 

(4.2.56) 

En esta ecuación ül sub!ndice en 110 indica que la cnergi.:> 

potencial es de un elemento y por lo tanto el vector· {d} es el 

vcclo.- de dnspl~zamietotos noclales de un ele¡;cnto solam,nt.~. y 

para unil estructur" compuesta de vilrios elementos sc tienn quo 

l<1 en<Jrg}¡:¡ potencial t.otal. se expresa como la suro¡¡l,ori<> du Los 

m•e•gl¡¡s pot<Jnciales de cada uno de los elementos y la energía 

potencial total <jUed" exprcsatla como: 

lh 0 t [D]'~~ 1:B)1 [EllBW) (D], (D]'~({,I'i'¡a.] JV 

- fr"J'l'ld< -Jr"J'[~Jds)- {u]'[r) 
1/o\ ~'i' 

(4.?.57} 

\lroa ve~ er•COt>tr¡¡drr la e~presi6n genr1ral de la ~roe,·gla 

poL~''"'ial se procede u cncontr.tr el valor c:xlrer.o del funcio

nal ToT substituyendo en la ecuación(~.?.·1l lo cu~l n:sulla en 

el sistemu <le ocuacio,.cs dado por la e<Juaci6n(·1.2."1) o 

(4.2.':>8) 

Entonces al substituir llp dad" por 1" ecuación (4.2.57) en lil 

ecua<Ji6n (1.2.58) se obtiene el siguiente sistemn de ecuaciones 

de equilibrio. 



(~ jl•l'[<J[s]Jo)[~l = ~(- fl•JTflf.\ dv + jl•J'(r]do 
~ ~~ ~~ 

(4.2.591 

+ Jl,l'lJ>]ds) t {P] 
,,, 

La ecuación (4.2.59) e d S pue 1! abrevi;,r en tal forma que la 

sumatoriu de las integrales del lado izr¡u.i.erdo de la misma 

sea identific.1da como la "M<>L-iz ,_ • ~ Rigidez" '! la sum<:to-

ria de intay.-alcs del lado dereo;;ho de la ecuación como vector. 

la ccu«ción !~·l·t~) qucd<t 

Ejemplo.· Podemos considerar un caso 

median•~ -l l ~~ e cua podremos establecer 

de o¡>crc¡cioner, 

{!] 

(4.2,60) 

simple en form" <¡cncral 

la siguiente sccu!!ncia 

(4.2.l>1) 

(4.7.62) 

{4.2 63) 

(4.2.6~) 

(4.2.65) 

/ 

ll 



(4.2.6G) 

l' -'] _, ' Mat.iz elemental de •igidcz (4.2.67) 

4.2.B El Método P<lylcigh-Ritz 

Podemos considerar un ejemplo unidimensional para descri

bir el método Rayl"igh-P.ith como cl.most,-ado . .,n l,..I"ig.4.2.IO en 

donde el iireu (S) y el módulo cUi.stico (El son constanLcs y la 

ca:rga dist.ribuida (ql son t<>lcs que 

(1.2.68) 

La~ condicione,; de frontt·r~ 50tl: 

U,-::::.0 
{4.2.69) 

La cner9in potencial se puede expresar co~o: 

(4.~.--·¡ 

Substituyendo los valores dados en(•I.2.6B) y a~umiondo que los 

despla;o;amicntos u son de la for111,~ u~a 1 x entonces 

lf ::~o} --~· .. .> (4.2.71) 

d 1\' ::. o ., •. (4. 2. 72) 

.... -



Si se asume ahora que entonces 1~ encrg!a potencial 

queda como sigue: 

(4. 2. 73) 

(4.2.74) 

(4.2.75) 

Sumariz<tndo Rcsul tados, 

u. (X~ v~) U.(~"''h) U(~=l/~) U(X=I) !l"(x~o) lf(X"'-1) 

' T(<,..i~o .o g:n .lt;.Gl .1'50o • 11 3 • 1J 3 

2 
• 1 3 o z ·V-~l. ."Z"'G'\ .13 3 

Tu.,ioo 
,":> Pl • O& 33 

E~"ct" .1?.24 -Zl'I'Z. .30'\l . 3 ~ 3 • o 

Si asumimos un polinoo:oin de 3~ yrado pJ-ra u(lrc5 tii.-minos) 

l'l<;;<:ndriamos l.l solución """cta porque la s"olución e><acta es 

cÚblca de l¡¡ form~ u-(3.><-><
3

)/l> o sea que el método Raylei~h
Ritz b~~<><la en 

da.-1a como resultado 

o..,= 'h. 

0.¡ = o 

0.1 ::-V, 

(4.2. 76) 

(4.2.771 
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l.l.,:::o C! x=o 

U.,x=-o @ "'= L 
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y si se incluyeran más términos como por ejemplo 

la solución ser1a: 

o., ::. y2 

o. .. ':. o 
0.1:-V.:. 

Ú,~=Ó..~= 

(4.2. 78) 

(4.2.79) 

r::1 Mr:to<lo Jel Elemento Finito y su relación con R.R 

Podemos considerar ahora la b<>rra Del ejemplo ,ntnrior 

pero dividida en tres olcmcnton como se Jnucst.-a "" la FH¡ ·!.2.11 

!'"""" caau clcm"nlo cxi:"'" nna mnlri>: Jc forma t<>l que ol cam

po de desplazamientos en caJa elemento ~e puede cxpt'CSillC como: 

L(; [ Nj. t ~J 
' ' (4.2.80) 

f N] o \ ~; -s :.J y donde 

" ' 
(4.2.81) 

¡,as dcfot·m.:.~·ioncs son dadas por: 

(4.2.82) 

usanth> la ccu .. ción(·1.2.B2) en la ocuación{·l.~.tlO) 

(4.2.83) 

en donde 
(4.2.84) 



y donde que E-x es escalar entonces; 

(4. 2. 85) 

substituyendo la ecuación (4.2.85) en la expresión para la 

energia de un ele~ento se obtiene que 

(~. 2.86) 

lo cu11l se puede expr<Jsar en for~a compact11 cono: 

1~.2.87) 

y,] ds l\ AE 
T ~t (4.2.88) 

Por otra parte el trabajo realizado por la carga es 

(4.:l.89) 

y .,¡ potencial tot.<ll <.le 1.~ estru<!tUra es 

i4. ::.90) 

suponiendo que par¡¡ c.~d¡¡ ülemento las propiedades cumplen 

con la5 propiedades de las ecuaciones (4.·7..G8) y además 

(4.2.91) 



Expandiendo los vectores al r~ngo de la c~tructura se 

tiene que el vector global es 

(4.2.92) 

Substituyendo las condicionesr4.2.91) Cn(4.2.90) y exp<>ndiendo al 

rango de la estructura, la energiD. potencial es: 

(4.2.93) 

t\inir.:dzando la ene_rgía potenci"l sn obtiene qu" 

(4.2.%} 

la cual resulta "n .,¡ siguiente sistem<> de ecuaciones de equi

librio 

1 - 1 o o U, Ys-~ _, < -o o "' 'ls-~ 
(4.2.95) 

o _, ·< _, U¡ lVi~ 

o o -1. 3 u, f/s-~ 



La Mat~iz cuad~ada del lado izquie~do de esta ecuación es 

singula~ deh1do a que no se han impuesto las condiciones de 

frontera de la estructu~a, ésta condición es 

Ll,:: o (4.2.96) 

111 imponer la condición (3,96) en la ecuación (4.2.95) se 

obtiene 

-3 

" -' 

de donde se obtíe:te 

(4.2.97) 

cuales son exactos sin e"bargo son aproximados en cualquier 

otro punto, por ejemplo en x~L/2 se tiene 

l t; h (4.2.98) 

-222. (4.2.991 

El vulor exacto de u en X"L/."':_es de 0.2292. El esfuer~o 

en el elemento i es 0'.-(Eu )_o también 
l r X 1 

(4.2.100) 

Substituyendo las condiciones (4.2.91) en (4. 2 - 100) se obtienen 

los siguientes re~ultados: 



L 
(f, ~ 4 & \S: ). xo.do ,, x~ 

" • 

~' 31 04. 
L 

~ t.x...c.l" '" 
x~ 

' 
~. • 14 & 1 .11 X4 c. \o ,, x~ SL 

' 

Es deci~ los esfue~zos no son continuos en el modelo y los des

plazamientos son más exactos que los esfuerzos como se puede 

apreciar en la Fig. 4.2.1Z 

De euluu dos ejemplos ~e puede conclu1r que el méLodo clá

sico de Rayleigh-Ritz (R-R) es 11proximado p~ro ~:~iis exa~co si 

se utilizan más términos en el polinomio. En el caso de cargas 

destribuidas el método de R-R puede ser ~xacto si se usan su

ficicnt<Hl túrminos en el polinomlo y la inclusión de más tih·

minos no cambia la solu~ión. 

Por ot~¡¡ l¡¡do usando el~mentos finitos se lleqa ¡¡ result<>

dos exactos si las cargas se localizan en los nodos y es ap~o

ximado par<> el casO de cargas distribuidas pero pu<Hlc ser b<1s-

t<lnt.e cercano ¡¡l e;<.:>cto si se US<ln m1is elementos. 

El método clásico de R-R utiliza un polinomio que se apli

ca a todo el dominio de ln estructura, mieritras que el método 

d~l clem<Hito finito utit"iza un polinomio <>pr<> cnd:> elemento. 

4.2.10Nodelación de Si::;tema,; con Elamen\os Finitos 

Existe una v<>riednd muy grande de sistemas mecánicos y es

tructurales los cualas requieren de una solución 1<>. cual no es 

siempre trivL;d n1 simvlu dú obtener, en tales cusos es pr:ic

tica cornGn hac<lr una clnsificación de ef~ctos significantes y 

otros que por su nnturaleza pueden consider.:>rse insignificantes 

o ignorables, de tal manera que en general siempre se habla en 

términos de una solución aproximada a ln solución real del sis

tema o de un¡¡ soluciOn c><ucta o apro><imad<> d~ un tnodclo apro><i-

31 
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mado al sistema real, 

En la formulación ana11tica de un sistema, las supo~icio

nes de que algunos efectos son ignorables tienen como objetivo 

simplificar los procedimientos de calculo, s~n embargo a 

través del desarrollo de tl!cnica~ digitnles se hon podido me

jo.-ar dichos procedimi<>ntos, a>Jnquo en general siempro es nc

ccsa.-io hacer algunas suposiciones raspccto u '"luellos efec

tos que pueden ser igroorables o simplemente no dominantes. 

La formulación con elementos finitos también .-cquiere de 

suposicio"es lÓyicas en base a la naturalez.,·· d(!l siste¡oa' en 

cuestión y par" tal efecto se han des<>rrollado unn V<lricdad 

de clemntos cuyas propictladcs .:.on reprcsntativas de nlgunos 

casos específicos de sislc~as y asl se tienen por ejemplo ele

mentos planos para la simulación de problemas bidimensionales 

de esfuerzo plano o deform<tción plana, elementos viga·cn dos . .· . 
y tres dimensiones, elementos sólidos o <le volum~n, elem<lntos 

cascaron y otros varios que tie11cn propósitos espco::-lficos. 

En general, el análisis y modclación de un sistema es 

un proceso que se de,;arroll.~ en varias etapas que son: 

!.Definición del sistema .fisico 

2.1h.>f>.tlición de condiciones de frontera 

J.Defiuiciótl de aqenter; de pcrlud>acién 

4.Definición de variabl<l!; de respuesta 

S. Definición de efectos d"spreciables 

G.Desarrollo del modelo analítico o 

modelo matemático 

7,llplicación sistemát1ca de procedimien

tos de Ccilculo 

B.Interprctación de Resultados 

Cabe mencionar que un entendimiento general del SÍ$ter.~a 

en cuestión es siempre básico e importante pues ln definición 

~[ 



del sistema físico, de las condiciones iniciales y de frontera 

y la definición de ugentes perturbadores puede depender de un 

entendimiento bastunte completo del prohlem~ que se está ana

lizando ya que una formulación erronea conceptualmente genera 

resultados que no corresponden al verdadero problema. 

En el área de aplicaciones del método del elemento finito 

se parte de la suposición que ·el análisis conoce y entiende el 

problema "n cuestión, de tal forma que los puntos del 1 al 5 

dei por ceso de análisis queden- satisfactori11mcnt:e estableciC:os. 

En el punto 6, .-eí<'ronto al des .. .-.-ullu del modelo m<~tená

tic·o es nece~a.-io que )as car;,ctc.-i::;ticas de los elementos am

pl•H:dos S<'«n compatibles con el com¡.o.-t;lrnicnto general c'cl sis-

t<>na y por computit.ilidad se "ntie!ode qu" el conjuntu de ele-

mcnt"" que compo:1en el sistema. <:can c,,paces do reproducir en 

forma aproximada lu respuesla. del sist<!ma a la.s porturb<Lciones 

y condiciones a quc cstS sujeLo. 

Son varios lo5 usp~ctor, que se dcl>en toma.r en cuenla para 

la selección de los elementos <~propiados pnra. cuda '"'so, por 

ejemplo: 

-El número de nodos del elemento 

-El núm"ro de ~radas de libe.-ta.d 

-Condiciones naturules de frontera dcl eler:~cnto 

-Tipo de cargas admisiblcs por el elemento 

-Tipo de geometría permitido por el elemento 

-Sistemas de coo.-denadas permisibles del elemento 

L' . . • L . ~ - mltaclones ue t1p0 elemento 

En la l'ig, 1.\·1·!3 se muestran algunos clomcnto:; que en gene

.-al pueden ser aplicados a la r:~odelación de va<·ios tipos de sis

temas y a continuución se p.-esent<~n algunos casos específicos de 

aplicacioncs a sistcmas reales. 



' 

/' 
' )----· 

' 
a.TRUSS ELEMENT 

b. TI-IREE DIMENSIONAL 
BEAM ELEMENT 

c.PLANE STRESS,PLANE STRAIN ANO AX:SYMMETRIC ELEMENTS 

-'J---
• 

d THREE DIMENSIONAL SO.... ID e. THICK SHELL ELEMENT 

' 

' ' f.THIN SHELL ANO BOUNOARY ELEMENT 

TANGENT 

g. PIPE ELEMENT 

BEND 
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4.3. Formulación de Kesiduos Pesados (Mttodo de í.alerkin) 

Un8 formulación alternativa a la variacional es la deno

minada de residuos pesados, Esta formulación no requiere de un 

poatul.cdo variacional q110 apli<¡ue al si&tema de inter6s y par

te de una rnanipul.aciórt diract~ sobro la ecuación diferencial 

que gobierna la fÍsica rlel mismo. 

Una formulación diferencial resulta en una ecuación del 

tipo 

{4,3.1) 

en donde Les un opcr~dor dif~r,Jncial, con las condiciones de 

frontera 

(4,3.2) 

Una función de campo que puede Salisfaccr las condiciones ante

riores Se puede definir corno: 

(4,3.3) 

en dond<1 [Nlns nna función de liiS coordenarlaa 

el vector da valores nodalcs de 

11na función n ''¡>r,,,,¡,~·· 

ontoncos, es lo V~l·d.Hl,..ra función, 

ecuación (4.3.1) el rc~ult~do Oll: 

L( !~].)=o (4.3.4) 

la verdndcra función p~ro ca una buenn aproximación ~a la mis

am~ entonces nl sustituir en 4,], 1, ol resultado es; 

L( {~].) 
(4.3.5) 

_ __J 



en donde R es un residuo de error dado por a es solamente 

una buena aproximación de la verdadera función .• Por. lo tanto" 

R se puede evaluar en puntos discretos {nodos) e igualar la su

ma a cero para minimizar el error, o sea 

J R dv 
V 

o 
(4.3.6) 

Pero una mejor solución sería la de dlslribuir R sobre una región 

de acuerdo a alguna función de peso w de las coordenadas (nodales) 

antes de la integración, es decir 

Jw RdO o 
(4.3.7) 

V 

o sustituyent!o la ecuac1ón 14.3.3.) en {4.3.5) y asta en (4.3.7) 

se tiene: 

f W L([NJ [~¡\) dV= o (4.J.B) 

V 

La función d~ peso w puade ser de cualquier forma an general 

pero cuando se selecciona igual a las funciones de forma o de in-

terpolación se tiena que w as igual " N y por lo tnnto 

J¡~]l[lNJ\tJ)JV=o 
(·\. 3.9) 

V 

r.a ecuac1on 14.3.9) '"" l~ formulnción <l<· ""Gillerldn" de ele

mento finiLo y si se aplic,o ,, cadil <demento un la rc9ión, se ol>

t~enen n ecuaciones simult5ne<\s pnrn " rnr5mcu·os notlnles en 

La solución del sistema de ecunciones qua resultil s" d<'snt·ro-

1\a do igttal maner~ qua pilra otros c~aos, ~Un<¡Ue uno d<'SVCL~ja ''~ 

que ln <>cuoción (4.3.'1) contiene deriva<ln~ dt> orden m<ÍS alto que 

las de formulación varíacional. 

.._J 



Consid.crar la ecuación dif('re:ncial: 

Lu- t ~o (4,3.10) 

en donde Les un ope~ador diferencial, y la aproximación 

u. L N ..i Ll. .i. 

en ton ce~ 

L\l_-f="-
en donde ¡;~error residual.La condición es entonces' 

J N.i E clR = O 
R 

(4.3.11) 

(4.3.12) 

(4. ]. 13) 

E~ decir que el error C entre la solución aproximada y la solu

ción real os nrto<¡onal a las funciones usada~ "" la a[>roximación 

Ni. Este es el método d" Galcrkin cuya eCuación . .,stable: 

{ N.l' L (~) dR=o ,B=J.,j,\.. ... 

dond" 

Un "j<'mplo es el siguiente, sea la ecuación 

cor1 condiciones ir,icinles 

~[o) o 1 · 

<p'(o) ~o 
Usando la <lCUción (4. 3. 14) resulta 

1 es el límite de x 

. 14.3.14) 

(4.3.15) 

(4. 3.16) 

(4.3.17) 

(4.3.1A) 



Aplicnci6n del ~!étodo de Galerkin a Vigas, 

La ~cuación fundamental 

H 
EL 

Usando la ecuaciOn (4. 3. 14) 

J1
[><r( '!:_;-~) clx =o 

o 

(4.3.19) 

(4.3.20) 

L~ tunción do forma Óde interplación se define sobre cada 

elemento, entonces para tr>do el sistema se tiene: 

f lN'''f! ~'~~'-
1(() 

He~> 

EI ) Jx ~o 

Las funciones de 1nterpolación son tales que: 

Entonces el Momento M ~e puedC' aproximar: 

M - [ t<~'] { M;/n l 
EI.. Kj/er.J 

(4.3.21) 

(4,].22) 

(4.3.23) 

P11ra reducir "l orden de la in~cr;¡ral en la ecuucii'in(t..J.21) se puede 

i"tc<¡ri>r por p<~rtcs entonces: 

(4,3.24) 

Sllbsli t uyendo en 14. 3. 21) se tiene' 

[N'''f~1~- j(Jt"l' ~+\.t~"'f~r )<>x~o 
¡.. ¡(t) 

(4. 3. 25) 
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La p~imera integral noa d~ la matriz elemental dc coeficientes 

[k(e)) en la ecuación 

(4.3.26) 

A través de la s~~a sobre todos los elementos, la segunda 

integral produce el vector [Fj. 

' 
El primer término de la ecuación (4.3.25) contribuye al 

vecto~ l F} si dy(dx se define en cualquier e>< tremo del elc10cnto, 

si-no se desprecia. 

Les integrales de la ccuac>Ón (4.3.25) se cvaluan como si-

gue: 

;byl'= :, t't\ ~ ' [ -,1 l 
' 

(4.3.27) 

~~ ~ ~<l \Y} - _l_ l~\ 1] \ ~:\ 
JX. rÁX ' 

(4.3,28) 

Entonces: 

1] ¡~·~ d ' [' -'){1] "l¡ x=y _1 1 ~.t (4.3.291 

y para In segunda inl~o¡ralo 

11 f Mder 1 
2 \ l M¡/er 

(4.3.30) 

---------

q¡ 



La primera integral ~oa da la matriz elemental de coeficientes 

[ '·(e)) --" ~" l<t ecuación 

(4.3.26) 

A través de la suma sobre todos los elementos, la segunda 

integral produce el vnc-tor f ¡,J 
' 

El primer to5rrnino de la ecuación (4.3.25) contribuye al 

vecto~ t r1 si dy/i!Jc ~" define en cualqui"r extremo del elemento, 

si. no se desprecia. 

Las integrales de la ecuación {4.3.25) se evaluan como si-

gun= 

!. ¡~r= ' t't\ ~ 1 [ -,1 l (4.3,27) 

"' ' cl.X 

Jq f,[Nj\Y} .!..L-' 1) ¡ ;n (4,3.28) - -dx. J 

l:ntonces: 

Jj'[J''" 1~'[1 o ó.K H O.x Jx-=- )., ,-~. -: [-1 1
] 1"'1 d ' f' -']{r) "lj X=¡- -1 1 ~i¡ !4.3.29J 

y para la seqund~ integral: 

11 f Mdcr ) 
2 l Mi/er J 

(4.3.30) 



EJEMPLO ILUSTRATIVO 

•'>O ""' 

o ''"" ' < 

' ' < 

' 
r.ns ecuacicn<'~ ['nra el primer el<lmento son: 

M./c:::t 
• 0·0001~~ 
-o.o<>0•~5 

-o.ooo'\1" 
-O. OOOJot 

-o-ooo'~' 

o o 

(~.3.31) 

· d<.o 1 ., el,(- )>.Q
1 

el oiltir:lo téTmino rlesapan;>ce. Entonces, una vez 

eusamblado el si~temil queda: 

' - ' 1' _, 
" 

_, o ,, 
_, 

" _, ,, 
+to:;o _, 

7. _, '· o 
_, 

" ., ,, 
_, 

' ,, 

qttn S<' PU<l<le reducir n: 

' - ' 
,, 

_, 7. _, ,, 
-\ 7. _, ,, 

_, 7. 
_, ,, 

~ 7. 
_, ,, 

_, ,, 

7. 

" 
o 

' 
o 

" ' ' 4 

" 

.JJ"} 
• S11 

- '\u 
. '"~" 
.('{J. 

• 02.1 

-0.0001~'1 
-o. oooe.<;..-
-o. o o o '11"-

=(o) -o. o oo 112 

-Q.000<'>~ 

l • o o (4.3.32) 

(4.3.33) 

~'( 



so 

Resultados 

Nodo E. F • Teor!a 

, o o , -.3334 -."3335 

'· -1.2385 -1.2388 

' -l,S719 -2.5729 

' -4.10129 -4.1929 

' -s. ssss -5.9559 

Conclusión: Sin comerot.arios. 

Ecuación de campo en dos dinen~ioncs: 

L(~) - (4.3.34) 

Aplicable a prohlemas de: 

-Torsión 

-Trans~isión de Calor 

-Mecánica de Fluidos 

¡.¡¡integral d" Galerkin para el caso de la ecuación {4,3.34)es: 

(4.3.35) 
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S .. l 'D esarro\lo ele M o.. t nces. E.le.WI.e >"lt:.a.tes. 

Ca.J..c.... aO.eW\el'\to · ..e.t~~ o..soc.la. &.o a. u11. "Óme ro tU t.e f-

'('{\il'\ec.J.o de nodD!; 1 es .. 6s a. so \le.C a.. ül'\ rtÚMe.ro 

especift'oo J. qraclos ,IQ libeá<>-d ( q J!), E o 5'"'
raQ, depeoJieol-o <k \o_ vaci•ble &_o ca_mpo ( <L<pl•'C<>-
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"il'""fl", SI se -\ro. he JJ JQspkc""'-""b::> &e_ ""~ 
-pari.:.Ícv\a.. ..en ut\o.._ \\fleo.. 1 se heM. .el"\-bf'lal:S. on. ( f;ic.l.Q).J 

~-se... -\r-o..""tú... de cUsp\a..1:::o...VV'Ile:~"~ks .en. Ot\ p\Qf\o &.R. lo.. 

fY\ISVY\"- -e"boow se +t'e""'' <tos C¡ dO ';\ "' he"'" 
tres l~ H) par"' e1 CA>D de clesplo._'CQM ieobs "".J. 
.Q...1fa.C.i.o • . 

Los ele..VneV\t:os CVMonMef\t e. 0 ~u.d..o~ et\ la.. 'Pn:ichea.... 
ele.. ele.YI'lentos fin·,tos pueden da.s:(fic.o.rs-e. de 'JOri.QS 

forll'\a.S ~ .ef\ Varict.S: eo.{:egoníu, alqunú.~ ele ts.tqs puoden 
ser \a< ~ve so indiC<>o en [a_ tQ~lu. '>·l·l _ t-\¡oo<S do_ 

las camcreríshc.s in<lica_d"" ~n e\k tabl" pooJQ" ser 
tiSIC~Meol:e ¡nterpr<l:-c<Jas, por eje~>~plo ~1 ~úrr.ern &e 
nodos Mel1sario> por"- Jesu'1bir la_ tqo\o~(o. del de
medco, form" rolaJiva_ ( red:angular, 1-atpao<dal de) 
pero of<a, M son Wn , oi>ilaS CDMO ?Of hje.u¡lo, J>1 ' 

orden <h la_ 1ol<ir"-ut" ~~plicita., el +iPo do_ la.¡ fOo-
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E" un P""J""''"- geN>r<>-1 <h .J....,.t"' fi'.dnr, "'-"-"-
. ..1.""'~\:n ,_,1;;6' Je.io<J.•"'•~k forMo lac!D c.._-i'<Z<,is &e .. 

Cle.rht.s. e.c:va.cioM.s t:tue. toMa. n en c.uo"b:... l"'- s s; ,· ~uie (1-

-\:: es car-o... e te r"t shco...~: : 

- N ÚW\ ero J.>. NJM s 
( - NoV'\l.c h. ~r•d<>s &.. hwrfad ~<JC ~od..o 

- ccon::l12.VI.a.dlls "'oc.lo.l.e.) 
-'<::ó<l<ct,·,¡ria& ele\ eleM<• b 

·-· ' 

· ·...: 'tJLJMero eL· ~uVlW~ &R. \11~'1,-ú.c.an ( \mearo.Mé.trrio.s) . 

- rrveie"-o<UJ Je.\ mal-erial 

~ fd""- co.&a. J..""'o\:n €V\ "" s<d-e.no.., se for"'olon lor 

· rAa1r<us el.exMnt•le> que a>mcl-eri<oM sur ~ropieckules 

~ 't'e <R. eosamblt" M matric<!s ~loloa.le> que C«ra.cf<
rl'can itL estrudu"'- -\oW ele.\ ¡;'<Skma.. 'Por <i¡ew¡plo ¡.._ 
edruc\vrr._ mosW"- en ¡._ fi5""' S·l·l tü"" 1? 
.,k.,.Qn\:os cu~Ol no&vs tter>e~ un <olo ~r•dD &.o li'oorl-o& 

( te"r'ndw>.. 1or ~'"'flo) • eQ re1ul hulo &2. '"'""'"\• r 
las ma.\il<<> ..Wwtenhl<s en la mafri" ~lolocJ V> oou.... 
I'(IU ~ i_ (.JJ~D5 fe rwiuulJ &4Qt12 r'\~_S. d.Q CQ(O SQ. i.l'\d..Ú:.al'\ GO>'l 

1)1'\&... "X " c,oM.o .se Vr'loe~tn... eV~. lo..s si~uier"lh:..s. ec.l.lti.c.i.DII.l.r 

h\dicodo.s: . 
Seo.- [ 1";] lu. maMe r:l.el e\ewte•b:> l w~o o<Je" 

!!... JJ> l~vJ ol nuMero &.o. """"' ( Jo..d.o ~ c¡¡,J q ~ 
bent un solo ~J l ) <M1n-ws U ,Miel\l'o las s:ijuioofes 
M" lrias e,.\ e "'e"' \:;ak, . 



EQ vedur ~loba.O &,_ 't"'M' &.._ \i"''b4d se orden~&... 
a_wecclv ,J es'!"'"'"- &.o MMer<tció~ MJ..J M ~oe 

~ \os v.J-or<s JeW~eota.le< se orden.•• el¿ ctc.D<>nL> o_ lo< 
MMI ~o e deFI\J1n e1 elewteoto, ,V\\-onw se +ieoen lo< 
s\~uieelt.i ve.do® eleMeo\;ol.e' : 

[i>,f= [d. d, ds 1 
{o. y~ ¡d. c.l, d ,¡, j 
[D,yo¡J,dsJ.¡J 

(1>4)' = {dr d, O¡ d,J 

I~>•Y=!d, c.~, c.1,1 
1 o, r = ¡ d, d,\ 
¡ D,jr = \a, d,} 

(~>.r ={d, dq\ 

Al G1("'-"~er lo.s M~trius ( '>·1. 1) oJ. m"'""o ct. l. "'"1>'"
'jlol.oo.l se. fOt.clefl soWia.r tifMÚ'I.o o... t-en· .... \t\0 ~ cl re~u[frt4n 

seftA. Ol'lú... Ma.tvi-c [k 1 cu~o~ té1'rfliM.I 04~-r.ef\\-e.s c.le c.~co 
se )1"\d..ictc.i'l e~ \"- s-i~v.ltfll:e ecva.cLD'>"'~: 
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Table 1 - Coupled Node Displace~ento 

Nade 1 Node 2 - Directiono 

1 1001 ox, UY, uz 
Z? 102? ux, UY, uz 
40 1040 ux, OY, uz 
55 105.5 ux, UY, oz 
70 1070 UX, UY, uz 
85 1085 ux, UY, uz 

10Z 1002 ux, UY, uz 
119 1119 ux, UY, uz 

' 
Zl5 121,5 UX, UY, uz 
651 1651 UX, UY, uz 
664 1664 ox, UY, uz 
667 1667 ux, OY, uz 
709 1709 UX, UY, uz 
7ZB 1?28 UX, UY, uz 
747 1747 ox, OY, uz 
764 1?64 UX, UY, uz 
781 1781 OX, UY, oz 

1 
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V secti~ Tsection Ssection SseG/pin ' 

U 51 
• 0.005~08 0.00'1"100 0.0040~1 0.00~12. 

U 53 Q.005"124 0-004'1.\~ 0.00'104'1 0-00~15 

U21s 0-00~,~ Q.QOSUI Q.DD4.1~0 0-004!75 

U211 Q.OO,?>SI 0-0059'15 0-004,,1 Q.Q04149 

U417 o. o o J'j17 Q.00\61'1 0-00ié.j'S Q.QOZ-15$ 

U419 0.00 W;'l, 0-002'2.0~ Q.OOZ1'!'5 o.o02l4B 

U717 o.oo 1788 Q.QOJ817 0-0011'18 o .oonB 

U11s Q.QQZ\17 Q.00214S Q.OOZIZ.l o.oon'" 
"' .. 1 0.0010« 0.000121 O.QOD,1"1 O.OOOS'lO 

"'2 o. 00 1077 Q.0009'~ 0.00010' Q,QQOS\5 

-

TABLE 3 

• 
U(¡) - Tangential d isplacement node 

•• 
cx(j)- S lo pe of pin si de j 

! 
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METODO DE ANALISIS POR ELEMENTOS FLNITOS. 

INTRODUCCION. l 

El ingeniero en la busca de los valores numéricos adecuad?s para descri

bii s'.l proceso de dis~<1o, se encontraba generalmente éo:J formulaciones m3re~ 
. . 

mádcaf:; difíciles. Por ejemplo, consicjer:mdo el simple caso de reorfa tie ------ . - . " 
:lexión de placas, bajo lan hi¡::6tesis de f,eq'ueñas deform::.ciones y que las sec-

;:.Jon~s planas perm[i..'l.eccn planas después de la deforrr.ación, la ecuación di fe-
• 

· rencial que gobit:nta el nnáli.:~ls para un m.'lterial elástico lineal homco;:c.neo e 

lsntróplco es 

= 't - ( 1) 

p 

donde W <!S L. ... ~flexión en el JliU1io ( x, y), q es la intensidad de Ia carga en el 
Eh' . 

punto ( x, y), 'y D;: /":2.(!--·i') es la rigidez flexionan re de la placa la 

cual depende del modulo de elasti~idad E, el espesor de la pbca h Y la re la-

ción de Fbisson ~ En la Fig. 1 se presenta un elemento difercr.cial de 

la placa y las acciones y reacciones sobre él. Combinando la flexión simple 

en dos direcciones se obtiene para. los mornenms y cort3.rltes pbr unidad de Ion· . . 

giru:l.de placa lo siguiente: 



-n~· 1 

2 

; -· . /;:,, . 
,· \3.1 

i 

~ 

. . t -:r-'J(.~ 
.L----~"--;.""~ 

Q,.. 

\A~ Jt~~~ 
/l lQ. 

M~. Q, ""1 . 

'Sor'" f-~,;. ~"J.ic.. J.e """- ~\e1ca., ~ 
L)(l .. \ca u> e <"'-o J.', ~e<en c. .a.\ dx, J r. 
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(2) 

Para el caso particular de la placa libremente apoy<lda, y recrangular, 

cuyas condiciones en la frontera ( Fig. 2 ) son: 

W(o,~) :=o 

w,, (o,~)+.._ 'l'ivv (o, '1) =o 
(3) 

' 
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Navler en 1820 presentó a la ACadl!mla Francesa de Ciencias, la so lució.-, 

representando la carga q ( x, y), p::~r medio de una serie ttlgonométtlca rloble ~ 

"" .. . ; . 

'iet.'ll= L_ 1..::~· ~ ~ )( ~~ (l (4) 

substitutye (4) en (1) y considerando las propiedades de ortogona~idad de las 

~eries trlgoilom~trlcas obtiene la solución de la ecuación diferencial bi-armónlca 

(1) como 

(S) 

·en donde el coeficiente Amn Viene expresado p;:¡r 
O..'ot.., . 

a,..::..,~ ~ilX·'O~~x ~~'ó<(xi~ 
o o 

(6) 

El procedlml~nto de Navler consiste en lo siguiente:. Conocida la función de 

'carga q (x,y), se substituye en (6) y se-obtiene el coeficiente Amn el cual ~ 

nuevamente se substituye en (S) y se Obtiene la de flexión W (x, y), y por mediC' 

las ecuaciones (2) se obtienen los momentos y cortnntes tM\ y fQ} 
E::. tmp;:¡nante observai que lns limitaciones de Navier se refieren a una placa-

rectangular libremente a¡::oyada y con una función·de carga q (x, y) impar con -

~specto a x, y con respecto a Y, es decir, fe K)-= -f<-xJ y 

o 

Si la función fuese par, la represenwción de o 
q (x, y) serfa mediante Una serie de cosenos, ·y si q (x, y> fuese una función cual_ 

1 

! 

1 

1 
' 

! 

! 
' 
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quiera, se represent¡¡ria medi;mte una serie trigo~ométrica dobl~ completa 

de senos y cosenos, y se wndrian problemas·en satisfacer !as cond1cicnes en 

la frOntera. Generalmerite la convergencia de la serie (S) es len:a, y en algu_ 

nos casos es necesario considerar más de 500 ténni.nos para ar.egurar la sol~ 

ción correcta . 
. 

Posterlormer.te en 1900 M. Levy cambia de posición les. ejes ccord!;:l.ado.::: 

' ( Ftg. ,g) e·utlliz<! una serie trigonomé(rica simple 

(7) 

El procedimJemo de Levy consiste en su~stituir {7) en (1) obto::rüenc!o una 

ecuación diferencial lineal de cuarto orden en fm(y) con coeficientes const:m
<. 

tes no homogenea con lu cual ya es p:¡sible satiSfacer diferentes condiciones en . 6 . 
la f•on'"·n ~ -- +_ -2 · 1' ! d 1 ! • .... 'O , ¡:ero connnua 1m ta o a una p aca rectangu ar 

libremente ap::>ydda en"las·fronteras x "'o y x =a. 

111 - . 

) 
t. 

ii ' 
- .. -·· w 

~'l. 
_l_. 

1 
' ' 

-
' a. 1 

' 
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Las limitaciones de an:ilisis tan resi:ringldas, como los ejemplos anteriores, . . . . . -- - . . ) 
aparec!ao en ~umerablez pro.~~emas de Ingeniería, lo cual originó el principio 

de los métodos numéricos, el cual presenta dos etapas de desarrollo. 
. . . . ····-····· ...... - ·-··· .. 

Anres ---. 
~~t~éFa de las com_PtHadoras, donde rep_~sc!'!'!..!!" lm¡:ortante pa~l el Prof. 

~~thwell del Colegio Imperial de lnglare:.;ra, desa~~dE0"_aplicando los mé

~os~_uméricos de relajación y diferencias finitas, sEp:rando las Hmita~ion_e.E. 

r~ingidaS de los método:. analincos de solución. 

Durante la era de·Ias ccmnutndoras digii:ales, el método de an<i.lisis oor ek_ 

mentes fmitos ha obtenido vran· ropularidad, puesto gue en este procedimiento 
' 

comO resultado de la di.scretización del medio r.or analizar, se ~btienen sistemas 

grandes de ecuaciones algebraicas lineales simuWincas, lo cual actualmente su 

solución no representa niniT~in J?r?hlcrna. Por ejemplo, en el caso de ::ma!isis - :) 

elá!=tico lineal de placas, podemos tener cualquier condición de apoyo, de geome 

-· rrfa y de cargas, pdcdcamente se eliminan la mayorfa de las restrjcciones de --
las soluc!o:1es analiticas mencionadas, el problema más imp:Jrtanre es verifiar 

adecuadamenrc su convergencia. 

El primer rraL:..jo referente al métodÓ se debe a Hrenikoif il"'f l ou-

bllcado en 1941, ¡el segundo a McHenry publjc;¡do en l'l43 en ambos tn.bJjos 

( Flg. 4) se verifican soltlcioncs de problemas de elasticidad bidemenSional en 

estado plano de esfuerzos~ discrc!izando el medio y buscando la analo('ífl con la 

solución estructural. 

Posterlormcnrc en 1949 Ncwn1ark, en su libro tic r.létodos Numéricos 

Re f. 3 , presenta los métodos de Hrenikoff y I>IcH~nry. Sin embargo, el - --·· () 



.. 

Fig. 4 P!"imera soluc~n pres-entad.::. por Hrenikoff en 1941. 

.cr:_t:::..I!t? .. ~~-<;iPl.~~-r_!o .3~.n!:d_i~s _ _s_~ry_t_inuos..~s de T u~~~._Cl_o_ug~ ::...!at:9on y_""[O.QP 

. Re~~_§ , y no es, sino haSta 1960 con Clouih, Ref. 6 nace oor nrimeLa 

vez el nombre mlir,ico de "Elemento Finita" derivando más coq;ect:.tm2r.te las 

propiedades h8.sica!J del elemento rrfnng-ul?r y el rectfln>:ular, y el hecho de que 

en el mismo tiem¡:::c. la computadora comienza a ser una hermmienta mtlv cfect!_ 

va, conduce ráoid.lmente a la solución numérica de problem:ts elástico li'leales 

complejos, en los cuales una sohdón anslitica no era ¡:osible. 

Se inician la derivación de las propiedades de rigidez de los elementos finitos, 
-~------------··----·---------- ------------ ------- - . ---- -

el campo de desplm~amicntos en el medio se expresa en función de los desplaza---------·-· ------.----··-- ------------------ --· 
mlentos nodales del elemento, satisfac-le.r.do comi.J1uid3d, las fu~rzas imcrn:ls se 
---·---··· -------- --· - -- ----
definen :tplic¡:¡ndo el principio d~l tratnjo \irtual, la id~ntida"r.l de este pnx·c~o con --------· -----· --- -
el de minimizar la energía poter.cir!l t:)tal. o sea, el nroce!'c de Rc·.'ldi"',_h.:ll$ 

Re' f. 7 es obvia. _El desarrollo anterior Bé! ac~ntúa en el campo de l!! lvlecíi-

. -nic~ de Sólidos y P?ste~ionne!1te _Zicnkl_ewi9 _ ReL 13 y Wilson Ref. 14 lo 

aplican en Mt.:c.'inlc-. .:; de fluidos ~·en prot,!em::ts de aná!!s!s de ccndut:ción de calor. 
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Se presenta aJ J¡nal Unll };sea de iefercncJas de ltnfOrt:mcla de} método del e\e-

mento finito 

Al ink:i3r la determlrraclón de estuerios y desplazamientos en cieno proble

ma de diseno, las ecuaciones qu_e gobieJTI"an el problema en cualquier forma de· 

ben s"atlsface'r equilibrio y contimJidad." 

E! Méwdo del Elemento Finito es un proccqimicnto ~nalftico, y.Cuando se 

• aplica a un medio continuo, .éste.se."modela nna.liticamente.sub:lividit1ndolo en -. 

sub-reglones {los elementos finitos) en los que el compoitamienlO de cada uno . . 

es definido par grupo~ separado? de funciones: que supuest~mente deli.nen esfuer

zOs y desplazamientos· en esa regi?n, las funciones se seleccionan en forma tal 

) 

que se satisfaga la.condición r.l~continuidad a t'ravés de t_odo el medi_o, por lo ·· ·_)- _ 

.tanto, el método del elemento. finito en c~mún ion las soluciones por series Y di-

r.~rencias finnas 

z 

representa una a¡iroximaéión a la soluc~n del problema 

o ). 

z 

Elcmerito 

' 
·; 
/' 

-------
" 

1 Oz 

1 
! • 
• 

estructural 

b ) Esfuerzos plano:; 

• 

/v 
L_ ____ _ 

~----~ ' 

o 



• .. 
. 

• 
( • 9 ' 

' z 

' --------
X X -· o/ 1 ' . ' • - l Elcmel\lo:S sólidos • 

---~¿ zV .. ¡. •. • X 

d ) SÓlidos oxisimetrico 

' 

y 

IN' r/ ~.,. dw · ;;;-- ax (.--8-- u 

~ ,, z 
z 

.. e ) FlexiÓn-. de pk.cos 

z 

9 l Coscorones dcl~odr.!> curvos 

Fig 5 Tipos de e1~.m1en\Os finitos .. 
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TlPOS DE ELEMENTOS. 

t::lemeinos aue son usados comunmeme en la priictica son ilustrados en Ja 

Flg. S. 

El elemento estructural simple, Fig. S (a), es un miembro de la familia-

tOtal de elementos finitos. Cuando se usa con elementos del mismo tipo desc:t2 

be armaduras y estructuras espaciales. Cu_ando se combina con elementos de 

tl.¡:o diferente, especialmente con elemenrps de placa generalmenre se describen 

miembros de rigidez. . . 
Los elementos básicos en análisis por elementos finitos son placas ::lelQ:ada.s 

con cargas contenidas en su plano ( condición de esfuerzos planos ), _triangulares 

y cuadriláteros se ilustrrul en la Fib Sb. Se de:nominan básicos porque los pri- C) 
meros desarrollos concernientes con el rÍlE!tOOo se refieren a ellos. 

Los elementos sól!dos, 'Flg. S (C), son la generalización tridimensional de 

los elementos· de esfuerzos pliUlOS, El tetrahedro y el hexaedro son las formas 

más comunes y son esenciales· para modelar analíticamente pr"oblemas de mecá 

nica Je suelos, rocas y estructuras nucleares. Es conveniente mencionar que 

la única forma práctica de resolver problemas tridimensionales·.prácticos, es 

el método de elementos finitos. 

Uno de los campos más importames de aplicación del método de .elementos 

finitos es en el análisis de M sólidos axisimétricos", Fig. S (d). Una gran varie -

dad ·de problemas de:: ingeniería caen en esta categorf:l, incluyendo concreto, tan . -o ' . ' . 
ques, recip1en~s nucleares, rotores, pis rones_, flechas de .momres, y la cabeza 

de los roquets. Generalmente son medios de c.:irga y geometría axis!métrica. 
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En la Flg. 5 (d) se ffillestra el elementt. triangular, también se usan secciones 

' 
cua::lrilátc ras. 

Elem~nto de placa plana en flelciór:: es empte~o no solo en conección con el 

comportamien~ de placas planas, sino también en casc&::ones y miembros de -

pared delgada. Fig. 5 le}. 

Estructuras de cascarón del!!ado a.xisiméLi-icas, Fig. 5 (!), tienen el mismo 
. 

lO 

rango d:;: sig1lificr.do en la aplicación práctica que los sólid_o;; axisimétricos. SiD-

• 
embargo, las relaciones gobernantes se d<:rivan de la teoría de cascarones del¡;::_ 

dos. 

Cuando una estructura de casca::On delgado que de hecho es cur1a, eS .prefe-

rlble en:plear elementos de cascarón curvos delgados para el modelo analítico, 

tienen la ventaja de describir mils aproximad?-menre la superficie curva del case::_ 

rón, y la apropiada representación del acoplar:liento de deformación y equilibrio 

entre cada elemento. Elementos típicos de cascarones de doble ct:n·arura se mues 

tran en Fig. ·s (g).. Gra.""l número de formulaciones para este elemento existen. 

ALGUNAS APLICACIONES DE ELEMENTOS FINITOS. 

Examinaremos algunas aplicncioncs dclmétodo de elerr.emos finitos en c!iseñu 

estructural con el objeto de ilustrar la forma en la Cual se usan los elememos -

de Ia.Fig. 5, y la escda y complejidad de los problemas. 

El desarrollo del méto<.io del elemento f.inilO se debe a los invcsti;;Hdo~·es re-

Jaclonados con la indmltria ncroniutica. 1-.<t Figura 6 mu'"stra la form.l en que 
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se aplicó el analisis por elementos finitos de una porción del avión Boeing 747. :) 

La estructura del fuselaje de un avión consiste de laminas de aluminio ligadas 

a una estructura interna formada por armaduras y· a~ezadores. La experien

cia ha mo::;trado que los efectos locales de flexión en el cascarón son despreci~; 

bies, por lo tanto, Se sup.:me que consiste de elen¡entos en condición plana de 
. . - ·' --------. --· ·----·. 

esfuerzos Fig. S(b). _!::1 análisis de elemento~ fin! ¡os del Boeing 7 ·O, de ~a 

parte achurada, región que conecta el cuerpo o Cascarón Monocoque con las alas, . . . . ' . . . 

_á.z.:ea achurada en F_ig. 6,~ consiste de_ 7000 }:n<:=~gn~ta.s. Poz: lo tanto, es ::omú~ 

en la práctica dividir la estr~crurn en z:egio~e-~·- o 'subestruc~:z_-a_S, y arw.liz~r -

cada una p:¡r elemento:·s fin iros con <:1 obje~?· de p:~ducir un. s_~perelemaio. _ Los 

supcrelemenr?~ _~e ligan entre sí por medio de un procedimiento conve::cional ·· 

que dcrermina la fase fin;~l del análisis. . . 

El_~sg.ucma_~c subesu-ucruración del Boeing 747 es mostrado en la Fig._ 6 - ---- --. -· . ---- -- .... ' . ' 

y los de miles son listados en la Tabla l. . .. . 

~-·-
Grado de Sub- D!srripc!On Nodos Con<llc!On Ele memo F.lemenro Grados liber 

f!:sli"UCtlll~ Carga Viga Plac• lad ¡nterac· 1\h:rlod 
ci6n e\em~n- 10'-"l. 
m• 

' "" "' " "' ''" '" 796 , C.ntro ala '" • '" 
,,, "' '" . 

C'"car6n 
Monocor¡ue "' 7 "" "' " 1,026 

• C~scar6o M 213 , "' '" 
,., '" 

' Cascar¡}n M 292 7 "' "' 700 936 
6 Caja Tren 

Atcrri<:~)o liO " "' '" >76 056 
7 Cascarón M 285 6 "' '" '" 900 
8 Ca) o Tr~n 

Aternzajc 129 " "'' 93 "' "" 9 Cascarón M 2$6 7 ., "' " 1,(118 

TOTAL 2.195 '" l, 37 4 1.979 555 7. 594 . 

o 

lo.'o\o.1 '3u\, es-\N<-lu<P.clo'o .1.\ ~oei•~ 1·47 
o 
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,, 
z . /, '· ' l.~~-- _ _¡_! . ~-· ~-- .r~-· 

. a . ¿ 
. .r, 1 ·~ + ,. ' ,. -,, 
Esfuer~os pl?no$ 

Fig 6 Bocing 
. . 
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Como es usual en el ~lseño de aviones, i:;e hic"icron pruebas en el p~o.ati.PJ -:>. 

y los resultados se compararon con la. soluCión por elementos finitos, coinci -

dlendo como se muestra en la Flg._ 7 ·. 

' ' • 

• DHOIIMIMETRO .t.lO:I.Id. 

O · DEFOFIMIMETRO BIA~IAL 

' 

745 ~5 

"' 
Uneo de 1..-:Quo (' Wote1 iwe , 

Fig. 7 Comparación ent.rc "análisis y experimentación del Boiog 747 

Es imporullue agregar que la n;spues;a dináJTLica .de u~· avión es ri:tuy impoE_ 

tame, asf coino su Inestabilidad eL:istica es una forma importante de i:a11a. N in 

guno de estos fenómenos puede tru.tarse pOr los tOCtcx:los simplificados, ~ro su 
• 

nnii.hsls u.sando el m~ todo de elementos nhttos ha prob.'ldo ser mUy aceptable. 

rroblemas BimllareB tJe eneucntr11n an A!:"Qo.ih~turg, Naval, Figura 8 una 

' 
porción de una estructura de un transl.:onlador. La pane plana es 1epresemada 

' por elementos en estado plafl?·de esfuerZos, . Fig. S"(b). EleiT!Cntos estrúctu -
• 

rales, Fig. 5 (a), r,on empleados en la rt;Pn~:~ntoción de la estructura imerna. 

() 

o 
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Bl núrncro total de iilcógnilns pan definir las panes lm¡:ortantcs de 'JO barco 

es tlel or1cn de 50, C(j(l, y de nuevo se l'Ubdiv)de el probicma en l'ub:!structuras 

obtcnfcr.do menos incógnitas·. 

[luotnlo ulfuctural { D) 

• 

C.L 

1 
•1 Ellutnot pluno•· 

D 
' ' 

1 o 1 

[:lemcoto {b) 

Fig. B Anál.l~is ¡JOr ckmcn/0 finito de ,_•:;tructura de un \rM't$bO,.it.<k:. · 
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( b .. } 
• 

oÓ<odot 

( ' l o 

Fig 9 Anolisis por elemen1os finitos de un recip,:ente reoclor de ccncr~lO presforzodo 
. . 

Requerimientos de seguridnd en el disei\o estructural de los react>,;es nu-

clearec han caú;>..OO que la if).:lustria use amPliamente el análisis por elementot. 

finitos. Figu~a 9 (a) ~ reclpicntc.rcactor de concreto presJoñaé~o. Debido a 

la slmctrfa.es JUsllllc anallzar solamente un doceavo !.le la cstntetur¡¡ toral, ~: 

I~Jg. 9 (bi. 
' . . 

Su volumen ~;e Jnotlcl• anplfdt:nrnch\c en un cnaamblc de elemento~ 

tt'!taeJrales y hexaedraleg, Fig. 5 (e).· En ¡7mb lemas de-este tlpo, el número d" 

i~cógniras. es del orden de 20, cOO. y ~uy común h'acer el análisis .en co~licioQs 
no lineulea en material y ¡;cometría. 
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l<o todos los p:i-oblem¡¡::: de aplicación del método de elementos finitos son 

de proporciones monumentales. Las figuras lO y 11 muestran arlfcaciones -

b1i.s1cas a ciertos problemas df' ingeniería civil. Una fo:r.na dP. Jnr,..~mentar 

la eficiencia de diseño en seccior.es roladas de acero esrrucrural es co:rta..'1do 

el alma en la forma denr:1da mostrada en la Fig. 10 (a), colocando c.11a sección 

sobre la otra y sold3ndobs,. Flg. _lO (b). Y se obtien~ un.1 viga rnás ape:ralta

da reduciendo el acero en el alma, y por supuesto que en este problema rU[ina 
. . ·-

rio de diseño, no es necesario el uso del método de elementos fini:os. 

Atu6 

1 . 

f000Y®1 - ·- -• 

r' 

L,· 

Fig. lO Análisis de elementos finitos C.e una viga apera! taja en celosfa. 

Un p~·;:¡L,cma todavía mtls común e."' r·' tiP nna vif':J ele concreto refor.wdo, 

' Fl;r. 11_,_ para e]_cual se conoce muv ~'? resl""CC"TO a 1~ ;}(]herencia entre ~·l 

..1cero de rcfLL,r-¡n y el conr;reto," v 1:!. fon'Ela..:!ón y crecimicr;m de las griews 

al aumentar la car_ga. La Fil!ura 11 (a) mue~;tra el mcx:lclo analrtlco de eh::-
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mentos finltos y la der .:;pción de las trav(>C"fr>rias de griéras y las gráiic:~ de 

ec:fuerzos se muestran en la Fis;. 11 (b). 

Los ¡:ocas ejemplos mostrados muestran que el método de elementos finitos 

puede bt.r usado ventajosamente en cualquier situación que se requiera la pre--

dicción de esfuerzos y deformaciones internas, desplazamientos, vibraciones, 

ineStabilidad elástica, mecánica de fluidos, transferencia de calor, Situaciones 

que se 'it:va~tan de diversós camp:;¡s que tradicionalmente han sido consiCerados 

como disciplinas ingenieriles separadas. Ejem., Ingeniería Civil,- Mecánica, --

Aerocspacial, Arquitecrura Naval. El método del elemento finito prop::¡rciona 
• 

una tecnología unificai.!a de análisb en casi todos Jos campos. 

Es nuestro intento en este curso desarrollar los conceptos teóricos básicos 

y estudiar faublemo.s específicos de carácter pdctico. Un compendio de tales .') 

problemas-llenaría m~chos volumencs, ¡x>r lo tanto es recomendable consultar 

las memorias de cong¡·csús y publicq_ciones periódicas correspondientes. 

PROGRAI\IAS DE PROPOS!TOS GENERALES. 

• 
Se ha indicado que las ecuaciones del método .... .! elementos finitos son de una 

fonna tal que 5U carácter gencral¡x:rmite teóri;;amentc escribir un solo progr~ 

ma de computadora que 'resuelva la mayoría de ·los problemas que se presentan 

en la Mecánica de Medio ('..ominuos. Programas de computadora con este obje-. o 
tivo, aün en cscal.:l. restringid:~, ron llamados-programas "de prop:Ssitos genera-

.es". 'La. vemaja de programas de pro;-ósitos gcnerale5 no es sólo su cap:~cid:!d, 
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•lno también en la instruL..:ión do los probables usuarios respecto a la in ter-

·pretación de la documentación, los datos y procedimientos de entrada y saU

da de resultados. 

El coato da desarrollo de un !programa de propósitos geucrale!i es usuJ.:-

mento muy alto por lo que la amortJ..zac16n de la 1nvera16n ea esencial.· Cler-

tos programas de propósitos gener~les son codificados en un. lenguaje comp:.~

tacional quo permite operar el p_rograma a muchas organlz.icwne!l diferentes 

.localizada& en grandes separaciones geogrAflcas. Otr~s programas de pro~ 

sitos especiales de U mitad;;¡ capacld¡¡d se usan en organizocion~a industriales 

y gubernamentales con un costo mu1:c en su desarrollo y o¡x:raclón. 

Las cuatro com¡xmenres mostradas en el diagrama de fluJo de 1¡¡ F!¡;. 1:.!, 

oon comunes en el desarrollo de pros ramas de pro[l6sims gener;~les, fase de 

da toa de entrada, rec1uierc del usuario Información del medio o mateúil, des-. - -
cripc!On g<.::ométrica de la repre.~entaclón {X:lr elementos !~Jl.!.tos y las condlcio

'"\es de carga y de_. fr~!::!· J...os programas de pro~sttos generale11 mAs sa

:iaticóldOI facilitan el proceso de entr;¡da como propiedades constltutlvas del 

material, almaccmados prt!vlumento, esquemas de modelar analftlcamcnte el 

medio, trazar esterogrilflcamcnte la Idealización por elemt:ntDs !Jnltos en for~. 

ma tal que los errores pG.oden detcctan;e antes de efectuar loti édlculos. 

La fase d<J biblioteca d~;;: elementos finiws es de interés primordial en el-
• 

curso, En ella se tienen los procesos de codl!icaci6n formulatlvos para los 

elementos lndividualmcllte. La mayorfa de los programas de P[Opósitos ge- Q 
• 

nen.ks contienen wdos los elementos de la Flg. 5, aof como ciertas otras al
' 

tematlvas de formulación p;~.ra un tipo dado de elemento, p:¡r ejemplo el trl.m-
( 
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·, c:ow=L;¡o:.'l! 
l. Entrada de datos 

lliflnlción del marednl, geometría, 

cargas y condiciones tln la frontera 
' 

J 
del modelo físico del medio, 

1"--::':==="'~ ·---~--·¡ L 2. Elementos de bllbioteca. ----~"----,---, 
Generación de lo¡, modelos matemático.> 

para los ~!ememo:> estru~;turnlee y las 
. ' 

_cargas· a?líeadas • 

.-::--;:-:---:;=· -= f_ . ·=· --~' --, . 
3. Solución 

Construcción y solución del modelo 

matemático para el <;lstema cstruclltral 

~----~T------------~ y 
4. 

' 
'· 

' 

Salida de resultados -Obtención c!e esfuerzos y 

dospl•IZamion tos. 

Flg. 12 Dingrarr.a de flujo computaclonnl<::n 
An¡jlisís l.::strucrural. 

P. Ballesteros '" 
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gulo en flexiOn. Teóricamcnw el elcnncnto biblioteca es de, eXtr\;;;nos abiertos 

y capaz de acomodar cualquier nuevo ciernen !O de cualquier grado de compk~ 

Jldad. 

La faae elemento de blibioteca recibe los datos almacenauo& y establece lu 

relaciones algebrálcas del elemento por medio de la apllcaclóu de los proc'esos 

formulad vos relevantes de codificación. Esta fase del progra,na de propósitos 

generales [ambién incluye todas las relaciones algebrálcas para lntercor.ectar 

lo• elemenros vecinos y la conección del proceso en sf. Las u¡x:racienes po,:te~. 

dores producen un conjunto de ecuaciones algebráicas lineal.: ~:o slinultá.:1eas para 

La fase so lución ael prog:r:trn:~ de propósitos generales operu .:;obi-c las ecua 

ctoncs del problema for~ndn8 C"ll 1a f,we anterior. En el caso de un problema~,") 
de an¡'ilisls esrructural solo swnif;·,::.. l<l ¡;oluclón de un conjunro do ecuaciones ll· 

nenlea algebrálcas. Solucwncs para respuesta dinámica requerlr.ID computaclo· 

nes más extensas sobre la his1C> 1"i't-tkmpo de las cargas aph•:ada:~. En algunos 

caaos hay que opcra.r en regiones subdividida!< \Omo en el caso del an"-llsis del 

Boelng 7 47, o efct: tuar operncioncs espccl~les 'en lus ecuD.cJm,cs con~tru!das orl-

glnslmcn[e, Incluidas en esta fns~ están l:~s opemcio11es necesarias de substiru-

clón p¡¡r:¡ ob[ener todos los asr~ciJJs Jcscw.Jos de la soluci6n. 

La f~JS(f §Ulld;t dlj rc;;ultndgs pn::sen[a el análisis con un reg-Istro de la solución 

sobre la cual se pueden tomar decisiones respecto -.1 dlmensJouamiemo CS[ntCUJ

ral ,o ~seno. El I'Cglsm) \~n~unmcnte C3 prcscntndo medlwne u~a lista lm~resa O 
de elifucrzos y desplazamientos de lo¡;; respectivos clemcntob Así. como en la· 

fose de entrada t>xistc una fucne tendencia a la rcpresentaci6n gdflca de ~.tuos, ~ 
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·tales como gráficas de tt·.Jyectofias principales de .esfuerzos o modos de pand~;v 

y vibración. 

DE PROPOSITOS G.f::N~RAL2S. 

lCES-STRUD~.I, lnwgrated GJY.lLEn~ri:1g SycremWJ.Ql§l..,__MlT,.Maneja 

problomas de deformación y esfuerzos planos, cascaror.es rebo~jados, s6Udoa cr.!_ 

~lrncnsJonalcs, flexiQn de placas con y sin deformación axial. .:;u uso en proble-

' 

maa muy especializados resulta caro. _k..SKA, Autom:nlc Sn;_tt!m for Klnematic 

Analysls. Desarrollado p::r J. ·H. Ar~yrls, H. A. K!lm<;l y otros en la ünfversjdiJá 
' 

de Stuttgar, Slsmma general muy pr:>tcnre el cual incluye una bJblloteca de ·12 

t'llementos dile rentes. Puede ser costoso para un usuario especializado. SAP, . --·-
.A General Strucmral Analysis Program, elaborado p::~r E. L. Wiloon de la Un!ver-.. . ···-··· ................. -- -···· . 

a1d~ ~e CalHornir:. Incluye an.Hisis Une al estático y din5m.Jco de estrucruras elái!.. 

tlcas, estructuras tridimensionales, sólidos axlsim6trico:>, só!ldos rrldimcnsion¡~-

les. esfuerzos y deformación plana, placa;~ y cas::arones. 

Zlcnklewcz, ~):..~. , programa desarrollando en la Un! versldad de W_aks, -

Swan::.oa. lncluyt.; luJe los programas anteriores y problemas de Meclnlca d~~ 

Flufdos y transtt!l"<.;J:cia uc calor. 

Aeronautlcóll <Uld Sp01tc .-\d~~~ par,l nni\l!sls cltist.ico de varlaH estn:cruras 

Incluye, an,lllsls ¡1c exp:msl<ín rérmicn, n::spucsta dln:'imlo.: ... ..¡ ...:urp.ns r::msl:or:us-

y ex.Jtacion~s ram.lom, cñlc:;lo de v . .llorc¡¡ caractcrfst:cos n~a'':S 1" tnrnpl!.!jns, e&ta 
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SAMIS, Strucm~,1! An~h·~i.~ :.~.! Matrlx Jnrcrprctnrlvc Sysrem. Desarrollado 

por Jet Propulsion Laboratorv. y M:vmcd Spact:cra!t Ccnter. Contiene un ele-

meniD unldimcnsiot1al general y elemcnros triangulares para deformaclon<!s ¡x>r ' 

Oextón y membrana. 

Desarrollado 

¿c:t:.!:l ]~-~ ~~E~r~l~E:n .. I~?P.;rnto~;r. tnc luve una biblioteca de elementos unldi mo:n 

sl•~:":::i··"' trJanptl<lres, cuadril5tcros, tetaeJros, hexaedros, cónicos, sOlidos- · 

MARC:, elaborarlo oot r. V, MaH;al. Incluye un!l.llsl!1 llnenl 'v nSLlir;"!...!.!lde Pl"2, 
'". ····---~----········ ·-·-- --- .. ---

blcmas de Mecánica d.:: Medios Comirnms. 

·::> 

o 
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ANSYS 
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FINI':'E ELEHENT METfiOD 

TltEORY AN:J APPLICATION 

l. INT:'!üDUCTION 

1.1 HISTOIUCJ,L Jl,\Cl:Cr,O<J:J:J 

'l'he finitc elem~nt f:lClthod (r::::J) has hccomc a poverful nu¡;¡e:::ical 

techniquc for ::¡ol vi:1g compl'c:: problc:n~ in science a:1d 
. ' 

cr:gir:ee:ring, 

mainly.dUe to the advanccs madc carlicr in the n~~erical methods 

particularly in rnatl:ix mcthods as well as duc to thc rapid 

intrudu<::tion of high Sf'<:!Cd cor.1pUters in th<:< market. Hom~ver, 

the introUuction of conccpt:s and applic"-ti~ns of ;-¡:;.1 dat.o.s back 

to thc cr<l of máthcmaticL:m::; ~1h0 _tricd to cal~ulate th.a pcrl-metEr 

and area of a circle by idealizlng itas<: rcgulnr polysou. 

iu <tlso intercstinq to note that thc boun<': !>o!utions \lhich a!'c 

oftcn discuss.:.d in FEN can be traccd back i:o the solution of tho:, 

arca of u c.< .. rcle, If the circlc is rno<Jell.t::d 1dth an insc!"ibed 

polyg_on, a lowc·r bounU solution is obtain<.''d whe~,:.as an upper 

bound ó:Olution is obtaincó bJ• replacing tl·ié circlc: by a circuns 

cril>cd p¡ol:.r':¡on. Evcn though the 

íor ovcr two t!Jousand yo.:1rs, for 

only say tlwt thcse concepts werc 

:Uasic cot,·.;epts o[ ?'El·í cxi>.t<cU 

all pract· i.cal purposes, ~nc c."ln 

actunlly uswd íor solvi!lg 

In .'.~5-· .. ~. 'l'llrn<:n· '"'t al (P.ef 1) prcscnted tli-~ sti.ffness illl.:!lJ·sis 

for t:hc complcx ,-;tructurcs, which is thc l:t.::rting point in t!1o 

rc..discovery of FE!·!, t-;cvcrtht~lcss, Clough :Hcf ~) 1-1ns thc onn 

\·1ho actunlly us,~d t:hc t.·~ n:!-1 in 19GO, ~· 'nce thcn, a ~·~·-· 

11-c~ndous ümount of rcso.1rch has b<WT: Uonc ::.:1 this fiald ¡;n.1. 
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quite a lnrgo number of papcrs havo been publishcd in almost all 

thc journals relatad to al! ficlds of engincering as well as sorne 

in ·the ficlds of mathematic~ and sciencc. In addition, severa! 

confcrcnccs have been hcld nll ovar thc world and hundrcds of 

papers have becn prc!:lcntod in cach, The t:heory and ttpplication 

of PEI·l havc also bccn prescnted in numorous tcxt books (Rcf 3-22) 

In order to hclp thc rescarch workcrs in traci~g the refcrcnces 

rc_q~_i_r_~d_t"or thejr particulilr work severa! bil>liographic!> have 

eithcr been published or undcr prcparation, <Jmong thcm notably 

Hef (23) is a good sourcc oí infonnaticn. 

1,2 APPLICATimlS OF FEJ.l 

'l'hc FJ::/.1 is tlpplicablc t:o a varicty of boundary value and initi.al 

valuc p~oblcms in cnginccring as wcll as ~pplicd scicnce. Som~ 

;,f th"'r.c applicntion::: ar<.!: 

l. Strnss Analysis of Struct:nrcs, Stabilii:y of Struct:ures, 
Dyn<:~mic rcspon:::c of structurcs, 'l'hcrmal stress Analysis, 
Torsion of prismutic ¡ncl!'.bcrs 

;!. Stress Analysiü of Gcomechanics- problc;:,s, Soil-Structure 
lntcraction, Slopc st.1bil ity probla:no, Soíl Dynam1cs und 
B<lrthqunkc Enginecring, Scepage in noiln .1nd roe!;!';, Ccn
oolid~tion settlclr,cnt 

3. Solutions iíl'Fluid J.!c>chanicn, Uarbour or.cill<ttions, Polluti0n 
Studies, Sedimcntation 

4. 1\nalysi::; of Nuclear Reactor Structurcs 

5. Stress J\nillysis ilnd Flo\~ Problems in Diomechanics 

6. Char.:~ctcristic Study o.f Compositcs ill l"ibrc Tcchnology 

7. 'Havo.'! Prop3g.:~.tion in Gcophy!>ic:; 

8. Ficld Prolllcms in ElGctricill Engincerü¡g 

o 

o 
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( Ap"art from the above ment:ioned arcas, the FF:~i is also applicablt:' 

t<;~ any other problem as lo!'lg as the ·analyst mukes cert:1!in that 

thC problem is am<'!nable to solution ba"sed or. the assureptions 

introduccd in the formulati<:m of FEJ1 and appropriate material 

properties can be providcd in a realis~ic manncr. 

\. 

1.3 l-1ETI10DS OF liNhLYS:CS 

In gcra.ll:al, thero are four basic methods of analysis in !"E!-1-

displacement mcothod, eg\.1ilibrium rr.ethcC, mi:{cG. method and hybn.d 

method. Th.-;. field vari.ables or unkno1m quantitios in cach of 

chesc methoCs are a-. follo·.,•s. 

Displnccmcnt mct:hod - displ<J.ccments and their den:vativcs 

Equilibrium method - strcs¡; componerits 

Nixeo:l mcthod.- sorne displ¡;¡ccmcnts and sorne strGss componen1·s 

l!ybrid mcthod - displucemcnts or boc;ndnry forccs 

ln thc displnccmant method, smooth displat:Qmcnt distribution is 

asnumcd \.;ithin an elcJncnt, intcrclcment con;patibility of dispJ.;;¡
~ 

cc;:ment is gcncrall~· a:;surcd nnd minimum p-:·t·:.nti<'l cnergy critc.r:ion 

is l;:s.;:d in thc .Corr.~ulntion. 

In thc equilibrium J;¡cthod, the int~rior stress distrH.>'..ltion 

a~~·~~-~~~i! to be smooth, thu cc¡uilibrium-of J~oundilry t::Gctions is 

ma~,,¡;:.¡:_ned and thc Juinimum con>plimentury (mcrgJ' is thc busis 

for the for.mulation. 

ln thu mixcd mcthod 11h.ich is qcncr<:llly n:.:•;d for platc <:nd sh,;] l 

):.rol.;.lcms, both displacclllcnt:; and stivs>l;:,!; .:.t·c asswnc'(l .o;n\Ooth 
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in thc interior, tha dicplaccmont componcnts and the equivalent 

stress componcnts are considercd to be continuous at thc ínter-

elcment boundaries and the formulation is based on Reissner's 

principle. 

In thc hybrid method, depcnding on whcthcr the modcl is dis

placemcnt t~·pe or equilibrium type, the dü:tribution of dis-

placements ' or stresscs within the elemcnt is considered to be 

smooth,and along the intcrclCmcnt boundary Cither assumcd 

compatible <.lisplilccmcnts or as!mrned oquilibrating boundary 

~ractions il.re cnsurcd and cithc;,r modificd complcmentary energy 

or· modificd potcntial encr~y principie is adoptad for the for-

mulation. 

lunong thesc four mcthod~, the displacemcnt method is the most 

widely usad approach. l!owever, for platc lJending problcms 

eithcr the cquilibrium or mixed method i~ preícrred and for 

sorne ficld problcms hybrid mcthoC is more :::;uitahle. 

l. 4 DESCRlPTION OF }'EH 

]1. structurc, continuum or a dOiliidn is dividcd into u nurnbcr of 

arbitrary shapcd parts or regions knovn a:o; elemen.u., Thcst:l 

clements are intcrconnectcd at joints kno·,;-:\ as ~todet.. Thc 

principal unknown is tcrmed as the {ield ''C.It.ia.ble. This ficld 

variable can bc.di~placcnlcnt, tcmper.:~turc, pore-prcssurc or 

stress. Thc distl:ibution of thc ficld val;iable within an 

' clcmcnt i~ i!pproximatcd by thc 1100 of ccr\:ilin polynomial 

function:, _ Vi:!riat:i.Onill mcthods or rcsiUual mcthod~ are cmployc(l 

e 
~--

o 
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in the interior, the di~placcmcnt cornponents and thc equivalent 

~tress componcnts are considerad to be continuous at the inter-

element boundaries and the formu1ation is based on Reissner's 

principie. 

ln the hybrid method, depcnding on whether thc model is dis-

placcmcnt type or equilibrium type, the distribution of dis-· 

• placements or stresscs within thc clcmcnt is considerad to be 

smooth and along tl1C intcrelcment boundary either assumcd 

compatible dinplaccments or assumcd cquilibrating boundar} 

t'ractions are ensured and cither modified complcmentary cnergy 

or modified potcntial encrgy principlc is adoptad for the for-

mulation. 

l\.JnOng thesc four mcthods, thc dis¡.>laccmcnt method is the most 

widely u sed approach. Howcvor, for plil te bending problems 

cither the equilibrium or mixcd method is prcferrcd and for 

sorne field pro!;>lems hybrid mcthoC:: is :norc ::mitaL>le. 

1.. 4 DI::SCIUPTION OF FB!1 

11 structurc, continuum or a domain is dividc-d into a num!Jer of 

arbitrary shaped pnrts or regions kno;.;n as c..te.me.ttt.l. These 

elcmentu are intcrconnectcd at joints kno1~:1 as node.l. The 

principal unknown in tcrmed as thc tí.<r.!d ~Jd.abte.. Thh; ficld 

variable ca o be displaccmcnt, temperature, porc-prcssure or 

·stress. Thc dü;tribution of the field variable within an 

' elernent is npproxim<ltcd by thc use of ccrt;lin polynomial 

function·~. variat.ional mcthod!l or rc!lidll.:tl me.t:hods are cn:ploycd 

(¡ 
•. 
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tu develop thc finite qltment equat.:ions Which r~late th"' ficld 

variables at thc nades to the co:rrespondinry action ve:ctor <1t tht! 

nades of tho eler.~ent. This :::.::lationship is providcd by thc so 

callad proporty matrix '<fhich is based on the mJ.teri.ü and the 

geometric properties of thc element. Finally these fir.ite 

~lcmont equatiom; are assernbled to fo~"lll a systc:n of a~gcbr:lic 

e;qutttions for the en tire doi~ain, Thc un)movm field variable 

is obtair.cd by solving this systcrr r-f algebraic co;;_uatl.CJr,s. 

1.5 DASIC: STE:PS l!. FB Al:AL':SIS 

Thc ba::;ic step:o ir. tl:e finite clement "-llalysis of gt:>m:ral 

problems are as follo·.,s. 

1. Thc cvütinuum is Q-ividcd into finito clcmcnts of any 
,ubi tr;;.!:y shnpe, 

2, A nuitú::,;..;, ?Olynornial i!: choscn te> rcprezcnt the distribut.i.:::r. 
of t.hc field variable wit"hin un e!e:ncnt". in terms of its 
nodal vu.lues. Thus, thc field variables at thc nodes beco:no 
the ·primary llnknovms. 

3. Uning variation<ll methods o::- residual ¡;,~~·Jmds, the finito 
clcinont cquiltion¡; are formulu.ted. 

<l. 'l'hc individunl finit<:! clc¡¡;cnt cqu<ltiol:~. übt<~i.:cd in step 
3 ar~ nsse~bled to form a set of algebraic equotions for 
thc ov.;,rall continuum. 

5. The solution oi: the al<Jcbraic cquntiom: obtaincd in stcp t, 
yiclds t.hc valucsof thc ficld variables <:t tho ;J.oclcs. 

(i. From tl:c field v<•riablcs at thc noclcs, the !':cconc.ary 
ven:inblcs such. <W stl·css, str<tin for M• t:lclnC'r:t cnn De 
o:C.t.:..inod. 

• 
• • 
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The user (t!esiqner, drafts~:~an, enqin-,er or tec:hnlcian) 

inter;~cts wít~ a ':',0 sy,;tcm throu'J;., ;,pplh:ations software. The 
progrilms ~tal~-" the uscr's l<~ngu.1')l> il5 oppos<':l to the colllputcr 
implc¡;¡entation l;;~n1uii')C which is, ~10pefully, isolilt<><l from the 
US<'f in lower Jevels "of utili'::.:s an<l systcot softwar!'. The 
usefuJness of appl ications soft>l<'lre is relateñ ~o thc hu·:11•n 
enginecring of its interface with the user (co:n<:~.lnd lan1u~ge, user 
1/0 harr!ware devices, software design, ele.) as much as the 
technical content and fcatures of the proqram. 

Applicati:>ns softwilfC can he <livi¡\e<l intn two categories: 
Stilnd¡,}o"e '"':l tUl"flkcy. The StarHlillone 5<Jft¡;ilr!! is olV<Jj],l~le [TO;;\ 
1'1 softw<>re ven:lor nrd fr-=qu.,ntly runs on several differcnt 
manU{ilcturer's co::1putcrs. The turnkey so[tw<~re is ilVnil<l~>le <>5 
part of <1 P<~ckil<JCf! ~ .. rdw¡¡rc/soft•wilre system fro::1 i'l turnkey vendor. 
The · turnkcy vendar typic<llly buys co:n;>uter '-"¡ui¡>mc.nt trom 1'1. 
cornputcr cna;¡uf,,cturcr unrl corr:bir~cs this with his own softw<~rc, 

h<~rrlw;nc pacj.;i'lgin'], <1nd wnksti'ltio:J desi']n. /1. f<>w turnkey ven~o~s 
offer modifi"d softw.-re (rom '>nother sof~>~arc vew~or. ;, few als? 
produce thcir own h~rdw<>rc co~ponents, particul<~rly· 

micropro<.:cssors for s¡>ee(!ínq up intcrnctivc grilphics response. 
St~ndalonc nppl icJtiuns softw<~rc ~as t',;~ primilry Mlvilnl•l'JC of 

flexibility. lt oftcn c<~n be implemente<l on cor:1¡;>uters over <1 

broac:l iize/spced rilnge ¡n org<~niz.1tion"< h~vin'J rliv<-'rse cornputin<J 
rnachinery. Sti!n:l<Jlone -o::;oft~oJare domin~Les cngineerin'] ;¡n<llysis, 
wherc turnkey o::;yo::;ter~s either <lon't offer C<Jpabilities or ,,re very 
weak. Turnl".cy systcm~, on the ot:,er h<:~n!l, have t:,e prirrary 
adv<~nt<J]C o( being availilble from one source, avoi<litHJ the 
potcnti<Jl prolJlcms of muJti-vendor sccnariél~ .. Th"Y hnve achievccl 
i'. domin;,ncc in thc are" o[ geo'lletric rnod<>liw¡ ancl ~lr<Jfting 
(pilrticuJ,lrly 2D). 

This s~ction r••vicws \.hP <;t<~n:l<Jlonc <l[">plicilllons o::;o[LVIilte used 
In CI>.D. Turr1kcy systcrns ,ue <lis-:::u~.o,ed in Section VIT. Thc bi<J 
ncws in st¿¡ndalone CA[) o;;o(tV/arc is the mi<Jrlltiorl to ~rnnll<'r 
computers. 

' . 
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Sll1 :JA'<, 1:ngla:1d 

37. socort:c 
"Le:;; (luadrants" 
3 Avenuc <!U Cen::re 
78187. St r;"luentir en Yuelincs 
Cedcx, Francc 

3'3. Dr. Edward L. '''i:_son 
ltJSfl Lcncvc Plac.c 
1::1 Cerrito, C'l 94S3rl 

39. 1"1St., lnc. 
Sth Floor NCJ': Fluilrlirq 
7501l Bellaire Blvd. 
HotJston, TX 7703~ 

l,{l. 11. D. Little, !nc. 
2n lo,corn Park 
Cil1"1hri:l<JC 1 '\!>. (1214rl 

41. Quadrcx Corporation 
17~0 Dcll !,venuc 
r.a~p~ell, Cl\ 95008 



22. Inter<icUve Grap!Jics 
Enginc~rir¡g L<Íb 
Univcr.:;ity of J.rizona 
Colleqe of Engineeri:J~ 
A-'IE Sldg. 1<',, RO<>::I :210'1. 
Tucson, "2 85721 
{6/JZ) ?2& -/&,5tJ 

2). PD'I Ew¡ineering 
17411 Garry r..ve., suite 201 
Santa r,na, CA 927fl5 

"" 
24. Manufactur Ín'J & Consulting 

Scrviccs 
3195h .'d rport Loop Dr ivc. 
Costa ."1CSél, C!1 9?.ó2fi 

25. lockhced, Burb~nk 

~uildir1g 67, Plant r..-1 
Depart:;,cnt llD34 
Burba:1k, r:r.. 915~1 

26. r:vans and SuthcrlJnd 
Computer Corp. 
5811 Arapccn 9rivc 
Sal.t l.~kc city, Utah 84108 

2"1. Production .'1utomatlon 
Projcct 
Collcgc of 1-:ngineering and 
Appl i ed Se i ene e 
Univcrsity of Hochestcr 
Rochester, NY ¡:,r;27 

28. :-!'IG I 
3 \•estchester Plaza 
El:nsford, NY 10523 

29. ~\l,TRA-Datavision UK, Ltd. 
syster.1s E:ng ineering 
Laboratorics 
Rafferty llousf' 
2-4 Sutton Court Ro¡¡o:l 
Sutton, Surrey SMl 4SY 
England 

31l. MC'I.UTO 
:Jept. K5fl7 
r.o. llox 511; 
St. Louis, MO 'i3l()(i 
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31. Tech."li::he Datenvcrilr!:>citung 

A-srn :1, Gr.H. 
Luthc1·1asse 4, Austria 

32. Washln'] ·on Univcrsity 
TcchnolllY Associates 
61l49 Lit .inger Road 
St. Loui.:, '40 'i31~4 

33. SClfl 
~ltcnrorle;troat r¡ 
33'15 Mccn::cl-Kiezegam 
Selgium 

34. 1\dvnncc.d E:·1gineerin'] 
Consul t.1nt~ flll 
!lox 30~4 
s-580 ll3 Li~kopin1 
SWC(lCn 

35. Engin"cring :o:np•Jt~r 
Serviccs, Lt·l. 
Piccadilly, ·:a.,worth, Staffs 
ll78 /:EH, l:nghtHl 

·3<;. Compillational ~cChilnics 
);;'5 lli•Jh St!C( l' 
Southh¡¡m¡.>ton, Har.1pshirc 
SOl ~1\A., Engla:1d 

37. socon:c 
• Les Quao:lrant.s" 
) Aven"e c!u Ccn::re 
78182 St 0ucntir, en Yuelines 
Ccdc.x, F"rance 

)'l. [)f'. Edward L. t.,'j :.son 
1050 Leneve Plilc<o 
El Cerrito, Cl\ 94531l 

39. I".SL, Inc. 
5Lh Fl oor NBC Bu i 1 rl in-, 
751lll llcllaire Blvd. 
Houston, TX 7703~ 

4(1. 11. D. Little, Inc. 
21l l,corn Park 
C<unbridge, ""\ ~21~0 

41. Q<1adrex Cor¡X>r,;tion 
17rHl llcll Avcnu" 
C:ilmpbocll, CA 95(108 



42, Structural Software 
Dcvelop1~ent 

1936 Sh~ttuck Avenue 
Bcrkclcy, Cl\ 947(14 

4). MC!IUTO 
Dcpt. K2~6 
P,O, BoK 515 
St, Louis, MO 5Jl6fi 

~4. Al\1\ Tcchnology and 
Spccialitie!l Co., lnc. 
P. O. Box 37189 
llouston, TX 77¡¡35 

45: Fitcch, Ltcl. 
Mississippi Statc Univ. 
Drawer KJ 
Mlssissippi State, ~S 397r,2 

4G. Mr. Ronal<l T. Braclsh~w 

85 Ccr~tr.1l Street 
~altfl~m, .'\f, ll21')t, 

47. Gullcy Computcr Assocíatc!l 
231J~ L l~th 

Tulsa, OK 74lfl4 

~8. Structur.~l Mcmbers Users 
Group, Ltd. 
P. 0, !Jo K 3950 
Univ, of Virgini¡¡ Station 
Charlottcsvillc, VA 27.9\JJ 

~9. Gcncsys r.i•~itccl 
Linlc Strcct 
Loughborou<Jh, LCllOIIY 
EnglHncl 

5\J. F:CO"l !.ssociat.es 
SG78 h', llrown D<>cr 
Milwnuke~, WI 53223 

51. syncrco1a Tcc!'lno1o<J)I 
P. O. uox 27 
5U'JC[Jil1Hl 1 'l'X 77478 

52. CO~CAP Comput1ng syslems 
770!l Ed<Je"·ater Drlvc 
Sui'te 7ilfl 
O~kland, CA 946~1 

" 
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53. Structural Pro<Jra¡:,r.dno¡, Inc. 
83 Doston Post Road 
su~ury, MA Ol77G 

54. Shn~1er Associates 
1959 C~alicP Way 
Toledo, OH 43613 

~5. SysCo"'p Corporation 
211~2 Broadw¡o,y 
'><.tnt.:. ...,onicil, Cl\ 91l40t, 

5(,, ~.olguin ano:l Associates, Inc. 
~S22 r::romo Dr ive 
P.o. !lo:< l2991l 
El P<lso, TX 79912 

57. Zeller-Pennock, Inc. 
2727 Bryant Street 
Denver, ca Sll?.l1 

58. Str~ss .~nalysis 1\ssoci~t"s 
4529 ;..:,geles Crest llighway 
Suitc 104 
La Co1na'la, CA 9llHl 

59. Computer "1art 
561l ·~est 14 "lile Road 
Clawson, Ml 4!1017 

Gfl, Northern R~s·e,1r<:h and 
En<Jinccring Corp. 
39 01 )'"lPÍa No/en u e 
'lioburn, 'lA. 018!'1 
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Software Referral Cat~logs 

l. llP lCC;l Guide to o¡;:,.,.,s and Softwnre Suppllers 
OE:'I '1ad:et Develop"'ent 
Hewlett-Packard Dilt<l Systems Division 
110:\A Wolfe lload 
Cupertino, Cll 95;)14 

2, Engineerinq System SofLware Referral C¡¡talog 
Digital E:quipr:1ent Corp. 
Engi,eering Systerns Grou? 
.2~A Forest SLreet 
Marlboro, MI\ Gl752 

Distrihtltion 1\gcncies for Software 

l. ASII\C (1\eroSpiH:e Structures lnform<ltion and Ari<~lysir: Center) 
M"F!)L/FBR 
Wright Pattcrson 1\i r Force Base 
D<1yton, 011 45433 

2, CE:l'l\ (Socicty for Computcr 1\ppllc¡¡tions In E:ngineering, 
Plannillg and 1\rchitecttJTC, lnc.) 
358 !lungerford Drlve 
Hockville, MD 2A850 

3. COS~IC 

Suite 112, tlarrow llnll 
The University of Georgia 
At hens, G/\ Jll6ll2 

4. National lnformation Service-Earthquake Engineering Computer 
/l.pplication5 
~19 Davis 11~11 
The University o[ Californi<l, Berkeley 
Ucrkelcy, Cl\ 94720 

S. N<~.tion<>l TC!chnic,ll lnformalion Centcr 
5285 Port Roy~l Ro¡¡d 
Sprlngficld, V~ 22161 

6. NE5C (Natlonal Cnergy Software Center) 
97(1(1 South C<~Ss AV<>nue 
Argonnc, tL G!l439 

9J 
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' •• El l·lC:F es particularmente útil cm el procc~o de di:::ci'lo p:1rn _ 

loc;¡l~<'.;~r ¡;untos e:: le;; GUC p;.¡cda presentarse fnll:~ por un c~:·uc:"~o 

cxccr;ivo. Esto requiere el m::o de un pro(;rama de clot~c::to finito. ;;1 

progrC~!~U, a su vc1., requiere que el m;ario le sumini:.trc i:Uo:·:-.acié:-1 

n:•spccto a la geot~et..ría y a la constituci6n maturial del clat1c::to rlc 

máquina que va a nnul iz<trGc, así como respecto a los apoyos y las 

car¡;us nplicndas. E::Jtos dos últi:'!OS cont:cptos cot:stit¡;;,•on lo que ce 

c6noce cotno conolif..iJl.nafl ele: .fro~t>'r';':',• Una vcz rcalin•.do el an<iJ.isis 

mcdia!'.te el proc;ra::1a utilizado, los n~sultaéos so:: ut-rojaCo:; cc1 fo:"ma 

nwn0ricu mediante vn listado, o bion en i'on1;1 Gnificr:t. El sunlinir;tro 

de dato¡; al pro¡:rarr.a corHJtituye lo q_~.<c se cor.occ como ~Jl:"Cr;!'occcani.::.-:tc, 

micntra~ que el ~11:1ini~tn, u'rJ rer;ul-:-r,rlos, E.~!"''roc"n~"-.ic:1to, 'J'r,ntu 

1mra e;l prn- co:no p<>rrl el po:::procc¡:rtrücnto :se requiere Co!ltar co:-~ 

si5tc:~a5 de có:.1puto (procramul y sul.>proe;~'amas) que co!".stituye:1 lo 

que se l 1ar~o. ;_;ofi.1·:n1'0, c.rlc,;~;b dn equipo ( r,rafic:1dorcs, di¡;i tuli zr:dorCf:, 

t-ul.>os de rayor.; c.atórlicos, intcr:facc=), que com;titu~·e lo que sn l~'"'~'a 

llarrh:>'.r¡¡. En la Fi~ 6.1 st.< rr.l<l!L'tra el e<quipo IJÚ~;ico r·e;qucrido P'H' el 

f~EF. 

El am'-li~i:; cct6:tico de clc1:1ento~; de m¡íquina se presente.. F..ediantc 

un ejemplo Ce di::ei"o de r::ác.uinas • .Sn la Fic 6.?. se·r~ue::tr·a e1 C':;labtin 

de unél cadorm de tran:::ni~ión que en opel.'ació~. ha fnllado en t:!l pur.to l 

in fa"ot·ica.nte ::;upone que ne trata de un proble:r.a de concentr~c.:.ó:J: Jc 

c::;fuel'~o, por Jo que ha pedido un nnállsiu me;c]l:uJtc elcrr,ento fini·r.:-. 

Se conoCe nl r.m.teriul de quo cnti;: compuesto el eslabón, yor lo q~,;c so 

conoce su r1ódulo de clan·Licid;ld, E, y r;e :;upondx·.:í que pr·c~cnta un 

comport:l~:Ji<:nto linclnr.oente cJci:stico. Dada Ja doble si:~!Jtt·ía del 

eslabón con raspacto a los ejes y-y' y z-z', y de las c;nT~ac aplic:.d8t, 

ha:;t<ex·:í con ahc!.li<.Ul" un cuarto de "1, >JC¡_,;Ún se Jr.uco::tra cr. la Fiz 6.2 {, 

La malla de esta :figura con:>iste da elementos tria:-~¡:ulan's const."!.ll~(,G, 

esto ('f;, que se supo!H:.' ticr:en una di:;~ribuciÓI\ unii"Orr~n c~e es[Uel·~o. 

Er:ta r:lalla se r,encr::.. autom:í:Licar:lcnte de la f:i¡:uiente i'c.r::-::t 

i 



6.2 

i) Con nyuc.la dnl di¡;itlllizador ::;e pro¡,orcionan las coordun>~d:<:; de 

los punto:; 1'1 , 1-- 2 , I'J'"' etc. de'la Fig 6,), sclcccior:ador; 

con un c~:pad,-.micnto adecuado uo\.Jro un dibujo con::.tructivo. 

ii) El' ¡::cncrndor autor.1,~tico do rnCJ.llas (:;oft'l.•are) produce el contorn:l 

de la r'ic 6.} medi;mte interpolación lineal entre loG ¡n.:ntos 

dadoc. Ectc generador rcquif'l'C una partición de tod;¡, lrc pioza 

en las partcé: ¡¡efí:llodas en c::;a figura corr.o 1, 2, J y/;, que 

contiuncn apro.xila<Hiar:lentc la mlsma ároa. 

iii) ~:cdiantc una inc:truoción, el ¡.:encrador auto¡:,:ítico de r.mlJa::; 

produce una malla bien de elementos trian¡;ulz,rcc, co:no· la de 

la Fig 6.1t, o bic:~ una de clC~1cntos cuadriL'itC!rO:;, co:no lc:t dCl 

la fic; 6.!), 

iv) r.:cdiante un minl¡;¡izador de tnnd¡¡,, ¡;e numernn lo~ nodos en fO!'o:la 

tal que ¡;e pro<!u;>ca uno. r.mtriz de ri~idez de banda m:íni1r.::~. En 

la Pi¡; G.6 ce r:me:otrv.n diferentes for;:¡a¡; de m;r.ler<=.cié¡; de 

elerner.tos en_una \'Íf>a rcctan¡;ulnr, que J)r'oduccn <:liferentes ar;d,oc" 

de band3.. 

v) 1·1edinntc• un h:1lancC'ador de r":üla:J se eliminan los elemento¡; de 

lados muy desicuale¡;, En ol ejei~oplo del e:JlHbÓn de la cadena de 

ti:-anc:ÜtliÓn (Figs 6.4 y 6.5), lor-; elelnt'ntos E'"t:ln b[wtan-~c 

balanceados 1 pero en una pieza de scomctrín ¡,¡¡;:e co:-:~plicada, 

como una cnrcaza t~o \JO:rtba, lo:; elementoc d.:. la m:1lJa c••ne~·ada 

automáticaL1Cnte pueder. f.lor 1~uy desbalancea!la¡;. En la !'ig 6.'¡ 
¡¡e ln<.teotr.-:. 1n mal];¡ de une~ carce~za dH bo1nba cun elemento~; 

trian01L~re:::;_ muy dc¡;'l;nlanceados, mientras que en la l'ic; 6.8 se 

¡;¡uo¡:tl'a t~fln miGma m:llla una ve?. que ha ~¡idu b:\l:¡nccnda. 

' 
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vi) Una vez que Ge ha minir~i7.::1<lo la b:tnd:J. rle la matriz de ricidc2. 

y que se ha di:;;:linuido :;u comlici~n r.mdinn·lc el balaiJcco de su 

mcüln, r:r¡ procede al cúlc:1lo p::-cpia:r.cntc dicho de el<::;';J;onto fir.i".,o. 

Este produce valore::; de dc:>¡Jlo.~aOli cnto, do deformación y de 

esfucrzu en loo riodo:; de l:J. malla. La diotrih,~ción del c~fu,.rzo 

norr::alr..cntc presenta diocontinuidadcs "de ·llalto" en los borde::; 

do cnda ¡,Jcr~cnto, c~orno oc r·:uc::;trn <en ln Fig 6.9(a). r:c:C:ür.nte un 

procedinicnto de po:;p:-oc'"sar~it!ntv oc p~;ctie ''s~.:avizar" con 

dintribudón, ol;t<mióndo::;c ln de la !:·'ic: 6.9(b). 

vii) t;na vez "~;uavi1.;HlH" la tlit:tribución de csfucr7,0 se proc(Jd<l a 

rcprc:;entarla bien sen en forr.-ta bidimentoional como so r,;ucstra 

en la Fir; 6.10, o Uicn en formn triclimcnciOr'.<Ü corr.o en ln~ 

Fir;s 6.ll(a) y (U). 

El proe;ramn utili?.ado 1mrn obtener los rcr:;~ü-tados de la Fir; 6.11 es el 

llnn;l<!o )!;LJ',;I, dc~:n·rolJ;~do ,.;n c.l J.al,oratorj(, de l;;ÍqlÜI"lilS llon·t,rr.ienta 

del Instituto Tecnológico P.enuno-·::cstfálico de Aquis¿:;rán, H.F.A. ~l 

cálculo corre¡;pomi(~ a lo. "ulla de la Fic 6,5, da cl("'•'mtor¡ cuarlrilituro" 

icopararr.étricos. En esa mü:r.-:o Labora-;;orio se ha dc:;¡;.rrollado otro 

proe;nr.:::a, el llat~ado Fli~:::L, que r,u,~nta con ch•mr,nlo:; do e:;fu<w·zo 

conata:1-;;e, que, ::;in e>:lbnr¡;o, produce resultuGos sa-';:i:.;factox·ios, Con 

cate pror,rnr:1a r;c olJt.uvo J.:.¡_ dlctrÜ•ución del cGfucrz.o en 'u1~a placa 

in:finita sujeta a carc;aa-;51 y<:J 2 en don direcciones perpendic~.;lares, 
con una pcrfor:l.ción ellptica, cono GO n:ue:;trh en la Fir; 6.12. r.os 

reaul.tadoc se muestran en la 1-'ic; 6.1). 



UX lDAD CE:.<TRAL DE 
;.:E~:ORJ:A 

CO:\SOLA Df.L 
Z,\DOR 

TUBO DE RAYOS 
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U;<.'IDAD DE BANDA 
HAG;<.'ET ICA 

TER.,\11:\.'I.L DE HJPRESIO~ 
ENTRADA- Si\L ID1\ 

GR¡\FICADOR 

Fig. 6.1 Equipo básico requerido para el NI:!' (Laboratorio de ~U'tqui:J.c;S Herra:::ie:J.ta de Aquisgrán, RFA). 
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Fig. 5.2 

(e) 

~:alla do ele;::e::rtc finito de un cuarto del eslabón, 
en las configuraciones de referencia (r) y final 
(f) . 

( ') 

-'- - -

. 

(o) 

Eslabones suce 
sivos de una 
c;¡_aena Cc
transr.üsión 

(b) 

' 1 

' 

•' - . Distribución del esfuerzo 
en el borde del eslabón 
de una cndc:¡a de transmi 
sión . 

Eslabón de ur:a cadena de transmisión, que presenta concentración de esfuerzos en el punto 
P, r su :::ode1o de elcn<into finito. , 



, Fig. 6.3 

\ 

2 

2 

Ro¡roducción al'~C::lá~ica del contcrno de la pieza de ;náquina y partición para la 
r.:a la de elemcr.~o h;uto. 

• 
• 

• 
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o Eig". 6.4 ~:al la de elementos f~nitos trlang;;laros, generada ;'l.utorr.áticamcnte, con distribuci.ó:'l. 
unifor;:tc del. esfuerzo en cada clc;;¡ento. · 
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Fig. 6.5 ~¡aJ.la de elementos finitos (isop:i.ra;:létricos) cuadrilátE-ros, generada auto:náticamente. 
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Fig. 6.10 Reprcse:ttaci6n 
bídi~ensional de la Cistribuci6n 
del esfuer¡o en ia carca¡a de 
bonba de la Fig. 6. 7 

(a) ( b) 

Fíg. 6.11 Representación t:-idi;;:cnsional de-la 
distribución del csfuc-r=o en el e-slabón de una 
cadena de tran~i':'.isión, Ce la Fig. 6.2. 
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fi!l G.l2 Plac~ cargadJ en dos direccior¡cs con unJ perfor~ción 



Fig.6.13 Representación tridimensional de la distribuci6n del esfuerzo en la placa de 
la i'lg. 6.12. 
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APPE~JliY. - !lATA J~Pllf TO SAP IV 
1 

1, HEADJiiG CJ\FlD 02AG) 

notes colutl'.ns vorJ.ablc 

(l) l - 72 HED(l:i) 

NarES/ 

~ntry 

F.:nt~r tiH• l><•odln¡: inform¡,tlon to ~e 
prlnl<"d wj th thc uutput 

(l) H<tr:Jn üach ;,cw <lata case with n n~w Jwadlng ~ard. 



"· 
note~ 

,., 

"' 
"' 

'" 

(5) 

(ü) 

'" 

"' 

~~15TEI\ CQ-;TflOL C,\ llD 

colu~n~ c·orlahlc 

' - ' ~n:~r 

' '" ~¡;¡.ryp 

., l :, LJ. 

IG ~ :W 

~IJY.~ 

2G - JO ltOIJt-:x 

36 - -lO KEQU 

(SIC.) 

en! ry 

Total numiH' r "' !H>d" l n<>tnts (.¡o>nt~) 

' " t 11<. n.<><ld 

~u:::hcr "' elcr.u•nl ~roup~ 

)iwnbc• r "' 
~ t ru<· 1 ,.,.,_, h"'d ('~"~"; 

C!:- '. ' ~1011~ nnal)'SIS 

EQ. " dyn~mic analysls 

);ur..b~r·or frer¡'"'"~H·~ lo lw fouml 
in the cl~c-m•oluc• solUI>un, 
[0.0; ~ta<>c annly~ts 

Gl: . l ; 

An,olys¡,; ty¡><' <"<>d'-'' 
l</.0; st:<t>c analy~Js 
1:4.1; 
EQ . :< ' 

~;Q,O; 

[Q.l; 

" ' ~"" v n 1 "'' _-' '"''' · t ,,. ~n l u t wn 
foJTc.'d Uyn"'"'' ''''F"n"' IJ\' 
mode sup.,rposit l<nl 

,.,,~1'""~" ~reunto• ·""'\;·.,,~ 
r!1rect ~tcp-hy-st••i> llll•·l:rat>on 

pml1l"'" "dut '"" 
datn <"IH.'Ck utoly 

Tot"l nmnbc•r c>l ,.,.,.¡.,,~ tn be "-'''d 

1n ,1 ~l.'li!>PACE: I~Tf:ll\TIO.~ ~oluLJ<>tl Jn1· 
" !¡:env al ue ~/ ,.,.,. 1 o rs : 

t:Q.O; <ld:lldl ~col to: 
~n:-;p•St".~F·~) 

)/Jmbcr ol dP,;r<•c·~ o! fl'<•<•<lom 

(L"quat>ons) p•·•· hlowk uf ~te>rnf'<.': 

f.Q,O; cnlc<Jl;> ¡.,J ""'·""'" l>c:<l ly 

IJy liLe• pl'OV.l'""' 

(J) ~O<iv~ .lt'!' JniH•Jp¡i "1\il l<>i<'I:C'l'O ¡·nn¡¡ltl(: [!'011> \ 1<> 

tl:n l<>t"l numbc·r· <>f lln<lcs tu tl:t• s;-•t~J:J, "~l".II:>P'' 
1ltc• pru¡:t·.om <''l\S ~''"no> <llao:noslH' <r-c·s~-•.:•• lf 

~r:.¡:-;p '' "'''" (01. TIHl~, ~~~~ hl:u>l, c·.•n•, _,,. u,,•o 
1<> •'11<1 \llc• 1"·"\ d;l\:0 t',\"•' lll o ¡·uu; l.<'.,''"'' ld"nk 
llt•:HiillO: ~:ltol (Sc•t'II<Hl !) .ltld ()ll(_· IJI,llli. l';l"l 1<><

lhl~ Sl'<'l)!lt\, 

(~) Fnr <•nch <111 ~•'<'f'nl ,,¡,."" 11\ tqH•(TI!II~S. !lf~\'.1, <'lt'.) a 
nc•w dcmcnl ¡;l'""ll ,,..,.,¡ 11<' •h•fitl<·•l. f:l,.,, . .,,_q WIIh1n 

~'-""1'' ,,.,, ,\.'-" ,_,,,.,¡ ,, k ¡:o• ,. L<bd ~ ¡·,tn¡:l n¡: [ ''""' "t" 

'" (11(' l<>l.tl "''"''"''' "' .-:,.,.,.,,~ '" \11<' •:'""1'
El<"r"'O\ ~,-.,,,~ ,,,.,. 111put lll ~,,.,,.,, !\', ho•ln•. 

ll.l 



"· !oL\STUl tO~'TJlOL (',\I!IJ (<-unt LllU<·~) . ' 3 

Elcrr>c•nt n<mb••rln~ mu;;t h•·~tn w!lh on•• (!) in ••nch <ltl!C'!"<·n\ 
r,r<Hlp. Jt Js po•~1lll<• 1<> """ rr.orr 111.1n ""'-' ~rnnp ¡,,.. on 
dc¡mrnt trp~. f'nr ooxarnpl<!,-all colurro" (vcrt<c·ol ¡, .. ;m~) o! 
a bulldtn¡: mny 1><· Cu!lSHJun·d one ¡;rnup nnd_thc• ¡;lr<h•n 

(h<.>rlzuntal b<!ar::s) r.ay b•• cunstd<•r<·d anothc-r o;rou¡>. 

(3) A\ kas!""'' (1) lood cnndlllon rr.ust IJ~ sprCI(I<·d f.,r ~ 

"' 

stnttc (:-IOYN.I:Q,O) ano•lyo~;. lf thc• <l"to cnse •·nlls Jnron<>nf 
the dynarr.H an"lys1s optl<>llS (~D)":'i.I:Q.l, 2, J, o•· ·11, nn 
lo~d COS<'S con br. rcQucstc<l (l,c., LL 19 input"-' "o"). 
The prograc al"'"Y' pt"cc;;scs Sc•Ctiuns \' (Cunc-cntrat•·d 
Load/:.lass Dato) and \'1 O:lc·rnent Load :.:ultipli<'n;) nml 
<•Xp<•Cts tu n•.od sorre <l~ta, For tlle cas'' o! a oJ\"r>"<n>c 

nnalysis (.~!J\1:.G!:.l) only m.>.•~ co~fll'"""l' can 1"· l!lp'l\ 
in Sacl>on V, nn<.l onc (l) lllnnk du~c•nt load nuoltlpl!<,r 
cnrd ls expoct~d in Sc~tlon 1"1. 

!'oro stotlc anolys>s, Nr.r.Q.O. 1! ~OYN.EQ.I, 2 or J, thc 

lowest Nf" <'>~•·nv.>lucs ar~ <i<'lurmine~ lly th•' pr·o~'"""'· :>nt<• 
lh¡¡t n tlyn.>mic >.olutlt>!l m:•y IH' rc-~\:11"\<•d afl<•r •·•~··nvoltL<· 

cxtractwn fpr<"•id1n¡.: a prHv""" <'il:"nvolu•· ~"¡'"'"" ¡.,,. 
lh<• roodcl ~"~ ~av<·<.l "" \"1>'' as <.les<'l'lh.,d 1n -"!'I<Cil<ll~ ,\) 
NI' for thc ong1nal ond ,-.,-start runs rou~t lJo: tlw 50n<!. 

(5) lf NJJY:.:.E(/.2 or SIJY~.E(/.:1 11~<· ¡JI·n~t':OlO (o¡·ot snh'''" lor ~F 

<"i¡:cm•"l<"'·'/''''"\ors nlld th•·!l JJ~t"ful'lnH lile' fon·••d r••"Jl""-''' 
s~>lutHtn (,,,. the J'0Spons•: s¡,..ctnu:t :<n;ll)'.,1~). TILttS, lile 
pl·<>~ram <'XjlCCIS to road !he cnnlrol <::trd go,•c•rmn¡; lile 
<"igcnsolution (Sc•ct>on l'll.A) bc!on• rendin¡.: <.la!~ In 
••1thcl" s,_,~tluns I'II.B or I'II.C. ror 1!\c case ~!JY:i,t:Q.l, 

lhü pro~ram soJv¡,s lo•• NF <'1¡¡-cnvalucs/ve<:lors, rr>nts th•• 
ro~ults nnd p!'l""0uds lo tl•~ ncxt <lntn ca::e. TIL<' ••·sults 
fnr the Pir.<'tlVnh>e soluti<Jn pl\as~ (,~llYN.EQ.l) m:>y he 1 
s~v"d for latcr ""''in nutomn\Ho n·-~tan (Arr<>ndlX A 
llsts lh<' cuntrol cards lhot nr~ n•qu>n•d tn affccl tbis 
Sil V<' opero\ Hlll). l .e. a dynomic sol\11 "'" .,,.,. be• rPstarted 

Witllr><lt r<·pc•nltn~ ll>c• sol.ullt>ll !'ur 01<><1<'~ and IJ••<ill<'lll'tcs. 

11 th1·1 <latn ''""''''a r<'-~t.•o·t Jol¡, M'' ~un,l<l.-~ [0r o 

f"r"''d n•spollH<' ~"lu\1<111, .,,. ~,,¡ ,\JJY.>.ECI.-3 le><'" ,-,·~pon;•• 

~Pc<'lnm anoi)'S!s. ~O\<' tltn\ th,• s<1lutwn mo_,- lu• r••->to,-t,•<l 
a multipl<' of ttr.cs (\o run di(f,.,, • .,¡ t:•·,nm<l ~!'<'<'ll"a or 
dlf[o·rPn\ '"'<'-~<'\Wndo•nt l<>r<·>n~ fum'\Juns) ¡,..,.,,.,,,.ti:<· 
Pr<>Grf<Ol <1<1<'" 11<>1 dc·~tl"<'l' lh•· ''""'''"'' <>1 lile ,-,•-sl~r\ IOI" 

lf ~D\~.EQ.-1 11¡,· !'''"~''""' i"''"\UI'It,; ¡¡,.. r<'>'l'"'";,• s<>l\ltlo<: L; 
dir<"C\ st.-p-b)·-,.¡,.p Jll\<">"'"''"" ,1n<1 no ,.,,_,..,,-~111~ ,;olut""' 

<'"ntrol c·.<rd sl¡ould b<' pl""I'Hl<·<1. 

11.~ 
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11. MASTER CO~'fi!Ol. co~nu (cuntinuc<.l) 

(6) I~ thc d:Jto-chcck-"nly m<>dc (.\:O!JE,\.f:Q.l), thc pn>~r:u:1 

writc~ onl) """ ltlc, "T.\I'EH", Jll<l tln' !tic ""'Y 1>~ 
~ave<! for UO<' ''-' )nput l<l <;pcctal pur¡""" prnr:•·o~m~ '"~1\ 

"'mesh plotlct·s, <:te. T.IPEII ccnt"'n'. oll d:ot.o utput 

in its cumpletcly ¡:encrotcd I<H"J:\. lf :.IOI!f:~.l\¡.1 '""' 

e! thc ""1'""' 1 ve ""le u 1" t ton~ rcqu trcd <lu ,. , n¡; '"'~"~'·' 1 
OllO~X.EQ.O) exccutton urc pos''"J. TAI'EII, ho~"'"Ct', •~ 

not ~rittnn durlng norm"l.prolllcm ~olutH>n. 

:-lote that o ncgatlvc voluc for ~:D;"> ("-2" or "-3"), 

~-hen c~ccutln¡¡ In thc dota-chcck-only r.1od<:, dot·~ not 
cause thc pro¡¡ra01 to ,-..,~d :;l¡e re-~tart tape "-lllch 
contau¡s thc "'~""">lutU>n 1nfor:n:-t1un: tnstc~<J, the 
progra01 .JI!~.ps dir•:ctly 1 rorn Lhl~ ca•·•l to S<l,Cl ton 1'11 .ll 

(or Scctt<>ll \'11.!.:) ""'' ,·ontinoe' reodin~ ~nd chuc~tm: 

-data c"r<Js WLlh•><>t pc-l'l<>rm>llij' the solution, 

(7) lf thc pn>grnm 1s 1<> s<>lv<' l'>t' et¡:elwalHe~ LlHi111: liLe 

SUDSPACI·: lTEH.\'I'J(),; "ill"l'lllll-1, Lile <"ll'-l')' lll ~" :11-J~ 
Coll Le• US<:<I LO cll"lll':" ti>" l'>l,ll r>umh'.'l' 'lf 1\,r,ol '"" 

''<H:l<.H> lo¡,., '"'''1 1 '"'" Lile <lel"ul1 '"'"''"'"" <>1 ~·SI' 
or liF•H (~ll!<:ho•v•u· " ~owllcr) L<> the ""lue "~.\1!--. 

The efleet o! '""''""''"~ S,\J! '"'-'''Lile del~ult ''"lllo.: 
is lo aecclcrate C<>nveq:'encc tn the c.tlcul~t ton~ for 

the lo~e,t :;r ei¡;L"ll\':>lo~·-;. S,\U '-' prinCli>Oil)' "1'''"
¡¡ron L'-'S\Iu¡; l'·'''omcte>· ""'' -huuld no.-cwll)' 1><1 l,·lt lllo"'' 

(8) U:QD is ,o pro¡::r.>IO te~tin¡¡ por,Hoetet· ~~~~~h ,o]!,·•·' the 

uscr to test multtple equotwn block ~ulutt<>U•; '"'"~ 

~OIOl! <Jota ~"Se•,; ~hlch I•OU]<j O!hC!'~He loc <>lW iJiocK 

prol>lerns. U:QB lS norOl~lly lcit Ulul\1:. 

l I. 1 



1 Il. 

note" 

(2) 

"' 

( ,¡ ) 

(5) 

(G ) 

NUTJ:S/ 

);QIJAL POJ~T !JAT,\ C\1, 1 \,61 ~' ,:\FJ<\.0, ¡;,, J-"lO,Ol 

colunms vartohk 

' 

' ; ' 
' '" IX(~,l) 

" " IX()( ,2) 

" " JX()(,3) 

" " JX(..,-,11 

" '" IX(~,5) 

" J5 IXL~,G) 

'" 
,¡ ,, X {.~ l 

•1 ¡; ,,~ y ( :->) 

" 65 Z(~) 

" '" " 
" - "' T ( )() 

~ntt·y 

Symbol dc-scribln¡: coordin~1t• ,_,-,¡,.,-, 
for thls no<\t•; 
EQ. (hhnk) 

EQ.C; 
c~r\"s'"n fX,I",Z) 
cyllndr><·": f\l,l",~) 

);od~ numhur 
• 

X-transl"ttnn t¡ound~ry <·on~t\ "'" e od" 
Y-transl"''"" bound3ry cnnd 11 1on ("'"'" 
Z-tt·onslntton 1Jound3ry «>nd 1\ 1"" ~·"'~ 
X-r<>tOiton bound~ry uond l \ jon c·ud<! 

Y-rotol1<>n t¡our.dary t·ond 1 t ;on t"<ldt• 

Z-ro1ntton lmunda,.,- eond t \ ton <·t><lc 
¡:Q .o; j ,.,., (load_, ;olLJ~•·d) 

El.l • 1 ; ll >t·d 
( "" l uad ,¡¡,,,,d) 

GT.l; 1,:\H\o•<' '"''''' nun·,iJ<.•r (he :oro rwd••> 

"nlyl 

' (U!" "' -ordJll 't '-' 

' -unltll:ote 

' '"' " -ordtnaL<_< (<1""''.'' . ' 
Xodc• JHUT.IJc:l' JJH·t'<'"'' "' 
~'n<lal 1 o· '''P'' ''" 1 u rt· 

. (1) A spccl~l cyltndrical cootTI!n"''' sr~t~nt 1~ nll""'"d 
for tne ¡:lt>bal descnp!lon o/ nnd:tl poin\ lo<·atlons. 11 

a "e" ls t•nlct·ed tn c:trd colu,.n """ (l), !hc•n !he' entr·H·» 

given Jn ,.,. :16-65 are '·*"" tn h<' rdt·r~nccs tu ~ 
gloh"l (!!,Y, el ~ystem rnt!lJ•t· th:on '"\he ~!~ndatd 
{X,I',Z) ")'''""'· Tlle pn>~t':Jm c•ora·,•t·t~ t')"ltndJ'J<':<l 

COOJ-.Jttll,t<' I'J•f,•J'c•IH"L'~ \o t':Jl"i<·H1J<ll <'OOJdtll,llt•." Ll'i1Jl~ 

\hJ.! /OI'tltLil JI<': 

' • " " "' e 
' • ' ' • ' cose 

Cylu>dr>c,d Ct~ot'tllll.1tP lll)lll1 1~ ,,.,.,,!_; :t lló<'l' <'<'11\>'D>

<'DCe for 1"<",1\10\! lloth•s tll 1lw ~'"'"l.•nl (_\,Y,Zl ~¡·~tc·m, 

:tnd no,¡¡,,.,. l<'i<'l<'l""•·~ 1,, 111•' ,.,¡,, . .~,-,,,,¡ ~~-~\•''" "'"'' 
¡mplw<\: [.>·., !n•nnd:<l") l'"ll<it\1"11 "l\c'l"t]H':1\I"ll~, •'11\-

p<t\ tlt,pl:><'•lll.:l\1 t"""'l""'•'ll\S 0 ,•to· :!!"<' l'<•[,•n•lll'<'ll 1" 

Un• (X,I",f.) sv'h"tot. 

(:l) .~otl:d p<'tnl d"t:< Olll~l l>o: <1<•111\•'d l<'r .111 t~nL~I'I 0'"''"' 

:-¡,,,,. dnt11 ""'Y b,• tnput <11tvct\)" <•-•'·• ,.,,..h ,,..,¡,. ''" 
lt~ u•n ¡m!t<"!llllo>l ,.,,,·~) "'' tlw .,, . .,,.,·:ot!un "1'''''" 
rnnr ~¡,. n~··•t tf o>pp\,,·"l>k {~···· '"''''~.¡,.),.~l. 

lll. 1 



l 1 l. 
G 

A.dOiis~It;lc nodal polnt """'b<:rs ,-~n<:<' frnm "¡" tn th<• tnt~l 
nu,.bcr of n<Kl"~ "~lC.:~p", Jll,•gal r~ft•rcll~cs ariO: 
.~.LE. O or l'.t;T .. \~I~'>p. 

(J) IJ<Hm<lnry condttton c<>d<•S <:an nnh IH• nss1~n~~ ·h·· 
{ollo~·¡ng vnllws (:,] ~ 1.~ •... ,6) 

IX(,';,.'.\) • O· 
' 

un;pe<"l fH·d (fr<,.,¡ d '-' rla~ crr .• "' t 

'"' I'Q\3\100) ,. mopon en t 

IX (K, 11) • ,, d,•)••l<:d (flXL'<i) d i t;p 1 '""" rr., "' (nt· •·otalH>n) ''"~!"'"""' 
JX(N,~\) ~K; nndc numbct· "K' (1 ''K ·- ~D::;r 

and K _i .'i) l s l!w 

to ..-htcl> th<• :~th d"l:'"'''' "' ,,., .. .. .. ,. 
dom nt nod'-' :; is " ~"'" 

A11 unspec1fl"d (!X(:;,m '"O) <Ic¡p·<"-' <>f lt'c"d""' ls ¡,-,.,. 
to translat~· or rut,"'' ,,~ lhc• s<>lull<>r1 d>dnles. 

Concrntr3t<'<l fnrt·c·s (nr "'""'""'") '"">" lw np¡>l!ted (S<:<"tJ<>fl 
\', b"luv.) 111 \1115 de¡:rec• o( ln.c••dum, Une• {l) ~Y~\I·m 

pqiJililJI'lum <'<]<Jat>on ~~ n·fiOlt"<•cl l<d' <·:>~lo ouo.<penfl<•<l 

·¡·¡,,, ""''' '" uoo nllml!•·•· 
o( "qullibnwn '''1""1"'"-' 1.~ ,.¡._.,_,.~ lo.·.~-~ !loan S>-' l>i) 

times !IH! tot,d ~llrnlwr ol n<Ml< ~ "'· \lw ,.,.,,¡,,¡_ 

[lclct<•d (JX{~,ll) "1) d<•l(t""'-'" of (>"''"''""' ~n- ,,.,.,,,.,.,¡ 
fnom \loe f1110l ~C'\ o[ {'(]ll!l!ho·Jur.l P<¡llnltons. 
<l<•¡:rc~s of l!'!2<!do:n ,,-~, (1.~<.·<1 (poLlll.'< <>f n·:.c-li<><l), ""'' 
nny londs appltcd 10 \loes<• dc¡:r<''-'" 11( l¡·cc<lllm al'c• 

1¡:,.orcd by thc• prn~raJ:t. ~<>d••s th"l ar<' usc•<l )o!' 

gcumetric rc•fcrcnct• nnly (t.c., n11dc•s not •ssi¡tn~d 

10 any ,-l,·mc>ll) mll5\ h.<V" nll six {6) ~~·¡:•·••e" of fn•c
d<>rn d'-'letcd. ~·.,,¡,,¡ <h•~:noc•s ot fn•t•<l<>m h.1vin¡: ulld<.'llnc•d 

Hlflnc~S (~uc-IL llO l'<'IUl>OnS 111 "" llll TllliSS ltln<i<•l, 
out-o!-planc• <"<>mpollc•n\~ In " 1'-'•>-d>Clell"lonn_l pla11:or 

111odel, etc.) ~\wul~ l!c• <lc•lctc•d. ]l,•le<Lons '""" lhe 
l.Jcnt•/ici~l dk"l <>! tnlm"llt¡: tll<' s1ze <•f !he~'" o( 
cquat1on~ tl>.•l m\1"\ ¡,, . ..,-.,)\·,·ti. Th<• \,1hlo• ~c·lo~ l!sts 
tite typc~ o>l dq;rc···~ nf ¡,·,,,,,¡""' th~t ore dt>ftno·d hv 

caeh <lllfo•t·o·nt o·lo'IWitt ty¡w. llll' l:>ld" ~~-' pt"t•pnn•rl 
ns~llmln¡~ ll"<l ti"' <!h•u .. ·ut ha" ~:o·n•·•·al ora•,t,\11"" tn 

(X,Y,Z) ~1""'<'. 

m:GREE~ Ol' FI\.Ef:lJO)I IIJT\1 [l!;rt~\-:\J STl!-')~t:SS 

J::U:~.\J:~T 1'\ p¡; " ·51' ::z 

<. TRL'SS ' ' ' 
'· B!:JU\ ' ' ' ,, MU\fllt\~t; ' ' ' , ~0. 1(/\',\1> IU \.\TER\1. ' ' , ' 3fl '\llii\'K ' ' ' 
"· rt,nt: -·sm:t .1. ' ' ' ' ' . l\01">\lA 1!\' ' ' ' 

)]],:! 



111. NOOAL POINT 0/ITA (~ontlnucd) 7 

DEG!IEES OF FREEDO~.\ WITil DEfi~ED STIFP.>T.SS 

EUMENT TYPE 

.8. TIIIC)( SIIELL 
9. 3D/PIPE 

• 
• • • 

• 

• • 

Hen~e, for an all 3lJ/IJUJC!( JOodcl, only the X,Y,Z 
transhti<>OS are d"Jinc(! at thc 1wde, and lile nu.,!)er 
of cqu"twn.o; Con hu ~ut 10 half Uy <ldd!n¡; lh~ u,.-.,,. 
(3} rotnllonnl compon<:nt' "t o•v~•"Y nod<>. 1! a node 
la common to t~·o or more d>lf.,rent element typcs, then 
the non-triVIal dnr.rees of fr<,.,dOCl are found t>r cmot>l
natton, For exa~>pio>, all SJX (6) cornponnnt~ ,.,.,. P'"s'IJle 
nt a Or>d" commo" tn IJoth Of:t>M ""¡J THt:SS ,,).,mcnls~ '·''·• 
the [!!0/11.1 ¡:ovc•rns. 

" ¡, " A roastcr s n•·c opt1on 1s allow"d to l'lodcl r1pd 
links in thc sy~tcm. f·or thls c"se, IX(~' •. \1) = ¡.; "'L•ans 
tl•at tho• Mth dc~n·c of freo•dom ,,¡ nod" --~-- '" ,Jnv• 
to (d<'pen<lent on) tl•n ~""'" (Mth) rlcgr<'<' "' 1reo•rln11' ;o\ 

''" .... ". node K : no<le K is said to be th" mast"r noue l<> 
whlch no!1<1 :-; ·~ slat•e. J-;otcth~t no actual bea111 nc,.<J torun 
from.node K to node N, howcv<>r lh•> followin¡; n·~trictions hold: 

(a) Hodc """ (1) cannot IJc a nl>tSt•H nodG; l.<•,, 
K '/- 1 • 

(b) Nodos "N" and "K" 101151 be bca~:~-unly nodes; 
Le., no other clo·ll'-ent t¡-pc "'ay be connt•cted 
to e!thcr nodc• 1' <>r K. 

(e) A nodo.• "¡.¡"can h" slave to only one.m~r.ter node,"K'"; 
multiple ~<odes, ho~·~,·~r, can he s\:1"<' 1<> 1h·· $311'0 l:laSI,•r. 

(d) lf th., twam from --.~" to "K" 15 to b<> a 

rigid l1nk arllltrAnly oncnled in thc 
X,Y,Z Sp;tce, U1<•n "ll SIX (6) degrce~ of free
dom ot nnde --~·" 11',11-'l O" mndc slove~ to n~<le "!('" 

Oisplac<>Oient/rot~tton """'potwnts for sh\'C de~rco•s of 
fr-cedom at node ":;" ar" no! t·cco,·crL'd fnr prllllln¡::: 
1.e., •.CJ"O<'S appeat· as (>\llplll for sl&\"C dq!l"CL'S <>f 
fre.,dom. 

(<!) Whcn CT (Col. l) ls c<¡ual to the charact,•r "e", thc' v~lu"s 
input 1n CC 36-65 nrc interpr.-t.·d as th" cyltndn.,nl (ll, )',e¡ 
"oordtnntcs of nodc' "N". \' 1~ th~ oJ<1s of ~yrnmctry. 1t i~ 
tho <!istnnc•• of n pnint from the Y-nxi~. Thu ~n¡:lt' e 1~ 
.,easur.•d .:l<>ckwt"'• fl'"'" th" p0~1tlV<' 7,-.,J<!s who•n \nnkin¡: "' llh' 
positivc Y dlr.-~1\""· Thc cyllnJncnl ""'"~linnt~,-.,luo·~u,.,, 
print~d os c!lt<> n'<l on the cat-..1, ~ut Jr;.rn••Li lnt ._.¡,. a rtv¡· p r 1 nt "'!-: t hc 

III.3 
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NOD.\L POINT DATA (continuc•d) • • 8 

global cart~sun valucs are computad !ro,. lh<> Input <Jntrte~. 
llotc that l>oun<lary conOlt>on codes nhays refer to thc 
the (X,Y,Z) systcm cven if th~ nodc happ<!ns to be locatl'd 
w1th cylindrtcol coonflnatcs. 

(5) Nodnl p<>tnt cards nccd not b" input in nodo;o-order sequcnc<'; 

avcntually, howevcr, nll nodes 111 !he intPr,ur se\ (1, ~~~.IXPl 
l!lllSt lw defined, Joint ~ata for a scr-i<>s of nod~S 

mo.y b~ gnner~tn<l fr<>ll\ inform"lion ¡:tven on lwo (2) car<l-• 
fn scquence: 

CARD l / N 1 ,1X(~l'l),, . .',IX(:.Il,6),X(N
1
),, .• ,KN

1
,T();l)/ 

C"ARD 2 / N
2

,1X(Ii
2
,l), ... ,IX(K

2
,6J,X(:>

2
J, ... ,K;;

2
.'T();

2
J/ 

KN
2 

i~ lile mesll guneration par"meto.•r g1ven on th•.' secnn<l 
canl of n •wquc•ncc. The f1rst ¡;enc•rated n<><l" >S 

N¡+l ~~~~2 ; thc secoml ¡;"n~·rnted ll<><i<' 15 .~ 1 +2 <R.\2 , etc·. 
G<mcr-at ton e()t>\ 1 11ucs unt1l !lndt· """''"'r S.,- K~;., 1~ 

CBlalJll~l"'d. Note tlial ti"' JlOtle Ulfh;r·e~c''' ~~ -:>1 "'"~! 
be cvenly dlvi~lblc l>y ~S~. luterrnc•d>atc nod•·~ bet~•·c•n 

N¡ and K2 are located at e<]u,,] >ntcrnh .,¡.,,~ ti'<• 

strai~l¡l linc lletwc"tl tiO<! t~n p<ntlt:<. llourHl"l''l c·.,n<ll \I"n 
codcs ror tbc ~<Jncratl'd data are set equal tu thc value~ 
glven on the flrst c"rd. ~Od<• tcm¡wrotun•S ~ru f<>un~ b,,. 

linear lnt~rpolntl()tl h~tween 'I'W¡l ¡uld Ttr1 2 ). C<><ll'<lltlalc· 
gcneratioll ¡S nlways perforrncd in !he (X,Y,Z) sy~tcrn, and 
no general ion IS perforn<'d ll KN2 ;~ zero (blankl, 

(6) N<!dnl \cm¡¡er"t'"'c•s Qe,;<:,-i~ü tiJ<! actual (ph,Y~ical) 

tü<Operature distribut ion ln the stru<:tu¡·e. An•ragc 

eler:o.cnt temp<!r3turch estobl<~lwc1 from th<• m>dal v~l11es 

a~c us,•d \o selPCt matc•ri"l pn>p<'l'\ ic•s ~n<l lo '-'O"'P'"" 
!herma! ~trolll~ in tl«• mod<>l (~tnt>c unalysls only). 

I 11.4 
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t • l " Al 

~ .. <¡OII1U )U~W<>UI 

' -' 
suwn¡o:l 

•nuo 'lll" 
~UllJClS ~a¡uo ¡c~pnwnu ~u¡se.,J~u¡ u¡ ¡uaw~¡.> ~.,d pJu~ :>uQ 

(o;;!"O"OIJ'Sit·) Sp.!1!j ~lt'U ¡u.oiUa{:'¡ "O 

·~"""~ peor l"''"'·'!•' ~\ll JO lj~H;") o¡ p.1ppo ;;q 0\ 
p~o¡ ¡CIII.Ii>\j) ·"ll JO UOllOU.lJ ·'4l ~·'H:>lpU"¡ S14J. :¡. p.UJ 

lH>1\~~.llp Zt-'>1!1-Uf ÜJAC.l:) ""J ilM><]P. SV ;¡; p.lBJ 

U<>lloil.l!P At-<llH U) .{¡HU.l~ .lOJ <>H><¡e SI/ ;¡: P.lHJ 

U """" f>C01 1"""'·'13 o~ -te 
o "~"" pCO] )ll'lWdT] oc. -" 
" 

"s~.1 pe o¡ lll•''-'"t:J 
" 

H 
'/ asuo peo¡ )U<II:I:>¡J: 

" -' 
SUUIOfOJ 

uo¡¡:>n.l¡p X+ "41 
"' 

pco¡ .(¡"lhU.l:l JO .1o¡¡dn¡n:~ 
' ' ~" 

'"""" pco¡ l""""'I" 40cn o¡. 
I"'PPU "'l 0) (SUO!)On.l<p OlCUIJ>.ZOO:> Jeqo¡~ a~.141 "41 JO 

IP~" Ul) ÜlhC.l~ JO UOlj:>c.IJ "41 :lu¡.(n~mls S¡>.<P.:> ai>l4J. 

Sp.Jtl" .rnO.i (O"OTJJ·) S.l<>l"'U peo-¡ ~u<i01ii{3 ";) 

(spco1 
Ú!hCJ:i CllO¡n"1'"' 01 p.osn) ,()lSll·'P l4:ltil," S9-9~ 

cn.1" ¡cuo¡¡~a"-"""J ~~-9C 
(>q.l¡Clll so;cu :qc¡nJ¡U.l 01 fW>n) .(jlS\F>p ~~"W SC 91: 

U0l~ucd~.1 fC::I~:l4l JU )U"l:HJJ:OO:J ~¡:-91 

.{1(~t¡~q:o ¡n ~n¡npo;v ~1 

~ar;~:mu uo¡¡e:>q-¡¡u.:opt fCt.l"lU11 !i ' ' suwn¡o;) 

·o~nl'"'JJS "41 u¡ ¡uow~p 
40P-·> Jo¡ ~oT"'I p;n~n S:>lJJOdo.rd "4l ""!J<>P o¡ .<Jes~"""" 

~~~ su sp.ltt:> !lu¡H.on<>J "'11 ¡o ~uuw "" oq r"''" oJJ04J. 

(O"OUS'S!) Sp.JC:J ~~J-o-<lo.r,¡ repo¡c)'l "11 

>pJc;> h:\Jn<loJd rePnF"' ¡o .r"qlllnN ~~ -u 
S)Uilw:>¡a SSI\.l1 JO .I•~!JlliiiU {e10J. Q[ -9 

1 .Iil<¡llii\U at¡J. S 

' 
~UUln{OJ 

• (~IC) PJUJ tOJ)UOJ ., 
:spJc=> JO o:>u=>nbos 2u<•.or¡<>J "41 ~q paqposap 

a.lR SJUilUI<>[~ SSIIJ1 a4J. "SUDl)tpUOO J>CO¡ JUOUJa¡a OjSc<¡ :>41 511_ 

p.>.I'>PlSuu.o oq l!Ca.suotloa.qp "·'~4l Ut s~co¡ CJH'"'l puc n~uotp 

"J"'"·""l"'·ll·t:l.IOJtUn V •.raqt:lilUI 4"U" JOJ po¡c¡n"I"" '''" """"".llU 
pue s~=>.ro¡ ¡e¡xv ·r J,)qwnu "41 .<q P"l'Jll""Pl "'" s¡u"'""1" ssnJJ. 

S.L!:JI","J:"Il SS:IIl.L "l'<'I>OIS.~:!IHO~HllHJ. -1 3tU.L 

Vl.\'0 .L.'l:m:J'J3 "AI 
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ELEMENT DATII (contlnued) 10 

NOTES/ 

'" 

Columns ' " Nodn numbcr ' " " Nod~ number ' " " /Jat~nal prop"rty nu10ber 

" " Re fe rence tmnpe ra tu re Coc 7.cro str.,ss 

" " Opt !U<lal pa!·amete!" k !!Sü<1 r or outomntic 
gcnura t ion "' element data. 

If a series ofclcmunts cxÍH sueh that the dement nu1:1hcr, 
N

1
, 1~ onc grt,tcr th~n !he pruvtou" nlement numbcr (!.C. 

N1 "N1_¡ + l) and the nodal polnt num~cr ~"" be gHcn by· 

'' - ' H 

J = J + k 
1 1-1 

thcn onl)· the first elemcnt In thc s.,r!es tH•e<l lJe pr<>v;dcd. 
The d<."JHmt l<lc•ntj[!<·atlon uumll0!" and th<: tt•mp••rotlJro· Jor 
the ~enerate<.l elemc•uts are st.•! <.•qual lo tlle valucs un thc 
flrst card. lf k (¡:!ven on thc first cardl ls Input ns 

zcro 1t is ~ot to 1 by thc Jll"O~rarn. 

(2) Tbe el""'""\ \emp"r~ture tn<:r• "~" .\f '""<.1 lo c•al~ulatc• 
thcr-mal load~ t~ ""'"" b)" 

-..herc (T 

SJmcl(teJ 

" (T 

' 
• T )/2.0 !s 
on ~llc nutl¡ol 

+ T )/~.(¡

' 
., ,. 

th<' ~,·ern"" o/ tho· nodal tempo•t"3\U!"<JS 
po1nt dat" "'"dH ¡.,,. 11odc·~ < ,,,¡ j: 

and 'J"r Js tlw '"'""" st<·ess refo•t"<•tlc"<• to•mpentlut<J ~P''"tltcd 
On tho eh•O>c•nt card. n>r I<"U~S ch·mt.•nh tt ts generally 
!Dore convent..,nt to S<JI T 1 "TJ ·~ 0.0 su~il Utn\ .:OT "-Tr 
(note the mlnus si~u). Oth<Jr lypes of merr.~et· lnodtn~;s 

can )Hl s¡wdfic•d liS !tiC nn eq<tival<•Jl! ~T. J[ o truss 
me10bet· has an lnittal lack ol lit by ~n """'""\ d (;..ost\1\"e 

1f too lon~l then (.T :d/(oLl. ff on "¡ni tul pt·ostres~ 
force p (p<>Hlll'"" Jf tens>l<"l >s nppli<•<l '" the n.t•mbc•r 
Cl!ds thnl is r·o•leaot•d after \he n-.emh<."t" IS t"u"nN"!o·<l tu 
th<> t·ost of the structurc• then .;,T =- P,'(oA ¡;). In th•• 
abon• [ormuln~ A = co·uss scc\ lon nn•a, !. - """mbcr h•n¡:th 

and o- coefflci<-nt of thc•t"O>~l "·'P""S!On. 

' 

IV. l. 2 

' 



>Y. ELEMENT MTA (contlnued) . . 11 

TVPE 2 - TIIREE-On!!-:NS!OX.\1. rJE,\M ELU!DITS 

llcar> ('\em.,nt$ are identl!lcd by thc numbcr 2. 
phear) and onumo.'nts (b<1ml1n¡: and torsJ.on) are calculat<"l (In thc 

bea,. local coordtnatl! system) for úach h<'~m. Grnnty lo~din¡os 

in caen coordlTialc d1r~etton nnd sp~cl/ied flxe<l ünd forc"s form 
the La sic clc,.cnt load cond 11 lons • 

• 
The bcarn clerncnts are d<:SCribed by the !ollo•nn¡; scqocncc of 
canls: 

'· Control c~rd (5!5) 

Colu01ns ' ' '"" nwóer ' ' ;e Total 00::1bcr "' hearn clernnnts 

n " :-luo:bc r "' clcmcnt property cards 

" " Nottber M f i ~"d cnd !ore'' seiS 

" :i:; Numb" ,. "' ~-atcl"ial pmpcrty ~ards 

'· Mnt<Jn~l Prnper·ry r:"rds (J5,Jf")O.(J) 

Columns ' ' M.,terial idcnt¡Jication 0\IIT.IH'l 

' " Y<.>Ung' S rnml ul u s 

" 
, Po>sson' s rn t w 

" "' Moss d•.'OSllJ (UMl<l "' cnl<"ula\<' ""~" 
~.otrn) 

" " . ~-.,,~ht den•tty (uscd <o ~~h-u\ ate ¡:ron ty 
luod;) 

C. E:lem<•nt rrnnerly Cnrds (Js,Grlo.O) 

Colutr • .,s ' ' Gcomct o·Lc proper_ty numb<H" 

' " Ax 1al area 

" " Shea r orea ~ssonated wi t h shcar fOl"<'CS 

local 2-dll"cctl<>ll 

" " Shé'ar area OSS<>~l3\('d ~ i \h shenr Iorcé's 

local :l-d 1 r<'ct ""' 

" " Tur~HJnal tnertta 

" " t"lexul·al illertla n!Juut l<l<"Ol 2-a>;IS 

" G:> flc•>;LI!"al lll<"<"lia alioli! lo<·.>l 3-a"os 

One Cl\l"tl ls '"''~lllr<"<i f("IJ' "'1<'11 un1q11e S<.'l of p<·<•pcrll<'S. 
Shear arcas !leed b<• SP<'CIIl<'d (l!li)· i! ~hC"ar dc•!urmall<>ns 

are to be• >ncluded 111 \lw onnlpt". 

' 

1V,2,1 

' " 
'" 
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IV, EWIE!>'í 0.\TA (contlnued) 

K 
• 

z 

j 
¡ 

12 

N O TE: 
• K 15 O.N'I' IIOOAL POIIIT 

WHICH LIES Hl THE LO:AL 
1~2 PLAN~ (tlOT ON THE 1·.4X1Sl 

LOCAL COORDINATE SYSTE~I1 FOR BEAM ELEMENT 
D. El~"""'l I.oad f",o~l<>c~ (·lt"lO.O·). 

Nodal,polnL loa<Js (no rnornünts) <hl<! tu ¡:r~vlty are CU!:'.ptllc•d, 

Thr·u~ card~ twc•d l><• suppl1cd "'hi~h sp.,c•rfy \IH' Jrn~tion ol t!1esr. 
londs (Ln <'~'''' oJ lile thn_•e ~lul>al coordtnole d!J'eCl>ons) to l>c 
addcd to cach <:lm•cnt load case. 

Ca rd ' Mult lpl i~1· "' ¡:ravlty load '" !he ., di rect lOil 

Colurnns ' " Elen.cnl l<>nd """"' ' u " J::lement l "" d <:asü " " , El<mcnt load ca~e e 

" '" Elcmunt load e·'"" " 
Cat·d 2: As abuve for gra\'>ty in !he• ->Y dircctH>n 

Card J· As nbovc f<>r ~rnnty in tlw +7. dtr.•ct"'" 

Two caros,,.,, l'c·<¡otr'<!d f<•t· 

occunin¡; 1n tln• "nalys1s. 
ea<:h <mlQtl<> so·t <>[ 

IJ¡Htrlbuto.-<1 lu.¡d~ 

fi.~•:<l-••n<l !un·o•s 
:>nol tJ,..,·m.ol l<1.<do 

can be s~ectflt>d u~in~ \he fi~ed-cnd f<>n'o•s. 

Cnrd 1: 

Coluoms ' ' ' " " 2~ 

" :¡~ 

" '" " 
, 

" " 

f"I><ed-end f<>t'("<." 

Ft.•ed-cnd !une• 

t'!~cd-cnd [orce 
t"l~ed-~·nd l '"Te' 
¡"!~ed-o·Ud mon<Pnl 
n~ ... d-t•nd m""'" n L 
Flxcd-t•nd ""'""'"\ 

lV.2,2 

n<nnbc•!' 
In local 1-d¡,.,,,.,,.,, ·'' ~·•do• 1 
In Inca! 2-dit·o•t'lll>tl al ~,\\lo• 1 
tn !"'"al 3-dtr._•nwn .tt ~Pdt• 1 
abtHll low:1l 1-d>ro·e\wn "l \nok 
"lll>ttl ¡.,,,.,¡ >tltn•t'lt<>n ~~ :;,,¡,. 
nt1uut h>cal :J-d••·c•ctwn ,>t .~o><l•· 



IV. ELU!ENT DATA {cont!nu~d) '.· ' 

"m ,. o 

Columns ' ' Dlnnk 

• " Fixcd-und force '" loc.1l 1-dir~ction " !loclc ' " " Flxcd-cnd force '" local 2-dlrectton " ~odu ' " 
, nxcd-cnd !ore u '" loc;ol 3-d i rcct 1011 

" 1 -~"ó" ' " " Flxud-cnd mom.,nt about local 1-dtrc•cuon " ~-oo._. 

NotES/ 

.. " nxed-und IOOI!lent about local 2-dire<:tlO!l " :-;oo" 

" " Fix.,d-en~ l!lOmcnt abuut lucal 3-dtructJon " Nod<• 
o 

Note that '"alucs input nrc litcrally !ixcd-<!lld \'alues. 
C<>rrc<:tlon~ du~ lo tnn~efo ond rollcl'S ore per/ot·mcd ~tlh1n th<' 

pro~rarn. Dircctlnns 1, 2 nnd J tndlcatc prinCipal d>r~c\lons ¡n 

the local Lcam coord>natcs 

F. llcam Data Cards {10!5,2JG,J8) 

Colomns ' ' Elemnn! nur.obc r 

' " N<>dc numbcr ' " " Nodo: 1\UO!l:>< • .'l" ' " " ~ode nurr.l>e ,. ' - ~e,, accompanyln~ ll~ure 

" " Maten al pro pe rt y nun:bcr 

" '" t:lem.,nt prt>p~l'!y numtJ~•· 

" '" ' fixc<l-end !den(¡fl""t•on 

" " 
¡,, . .,, /o,. 

' ,,l-.mcnt l<>nd '· ' " " ' 
~, .. q,, '· "· nnd 

" " " 
respcctlv~ly 

" " '"' reluasc code " node ' " " End releas e C<Ode " no <le ' " ;o Opt ion al ¡H<r~meter ' usnd fo•· ~otnmnt¡e 

Kencratlon "' c lern~·n t da t n. Thls opt1on " dcscrii!L'd bel<>w und•>r a S<•pa•·at<• h<!Odlllg. If 
the optton 15 no! ""ed, \he ftcld ls lcft bl~n;.. 

The end rclPa5C codc at each nade 15 a siX di!(il num!J<•J- of ones 

and/or "ero;<;. Thc 1st, 2nd, 6!11 dt¡;\ts rc~pc·Ct"·~ly 
corrcspond lo the force componcnts Rl, R2, R3, ~11, ~\2, );~al 

ench node. 

1f any onc of tho abOL'c elemcnt end forces is kno~n to be ze1·o 

Oun~~ or •·oller), 111"' dipt rol-re~pnn,hn~ t" that compon,•n! '" 

n onc•. 

(1) 11 a sct·i.,s of eieln•'nls oCcllrs In v.h,ct1 
greatur thun !he pr••vious num~cr· .~E , •-o 

SE 

' '" """ 

Le., NE=NE,+l 
1 1-. 

only thu .,)cment dntn cnr<l for th~ flr-st clemcnt lll !he sen"~ n~l"d he• ~no•n 

as input, provld~d 

1V,2.3 
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ELEM.ENT DATh (conttnucd) 

"' 

and thc 

Thc end nodal polnt numbers ar-e 

01aterial prop<>rty nu,-.ber 
clem<'nt propertr number • 

" ' 

' 

'" "' ,,, 
"' "' 

fixcd-cnd force ld.,nt\ficatton numbcrs for each elt•mcnt lood case 
clemcnt rel<'~~e cotl<.' 
onentat>on of local 2-axis 

are !he samc ror each cleJOent In ttw seri<>S. 

The vnluc- of k, if lefl lll,nk, is tnkcn to IJC O!ll'. 
!Or the last beam elcDI~nt cust always be gtvcn. 

Th<' el<'m~nt data cor-<l 

(2) 1\'hcn 5occcsstvc '"'51'1 elmnent,; hnvc th~ smne stifftless, <>rientntlon 
and elemcnt 

stlffncss. 
loadlng, !he pro¡;rarn auto~.ntlcolly sklp~ t·c~ompu\otlon .,¡ lhP 

~ole lh1s ~hcn number>n~: thc b<>ams to obtatn ""''"'·"" cf!jn,-.ne}'. 

IV.2.4 
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IV. ll.U!J:.~T 1~\"J"A (<.<>ntlnt~<•d) 
,, 
"' 15 

QuadTilat~ral(ond tnan¡:\Jlar)d•.~·•"nh c-an¡,. U~<"<l fur plano• 

stre~s m<"t:-.~ran,. o·lcr.lcnt~ of ~pc<·>fl<"d th¡<·kn,~,; ~htc"h ~re on<'nl<d tn 

on arb1tr~ry plan•!. All ••l<•rro•nt~ hov., t•.-mp"ratur.,·d<'Jl"nd<:nt ut'\h<otr"¡"~ 

Ot;"erl3l prop<•rt>cs. ln~ompatihlo <l>spla~<'mt•nt """lo·~"""·,,,, tr1<l\l•l<•d ,,¡ 

thc clo."mcnt l,,,.cl tn ordcr In iToprove th" h<•nd>ng pnrper\1 .. ,; <>f \lh! 

clem<•nts. 

• 
A ¡;cn.,r~l quadribteral el~01cnt 1s shn~n below: 

' " K 

\C\_ 
1 

A local <'i<•mcnt ~oordinntc sy~tmn •~ d"ftned by ~ u-v """'"~'- Thc ,--axis 
c"<Jlncl<lcs ~·•th tho." J-,J s><!•• <Ji th" dem<•nt. Th•• u "xi" 1H ll<»"mnl lo lhe 
v-axis and Js 10 the plom• d<'ftn<td !Jy nodal poi!1\S 1, .J and L. ~"Ur ~ 

JllU51 be in !he same plan~ 1! tlw ch•01cnt stl!fn"SS c~lculatl<>ns at·c• to 
be corre<·!. 1'1\C fnllo~·¡n¡; ~~'l'•~nce o! canb <l~llne tll<' ltlpul U:>t~ lot' 

a SO"! of T'iT'E 3 d<Jm<•nt~. 

A. Control r:~r~ (615) 

Colunns 1 5 Thc numl><" r 3 
6 JO Totnl '"'"'lJO'l' o! plottc stt·•·s~ clc•mt•nt,; 

JI 15 ~un:bo•r <>f ""'l<'t'lrri propet·ty c·.ot·cls 
16 20 ~~~x>r.·.um nltmbo•t· of tc"mpc•rntu"' p<>lnts lor ony 

one "'·"•'>'1.11: S<''' ~<"<:1 "'" n ¡,,.¡"~·. 
Non-7.ero num<•rJ<"~l plUH'h ~,¡} ~llpprl'~S tl1c 
introdU<"IlOll ut lll<"<>mpBtlbl<' <ltspl~c<•mo•nt 

mod,•s. 

Orth<>tl'Opi<', t<."topcratun·-<h'p<"n<l<•tt\ mato;-rbl p>·n¡wt·t>o~ ,,,.,. 

possibh•. For cach dlflc't'<•lll matenal,tlw fullo>~tnl' ¡;r<>up nf 

cnrds rnu~t !w suppl><"<l. 

11'.:1.1 
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ELEm:NT DIITA (conttnucd)· '" 16 

Coluo:ns ' ' 
" 
" " 

" L 

1 

, 
" 
" 
" <O 

)latcr>al !den ti ficotlon llum~or 

:o;umber of d>fferen! tem¡><J!"atures fnr wl11cl1 

propertics ar., !:""'"''· lf !hls tldd is 
ldt bl~nk, the num~,,r ts takcn as une. 
Wei~llt <len,;>ty <>1 matenal {used to 
cnlculate ¡.:rnv1ty loatl.•) 

Mass..denaln" (uscd !<1 cnlculat" t.ass m"tl·u) 
Angle g 1n de¡;r'"'"• measured collntor
clockwise from the v-axis to tlle n-ax1s. 

K 

The n-s a~es are !he princlp~l nxes for the or,tl¡otrop)C JMtenal. 

1'/e!~l\t and ""'"" dcnsitl<'S •wed be llsted only ¡f gr"vll)" and 
incrtia loads ~r" tu ¡,, cousi<lered. 

,, T'wo cnrt!s for ench l<"mpcroturo: 

Card ' ' (t!FlO.O) 

Column" ' " T"rr.pe r~ t ,,. e 

" " ~;odulus "' n .• st•c,ty - En 

" " Modulus ol Ebst JCl\J - t:s 

" " Modulus "' EbsllCltY ,, 
" ~,o St1·.nn 1~1!"' ''" " " Strain l!a 110 - "tlt 

" " Stra1n llat•o - "~! 

" " Shca1· MOdulus - C.n~ 

IV,3.2. 



IV.- ELD!L'IT DATA (~ontinu<><l) 
1'1 

NOTES/ 

Cnrd 2' (3Fl0.0) 

Columns 1 " Coefflcl~nt o< thenr.~l e:xpanslon 
u " Co~fflclnnt o< t 1\e r-t:m 1 cxpanswn 

" " Coofflclont o< thcro'"l cxpans1on 

• 

All material ~onstanls DUS! always be spcci!icd. For plonc 
stress, th" program modtllcs \he constltu\in! rcbtlon.• to 
satlsfy thc condl\lon \ha! \he non:~al strC!SS c 1 cquals ,_,ro. 

C. Elmr.ent Loa~ ractor·s (!;rlO.O) 

rour Cllrds are used lo define th,• clcment load ""~"5 A, Il, C 
11nd O as fr~ctlon of thc basic ther-m .. l, pre,.sur" an<l nc•cc•ler-ation 
loads. 

Flrst cau.l, load case A: Secnnd card, load cas<! 11, C"tc. 

Columns ' " Frat't ion o< lh<,.·mal loa<l 
u '" rract>otl o> pl"CS~Ure l oa<l 

" ,o fr·ac l1on o< r,rav1ty '" X-<lln,ctic>n 

" '" Fraction "' ¡.:o·nvl(y "' 1'-<lot·c·<.llon 

" " Fo·nctHn• o< c:o-avi ty >O Z-<.lit<,Cit<>n 

D. Elcmcnt Cards (615,2Fl0.0,2!5,r10.0) 
' 

Onc canJ pcr clcr:~cnl nust be suppltcd (ur r.en<"rotcd) with th~ 

folluwln¡; lnlorrr.at¡on: 

Colunms ' 
, f:lcJ:K"nt numbcr 

' w li<•de ' " lf, Node ' " " Nucl <• ' " , ~o<! e e (l(u<lc ,, 
"'"·'! ••qua! ~o de ' for 

tr!angtrbr ••h•nHent~) 

" " ~latcr>nl id<"nt 1 f•c·ntl<>rl nun:llcr 

" " Rcfcrcn<"<• t c•mpc;, \\lt·" f o¡· ?.O ro ~~ I"<"SSc•s 

~·uhin cl<·m<•nt 

" '" .~o''"'~ l pn•sstrt"e O o ,_, Sl<l<' o' clc•rnent 

" 
, St l"c•ss cvoluat '"" " ' opt10n o 

" '" Elen>.•nt d" tn t:<'llerntcr "~" 

" '" nem<•nt tll1ckne~s 

0) Eler:,.,nt Data Gcnerntlon - Elc~.cnt cnrd.• must be 111 clc•mcorll mtmbcr 
!icquconcc. lf 
be gcneratc<.l. 
!1rst car<l in 

ca•·<J~ ~re ofn>tt,-d, dato 
The noclul numbers wdl 

t!Lc senes os !ollows: 

. ' 
J_ = J .. k .. n-1 

!or !be omltlc•<1 ch•rno•nts ••ll 
be l:<"llct"olcd ••U• rcsp~ct lo ll!<• 

IV.3.3 



ELD:I.ST LJAT,\ (con t 1 nu<.,J) 

' " 

, ' ' 18 

All othcr el.,mcnt tnformatwn ~·tll boo "''' <-qu~l to !he tnformatton "" 
tbc lnst c~<·d rcnd. 
on tbnt cnrd. 

Tll~ data ~<:n<:ralwn par·;noct~r "k" ·,5 spcctflcd 
• 

(2) Stress Pnnt üptlon - S~c clc""'nt typc 4 

(3) Tllcrmnl r>otn - Scc demcnt typc 1 

(1) Use of Trtant::l<>s - Sce elcmmit typc 4 



IV. EI,EMENT DATA (contlnued) 19 
TYPE 4. - T\I'Q- D HIF.l:S lO~ L Fl S 1 1T. f:U::.\F.~1TS 

' 

Quadrlhtcral ~nd trl3n¡::ular)elcmcnts cnn be use<! as: 

(1} Axi~ymmdrlc 50lld Hiamcnts sy~.matrlcal ahout !he ¡:-ax>s. 
The r&dlal <!>rcctlon >S spcci!ied as the Y-aX>s, Care n:ust 
be <"Xcrc\scd 1n cor.blning lhl5 clcll'.Cil\ with othcr types of 
elcments. 

• 
(11) rlane strftln elcmcn\5 of unlt thlcknuss In thc Y-Z plane, 

(111) Planc stress clc,.cnts of spcciflcd thlckness in thc Y-Z phnc. 

All cl,rnunts h3V<' I••Mpenturc-dcpcnd<ml orthotrDplc matcrl"l 
propcrt!IJS. Incmnpat>blc <l!splac'cmcnt rr.odes cat\ lw >nclu<kd ot t)l<, 

element leve! 1n un.ler to >rnprovc !he bcnd 1ng propcrt leS of the dcrncnt. 

A general 'l"adrllatcral elcmcnt is 5ho~·n lJelo"·: 

K 

L 

L----'J 
1 

A. Contr<>l Car<! (615) 

Column~ l 

" n 
¡, 

5 'T!H• nut:tb<•r ~ 

lO T<>lnl lllLO'IJ<'l' oJ cl,•mpnb 
15 ~umbcr ol dlff~rc·nt n>ntPrlnh 
20 W"""nmn numb~r ol tct:tpc•o·~ttu·~ <:nnb for nny onc• 

OIPlerial - S<'C St•ct '"" ll bt•lo~. 

¡O fur a><>s)'rnmetrtc nnalys>s 
25 1 f<>r pln11" •t•·~tn nnnlys>s 

2 tor pllln~ stress nnnly~os 
JO Non-zero nmoo;-rlcal ¡HLil<'ll ,.,¡¡ supprCS5 !he• 

lntroductlon of lllC<>mpnt1blc dlspbc~mcnt mode~. 
Jncompotlbb• modc•s c;111no\ be• \Lhctl ¡,,,. tnan~nl"r 
elcmcnts nll<l nro aLII<>L><nllcnlly ~\Lpprc•~"''rl, 

lV,~.l 



1 
lV •. El.EMENT DATA (conttnucd) 

20 
B. ldatcr!al P~opcrtv lnformatlon 

Orthotropic, te::~peraturc-d<.~pcndent material propcrties aro 
pos~iblc. t"o!' cacto di!!<•rent material !he !ollo~·ong group 

of cards mu5t be supplled. 

l. u. .• tcrial Property Card C'.!l5,3r!O.O) 

Columns 1 5 r.tatcr!al identlflcation nurr.bcr 

6 10 :>umbnr o{ diffnrent tcrr.pPra\\orc for wlllch 
properties are ~1\·cn. lf th.ls field 1~ 

lcrt i>lank, !loe t\Umller is \aken as on<•. 
11 20 \\'cl¡;ht dun"lly <>Í matedal (u"cd to coleo-

late ~ravity Joads) 
21 30 ~lass dcnsl\)" (us~d to calculatc mass matrix) 
Jl 40 ,\n¡¡l~ ~in oie¡¡reo>s, I".casurcd count<.~r-

clockwl.,U lrom the ~·-nxi" w tlle n-axis. 

PRINCIPAL fiAHRIAL AXES 

The n-s axcs are thc principnl axcs for \he orthotrnp!C 
materiol. Wc<~~~t d~!lslty !S nP~d~d <>nly lf gr~\'il)' am.J 
in~rtia lo"d.< ~,..,, lo bL• C<>ns<d<.'rPd. 

'2. j'o.·o C'ards for <'ach tmr.p<'ratur": 

Card l: (8!'10.0) 

Columns ' " 'fcmpe l'a tur<> 

n " Modulu~ M <>lastictty ;;, 

" " :.lodulu~ "' dastl~tty '• 
" " Mudull"' "' c•l.1S\l~ll)' t; t 

" " Straw rallo ' "' " " Straln ,·ntlo 

'" " " Stl'"'n r~tlo '" " "' Shc'31' m<>dulus 
'"' 

IV,4.2 



IV, E!.O!f.N'f DATA (~ontiouc<l) 

NOT~S/ 

21 

Co"' ,, (3Fl0.0) 

Coluoms ' " Coo(ficJ.~nt "' t!lorr.1~l e~pansion o 

" " Cocfficlont thenr.al " "' exran~ 1<>n "• " " Coelf•cient M tll~rt:1al expansion "• 
All 111atcrbl constants t:>uSt ,rl...-ays bl.' ~pcCifi~d. In plone stress, 

'"" tbe pr<>gram ctocJlflcs thc cunstltutivc rclations tu satlSfy 
condition that the nr>rmal slro!~S a

1 
equals 7.cro. 

l'Our cartis ore u"<'d to ~cfine the <Jler.1cnt load cases A, 11, C 
and Das fr~ctton of thw b~~·c tlwnnal, pre~surc e~nd llC"celera
tion loads. 

Flrst c:ard, load case A; Sccon<1 car<l, load ca"e 1); nte. 

Colurnus ' " rnc:tto" "' 1 be rr.Hol l"ad 

" " Fraction "' ¡u·nssurc load 

" " F<"aclluu M ~raVII)" ' " ~-<lir•J<"tlon 
" " Fract¡un "' ¡p· a ,. ll y "' Y-d¡¡·<,clion 

" " ~"~'""''''" "' t~nn· 1 ty jn Z-<llr•·cllon 

One card P'''" ekmo."lll 1"1\lH b<• ""PPli<•<l (<H ll'''""·uto•<l) ~1\h tlll" 
follo·Hnr: Informatioto: 

Column" ' ' " " " 
" " ., 
" " " 

, 
" " '" , 

Elcrncnt 
Nodo 
No<! e ' ~o de ' No<! e ' (;<lodc l. must ,..qua! ~ode )( !Or 

1 rinngulat· el<'ments) 
30 ).latet"ial ldentificatton numtwr 
40 Rcfcn•ncc lc•mpur3lUt"L' (Ol" "l:<!ro Stt·c•ssc•s 

wlthut clcm<"llt 
50 liormal prcs~ure on 1-J sl<1e ol elemcnt 
55 SII"CS~ <."\"~l<I~ltOil Option ""n" 

' 
.... 

GO ~ L'ment doto genet·~tot" ¡.. 
70 El<•ot<."llt tht<:ktwss (h>t" plane str=till sct 

equal lo i.lt ~y p1·o~o·~m) 

(ll F.i<"nl(•nl DnU G<"ll<·t·at ton - Elenu,nt ~nrds musr be 111 clcmo:nt 11umbe1" 

5U<!Ul!11C<! • 

gcn.,,·"t"d· 

ll canlo .ot·e orniilt••l lite umttl<"<l el.·ment <int" ~tll 1:1,• 

Tite n<>dal numbc•rs ,..,¡¡ tw ~L"Il<"t"atc•d wnth respc•d to !he• 

flrst cnrd In th<t series as follo~·s: 
' 

IV.1.3 



'l ~· . ELE.Iii:~T 11\T,\ lcont tnue~) 

22 

' • ' • ' o o-> 

' • ' • ' o o-> 

' • ' • ' o o-> 

•• • •• • ' • 
o o-> 

All <>th~r clom.,nt infonoation wdl he ~el <•qua! to thc ln!omot.inn 
on thc last card rcad. Th(> <lata g<:nerat>On pan~.ctcr k 15 pt·cn on tita\ 

card, 

(~) Str<'b~ Prll\1 Opt>on- Tite J'ollowin~ de~cnpt>on uf tho• stress pnnt 

opt><>n appl>CS \11 lmth e),•ment types 3 and ·l. Tlw t·aluo: of th" ~\t'<,SS 

pr>nt optlon '"n" can b<t ¡pvett as l, O, 8, l6 or 20. 

' 
L 

4 

' 
1 

. o 

' 
1 ' J 

O "orlr.•n of nnt.nral •-t c•oordinates 
.¡ are cnd¡w>nls of s>dcs. Thc po¡nt~ 

dcpcn<! ''" thc \':llUt• of n 's dt•srt'll"•<! . . 

' 

1 

(Fig. 5-2). 
'lt ~·h>Ch slr<'SSes an• <>ulput 
llt t'w [ollu~l!le; t.~l¡],"•_ 

o Sir'<' SS•'< <>lltput " 
' \l'l\C' 

" " _, 
"· ' u; "· ,, 2, " 

"' o, '' " ,, 
' 

_, 
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IV. ELniE~T DATA. (cont>nucd) 

TI!c Str~•s"S at 0 or" pr>ntcd In~ local r-z COOrdina\" systrm, 

h>r cierren\ typc 3, bld" 1-J <ic'(lt\CS ll".' loco! j'-l_ "·"'" 1n tl\co 
pl3ne o! th" ulmr.,nl. F<>r cl<.'l:lcnt IYP'-" ·1 th<-" local ;--z aJ<t'5 are 

porall"l 1<> thc ~lob"l '1-Z axc". 

• 

L K 

.,522 

.--!: 512 

---~8\___,.,, 
5TRE55ES f.>.T ..----

' ~ 0 FOR ELEMI::tH 

TYPE 3 

' I LOCAL )'-7-

COOR01NATES 

' GLOOAL · 
COORDitJATE5 

L K 

¡522 

_.o. Si2 

--JEJt-1>'" 
STRE5SES t.T 

~ 0 FOR ELEt,1ENT 

TYPE 4 
z J 

I 

y 

LOCAL AND GLOBAL 

Y-Z 

l\',-1.:"> 



IV. El.Dit:~T DATA (cont 1 nucd) 

,.. 1 

'" 24 

For both clcm••nt typ~~ 3 and 4 !he S!rr!~S~S at cacll cdgc roidpoint nre 
output in a rcctan~ular n-p coonllnate systcm define<! b¡· thc outwar<l 
noma! to thc ed¡:•• (n ax1s) an<l thü c<l~ü (p axls). The pos1!ive p 

.llJlls !or points 1, 2, 3 and .¡ 15 from l. to 1, J !o J(, 1 to J and K to L 
re.'lpcctivdy (po~ltlve d¡r~ction 19 ~ountcrclock"~tse about elcrnent) . 

• 

l_---------~'4-4t~"--------~--,K 
4 

1 
1 
1 

------+--
·--'" 1 1 

1 
1; 

p 

IV.4.6" 

COORDI: !liTE SYSTEI.',S 
FOR OUTf'Ul" 0:0 

EDGE STRESS~S 

POSITIVE STME 
OF S rRESS t.T 

THE MIOPOINT 
OF A SIDE 
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IV. ELDIENT DATA (cont!~Ucd) 

Thc stn•sscs for nn cl~mcnt are output un~<·r u,.. Collowin¡: lw•<lin¡:s: 
Sll, 522, Sl2, 533, S-I;AX, 5-MJ:l, A~Gl.E. ih<' normal $lr""~"s Sil 
and 522 ~nd lhcJ shcnr str,ss Sl2 are as d~scrliJ<:d above. S-)~\X and 
S-MINare th•: pnneJpal stresses ~!he 
19 the third prtnclpal stress aCt1n¡: un 
ANGW: ls thc an¡;le in de~rees [ro, {l) 

or (2) tllc n axis at tlw nHdpolnts, to 
lar¡;est prinCipal stress. 

For triangular elcm~nts thc • struss 
abo~e c~ccrt that n "20 ls not valid. 
Le act tu 16 l¡y thc pro¡;t·arn, 

pbnc o/ thc Hlcment and 5~3 

thc plan<> of th" el"""'"'· 
\he local y aXIs nt potnl O, 
thc &Xls of thc al¡;cbra>cally 

prlnt opt1on ls as de~crlbcd 
lf n ~20 isinput, n ~tll 

(3) Thcrmal Data Xodal tctop,ratur"s as spectficd "n thu nodal po1nt da\~ 
Cilrds are US~<I by <!l~mcnt typus 3 ontl 4 in thr: tollMing t~<¡ v:ays: 

(1) T~mpcroture-dcpcnd<!lll mat.,rial propcrtics are approxlmatcd hy 

intcrpobting (or '"\rapolalin~) thc Input m~tcnol p<'or..,nics 
at the tempcratur~ T0 COITCSpond>n¡; to \hu on¡;In o( \he loco! 

s-t coordinale Hyst"m ('"" Fli\• ~.2 [or rlo,~cnpll<Jll <>f.loc_ol 
elcmcnt <:r>ordll\otes). Thc matt•I·ial propcrtl~S lht·oughnut th" 
clcmcnt nrc as,~mcd constan: correspond>n¡: to thls temperatur". 

' 
K 

L 
T ' 

o 

K:L 

4.0 

~O(;IU 

" l 
J l 

(2) For com¡,utatiun ol nodal loads duQ tt> thurm31 su·ainS in \he 

elcment "bd!nc~r inteq>ohtu>" ~'P"t>ShHl foo· 111~ tump~I'Hl<'l'c• 

chpngc t,T (s,t) 1s us~d. 

' t,T (a,t) " ' t~ 1 

"'hcrc T are !he nod~l h•mper~ttlres ~p,ci{lcd ''" th<• .io1nt 

' data caN;Is, Tr ls th•: rcf<•rcncc• stn•ss J•·cc tcn·pc•ratm•e and 

h1 (,.,t) are lit~ int"rpolntH>n ftlnctl•>ns ¡;tvrm lJy E<J. 5.7. 

IV.~.7 



EID!E.'IT DATA {cootlnu~d) 2G 
(4) u~~ o( Trian" le~- In general, thc clcments al"<' OIO>l e[fectivc ~l¡cn 

they ~re r"Cl~ngular, i.c. thc clcmcnts are not dtstortúd. Thcr<!
!Orú, regular and rectan~ubr clcment me~h la}·outs ~hould be used a.• 
cuch u possible. ln particular, th" trian¡:le """"d ts the constant 
Urain trian¡:lc; and lt should he avoi<led, SUICC Hs accuracy 1S 
not satis!actory. 

(5) Use of Incompatible llod<l~ - ill~omp~U)rle displacc:ncnt modes h">:c 
l>ecn !ounr! to l¡e c(lc<.:ttvc only d1Ut> used ln rectan¡;ulat" clc1ncnts. 

Thcy shr>uld al~ays Oc emplnyed ~·tth carc. SitiCC lncompatlblc mode.<; 
ere uscd !or all clcmcnts oí n ~r<.>up it ls recommended to use 
sep•rate elternent group> 1or elernent" ~·ith i.ncamp•t>ble rnodes ond 
elcments ~>thaut ln<:ompatlblc mo<les, rcspcctivcly. (Sce Scc1.1<>n 11, 
note (:!)). 

• 

IV.4.8 
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l 
• 
1 
' 

' 
1 
1 

! 
1 

F.LOIE~T DATA (conllhUcd) 

28 

dcscrtl.>cd In note (5) for un1fomly 
distributed lo:.ds a11d c:~n he only [ac"s 
2, 4 or 6 for hydrostatlcally varying 
pressurus. 

D. A<:e<ol,"·atl"n dueto ~r"vtty (rl0.2) 

• 
Colurnns 1- 10 Acccleratwn dueto gravlty (for calculatlon 

o! nass "'atrlx) 

E. Element Loa<:l Cnse )lultlpli,.rs (5 cards of 1fl0.2) 

Multlpliers on tile d~rnent ¡,~d """''~ "'" se;,l1n~ facto>rs 
in order to prond" fle~ibílity In rnodify¡ng appl1ed loads. 

Card 

'""' 

Card 

,,,., 

,,,., 

' . Colu,.ns ' " ,,, 1 
" "' !'1\ 

Pr"ssurc 1" nd 

" " Kí mult1pl1ers 

" " '" 
PI\ ts a factor u~ed t<o scale ttu• compl'!tt• b<H of dis!r>!JU\t•<l 

surface load.~. Th1s ;caled sct of l<>ads tS assi¡:11e<l ln 

ul'""""t load cas<J A .. ~nt<: that zeru '"a '""l1d mult!pl;er. 
PD, PC antl PIJ are slrnlla¡· tu PI\ exc.:pt that scalccl londb 
are nsstgne~ to ch:""'nt load c~scs U, C· and IJ rcspcnt\'cly. 
For thc majot'l\y o[ 2)11ll1Cntion~ th<.'S<' fnC\<>rs slwuld be 
LO 

, ' Colu~ns ' '" "l " '" '" . 
TIH.'r!'lnl lond 

" '" " mult ipl 1cr~ 

" " m 

" 
,, 

' fa e \o r U5<ld to scale tbc•- complete s<)! "' thl'l"'al 
loads, Tl>c scnlud se! uf l<>ad~ ~re· then aSOl~ll<'<l tcJ <·l~no_nt 

load case ¡\. TB, IT and TD nrc SlOUht· an~ ruf<ll' lO eh•mciH 

load cao;c•s n, C n11d D ,·ospcctivo•ly 

3: Colllrnns ' '" CXA 

l " '" GXB G•·a,·¡ ty load 

" '" ¡;xc multlpll<.'l'~ 1 u,. ' " '" GXD ¡:loba! d¡rcc\1<>11 

" Coluoms ' " G\'A ) 
" '" GYU · Cr3\'l ty load 

" '" CYC ¡ mlllllplic•·• r ,,. ' " '" CYD ¡;loba) dll'CCll<>ll 

,, Columns ' '" '"' l " 20 r;;w Gt-n\'i\y load 

" '" r;;zc multlplic•I'S [or • , 
" '" G7.ll ¡;lobnl dllectwn 

.Iv.~.z 



IV. !:l.U:EST 01\TA (cnntlnw:d) 

1_0: 29 

Grav1ty loads ·""" co.,puted !ro"' tlw ~-d~ht rl<>n~il}' of thc 
r.~atcrial and ft"<>lll thc I(C'ornctry uf''''-' c·l••mo,nt, CXA lS ~ 

cultipli•,r ~htch rcfl.,<:\5 th•• l()t'a<!nn of tlu• ~r~vlly ~XI S 
and any loa<l factr»'S LOSe~. Thc pror,rom cnmputr• the ~et¡.:ht 

of thc clcmr.nt, mult!plleS lt hy G;:..\ and assrr,ns thc 
rcsultln~ luads \<1 th•! +X dlrcctton of d"rnent load case A. 
Conscquently GXA lS thc protlo.ct of th•l cnmponenl of r,r·av¡ly 
along th<! +X global axis (!'rom- l,O tu 1,0) andan)' dcstrc•<1 

load !actor. GXB. C..~C an<l GXD ~re ~trntlol' to GXA ami rcf,.r 
to el.,rr.<mt lo"d caocs n; C arHI D rcspcclt<'cly. GY,\ and CM 
rcfcr to thc ~loba! Y and Z dircC\lons rcspec\tvcly. 

F. l:lctr.ent C~rds (12!::0,-\J2,:!!l,Fl0.2) 

NOTES/ 

Col uoms ' " ' w 
u " 
" '" " 25 

" '" " 25 
J1i •l () 

H 1 ~' 

" 50' 

"' 55 

"" " "' " 
" '' 
" '' " " 

J,;lerne~t nurr.b<>r 

' Globnl nodc polnt , 
nurnbcrs e o r "' _, pond i ng ' <o demcot nod••s ' 

(J)) ' (Sc<l note 

' ' ' ]rll~·r.··~\]00 Onl<!l' 

l.lalcn~l ,\OJml¡er 

Gc·¡wr~I>Gil ~'"''"'''''"'' ( l SC) 
].S¡\ 

\ 
~-· " •k <ilStr>btLto:d "" rhce 

'"" load S<lt >dentlficat>o~ muol¡~•r 

~· M '"' distrlbutcd load ac\10~ 

~' 00 l h i S '-'lumcnt '" 
,, aSSlGOed 

<o .,)c"'cot lond e "~<' ,, ISil. '" and LSlJ r<Jler to c),_,Tllúnt load cases 
B, C attd D 1·e~pectl"'ly 

69 70 fncc nurnb<•rs for stress output 
71 80 SU'CSs-frce elcTTl'-'tl\ l'-'<Cpe!'ü\Ul'<' 

l, Elcmcot ¡·ards mus\ be 10 asC<'l>dlng ordcr 
2. Generat1on ts posstbl•• as follo~s: 

Jf a ~enes of c•lement con)~ a>'e ¡>ml\\o'<l, 
a. N"dal pontt numla•r" ""'' ¡:en~1'3tc•d b,\' a•td1n~ 1:-iC to 

tho~<!Of \IH' pl'eCPdl>t¡; c·kmc•!>t. ()1 l>P>ll1L•<I. 1:-iC 

is t;et cqn~l to l.) 
b. SR""-' 1:1nlt!nal pt·opc•rti<•" are us<•d "'; fn1' tlh· 

prec.,d!n¡:: 'c•l~mc•tt!. 
e, Samc• l<!rnp<!l'nlu<·e "' t¡~c·<l for ~"~''"<'d>n~~ c•l""'''nts. 

J\'.5.3 
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EW:MENT IY\TA (conlinucd) 

30 
d, I! on f1rst card for !be serios the !nte¡;ratl<ln 

ordor u: 
>O Sa01e value ls used for succcedln¡; elernc•nts, 

A ncw clcrnent ~tlf!noJSR is not fo¡·med, 

Elemcnt stiffness is ~ssumcd to be ldenttcal 
lo that Of th~ preced>n~ cle<r.cnt, 
Ab~olut,c valuu is used for lllC f>rst Pl~Jwnl 

of 'the ser"'"• aml thc same element stlfflless 
1s uscd !or suc<:et>dtn¡: elurnents. 

e, U on flrst cnrd for tho s"rtc~, !he• dlstributed 

load """-lx•r (fut· any Jo~d cn~C') >s: 
>O Sam~ loo<l lS appl¡~d to succeedinr, elements. 

<O The luad case ts appll~d lo thls do!'lent bul 
not to suc~eedln¡; delf<";¡\s in t110 sc•nes, 

3. Elcment card for !he last ehmcnt mus\ be suppltúd. 

(2) Intcp·atJon Onle•· 

Computa\i<m tll'n (!or element stiffnoss) 
thc thord po•·<:r of thc lllt~¡:rat>un onJ._,,-. 
srnnllcst sall~facloJ"V '""dcr 
to b~: 

2 for rcctan¡;ula1 eJ...,,.cnl 
3 for skcwc~ <>lcn,.,n¡ 

lr.Crcasc"s ,.,¡!¡ 

'lhc'l"<·f<.>rc, 111<' 
1111s 1S fouml 

4 "'"Y be USc<l lf do•rr.ent ls cx\rPrnPly di~toned ¡n sh¡¡pc, 
but no! rcoornrncnd<ld . 

. Mesh shouhl ~ ... >clcctt•d to ¡pvc '"rectnn¡;ular"" elr.mPnl~ as f"r 

as posslble. 

(3) Elcm<•nt Coor<!ln~tc srstcl!l 

Loc~l clcmcnl cQord¡n.-t<> syst'"" \s n n"tural S\'Sl<•m for 
thJ.s el~ment in ,.·htch thc <•lcm.,nt mnps onto a cubc. l~><·al 

elemcnt nurn~<~rin~ lS sho,.n in thc dia¡¡ralll bclow: 

' 



IV, ELEME~T UATA {contlnu~d) 
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(4) Jdcntlf!cat>Oil uf Element F~co~ 

(~) 

Elcment facc9 are nu~bercd a~ follow~: 

Fa ce ' e o r re gponds ,, ' " dlr<:>ctton mees 1 ' 3' 5 "" ' corrcsponds ,, - " d>rcctton ¡>OSl(lVe taces 

' e o r re spon<ls ,, ,., diructJon 
f':>ces 2 ,·1 ,6 m 

' correspouds ,, ' lllr~ct\on 
ncgot•ve fac<•S 

' con·cspond~ ,, ' ' dliX\Ctlo!l 

' corresponds '" - ' dtrcctton 
o corrcspond" '" th~· c<OtHer M thü •.•leme!lt 

Dtstnhuted ~:urf~ce l~•ads 

TW<.> types of surface lo><l1n¡;s ""Y l¡e ~peci!t<:<l: lood 
typ~ 1 (1.1" = l), I!Tllfonr.ly dhtt"lht;t"d surlace load a)]d 

load typt• 2 (!.T = 2), lt;xlrostatlcally :·~q·tn¡.; surf.,n• 

for loods nonr.al lo tlt<• surfnce oncl do not Jndudc o\Jr·l:<ce 

shenrs, Sur"f~ce luat!ln¡:o tll'll no nut fali lltl<l t.h.,sc• 

cot"¡~on"~ mu,t ¡,., 1nput as nod~l loads on tbe 
concentrate<l luad data eat·ds (S<'" s~c\ tr>n V). 

(1) l.T ~ 1: /1. p<>.<lllvc surlac~ load acts tr. the dtrcc
tlon <>f lltü out·•ard !10!111~1 of a ¡>OSl\lV" eleo•cnt fac" and 
lllong Un! >nward nont31 o! a ""~a\ i\·p t>lemcnt face as 
sh~n In tite fullowtng dl<L!ll'nm, 

NEGATIVE 
fACES 2,4,G 

---11> o OR b ORe 
AXIS 

( POSITIVE 
fACES 113 1 5 

POSIT\VE SURFACE LOAD! ~JG P 

If thc nnlforoaly dlstnbuted sur[ace load in¡:!' lH Input 0\R 
a pOSiti\'<! quantlty tltc•n il dc•scrtl>c'S ~res,;ut·c• lu.•d>n¡; "" 
faces 2, ·1 ur 6 nnd tl•n~il<• loo~ttt,; on faces 1, 3 or 5. 
U P ls Input as a n~~otl\"e <tuatlllt)" Ot~n il descn~es 
tensllc lo;tdln~ on raees 2, 4 or 6 and prt•SSUl"L' on focc~ 

1,3or5. 

1V.5.5 
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(2) LT = 2: A hydrol<tattcally varytn¡: surfac~ pr~ssur~ 
on clumunl f~~<·s 2, •1 <>r ¡; cnn tw spec¡fl<i<l by a rcfcn•ncc 
fluid surfacc anda flutd ~et~ht dcnsllr V a.~ tnput. Onl¡ 
onc hydrostaltc sur!ac.- prcssur·" car<i ""~d !}., tnput tn 
or<ler to ~peC¡fy a hydrostattc luad>nr. un th•• CU1l"-ph•tc 

structure. The consisten\ nodal luads are calculatcd 
by the prograr.t as folJ...r,·s. Al each numencol tntc~t·a(ton 

poln! "¡" on an elü!ncnt surface th<• prcssure p 1 ts calcu
lated rro,. 

p = "( 

' 
... here v, is the global 
and Yref sp••ctf!t·~ ti••• 
alon¡: thu -Y a>ns 

Y coon:ltna\<- o! the p<>int tn qucslion 
flui<.l ~una~., a~•u~.in~ ~ra\•tly ~ct~ 

y 

lf r
1 

>O, coJ-rc~pundin¡: lo ~u!'face t~nsion,t!Lc contrJ-

bution JS l~norcd. lf on ch•na•nt fac<" is ~uc:1 t!Lat 

Y¡ > Y,-cf foral! i (lG Illl~~ratt'>n po1nts "'"'' u'H•d l)\' 
procronL) \lwn notwdal lo~d-' Will b~ opplw.l lo t!Lc• c•l"tnt•nt. 
lf $Ornc P

1 
>O .•t>d S<>::LL" !'1 ..: O for a p~t'tH"LLl.Ll" fac<, tiL<•L\ 

app1·oxirnatc nnL.!al lo'tlds at·e n\>tnlncd fL>t" thü ¡•nntally 
londcd surfncc•. 

IV,5.6 



EL.BU:~ PATA (contlnu<'d) 

:J3 

Themal loods aro cor.tpUtPd assum¡n.,; a con§tant 
temperaturc incrcas~ ~T throu¡;hout the element. 

" 
• 

T 
o 

" tho nvcragt• of thn 8 nod"l pc>1nt 
tc~:~pcratures spce>!Icd on nodal 
point data cards 

= str<>ss !t·en ülcm.,nt 1t•mp,.ra!urc 
apccl!ied on the clement card. 

• 

Element lo;H:l cas~ A conSIS1S of all lh~ con\t'l\¡Utl<~ns 

f;.nm distnltuto•d lotatlln~s. llter"'al loadin~s anrl ~ran<y 
lending for ~11 the ele~r""nb token coll~lctlvuly. 

Load case A " l: ¡ r,\ ' p.-.,ssure load in~ 

• " ' 1 hCl'I03 l lo:tdlllh 

• CM ' ~,·,,vlty ' lu<1<1ln¡: 

• "' ' ¡;ranl}' ' lc.ad tn¡¡ 

• '"' • gr;t>'Ity '· ln;ttlln~) 

Element load cn~e A f<>r tlw sct of tltree ditO<"'"'"""l ;olid 
d~m~:nts h addc•d to ..-lum.,nt lo~d cnsu ,\ {or t~e olh<:"r 

clemcnt types tn thc ~nnlysts. 
load cabe" !1, C and D is analo~ous l<• th~t of elc•!t.ellt 
load case A. The load in¡; cases f<lr th.u stru"ture a1·e 
obtalned l>y ad<lin¡: lu1uar C<>lobtllatlon~ of clerncnt load 
CRS<"H A, B, C n<ld ll lo tite !t<>dnl londs spccl!led 
on the joint data cards. 

(8) Output of 1~1<:-mo•nt Strn~s••s 

l. At thc cent¡·otct o! tl1e eh•ment, ~!rcsscs an• referrt•d to 

th.e global aM:S. Threc prtnclpnl strcss.•s are also 
uresentc•d, 

2, Al \he ccnter of an ciernen! face, str~ss<•s nre rdPrr<"<l 
toa s<•t nt local ax"s (>,\',?.). Thesc local ~-"'S 

are l!>dtvidunlly def1t1<•d for <'OCio fncc ns loll<l~S: 

Lct nO<lal potn\s l, J, K aitd 1, be thc• f<Hll' c·orrtc•¡-s 

o! thu el<'tlc•nt lnc.,. Tlwn 

x is SJll'cif!"d by t.l - ,JK, where LJ onl JK nrc m;clpnutt~ 
ot sldes L-1 and J~K, 

:r. is nor,.nl to x and to thc ltne J01nln¡; mi~polnts JJ "ml 

"· 
y is not'mol le> x ~lld z, to cornplde th<" n¡;ht-hnmh•d ")'Sic'"'· 

1V,5.7 
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' ' ' IV, Et.E~tENT DATA {continued) 

K 

TMc corrcHpond>n~ nrxlal p<>illLo 1, J, K 3nd L '" cach foce 
are• ~iven jn liJe tnble. 

FACE 
NOI),\L I'O!ST:; 

' ' " '· 
' ' 

, 
' ' , ., 

' ' ' 
' ' ' ' 

, 
' ' " 

, 
' 

' " ' " ' 
" 

., 
' ' ' 

n.·n ~urfncc prin~ip~l ~tr>'S"<"s ~nd ttw .1n¡:lc ~ .. t~<·o•n thc• 
al¡:<'bra>cnlly l"l'~cst prtnr\¡o"l •;11"c•ss nLKI tlw lot·'<l ~ 
axis nn:• pnnt<'d wt\1>. ¡¡,.. nlllptll. 1t lS oplH>n:Il ll> ehoosc• 

one Ot' u·o ln<nl>on~ of an O'l,•.,H•nt whct·c• ~tro·s~e" "'''-'le> .. .. 
be C<~tllp"\c•d. 111 tlw outpu\, r.~c·c zuro dc•st~nnte,; \he• 

C<!nlroid of \he clem<!nt. 

Jv.:>.s 



IV. EI.EMENT DATA (c:ontinucd) 

'I"ll'E 6 - PL'.TE A.'ID !:11F.l.L ELEHF.:ITS (IJL'ADRtLATERAL) 

A. Control C.url (JIS) 

Col=ns 1 
6 

11 

S Thc numb~r 6 
lO !lm:tb~_r of shOJll el=cnts 
lS Xumbcr of diff~rent ~terials 

B. ~!aterial P¡·op<"rty lnforr.:ation 
• 

35 

Anisotropic: oatcrinl prop~rtics are possible. For 
cnc:h diffcrent ~terial, two cards must be supplied. 

Card 1• (110,20X,4Fl0.0) 

Columns 1 10 H.~terial identification nu~ber 
31 40 1-Wss dcnolty 

" 50 Thcrmal ex¡>ansion coefficicnt " 51 60 Thcr.,al ~-x-~andon cocffir.ient o' 
61 70 . Thcrmal expansion cocfflcient "' "' 

Card ,. (6Fl0.0) 

Colurnns 1 10 ElaHicity d crn<'nt e Elcttents in planc stress 
11 10 Ela~t id ty dcmcnt e"" material <Oatrix [C 
21 " Elasticlty elCL">CI\t 

,., 

f·)t e e 

t::} 31 40 El.1~ticity clemt•nt c"r. ., '" 
" clcmcnt ,, ' e 

50 Elasticity yy xy " " 51 40 Elastidty dcmcnt G)"S 

' ' ' e 

" xs xs " "' 
c. F.lemcnt l.oa d Hultlpliers (S c.1rd~) 

C11rd ,. (4Fl0.0) 

Columns 1 10 DistriLuted lateral lo,HI r.:ultiplicr '" load ~""" C· 
11 10 Distributcd lateral load ~nnltiplicr Coo load C3SC ' 11 " Dbtribut<'d l.ll "r al Jo.1d mullipl ier '" laad .:aso• ' 31 40 Disldbutcd lateral load multiplier Coo load case ' 

C11rd ' . (UlO.O) 

Colu,.ns 1 10 Tc.,perature ttulllpller for load case ' 11 " Teml'craturc roul\"Jpll<•r f<>r h•3d cast• " 11 " Tcmperaturc t:ultiplicr Co< load COls~ e 
31 40 Tempera tu re multipller ,,, load ~""'' ' 

Curd 3 • (UlO.O) 

Colmnns 1 10 X-direction acc~leration '" lD;Id ~Clse ' 11 " X-dlre~tion accdcratioro '" lo:1d C:ISC ' 11 JO X-dir~ction a ce e 1~ r ., ti"" (ur load ca~c r 
31 40 X-direction accOJlcratlon '" lo>~d C:ISC o 

IV.6.l 

-
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"· ELEMEST DliTA (~ontlnuc<.l) :JG 

Cord 4: (4Fl0.0) Sam() as Card 3 for Y-dlrcctton 

Card 5: (4Fl0.0) S~mc as Cord 3 for Z-d!rection 

D. Elc¡;>ent Cards (8!5,Fl0.0) 

One card for cach clcment 

Colu.,~s ' ' n 

" " " " 
" H 

" " 
n 

, 
" " oc 

" '" 
" 

• 
i:lmocnt nu,..)J<• r 
1\o<l<! ' Sodc ' N mi" ' :;odc e 
No<! e o 
l!alcnal Hlcnt 1 fic.~l ion 
taken "" "'"') 
Elcmcnt da\a g"no•ratOI' 
Elc•mcnt th\eknc•,;s 

"' 
' " 

l cft blank, 

60 Oletnbuted bter~l load (P"' ssur.,¡ 
70 Me"n tc•trpc·o·nttJ<·c· v"ri.O\l<¡n T fo·on~ th<• r~f<•¡·cncc• 

!<>vol >n un~e!omc•d p<>'l\!OO 
80 :.:.,:on l"mp•·t·~ttJJ'~ ~,-,"llent <::f,''" :~cruo" th,, 

shell !111ckn••;s (o pOS!! 1\'<' tempco·a>u•·e 
gradient ¡01oduc"s o 1H'g~\ !''(' c·un'n\tll'G) 

NOTES/ 

The nodal p01nt "''"'hvr~ 1, J, ~ and L nre 10 s"qucm·~ \¡¡" 
counter-clocbns•• d!rcction arotmd th'' ,)er:t..,nt, Tlw local 

clo?ment coor~H>OIL' .~ystcm {.~, y, z) IS doflnc<l as Cull<>-'"' 

X Spccificd by U- JK, ~·hf.'rc 1.1 ~nd Jl( arv rnldpoints of 

sides L-1 and J-K. 

z Normal to x anJ "' 111<! llnc ,¡uin1ng midpoints JJ 3nd KL. 

y Normal to ~ und z to comph•to: the ri~ht-handcd SJ'S\<'0>. 

Thi." S)'stom IS \lH•d to o•xprc·s~ all ph)'"IC~) and l<ino•mat>c 

shcll propC't'II•'" {"trC'sS<'"• stt•aon", maten:d l,,w, et<'.), 
('XC<'¡>\ \ha\ \h•.' b<.><i)' f<\ITC' d<lOHI)' 15 l'do•rro•d \0 !he 
global coor<hnatC' ~)"~te:!l (X, Y, zl. 

' 

JV,G.2 



"· ELEMENT DAT!I (cnntlmtc•d) \.1 ,_ 37 

' 

1 ' L 

K 

1 • 

• 

~ JK 

~ 
' 

J 
For !he an~lyscs ofshallo~·shc!ls, r<ol~tiunal constt'~1nl~ normal 

lo !he r.urfo<:c• "·'Y b" i~r.p<oO<>d IJY thc ncldJllOP of houmi"J'}' ,¡,."'"'"·' ,,, 
thc nod«S {el""'""t I}'Jl" =7). 

(2) Nodc O 

~·hcn culnmns 2G- JO are¡,_.¡¡ Ulnnl;, n.HI-n<>d•• l'"''l"'''"'~ 
a~c comput('(! by a,-.,,·agJng 111<' fou~ no<k~. 

{3) El<>mcnt D~ta G<>twr·atran 

Elt>rncnt cards mlJSI be tn <'lc·ment numhcr "''qucnc·e. Jf 
elcmcnt cnJ·ds at'C on:tttc•d, the progr~m nutomnttcally 

¡;<>neralors th•• omtllc•d infonnnttuu "~ foll<>~s: 

Thc incrc•m,nt [o¡· dcm~nt mnrbct· tS """ 

Le. 

i.c, 

n: =:>E •l 
1 ~~ 1 

NJ 1 +l 

NJ\1 +l 

Nl.l+l 

"' N J 
' 

" "• 
• " • • 
" NI.¡ 

• 

• 

• 

fot· nodal numbt•t· is K 

" 

' " 
' " 
' " 

M91crinl t<lcnttflcntlon, d.,mcnt thtckn,·s~, dtslt'lhUlt•d 

latt•rol lo~tl, lt'"'l"'rnturc nl'd l••nl;>c•ra!Hn' p·otll·t·nl f<.>l' 
¡;cnut'atc•d ul,•mpn~s are t:"' sncoc, Ah·oys lncludc !la: 
·complet~ ~~~~ clo.:,nunt cord, 

-(. '" 



IV. ELDIENT DATA (~ontinu<:d) '" 38 

(4) E\ement Stress C,1\culntions 

Output are moment~ per unit len~th and membrane stresses . 

• 

IV.6.-l 
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" 
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n 
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lj~nOJI/l s¡:n p.~¡~u~¡p a¡llu¡s e ~q pau¡;ap sr 1"""'"1" ~~cpunoq Ol(l. 

·sp~e:> c¡~p lUTOd 
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"~l 01 T"nbn "~" ~Dl¡l ''ou¡s pJu¡c¡qu D-'" ~""'l~U., podcln~ ¡a41 ¡da~xa 
P''ll" DUIC> ''41 ~s¡¡d·~oooc o¡ p.~sn oq u~~ 1""'"·'1" hHpunoq ~ '~t"·'ll 

-cu~"11\' ·¡no¡u¡.sd aq¡ 'l1l., pDUlU)<¡O <>~U suot¡;>e,~.s Hoddns ou pue o.:l'>:< 
S'l "'Ofl"·'-'J Jn ~"~~op )Uijl o¡ jurpuoclo;,_uoo ¡unw.o;>qd~<p at¡¡ •sp.tu;> 

CI~P l!l!Od ¡epou a~Ol:>n~)S <>q) UO ¡ ~e p.>¡¡p~ds S) wop;>D.IJ JO ;};)~33¡> 

~utno•¡~oJ ".so¡ npo~ uoTJTPUO" .ücpunoq 041 JI •sapo'' o¡ s¡.soddnu 

:>llS"!·' ~eou¡¡ <>plhO.rd Ol puo >UOJP"•'" potiJns ;qnd~:~oo o¡ 'o<>n¡uh 
PO!JP"ds 0) SIU•>OH>OUidS¡p ¡epou UtUJSUO:> 01 P"&n SJ lLJD<i!D{" Sll{J. 

SJ..~311Tl3 All'o'{],'i,lOO -L JdJ..L 

(p.onu¡¡uo:>) \'.LVC! J.N3l~3:13 'Al 
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IV •. ELOIENT DATA (continued) 

lt should be notcd that nodc H ls the structure node to ~h!Ch the 
bound•ry elcment ts ottochcd. In case (1), J positlvc dlsplacc"'ent movc" 
node N to~ords aodc l. Correspondlll[:ly, a pu~Hivc forc<: ¡n thc ele~.ent 

11eons cor..presston ln thc .,jemcnt. In case (ll), a pOSltive dhplacetoent 
~oves nodo N lnto thc dircct>on n (sce Fi~.). 

(2) Displocement •n•l rotatlon code~ 

Dlsploccmcnl cn•l••; 1: Whcn tili~ code i.s usc<l, the displacemcnt 
~. 5pCCi.f>cd 1.n ~olumns -11-~0, ond tllc sprln¡; sttffncss k, spcciflcrl 
in columns 61-70, are used by the progrmn >n the (ollo~¡n¡; way, Thc 
load P, cval.,3tml !romPa k5, 1S appl1cd to nod<: N 111 thc dÚect•on 
nodc·N to nodc l 111 caoc (1) and lnto dircCt>on.!: in"""" {i>), 1f & 
ts positivc, U k 1s <lUCh ~rcnt~r thon thc suf!ncss oJ thc slructure 
et nodc N wlthout ~he bound~r:¡ elcment, thcn thc nct d!cct 1s to produce 
a dlsplaccm••nt VC!"}' ne"rly cquol to ó ~t n<'de :-1. l! 1," O, then P ~O 
and the sti!! sprlllg approxl,ot.es n rlffld ~upport. ~ole thot \he lood 
P will con tribute to thc support ¡·cacüon lor nonzcco t. Thc tl>ut\rtary 
condltlon coJes spccl!l<ld on thc .-tructure nodo! point data cnrd., "ust 
bo consist<.=nt w1lh thc Jocl thot o Jood !' ls beln¡: opplted tu t\OJc X 
to c{fcct thc des;reJ d'"placerncnt (ce-en ~hcn thls displncc:nenl H 
zero). 

/!otot.ion <="<le- 1: Thl,; """" IS nnoJo~ous to the situotLon 
desc¡·ibed nl>ovc. A torquc T,·evaluolcd !rom T ~ l< &, 1~ app\LC~ to nodc 
N about ttw ans (<lirectlon) of thc dcmenl. Thc rotat¡on € b >pec¡:Jcd 
in c6lurnns 51-60. 

(J) !Jata ~cncrator K 

ll'hen a series of nodc~ are such that: 

(1) All hav"c ldentical boundary clciOcnts Htached 
(it) All buundary clcmcnts huve samc <hr.,ctton 
(ilt)All sp<JC\fi.cd dhpl.>cemcnt• and rotatl<ln" ore idcntic•l 
(iv) Thc nodal sequen~c (Orms an arithrnct>c scqucncc, 1.e., :-1. 

N+ K , ~ + 2K etc., 

" " 
thcn only th~ fil".>l ond L•st noJe in tlle sequcncc nc"d h~ input. Th<< 
incrc01ent 1( "'Input i.n column~ 36-•!0 o! the llrst ""'·n. 

" 

IV.T.J 
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lV. ELEldENT DATA (<:ontlnued) 
.J •. 42 

(4) Elem~•nt lood multtpllcrs 

Each ot the tour possibh elemcnt lond cases A, 11, e and D 
aasocloted w1th lhP boundary elcment" con~tsts ol ttw complete seto! 
displaceO!<'Il\S as speclflcd on thc Uoundary clenH•nt card~ 1:1Ulttpl1ed 
by the elcm<'!It load !!:ulttpller for \he corrcspond1n~ load case • .>.s 
an exampJ.,, ""PP'"" tll~t dlspb<<:em<'nl of ne<.lc:; lS speClllcd as l. O, 
spring Hlf!ne"s "" JulO and no othur boundary clemc•nt dtspl•cer.ent.i 
are spcctflcd. l~t case A multipllcr he 0.0 and case B multtplier be 
2,0. For elcrnenl load case .\ thc spcc1fied dlsplncenoent is 0.0 .< l. O 0.0 
..-hile that for [) 1~ 2.0 A 1.0 = 2.0. l.inclll" co!1".btnations of plcrnc•nt 
load cases A, ll, e and D for oll tVJ'>PS o! elcmc•nts collectivPlv for a 
particular problcm ~~·e specil!c<1 on thc Hructure elcmcnt load r..ultlpll.J.Jr 
cards. As far as tbc lwundary "lcm.,nt '"conccrnud, tilb dcvt~e 19 
oscful when a parttcuhr nodc• ~as a support di~placemcnt >n one load 
case but ls flxc•d tn uthers. 

(~) Recommcndatlons for use of houndarv d<"'ro<'ntll 

lf n hounda,·y el'""''nt 1.• ali¡:n<•<i witl\ a ~lobol <11"pl.,c~mcnt 

dlrcctlon, only thc corrPspondin¡; dla~onal clement in lh<' stlffncss 
10a t rix 1 S mod lf ¡,,d. Thcrctore, nn stiffnnss rnatrix tll-condltionlnK 
resuHs. llo~cv<>r, ·•1"'" thc IJoHn<inry Pl<•rnnnt couplcs <ln¡:rres of 
frcedom, lnr¡;c off-dla¡:onal dcmcnls 1ntroduc~ 111-con<litlDnin~ into 
the stlffncss mntrix ~ttlch can cause "sol u\ ton ~lfficuln.,s. 

In thc nnal}·sis 01 ~hallow ~hclls houndary elc•ments Wl\h stlffness 
a lractlon o1 \he clem<:"nt ben<ling stif!ncss should he used (s~r lcss 
thnn or about 10~.). 

In dyna.,lc ~nalysis "arllfi~Ully stl!i" boundary nl<"ments should 
not be US<'d• (Se~ note• (8) 1n Section VII.A). 

1V,7.4 . 
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JV, EU:.Il[,\0 0.\TA (contl~UHd) 

TYPE 8 - VARIAOU:-1>\J\:UER-NOO!:S Tll!CK SIIJ::LL A~D TllllEE-IJBlE:,'IS!O~AL EI.DIEliTS 

A minlmmn <>f 8 an<l '' maximum of 21 not!P~ ~,.,, uscd lo •>o-~c·nh~ 
a g~n~ral three dl>:-.•·n~ional hopar-an:etnc elernent; tlle t-le!\'.NH 15 u.-~d 

to repr<'~ent or-thotrop><, ••las!Ic !l'c•du. Tho; .,lement typ" \S Hh·nt[fled 

by !he OUI:liJer uldll IH). Tllrc•v tnnsbt.WOcll de~rec·~ o( fr••vctor:~ "re• 
assigned \o c•ach t\Ode, and ot leas\ the <'I~ht C<>rner nndps ~-\1>1 t>c• ¡nput 
to dcf>n.,,a hexahcdrnn. Input o! Jlodes 9 to 21 is op\Jonal; th" f¡gures 
below !llustrate some <>f the rnost commonly used node corr.b10alwns, 

Elmnent load cases (A,B,C,, -~l are fomed froJ:l co!\'.btnatlons 
o! nppl!~d surfacp pn•~sur", hydrostatlC lu~ds, 1n~rt1a loads in lh~ 
thr<>c dio·cct>ons X,Y,Z ~nd lhcmnl loado<, SIX r,lot>al si:r<•SS•.'3 ,,.,_. 

output al up lo ""ven (7) )f)Cat>ons Wllhln tiH! elp,.ent; th<•Se output 
locatlOOH aru selec!c•d ~}' nwans of appropriatc• <l~ta "ntriús. 

);ode t<•mperntur~~ Input ln Seetion 111 are us"d Lo fur., an 
av.,ra¡;e <'l<•OleOt tc'mp<,ratuu, wt11ch ls the l>as>s (Jf m~lt•t'Jal prop>HI)' 

selcctilln for·tloe el•·m••nl. If t!u.'mal l""d~ "~'" appll<'d, no<!<· l<•npera-
tures are used In eslnllhsll lht• tempo:raturl' f1eld "'l\hln Lhe ei<'~~·nt, 

and !he l<;mpc,ralur,-. 1ntvrpnlnt10n f\Onclion~ are thc ~arnn •-• thoso• 
as~urned In reproso•nl •dc•m.,Jl( <ll~plncc"'' n\s. 

notes 

"' 
"' 

,, ) 

"' 

l, Control Card ClO!S) 

culum~" 

' " " 
' " " " 

21 - 25 

vanablc entry 

~SO!.~l 

:;~'li::.!AT 

Mi\XTP 

~OilTHO 

liOPSET 

Entcr the null'.bcr "s" 
liU!l'-b<•r o! so lid dcmenls; GE.l 
Numtmr nf dlf!"rcnt m~tt•rials; G!:.l 
Max1mum nu~.ber of tempc•rature p<>lnt~ 

used in thc t~blu for any I:lOlt•nal; 
EQ.O; de!ault sct lo"¡" 
Number nf dlffcrc•nt S<'l5 of rnatunul ~x>s 

ori<"ntation data; 
EQ.O; all propt•rtlCS are dO>fincd In 

thc X,Y,Z, system 
Nt~O\hur of dlrfc•runl d!~lt'IbUt.•tl lr•otl 

(i.<"., prcssurC') H<>ts 

MaXlnmm nuñlbc'r o/ node~ "-"''' lo descnbe 
any one elt•me\\t; 
Gli.S 3<\d l.E.~l 

EQ.O; dchult ~>'! to "~1" 
Xlllf-bt•r of ~··t~ nf dato t'c•q<J<•st>n¡;- st.rc•ss 
outpot 

EQ.o; 
at-vannus elc•!l'o't\l lt•c·.,t¡ons: 

cc•ntro!d nutpnt ""!.'-

I\',8,1 
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THREE DIMENSIONAL ISOPARAMETRIC ELEMENT 
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HEXAHEORAL ELEMENT IN NATURAL COOROINATES 
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3 

7 

2 

8 

2 
9 

/'t--- .... __ 
// 13 

p 0 21 
/ 14 

/ 

11 

15 

8 

2 

8 

5 

17 

5 
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a, 16 - NODE ELEMENT 

b, 17- NODE ELEMENT 

c. 20- NODE ELEMENT 

COMMONLY USED El.EMENT GEOMETRI~S 

IV.8.4 
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IV, ELEME_.,'T nATA (contlnucd) 

notes 

'" 

1, Control Car<l (1015) (continucd) 

columns 

41 - 45 

46 - so 

variable cntry 

nm 

Standard lntegratlon arder for the natural 
(r,s) dlrectlons; 
GE.2 and U:.4 
EQ.O: dc!ault set 'to "2'' 

• 
Standard lnte¡:rati.on.nrder for th~ 

natural (t)-direct¡on: 
GE.2 ~nd U:.4 
EQ.O; d<.dault set to "2" 

NOTES/ 
(1) Thc variable WL;nr lunt.~ the OLirnbcr of lt•mpPratur~ pnints 

that can be input for any """ of tlte ¡;¡;¡.¡¡,;.;T matenal wts, 
!.e., the c•arlllhic :.IP tn Scction 2 cannot e~ceed t11e value 
o! MAXTP. 

(2) NOIITIIO spccifi<>s thc num!Jcr o[ Clll'dS tu bp read tn Süct¡on -3, 
and lf omlttud, :1!1 orthGtropJc r.mtennl ,,,-.,; an• ns~tmc•d to 
coincide wi th !he ¡;lobal carlesian axes X, Y, z. 

(3) !WLS spectfieS th<! nur.:ber of card pa1rs lo b" rNI<l In 
s.,ction ·1. :o!PLS must b~ "pos1hve >ntcg.,r 1f any ¡>r.,~sun• 

loads ore to be nppl1ed lo ~<>ll<J clerr.ent Iac""· 

(4) MAXIiOU spcc>fic~ lllc <tm.qmum nu.T.ber uf tl<ll>-z~>ro no<l" nUO'bCrs 
PS91gtw<l to any onc oi thc :o!SOL.:!l .,lcor.enl.s 1nput 1n ~"Ctlon 7. 
Locations o! !he clumcnt's 21 pnss1blc nades are shO"•n 10 
thc fli:urc bclow In ~hlCh thc clcment \S sho~·n ""·"PP~·d ¡nto 
its natural r,s,t coord1natc -"YStcm. 
must be input f<>!" o;vcry elo•munt, and nodo•s 9 to 21 ,,.,. 1nput 
optlonally. lf )~\X~OD '"!JO!" g!"catcr, all 21 m>dc cntrH·~ 
are I"<'Pd !or <"arh dcmcnt (C'ards 2 and 3, Scct>Ofl 7), but 
only thc flrst 1\.\XliOO non->.U!"O entnes <'Ocount<""rc•d ~·hcn 

rcadln~ 1n s~·quenco• rrom l to 21 wlll b<l uscd !ot· ..,),·:cent 

de~t"t"ll'tlon .. ~s ~n {".~ntr.pJ,,, fot· thP 16-17- and ~ú-node cl~~-~nt• 
MAXIiOO hos ,.,¡U<·~ oi 16, 17, ~o •. respcctlvüly. 

(S) As~ means oi <"ontrolling the :unount of solution out¡.out, 
st!"c~s outpot lo<"nt>on sets ore dnfitwd ln St•ction 5, and thc 
totnl O\lmher <>f li\O:S<" O<ltput rc•qu..,~t~ \S "r•·~·dlüd b)" tbc• 
varinble NOPSI:T. ¡·"' tllc ca~ü oi ~·op~¡;r.t."<l.O, no u.~t" '" 
input In Scctlon 5, orxi thc• onlr stress output prodlH"c•U b) 
thc pro~ro10 ;s at the clc.,cnt ccntrold. OthcrwlS<•, stc<"oS 
output can be rcqu1•sted at up to scven (7) locali<>ns (sd.:ctc•d 
from o hblc of .:!7 possiblc- loCU>ons) l>y rnc~ns or !he• da<n 

ontrlcs ¡:1vcn in Sectlon 5. 

lV.8,5 
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IV. E!..EI!E.'l'T DATA (<:<.mtinu~d) 

!lOTES (continucd) 

(6) The entrl~s INTR.S and INTT control th~ number of lnte¡;ratlon 
polnts to be used tn numcneal evaluatlon u! tlll<'~rals over volurnr• 
in the (r,s) ~nd (t)•coor<!1nate dtrectlons, :•:spreth·ely. 
Whcn sol id clen:ents ""' u~"d to reprcs<Jnt sr.ell strueturcs, 
tht! throu¡:h•tlle-thteknc~s tllt<.~~rattons (!.c., In !he natural 
t-axis dlrection) can be ~valuated l<'SS accurately th:ln !hose 
in-plane (t.e., tn thc r,s phn<•). far this case I~IP.S 

might be 3 and I~"TT would be chosen typlcally as 2. Thc 
entrie~ l~"Til.S and I~'TT are standard or T<"feren<:c values ~nd 
are usecl lf the intc·~r~tion or<ler entrles on th~ o:lOJmrnt 
canls (Carel l, Section 7) are omttted. .~un-zero ••ntncs for 
integra! ion order{s) g>vcn on !he <'leo-.ent cards over-nde lhe 
~tandard values posted on thls card. · 

Orlhotrnpic, \e!Op<"ratur<-- dependen\ roaten~l proporties 
are allo~·ed. For each dtf[<:!"<!Ot matertnl that •-~ req\lested on t.he 
Control C01rd, tlw !olln~·tn~ ~e\ nf dat" o.u~t be• supplted (!.<!., ~1.").~.\AT 

sets total) 

notes 

"' 

"' 

a. •l"lertal ldentlftcntlon card (215,2Fl0.0,6A6) 

eolmnns 

' ' 
' " 

" 
" 
31 - 66 

vnnable 

\ITIJE:f 

~ti\SSD:-1 

en t ry 

Uatenal identifieatlon number; 
GE.l and W:.~c.r.~\T 

Number of ddferent !err.peratures at 
whlch prope!"ltns ,,.., ~lV<'n; 

I.E.MAXTl' 
~:Q.O; de!ault set to "'1" 
Wcight d••nsity of \he omlertnl used to 

compute<! stallc ~~ravtty lo;"ls 
Mas,; de,Hity of \he mat~n"l use<i lo 
compute the mos~ molrlX in 0: d¡-oa!OlC 

analy~ts.: 

r.Q.O; dc>(ault ~el to '"WTD.E.~/386.-1" 

Material <kscnpt '"" \ISe<l lu lobc•l !10<• 

output. 

SOTES/ 
{l) Material numbc·r~ (~¡j musl be• Input 1n ascent11n~ ~··<¡\t.·n~t· 

b<•pn>ll!l¡: wlllt 1'" ~,,¡ c•ndin¡•. Wlth "N!l)l\"\"J"; ''""~S\•'"" or 

repctltions or<-- tllq;nl. 

(2) l'ici~ht dc•nS>ly is US<'d to comput" stat\c nod.- forcc•s d"t' to 
~ppll~d ¡~ravlt)-" loi\d~; mass •h·n~ity 1$ uoctl to c•ah:ulat" 

clemcnt """s matrlc•,•s for "~'' In cont\t"<"tion •·lth Ll dyn.,mH" 
~nalys>s. 

IV.O.G 
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lV. EU:M.ENT nATA (continu~d) 

h. •tatcrlal canh (7!'10.0,6FlO.O) 

NTP pairs o! cards are lnput in onler o! algebralcBll)" 
1ncreas1ng value of tcmperaturc. 

Firat Card 

note!! cnluO>ns variable entry 
• 

"' ) lO TeOlpe ra tu re , ' ,,, u '" 
o 

'u nt T0 

" " ,, " 'o 

" <O ,, " 'o 

" " "'' " 'o 

" " "'' " 'o 

" ;o 

"'' " 'o 

Second c. ro 

note~ culmnns vart•hle cntry 

) )O o, " lo 
u '" "" " 'o 

" " "" " 
'( 

" " " ., " 'o 
H " ., " 'o 

" " "' " 'o 

Non:s/ 
(l) The 12 entrh·• following ti>~ t~rr.pcraturc voluc T, are physi<·al 

propertles kno~·n nt T.,. When t~o or !llore ten>pera\ut·e poinlb 
describe a !l13tenal, intcrpolation based on ave¡·a"c dcOtcn\ 
tcmpcraturc is p<:"rfo=cd \o <"slablish a prt•pcrty sct for th<' 
elerncnt. !lcncc, the ran~c o! tc~.¡J<'ratur(.' potnts for a rnatc•r>nl 
tablc OlUSt spon !he exp~cted t·an~c of av.,t·n~c elcrncr.t t<.'mpc•ra
turcs for oll c•lem~nts as~ociatcd wlth th" motc.nol . 

. (2) Thc 12 constants {f.¡¡.E?•o•···•o3 ) are def1nN1 ~1\h resp~ct 

toa. se! o! ~~.-s (X¡,x~:X3 l ~hlch are !he• prindpal rr .. Hc•rl~l 
dlroctions for on orthotropic, c!ost1c m('d1um. lile strc"s
&train rclot1ons Wlth rcspcc\ to thc (X 1 ,x2 ,.x3 ) ~)">'<'"' 15 
"rittcn os tollo~s: 

IV.8.7 
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" 50 
ELEMENT DATA (contlnucd) 

1/En - ":Lz1E2z - "13/I]J o o o 'H 

- ~1/Ell l/Ez2 -'23/EJJ o o o ,, 
- '':n ,'En - "J2/E22 1/Ell o o o o, 

• 
o o o l/G¡ 2 o o ,, 
o· o • o o l/G23 o ,, 
o o o o o l/G

13 'n 
• 

[ t.Te>¡ ~T<>2 I\Tcr
3 

o o OJ' 

..,hcr<! <_ and "¡¡ are nor~:~al stralns and c.>ccllliCS in the 
X¡ dacctlons; Y1 j and '•j are ~hc~r stratns und stresscs on 
thc prlnc1pal mato•r~al plano~; a 1 are tho coctflc¡o,nts of ther:nol 
cxpons1on, "nd ,~r 1~ t:w lrl<'"-'"'~ 111 ~~~-rc•·aluJ'U from str~ss !ro.'C 
dlstnbuted over \he elernent «>lllme. 

3. Matcnal ,\xo•s Oricntation Se!.~ (.1!5) 

If NO!lTIIO lS ~ero on tho• C<mtrol C~rd, ski¡> lh1s da!' 

section, ond all m.o\,rt~l 

"''ith \he• ¡:lnbul c·~rlcSJan 

be Input as follo~~; 

axc•s (X¡.X~,X~} ~¡]\)JO.' US~Olln<'d \<> c'Olnc'ltl<• 
~yslem X,Y,l. Othc•!',\'1><', ~OICI'IIO e,onl~ J:lUS\ 

not<•s col urr.ns v:>nnblu ~ntry 

"' ) ' " Idcntification nur.bc r; 

GE.l '"' U:.~ORTIIO "' ' w " Node nwnbt·t· '"' ~otn\ 
.. .. 

)) , " Nade numl"''' ro r p<n" t 
..... 
' " '" " Nodc numbo•r (O l' po1nt "K" 

NOTES/ 
(1} Jdcntiflcatlon mmbcrs 01) roust be• tnput tn lnc·n:a~in~ 

scqucncc bc·~inn>n¡; ~lth "¡" ~n<l cnding ~·ilh "~ü!!THO" 

(2) Orlh<llrnptc m:llc•rtol 3XC~ odcnt~ttons ~.-~ "P<'<'ific•d by 
mcans of tlw tltrec no~e !1ttm\Nr~ ~l.~J,,~K. t\>t- tlw specHll 
cusc ~hcre ot·IIHHroplC l:'.:t!el't~l a~~s ('<'tnciUe ~tlh tho ~lo>l,.,l 

axcs (~,Y.Z), 11 '"no! nec•essnry to input d~t.o 10 !h!S 

scctoon; SN' Sccttnn 7, nott• (·1). !.('! ..!:I·.!:!•..!::t b<> th~ t~lrt'C 
orthogon"l vec·tor~ ~h1d1 Uetonc• the :>xcs of motc•n~l on!lt>tropy, 

thcn thcir din•ctions aro a~ sho~·n b<:'low: 

IV.8.8 
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JV. El.EJU::OL DATA (contl~u.-d) 

f, 

-.:.f·:.....--1; .... j 

~ 
k 

• 

' 

!, • 

!, • 

!, • 

51 

-" - -,, • " 
!, ~ !¡ 

Node nu.,bers .~I.~J.~l-; are only used to locate potnts i,.J,k, 
respccttvely, aok.l any con•·entcnt nod"s "'"Y be uscd. 

4. DlstrJIJuted S"rfac•-' L<>on Ilota 

NDLS pnit'" o[ cnrd" Ol'<l to ~c input in tht~ ""<'lino In 
or<ler of incrca~ln~ set mJrr,l>er ();), TI"'"" data de~<·nltc· surfaco• loads 
n<'ting on clc•ment laces and "'"Y be ¡>l"<'SC!"Jbc•<1 dirceti}' 10 l<trms <>[ 

tace corncr nodo• pressu;cs or tndtJ'<lCtly by mcans o! a hyUt·osta\H' 
pressurc flcld. 

notes 

"' 
"' 

•· Contml Cár<l (315) 

column~ variable 

) 

' :-11-'.\CE 

ll - 15 

cntry 

Load sct ldentifi~atlOn lHJ~.bL•r; 

Gr, 1 nnd u:. ~llLS 
Ele.,ent hL'P t\\1rnber un ~·llJCil thl" 
dtstJ"Ibu\c•o.l ho,uJ ib acti11~; 

Gt.l nnd u::G 
Load typc eudc•; 
EQ.l; pr<tscribed nor,al pressurc• 

lntens i: i t•s 
EQ.2; hydr<>statt<·allr varpn~ prc•SSJlrc· 

!lcld 
EQ.O; dc•foult sd to ''¡" 

IV.8.9 
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IV> ELH!ENT DATA (eont lnue<J) " 52 
flOTES/ 

FACE 

(1) Tbe Burface load data sets establtshed in thls section arn 
•sstgncd to the clerr.ents In Sectlon 7, 

(2) l!eXahcdra havc slx quadriht<•rol hccs eaéh uniqucly dcserlbcd 
by tour node nu!l".bers at thc corners of the f3ce. The !acc 
nu.,bcr convcntlon cstabHshcd for clcrnents IS gH•en on lh<> 
Tabl" bcl0\0, 

• 
(3) 'l'oo types of Sllrfnce pres5urc loads may be applled to taces 

o! thc clernent~. lf LT.EQ.O (or 1), a normnl pressurn 
distr!but10n 1$ pr~scrlbed dlrcctlr by means of pressurc 
lntcnsltles at the facc corncr nodes. lf LT.EQ.2, the 
hco ls cxposcd to hydrostatlc prcssure duc to !lu1d hcad. 

!'A 1' Uf\,\ L CO!Il>ER ~om: NUJ.!JJERS 
NU'.JRER COOIWJ:;,\TES ,, ' , 'o ' . ' 
' ( +l ' '· ' ) ' • ' ' , (- 1 ' '· q , 

' ' ' ' ( r , _, 1 , q ) ' ' 
, 

• ( r, -1 , .. ' • ' ' ' ( '• S, <l) ) , 
' 

., 
' ( '• S,-)) ' ' ' • 

TABLt: COI"~<Jr 1\ode :>uT'llwrs f o r th~ ~·>lid Elc•wn t Foees 

b, Nonnal Pn·s~"rc Dota (·lflD.O) (LT.EQ.l, onlyl 

notes colu,.ns variable <.mt ry 

(>} ) )O " Prcssur,• " 1 fnce nodc• :-;1 ,, ) )) '" " I'!"CS~Ur<" " 1 f" ce no<h• .~., . 

EQ.O; <l'"l"ult sct "' 
··¡, l 

" " " Pressur<• " face 0<><1<• );~ ; 
>:Q.O; dc•rnult sd '" 

""p 1 .. 

" . 
'" '' Prcss\lrc• ;< t 'fa<:e n<><lc• ~ 1; 

EQ.O; dcfault se! '" 
"¡o¡ 

1V,B,l0 
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lV. ELEMENT DATA (conllnucd) 

NOIES/ 

'" The pressure dlstrlbut!On actinp: on an <"lem.,nt face ls 
deUned by spccl!ywg )ntcn:;lties Pl,P2,PJ,P·1 at the tace 
corncr nodcs ns sho~n be lo": 

. , ---71"' ·~ 

Th.,. fac<' corn<•r nodc nmr.bers ar~ givcn tn tlle TaiJle 
and pos!Uvc prcssur" tunds to compr<'SS tt>c• ,-olume of 
thc clc"'ent. 

The varlation of pn>ssur" over !he dcrrent tace, p(a,IJ), 
is gtven "": 

p(u,b) = Pl!<l'¡ + P2xh
2 

+ PJxh
3 

+ P1<.h
1 

"• • (l /4) ( 1 +a) ( l • h) ,, • (1/-1) ( 1-. ) (l•lJ) ,, • (1/1) (l-a) 0-lJ) 

"• • (l/1) (l +a) ( 1- b) 

'" quadr!latcral natural fa ce coordtnates (a,b). 

(2) 1f any of thc cntncs P~,PJ,PI are omlttc•d, Ua•>><' ,-alue~ 
are rc-sct \o thc value of PI; l,e., for a untfon:tly dts
trtbutcd prc.;suru (pl, ~e havc Pl.EQ.p and ce 11-~0 blan~. 
It P2 ls zero speclfy 3 sm3ll numbcr. 

J\',8,11 
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IV. ELEMENT DATA (continuo><!) 
54 

(2) POint "s" is ony po>nt 111 thc !reo surhcc of thc .fluld, 
.and po1nt "n" lS locatc<l such that th<> dH~Cilon (ron:~ lo 
n h normal to thc !n;c surt'acc and 15 po~ltlV~ ,.1th 1ncrc~sin¡; 

dcpth. 

/// \ S 

y 

1 -
+N 

z X 1 
1 on 

1 
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ELEMENT IliiTA (cont1nucd) 55 
Hydrostatle prcssure in contact with an elemcnt fAce causes 
elerr.ent comprcsslon; l.e., pressure TQaultnnt acts towsrd the 
element Centrotd. Nodes located nbovc the Huid surface are 
automatlcally asslgncd zero pressure lntensltles lf an element 
face is not (or only partially) aubmcrgcd In the fluid. 

~- Stress 0\ltput Re<¡uest Location Snts (715) 

1! NOPSET 1s zcro on tlle Control Card, skip thh sectlon, 
and global strcsses will be computed and output at the eleffiellt centrold 
only. Otherwise, 1iOPSET carda !llUSt be Input ns !ollows: 

notes column variable ent>"y 

(1). ' ' ""' Loeatlon nurnbcr "' output poJ.nt ' ' " WO> Loentlon numbo r o< output po;int ' u " 1.0::3 Locnt.lon llUI!lber o< olltput polnt ' " " I.OC<I Location numbcr M output polnt • 
" " ""' l.o<:ation numbcr "' output point ' " " '"'' Location numb<!l" o< output polnt ' " " "'" Location nu,bcr "' output point ' 

r;on:s/ "'· " 
(1) 27 clcmcnt lo<:ations a>""C assi~nt:d m1mbcra as shown in the 

. 6 •• 

Flgurc bclow . Locations l lo 21 corrcspond to nodo number-s 
1 to 21, r-c,;pcctively. Locat1ons 22 \o 27 nre element facc 
ccnt roi<l s. Thc fi1·st wro (or blanl<) cntry on a locat¡on" 
card l<•rm!natcs rcadinp; of locnt!on numbers !or tlw output 
S<lt ;. hcnce, fcv.·cr than scv<!n:locnt lons. can .be requcsled In 
an OUIJ>UI act. Location numb<!rs muH be input· in onlcr o! 
lncrcn,.jn¡;- magnitude; !.e., LOC2 l$ grc~ter than LOCl, l.OC3 
ia grcater than LOC2, etc. ln.dyno .. !e onolysis, FACE 1, 

~"ACE 2, •.• , FACE ~ e<_>rrespond.to·Output locat1ons 22,23, ••. ,27 
respectl~ely, (Se., Table Vll.l). 

r.l~mcnt Load Case Multipl!~rs 

FIV<l (S) cards must be input In thla s~ctlan spt:cHyin~ thc 
!raction of grnv!ty (X,Y,Z), thc frnct!on of thermnl londs nnd thc 
frnct!on of pr.,~surc londs to be addc~ to ('nch o! the cl<"mcn\ londin¡;
<:ombinntlons (.o\,ll,, •• ) , Load case multlplier dntn Sffc<:t stat!c 
pnalysh cRlcuhtlons only, 

Cord l 

notes 

"' 

X-dlroetlon ~rav!ty (4Fl0.0) 

}. - 10 .GXA 

31 - <10 GXO 

entry 

rnction o! X-dlrect!on ¡:;ravity toba 
applied ln clcment loQd case A 

Frnction o! X-dlrcction grov!ty to be 
applied in elcment load !;'ase O 

lV.O,lJ 
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2 9 

. . 

. ' . ' : 

19 

. . 

7 15 8 

. ELEMENT STRESS OUTPUT LOCATlON NUMBERS ... 

• 
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'IV. 

Card 

Card 

Card 

notes 

"' 

ELB\ENT DATA (contlnued) 

' 
' 
' 

Y-direct>on gravity (4FlO.O) 57 
Z-d>rection ¡;ravity (1f"l0.0) 

Thermal loads (·1FlO. O) 

columns vari~ble 

l - lO 

31 - 40 

entry 

Fraction O! therrnal loads to be ap¡-hed 
in elernent load cas~ A 

f'raction or tlwrmal loads to be appll<:>d 
In elernent load case O 

Card 5 Pressurc loads (1!"10.0) 

notes columns variable entry 

(3) ) - " " Fraction "' p rcSSUI'O loads '" '" applied 

'" elcrneH! load C'<lSU ' 
" - '" " Fraction "' pressur<> lonrls '" oe applied 

'" c>lernent load case ' Nan:s/ 

"' Gravlty loads un the strueturc• du~·_to static bo<ly !orces 
are curnputud !rom !he ~-<'ight dcnsity o! elernent rr.atenal" 
and ttoe elernent ¡;cornctry. Thesc J.uads"are llSSi~11ed to th<' 
clcment J.oad combinat¡on~ by r.~cons o! tl'lc <•ntncs on 
Co¡·<i~ 1,2 3lld 3 for forC"eS ln t\oe X,Y,Z din•dion~, 

rcsp<'ctively. 

(2) Thermal loads are corr.putcd knowing thc nodc tempcratu¡·es 
lnput in Scction lll, lile stress free re!~rcncu t~rnperature 

(T0 ) input in Scetion 7 ond the eh•m<•nt"s material propertlCS 
nnd nnde cuordinat<>s. Tho ternpPrat•n·e distriiJution ~ithin 

ttw ~l~Ol<"nl is d"srrih<"d using tlle sam<" 1ntcrpolotlnn func
tions wl¡ich dcsC!·lbc thc va!'la!lO!l uf dBplaccrncnts withln 

tl1e· <•lemront. 

(3) \'r.ossure J.oad~ are first nssicn<'d to "l<>mcnt load """"" 
(A,!l, .•. ) by mnalls of !he cnt¡·'"" (scale factor~) on Card 5, 
and the disll'ibuted load seis ~·tnch ~e¡·e input in Soction 4 

are lhcn nppli<"d to ttl<> <"l<"lll<'ll\S ¡nd:ivittuall)-' for cas.•s 
(A,B, ... ) by means of lo1<d sct ref<>rnnces given '" S<"-;t¡on 7. 

1. El<"m~nt Cards 

"I\I.·o cardr, (lf ~t\XNOD.t,'Q.~) or tbl"eC c~nls (lf ~IIXNOO.GT.8) 
mu~t be prcpar<>d fnr e<H:b demcnt thnt nppen1·s in thc input, nnd the 

IV.S.l5 
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fonnat for thcs<> cards is as follows: 

Cnrd 1 

notes 

"' 
"' 

"' 

'" 

(5) 

"' 

'" 

{GI5,rlo. ,115,·112) 

colu¡nns 

' 
' 

" - " 

'" " 
" " 

26 - JO 

" " 
46 - 5D 

51 - 55 

5G - GO 

" " 
" " 
" " " '" 

~a rl able 

NDIS 

NXYZ 

).")1111 T 

mxr;s 

'" 

TZ 

" 
xns 1 ~·r 

Ilt.t:l'St: 

·~· I.SI\ 

"" >so 

cntry 

F.lm•ent nurnb<>r: 
GE.l and l..E.NSOL21 
Nurnber of nod~s to be uscd lll dcscribíng 

the elcrnf'nt's tll"plocürnent fíald; 
EQ.o: dofault 5et to .. ~~n~ou" 
Nurnber O) nodcs to .be us<>d '" '"" descnption 
O) elcment ~eO<I.CI ry; 
EQ.O: dofault '"' >o "!>JHs" 
J,;Q.NDIS • goparametnc elernont 
LT.NDIS • subpn r·a me t r i e olemen\ 
Maten al 1dcntijication nurnber; 
G!;. l '"" L!; .• ~ Ul·~-:/1. T 
1<1 <>tlt 1 fi ~ n t ion mnnbür "' th() rnnterlf<l 
OXlS oricn\~tlon s...t; 
Gr.l and u: .• ~OitTIIO 
EQ.O; rnateri•l oxes dcfault lo thc 

global X.f.?. systern 
ldcntification nur.:b~r o! thc str<!ss outpu\ 
locat>on.sd; 
Gl:.I and Ll:.);OI'SET 
~:Q.O; c~nlr<>ld t>Utput only 
Str~ss free r~·f,,n•<>ce h>mpt•raturt•, T0 
Nudc nmnb<ll" inct·cment fur el~m<ml <lata 
¡:eneration; 
¡;Q.O; default sct to "¡" 
Jntc¡:ration ordcr for natur3l coordtnate 
(r,s) dlr('c\Jons; 
I:Q.O; de!ault sct to "1:-.TR.S" 
lnl<•¡:ratlOtt urdt•r for na1Ut"3) coord>n31c 

(t) dir~ctinn; 
):Q.O; def~\tll st•\ 10 "J,\TT" 

J'"ln~ lttdicalin~ th~t the stlfftws" and 
rn~ss rnatri~es f<>r 111is dc-rn~nt are thc 
snme as thosc for lllü preCPd>n~ cl.,met\1; 
EQ.O; "" EQ.l; .)"C5 

Prcssure Sü \ <o o <'lcmcnt load CDSü ' Pr<•ssure '"' 
,,, t•lcm<>nt lt>nd ~·as<' " Pressure se 1 !Ol" t•h•rncnt J o~d en S<l ' J'I"(•SSlli"C '"' Í<>l" t•lc•tr.únt l ond t·n~e u: 

LE. NJJJ.S 
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1 

¡ 
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' 

• 
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"· ELDIE~'T DATA (continued) 

Card ' (1615) 

notes columns variable entry " '· 59 

"' ' ' Node , numbcr 

' >o Oooo ' nurr,ber 

H " No~ e ' numbc r 

" " No de • nmnbcr 

" " Nodc ' numbcr 

" " Nodo ' numbc r 

" " Oooo ' numbcr 

" " Oooo • numbt~r 
(lO) ·<> " Oooo ' numbcr 

" " Oooo >o nurnbcr 

" " No de n number 

' " " Nodo " numbcr 

" " 1iodc " numb"r 

" " Nodc " nu10bcr 

" " Nodc " numbcr 

" " Nodc " OUIObcr 

c. m ' {515) (require<l " MAX:;oo.GT.6) 

note colu~nns vnrhble cntry 

, 
' Node " numbf!r 

' >o Node " nu~-lwr 

H " Nod., '" numbcr 

" " No de " numl!cr 

" 25 -- Node. " num!HJr 

NOTES/ 
(1 ) -- El ement en rd s ·mus t- be· 1 np ut ·J. n • n ~ce nd 1 n g ·e lemL·nt' nm•bc r-

order beginning wlth "¡" nnd cn<lin~ wlth :'NSOL2l", RcpctHion 
of clemnnt n\lmlwrs is illcgnl, but elcmcnt enrds 111ny be 
om!ttcd, and misning el~mcnt datn nre gcncrntcd according 

,,. to the proccdure dcBCrlhcd in note (7), 

(2) NDIS is o count oí th" nodc nutr.b<'rs o.ctunlly posted on 
Cards 2 and 3 "hJ.ch must im111cdJo.tdy rollo~· Card 1, 
!iDIS must be o.t l<>ast el¡;ht (8), but must bc less !han 
or equal to the l11:11t (MIIX1"i01J) whlch w0.9 glvcn on the 
Control Card, Scction l. Ucmcnt dlsplocciOcnts are 
assigncd at \he ¡;oJS non-zcro nades, and thus, thc 
ordcr of thc elcmcnt matrices la threc (i.c., trans
lstlons X,Y,Z) tlr.>es ¡;o¡s .. 'fhc ci¡;ht comer r>Odcs of 
the hexahedron mus! be input, bu\ nodc~ 9 to 21 are 
optional, and any or all of thcse optlonal nodcs may 
be uscd to describe lhc clcmcnt'a dlspla.,cm<:nt Ucld. 

• 

1'1.8.17 
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IV. ELE!IIENl' DATA (contlnucd) 60 

(3) Whcn elemcnt cdgcs are stralght 1t ls unnece~sary 
co~putat1onally lo lnclude &!de nodes In the num~rlcal 
cvaluatlon o! COOrdlnatc der!vattvcs, thc Jacob;an 
=trll<, etc., and stncc regular de~>Cnt shapcs are 
common, an option has bccn lncludcd to use Ie~er nodcs 
In thcse gcomctrlc calculations than are used !o 
describe clcmcn\ displaccmcnts. Thc first KXVZ non- · 
zcro nodes posted on Cards 2 and 3 are uscd to cvaluatc 
thosc paramctcrs ~hlch perta in lo elcmcnt geometry 
only. h1()7. mus! be at leas! eight (8), and if om1tted 
ls r<>-~ct to ~1JIS. A co=nn opplication might be a 
20 noda elcm<:nt (l.<!., NOIS.f:Q,20) with stra1ght cdges 
in whlch ca,sc NXyz "'ould be cnt.,red as "s". 

(4) ~lAXES (unlüss <>mlttcd) rcfnn to on<' of the material 
ax~s set flnfinPd in Section 3. U omitted, the 
material (~").\AT) orJcntnti<>n i!l such thot the (X1 ,X 2 ,X

3
) 

axes <"<>incide "ith !hu (X,Y,Z) axes, respectively. 

(5) !OP (unless omitted) nfers to one of !he output locatlon 
~cts ¡;!ven in Süctlon 5. lf IOP.!;Q.O, stress output is 

· quotcd at thc dement control~ only. Stress output ot 
a polnt conslsts of thn•<> normal and three shcer 

j coroponcnts rc!crencf;'d lo the ¡;loba! (X, Y,Z) nxes. 

1 ,, 

·- .. ' 

(6) Vihcn ele...,nt cards nr·c orolltcd, cletoent data are ¡;eneratod 
aUtomatically ns !ollow&: 

"{a) all dnla.on Card 1 for gcncrated cle);>cnts 
is taken to be !he same os thnt-¡;lven on 
the flrst elc...,nt cord in the scqucncc; 

(b). non-zct·o nodc numbcu (¡;!ven on C.rds 2 Rnd 
3 for.the lir~t elcmcnt) nre incremented by 
the vnlue "KG" (whlch !s ¡;!ven on Card 1 of 
thc lirst elumentl aa el<•ment gcneration 
pro~res~<'~; z<•ro (or blank) node number en-

tries ore ¡:enurutcd "" zer<>es. 

(7) Th<> !la¡;; lJlEUSE nllnwa thc progrnm to bypass s\iflness 
and mass rnntrix culculnt!nns provid!ng th<> curren\ 
elcment ls ldcntlcnl to thc preccding elcment; !.e., 
the proccdinc and cuirent clemcnts nrc jdcnt1ca) exccpt 

" for a ri&id body trnnslntlon. Ir JI!Et!SE.EQ.O, """' 
~atrlccs are computcd !or lhP currcnt element. 
lf IREUSE.EQ.l lt is nlso assum<>d thnt tbc nodc 
tctcpcratures of thc elct:~ent (for cnlculatlon or thcnoal 
loada) are tlle snmc &$ \hose o! the prec<!dlng elc.,ent. 

l\',8.1B 
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(B) Prcssurc loads are asslgncd (i.c., applied) to \he 
elemcnt by mcans of load sct refcrenc~s in ce 61-62 
for cornblnatton A, ce 63-6•1 for B, cte. A zero entry 
means that no pressurc acts on thc cle~<ent for that 
particular nlement load combtnatjon. 

(9) Thn first d¡:ht node numb<>rs cstnblish the corncr• or 
vcrtlcH8 of " r.cnHral he~ahPdron and rnust be all non
o.ero, (s~" Fir:ure in SPction 1 nn control car<.ls). l'<>do 
numbers mu.'lt be Input H lhc ~~<t<loncc 1ndicated otllcr.dse 
volume and surface arca J.ntc~l·atl<>ns ~;ll Loe itJdeflnitc•. 

(lO} The numbcr of cat""ds r<-qul red ns Input for ea<·h elcrnent 
d<>pend$ on \he •·ariablH :.~\X!>OD. F<>r the case ot 
MAXI'OD.EQ.8, only Card 2 1s r~qu!red. lf ~:~x:;on.GT.8, 
Canls 2 nnd 3 are requi'""'d tor all clen;ents. 

NO<les !l \o 21 are optJOnal, nnd nnly those nndcs oct\Jall¡.• 
uscd lo clc·s~ribe the elernent nrc Input. The prosram 
wlll !"end oll 21 elltries if lo!llXNUD w"s pven as 9 or 
grcnter, ])l!l only NDlS non-zer<> vnluús are el<peCt!'d 

lo be l"end on Cards ~ and J. If for example "''" drmmlt 
is d"seribc<l by lO nodes, lh'!n ce 1-·10 on Card 2 would bo 
the e!ght corncr ncxlo numbcra, and "thc rco:;nn>ng two 
nodc nu,.b<>I"S would bH posted so'""~· he re .on Cards 2 and .1. 

lV.S.l!l 
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'l'YPE 9 - THREE-Dl~.tEI\"SIO.~Al. STMIGHT OR CURVED PIPE F.U;~,n,::fTS 

Pipe <>le!r.~nts are ldentlficd b}· the nu10ber \~"lve (12). A>rul 
•nd shear forccs, \orque and bcndlng n~uocnts are calculated for cach 
IOCIObcr. Gravity loadtn~s In !he ¡:;lobal (X,Y,Z) direcltnns, untforJO 
tcmpcrature changcs (computcd fra., 1nput nodal tempcraturcs), and 
""tensional cffccts duc to lnt.,rnal pressure form th<J bnslc 10cmb<1r 
lofldin¡: condi\1on5. Ptpe elcmt•nt input ls dcscribcd by th2 follo~·,,g 

~cquence of cards: 

no\"'" 

"' 

"' 

Control t:ord 

colurnns 

' ' o " 
" " 
" " 
" " " " 

31 - 35 

46 - 50 

Vllriablc 

liPI PE 
li~~~.tAT 

~tAXTP 

NSECT 
NBI!P 

~tJ\X'fA~ 

NPAH(8) 
NP!IR(~) 

liPAR(lO) 

NJ>,\l!(ll) 

011~) 

"" l ry 

F.niPr '"" nurnb<Jr "12" 

liumber O) pipe elerncnts 
)illmL<!r O) material se\$ 
M~>.lmum numhcr of tcrnp<Jr~turc polnts 
US<Jd '" 1 t¡., tatJl" ''" any 10nl<.'r>3l 
ca:. 1: "' leas\ ooe poi nt 
)';urnber o) scction propcny seiS; Gt:. l 
Nu,,hcr ol Lranch poto\ n<>dcs "' wl\tch 
output , required; 
f:Q. o; 00 br~nch polnl output , 

pro<luced 
M"xt<nurn ll\J11cber of lan~ent Plc<n<mts 
<'<>mrnon \o ""Y one brand> pul1ll nn<lc•; 
).Q.O; de!oult se\ lo",¡" 

IJlallk 
T~n¡;ent stlftness lond mntrlx dllmp !lag 
t'Q.l; Pnnt 
EQ.O; Suppress println¡; 
Ht•ntl stiffne~s lo~d rnatrb dump flag 
EQ.l; Print 
I:Q,O; .'luppress printlng 
Elcmcnt parameters du~p fla~ 
}:Q.l; Print 
EQ.O; .'lllppress println~ 

NOTES/ 
(1) 1h<• nmr.tJer of plp~ elt•m,nts ("NPJPF.") counts bntb ton~"n! 

and bend ¡;cometric~, nml l>ntll lile lnol<.'rinl on<l Hect ion 

prnpcrty tnblt'" """ t'c•ft•n•ncc Cllll<'r \be bcml "'' tnn¡wnt 
clcrncnt typt•s, 

(2) A branch pOlO\ 1,; dc!lncd ns n noo:bl local ion ~hert• nt 
leas! \bree (3) ton¡:<'!\\ pipe cl<.'rnents connect. The t~o 
>nput paramct<:"!'S "¡¡mtr" and "~~\XTA:"" resen-c storn¡:e for 
an index arr•y cr<:"~t<·d dunng thc proccss1~~ oí plp<" 
cl<JIOent data; pos ti~¡: n lnr¡:;er number of maxirnurn cotllmon 
t~nsents \han octunlly exlst is nat cons>der<"d n fatal error 
C'ondition. Brnn~h pnlnt dota is .-..,ad >f·r~quustcd, !Jut not 
currently used: Le. tn be used '" futurc prop·am vcr~i<ms. 

IV.9.l 
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ELEMENT DATA (continuerl) 63 

2. Mnterlal Propcrty Cards 

Tmnpernture-dcpcndunt Ya<mr,'~ modulus (f.), Polsson's ratlo 
(\J) Qnd thcmol expanslon coe!flcl<'OI (O) are allowed. lf more !han 
onc (1) l<•mperoture po!nt is input for A moterial tohle, lhtm tl't<:> progrnm 
~elccts prupurtles usinr, linear lntcrpolntlon ~utwccn input tempcroture 
volucs. Thc temperature used for propcrty sulectlon lS !he average 
elcmcnt tcmpcrature whlch ls denote<! as T · 

• 
' • 

whcrc T¡ ond Tj are !he Input .nodal t<>mpcratures for ends "¡" and "j'' 
of th<! pipe. ror cs.ch dHfercnt rnateri•l, thc follo1111nr, sct of caros 

-mus\ b<> Input: 

notes 

"' 

NOTES/ 

a. 01atrrlal ldcntl!icatlon card (215,6A6) 

columns variable 

) • 
' 

11_-· 46 

cntry 

tlaterhl ldcntHlcnt;on llUI'lbcr; 
GE,l B!ld LF,.NlJMMAT 
NUrnber of <l!f!<•rent ternperaturrs al 
Which pl"OP<~rlics nre ¡:iven; 
F.Q.O; <>n<• tcmpernture po1nt lS 

•~sumcd to be input 
Moteriol <lcscrtptlon u~ed lo lobel 

lh<! output for this material 

(1) Material identtflcatlon numbcr mus\ be Input bet,.ecn one (''¡'") 

and \he total numbcr of matcrl&]s apecHicd (''r;U.t\1.\T") 

note a 

"' 

Non:s/ 

mal<>rial eards {-1Fl0.0) 

columns variable. cntry ' 

' )O T{N) Tempero tu re, '" n " E (N) \"oun¡:'5 modulus, '" , " x~·u 1~1 Potst<on' s rotlo, ~ 

" " ALP{N) Thcrmal <"Xpans)on cocf!leicnt, " 
{1) Supply one card for cnch ICT11J"''""ture po\nt \n \he material 

tablc; at leas! onc card lS n•qutre<l. Turnperalurcs mus! 
be input in incrcosin~ (ol~"hroie) order. 1! t"o or more 
points nre used. core 101\lSI be token lo insore that thc table 
covers the cxpected" rnn~c of D\•ernge lempcratur<>s existing 
in the clenents to ~hleh thc ~ntcrJal lnble is a5Slgned. 

' 

tv.9.2 
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lV. ELEMENT DATA (contlnued) 64 

notes 

"' 
"' 

"' (<) 

NOTF.S/ 

3, Scctlon Propcrty Cuds (1~,5Fl0.0,JA6) 

columns· variable entry 

' ' 
' " " " " " " ., 
" " 
" " 

' Scctlon propcrty ldcntificatlon nurnber; 
GE.l and U:.NSF.CT 
Out~idc diameter of thc pipe, d 0 
Pipe wall thlckness, t 

Shape factor for shesr dlstortlon, 0.. 
Wt!l&ht pcr unit lcngth of S<'Ctlon, Y¡ 
J!ass per unlt len¡;th of sccllon, P1 
Section dcscrlptlon {used to labcl thc 
out pul) 

{l) Section property !dentificotion numhcrs mus\ be Input in an 
asccndln~ sequence b<>ginning wlth·one (''¡") and endlng wlth 
thc totol numbcr of_ sectlon spcclfled (''NSECT"). · 

(2} Assurnlng !ha\ (y,z) are !he ~<.>Ction axes and that .\he ~-u1s 

is nonmal lo the section, \he propcrties for !he sectlon are 
cornputed fi"OIO !he input paramctHrs [d0 , t ~nd a:,.J es !ollo~·s: 

(•) 

(O) 

,, ) 

lnn~r nnd outer pipe radll; 

r = d /2 
o o 

r
1

=r
0
-t 

cross· s"ctlonnl arca (axial de!orrnn!tons); , , 
A " n(r - r } 

X .. O 1 

pr-incipal moments ot tncrt ia (bcnd In&}; 

• '') 
J 7. = J;,: 

(d) polar morncnt of lncr! In (torsion); 

(e) c!!cctl\"e shear oreas (shcar dlstortlons); 

A = A /o 
' ' ' 
' ' 

Note thn\ !he shape 
b<> input dlre~tly. 

foctor for "locar distortion (ov) mny 
If thc {'n!ry lo omlttcd, thc shap<' 

factor 1~ computed usln¡: !he cquotlon: 

"o ., (4/J) (r
3 

' o 

~ 2.0 

IV,9,3 
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IV. ELEI.tD:T 0.\TA (continll~d) 

An Input val u~ for ~v greatcr than onq hundrPd (lOO.) 
~n\lSü~ lh<• prngram to ne~Icct sll~ar dts\ortlon~ nntit·ely, 

lf """'• tlw """"" shnpe factor ls applto•tl to both 111 ~n<l 
out-ll!-plane shcar distortiono, 

(3) Thc ~-<>l~hl per unit length o! soctton (Y¡) ls Us<>d to 

compul<:' gravity loadings on !he clc~.ents. f'i>.Pd m"l 
sh,nrs, rnomonts, torques, cte. ar., cnrnputcd autmnat •colly 
nnd appli<>d as cquh•alcnt nodal loads. Thcse fon,., ~-Jll 

no( ac\ on !he structure unlcss ftrst ass>gncd to onc of 
!he clcment load cas~s (A,B,C,U) in Scctiotl )\',L.5, bclo~·-

(4) Th<• moss pcr un1.t length is only uscd lo forn th!' lurnpcd 
10as.~ Joatr!x for a d)'n~mtc analysis case, lf no cntry ls 
input, then !he progra10 '<tll re-define !he mass dcnslty 
f•·om !he ~·eigh! dcnslly us1ng: 

Elther a non-zero wei¡;h! dcns>:}• or rnass dens1ty ~·111 

c~usa thc program to assign 10asscs to al! pipe clmocn\ 
nodos. 

!! tht- num~.-r of output Oranch point nod"s has bccn 
orni!l<•d from ti!<• control rard (i.c., ce 2G-30 blank), skip this c~ction 
uf input, nnd 11<> bn>n<"h po1nt dn!a w>ll lJ~ '""d. Othrnc·¡sc, supply 
nudc """''"'rs for a 1<>!.11 ll\l~.lwr of hranch J•Oili!S requc<;~ccl Otl \he 
control c·n•·<l, t"n (lO) ll<ldc~ P<''" card: 

f i r s t ,. ,,.(] (10]5) 

no! es ~<>lumns \"AI·inlJlc rnt ry 

'" ' ' No de nurnbcr " branch pOilll ' ' " Node nu,ber "' brancl1 "point ' 
" - " '~" numbc r " ' branch po1 n 1 " 

second "" !"d (10]5) -- " required 

not<!s columns entry 

' - ' 1\odc number al branch )>Olnt 11 

N<Yrf:S/ 

(1) A nodP docs not dc!lne a branch lJOlnt unless nt least thn•<' (3) 

Dranch polnl uut¡>UI 
ls nnly pmduced for statlc """lysis ca~c~. 



"- ELD!E~T DATA (eont lnu<•d) 66 
5. f:lcment l.<>od C~"" Multlpl!crs 

nve (5) cards '"''st br• Input In th!s sect!nn spec!!yln~ 
!he fracllon of ~rovlly (In ~ach of \hu X,Y,Z coordlnnte dlrec\lons) 
!he fract\on ol !herma! load in¡: nnd lh<> fr·oetlnn o( lntern~l pipe 
prcssure load>ng to be addcd to each of four (1) poss1ble element 
load:in~ conblnatlons (A,B,C,D). 

C•ro ' X-dlrcctlon gravlty 

notes colun~ns varlablt! 

"' ' w 

" " 
" " 
" " 

Card 2 ~·-drrectton 1:1'31'\\y 

Card 3 Z-dn-ccllon !lravlty 

Car<l 4 Thenn.ll Joa<.ls 

notes colmons_ variable 

"' ' " 
" " 
" " 
" '" 

Card ) 1 n 1 ,.,-na 1 pre~"""'' 

no\ es columns vnnn~l<1 

(3) ' w 

" ~o 

" " 
" "" 

(HIO.Ol 

<'lllry 

Fra<>tlon of X-dtt·ectlon 
applled In elem<mt load 
n·nctlon of X-d¡r·ectlon 
appllc>d In dc•m<lnt load 
Frnctlnn uf X-dlr<lctlon 
nppllcd in ,.J,.ment load 

rra<:tlon of )(-dlrrc\lon 
appll<'<l In drm.,n\ load 

(·H!O.O) 

(•lf!O.O) 

(4!-'\0,0) 

en\ ry 

gravlty <o 
e as~ ' ~····lty <o 
<"3S<' ' gra<·lty '" C3S<' ' ¡;ra<'II)' <o 
e as., " 

f'noctlon of tbc•rm~l loo<l>n~ to be 
npplh!<l In elem<•OI load case A 
hnel Ion <>f lilerrnal lon<lln¡; lo be 
nppl!Pd In element lond case B 
!'roclion of th .. r·mnl lo"din¡; lo be 
nppllc•d In eleJncnt lon<l •·a,;<' e 
l'I"RC\lon <>f lllHt'mO\ i<>Miln¡: \O bn 

nppll<!d In elt•,ent lon<l e""" D 

(H'lO.O) 

entr·y 

'" 
00 

'" 
'" 

Ft·nc\ion <•f ¡>l"•'SS"l"C-lt><ILH'rd \oadtn.· 
nppllt•<l In.,¡,.,,.,¡ l<nHI ens•• A 
]"rat·llon of p<"<'S!'lLre->tHIUct•d loadln~; 

"PPIIP<I 11\ ,.¡,.,"'"'\ \""'' c.,se B 
Fn~<·li<m <>f p<<'S""''<•-111<1\Ire<l londln~ 

nppllt•d ;, ..¡,.,,..nt ln;nl c"t" e 
)'rn,.\lon <>f 1>1'<'8S<tr<•-ituiLO<"<'d l<>odln¡: 
nppll<•<l 111 c•lt·01!'nt lnnrl ens~ lJ 

IV.9.5 
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Y (VERTICAL) 

' ' 

' VERTICAL PLAN E z 
GLOBAL AXES 

1 

' 

NON-VERTICAL TANGENT 
IN LOCAL AXES 

PARALLEL TO GLOBAL Z-AXIS 

VERTICAL TANGENT 

CENTER OF 
CURVA TU RE 

LOCAL COORDINATE SYSTEMS FOR 
PIPE ELEMENTS 
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IV. ELEMENT OATA (~onttnued) 68 
5. Elemcnt l.•nd Case Multipltcrs {contlnued) 

NOTES/ 

notes 

"' 

'" "' "' 

(1) Nr> gravtty loo<ls wtll be producod tf thc wel¡;ht pcr 
unlt lcngth ~·as Input ns .:ero on sll sectlon propcrty 
car<ls. Othcrwtse, a multlpller of 1.0 input for an 
elc1>cnt loBd case means that 100';1; of deodwctgllt ,.-!11 
bc8sslgned to that load.comblnation. 

(2) No th~rmal lu~dlng wtll rf!sult lf t)¡c covf!icient nf 
thcrmal cxp•nslon has bcen omlttcd from all thc material 
cards. Othc,...lse, thcn:~al loads are co¡nputcd for each 
"lcmcnt uslng lh<• tlT bct,.,ccn the average clc01cnt tempcra-

·;cturo-(T8) and !he strcss-fr<>c temperaturc (T0 ) gtvcn 
wlth each ]Jipu clcrncnt card (Section IV.L,G, Uelow), 

(3) Elcm~nt di~tortluns are cornputed for cach clcment duc 
lo Interna} prc~surc, and liH>~<! loads are cornbincd into 
cleJOent load cases by means of approprlatc non-zcro 
cntrics in Card 5. 

Grnvity, tlwrmol or prcssurc.induced load~ cannot •ct 
on \he structurc lmlcss ii>·~l col:lbin~d .!n onc or more 
oJ the clcmcnt lood sets (A,U,C,D). Once defincd, 
clcment load cas"s are asslp1cd (via scalu factors) 

• to the structurc load cases by ,.eans o! Elcment Load 
r.lultlpliers r,Jvcn in Scctlon VI, An elcment load 
ccase combitlatlc>n rnay be uscd a rnultiplc nurnbcr o! 
tlrn"s when <i<•finlng the v"rlous struetur<• lond1ng 
conditions. 

6, l'lp<> Elcment COI'dS 

n. eard typc 1 

col urnns 

) • ' 

' " )) " ' " " .. , 
" " lS~CT 

" " " " .. 46 " .. ' . 

cntry 

Plp" el"'""nt number; 
GE,l nnd LE.J\PJPE 

Gcometric typc codc: 
"T" (or blnnk); tnn~ent scctjon 
"a" bend (clrcul'or) scct ion 
liodc 1 nurnbcr 
liodc J nur-bcr 
Mnt .. rial identiflcatlon numb.,r; 
GE.l and LE.I\DIMAT 
Section propeny ldcnti!Jcatlon numbcr; 
GE,l nnd I..E,NSECT 
Stn·s~-!rcc tctlpcraturc, T

0 
hilcrnal prcssurc, p 
J'Oslt h'C projectlon of B local y
\'cC!or on thc ¡;lo!Jal X-axis; A(yX) 

H'.9.7 
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69 
IV, F.LH\0/T Jl.\TA {c<>ntlnucd) 

notes 

(5) 

6. Pipe Elern<'nt Cards (contlnued) 

variable 

" 
" 

Po~ltive projectton of a local,y
~cctor on thc global Y-axis; A(;Y) 
Posltlve projuc\ion ot a local _,._ 
vector on thc ¡:loba! Z-nxls A (•1.) 

Nodc• muo!Jer illC!cmcnt for tangec,t 
el<"munt genc¡·~uon; 
F.Q,O; dcfault sct to "'¡" 

l'OTES/ 

(1) C<•rd typc 1 ls UóeJ !ot· both tangc!ll and henrl clements; 
n second cnrd (card typc 2, below) mu~t be 1nput irr.mcd>
Hely !ollo~·ing card t}'p<l 1 1f thc pipe clemetlt h a 
bcnd (;.e,, "n" 1n ce 5), ~ote that ciernen! car<ls r.1ust 
b<> >np\lt·ln nsccndlng scquencc Uegtnnln¡; "ith one ('!") 

nnd endin~ Wlth !he totnl number oJ pipe <den.ents, 
lf tan~enl "l''"•cml~ aro' omittcd, ~encration ol liH• 
intcnJCdlfll•' c•lcmcnts w!ll oc(ur; thc ~~ncral>on ~lgonth1:1 

is dcscnbcd helow. An attempt lo (;<!ll<>rate bcnd typc 
<>lcmcnts ls runsod<>red \o be an err<H·, 

'(2) Tl\e stress-fr"" t<mpcr"\Ur<', T0 , 1.' subtractcd from 

tho aver"~'' elemcnt t"'"P''''nllll'"• Ta' lo eompul•• lh<• 
un!fotm tem¡tcraturc diff<!JP!lCC actlnr, '111 \he dc!lwnt: 

Thc enltrn <•l<!ment ls a~sumrd to be .H this unif<.>rm 
VlllU<> of i<•m¡wr:.turc dlffet'""""· 

(3) Thc valuc of pt·es•urc 1~ used to compute a set of 
~<'if-equillbrntin¡: Joint torces nrlslng from mcll'.b<•r 

dlstortiolls dU<! ,lo pn•ssllriza\Ion; '·"·, thc m<>rh!lnical 
<!QUI''Olent ol ·thc•·m"l l<HHl•. Ft>r helld elements, th'-' pn•ssurc 
ls nlso lls<>rl lo comp\llü tlH' t:.cnd flcxlbllity focwr, l<P. Th<' 
C\ll·vcd pipe S\lhj<!Ctcd to bcndin¡: is 1'-0rC fl~Xilllc• than ele
mentar)' llcntn theory woul<l prcdtct. Tl>c ratio o! "nctual" 

flcxlbilit¡- to that predictcd by bca"' thcory ts dcnotrd br kp' 
whcrc-

' • (1.65/h)/[l 

' 
• (6p/Eh) (H/t) -l/3} o ' 

'" ~·hich , 
" • t 1!/r 

' • (d - t)/2 
o 

IV. 9,8 



l \' . ELEMENT llATA (contln•wd) 

70 
6. P>pe Elemunl Car<l• (contlnucd) 

'"' 

' • pipe ~·all thlckn<'ss 

' • radlus "' '"" c1rcular bcnd 

• • mean radlus M t h" p 1 IX' cross s~ct1on 

'• • outslde dlnr.~etcr "' '"" plpc 

' • young's modulus 

' • Interna! pro~sure 

Thc flcXjbillty factor ls compu!cd and applled to all 
bcnd clen>cnts; prcssurc stl!fcnln¡; ls neglected i! !he 
entry !or ¡ntcrnal prcssur~ (''p") ls omlttcd. 

(1) The ~lobo! projcctlons o! th<' local y-nxls for a t~n~ent 
111omber may be otnttcd (ce 16-7!> blnnk); lor this case, 
!he foll<>lling con\'t'ntion fur thc local systorr. is assu:ocd: 

(a) tancents parallcl lo thc global Y-axis 
(w:rtical axis) bn•••• thclr local y-a,cs 

di•·ectcd parallo•l tn nnd In th<• sume dir~c
tlon a~ ti¡., ~lubal 7,-n~i~; 

(U) tan¡;onts 110! pa•·.,Jlo!l !<> thc r,loiJnl Y-nxb 
havu lhelr lur;>l y-.,.cs cont"lncd In a v<>rtl~al 

{glob;>l) plan<" M•eh tbat luc;;!l y pl'OJc~t• 

po5lllvcly "" \be• p<>s>tiv~ ¡:loba! Y-ax!s. 

t"or bend el<"n<•n!s, \he ¡:loba) pn>j<:CtJon~ o/ tbn lo~ol 
y-ax1s a1·e no! usc•d; ln51o••HI, thc• l<>enl axts <"onvcntion 
;s dc•flncd as /ollo·•s: 

(a) th~ loeal y-;oxl!i is dil<:<"l<"ol poo;it;v.,Iy tm·ard 
nnd ltdcrsec\s u,., C<"tllPJ' of eurvotu>·c of thc 
bNJd (>.e., radluc, vc<:tor); 

{U) thoo locnl x-axh h tn11¡¡cot lo thc nrc of the 

bc1><l nnd lS <lln•ctcd posltivrly ft·orn nod<! 1 

lo node J. 

Note that for nll clemcnts,, thc local x, y, 7. systcrn 
''a nght-hand"d sct (scc !!cure). 

(5) lf a tnn¡;un! dcment sc<¡ucn<·e <'XlSts SllCh th~t cnch 
clemcnt numbcr (~Ei) 1,; 0!1<• (!) ¡:rc•ntcr than !he pre
vious nurnbcr (~[ 1 _¡); 1,e. 

NE :NE •l 
i 1-1 

only thc clcmeo! card for thu fl!"Sl tnn¡:cnt 1n th~ 

l\',9.9 
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71 
6, Pipe Elcmcnt Cards (contlnucd) 

' ". 

. 

notes 

"' "' 

-'" ... ' 

s~rlus nccd be Input, Thc nodc nurnbcrs !or thc mtss¡ng 
tangcntB are romputed uslng the formuloe: 

wherc "t:c" ls the nodc numtwr incr<trncnt Input In 
ce 76-1:10 for thc first elemcnt in thc sencl<, and 

'"" 
'""'"(a ) . 

(b) 

(e) 

'" (e) 

moterlnl !dcntlfiCutl'"' number 
,.uctlon propcrty ldcntiflcation nurnbcr 
¡¡\rcss-fr<!<' tcmpur•ture 
lntcrnal p1·cssurc 
y-Rxi¡¡ glolwl pr<;>jcct!ons 

for f'&Ch tnngent In lile ¡:enero\lon suqucncc are lakcn to 
b" lh<> somc as \hose Input on thc Urst card in the 
series. The nodc nurnbcr tncrc.,ent ("KG") is reset to onc 
(l) 1! le!! bhnk on thc !irst can! In !he senes, The 
lust (hlr,hcsÚ clcmcnl cannot be ~'Oncrnted; l.e., 11 mus! 
be input. 

~nd cl~mcnt data cannot be gcneratcd becausc t~o tnput 
cn>:ds arc.,·cquircd tor e~ch bnnd, Also, the elernent 
jusi prior to a .b..,nd eluroent-must-appenr. on.an.lnput_ 
cnrd, Se~eral bcnds may be input In a sequcnce, but 
each be!><l r.mst np)War (on two cnrds) ,In !he input strear.l, 

card type 2 (t'l0.0,3X,A2,4FIO.O) 

colurnns variable 

) " ' 14 15 

'" " " " " " " " 

' 
cntry 

Radius ot the bcnd elemcnt, R 
Thtrd point type codc: 
~·TI" {or blltnk); thlrd polnt is the 
tanr,ent lnterscction polnl 
"ce" ; thlrd polnt is thc 
centcr or curvuture 
X-ordinate o! the thln:l polnt, x3 
Y-or<!innte or the thlrd po>nt, v3 
Z-ordlnate of \he thlr<l polnt, Z3 
rractlon or ~·all thtckncss to be 
used for dimensional tolcranc" leHs; 
tQ.O; dctnult oet to "o.l" 

1V.9.l0 
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SENO 
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CO~CE:-'TMTrll !.0.\D/MASS DATA {2!5,6t'l0,1) 74 
notes 

'" '" 

I'OTES/ 

col<>mns 

' ' ' " 
" '" 
" " 
" " 
" " 
" 00 

" " 

varlablu 

' ' 
FX(N,L) 

t'Y (N, L) 

rt:CN,L) 

MX(N,L) 
MY(Ii,L) 
MZ (.~, l,) 

o•n t ry 

Nodal polnt number 

Structure 1 o a<l """" nurnbcr; 
GE. 1 : atntic analysis 
.t:Q,O; dynarnic analy~ls 
X-rl¡rcc(¡on !orce (oc trnnslat1onal 
moss coeff!cicntl 
Y-d•rcctlon force (oc translat1onal 

. .,ass cocff!Chlnt) 
Z-dircctlon force (oc translational 
mass corff!ci~nt) 
X-axis m'""" n t (oc r"tnt ion al inc¡·t in) 
Y-axls ncomcnt (oc r·otntlm1al lncrtlnl 
Z-axis momcnt (oc rotatlonal incrta) 

_(l) t'<>r a slatic anal)',;la cose (NIWII.EQ.O), on~ cnrd is requlr<>d 
for ench norlal polo! ("¡;") hnvin¡: nppllc-d (non-?.cro) conccntr~ted 
torces o¡· lll(llllC0\5. ,\11 struc\UI'ü load cases '"ust hü 
gronpcd toge\hcr J<>r lh~ nod~ ('s") büfo~~ d~ta \s entcn•d 
fo~ thc nc~t (h>r,ilcr) nod" at· wb1ch luod,; ~,-., appl1cd. Only 
\he• s\!"<0('\Ul'c lo"d case·~ 1or whicll node ¡; 1~ londed lle<!d he 
¡;\ven,' IHll th~ o.lru<:!UrP load case numbers ("L"l ~·J\lch are 
~efer-e11ced ~.ust be> sup¡1hed 111 u~cend1ng ordcr. liodc load\n¡;s 
ooust be ddlned (>nput) ¡o inc¡·easing nod<:' number ordcr, bu\ 
a¡:ain, only thosu n<>dcs ocU1olly londcd are ¡·e<¡uirud as Input. 
The sU>\ le londs ddln<td In Uds section art on the structure 
cxactly "·'Input an<l "'''-'no\ scal<:d, factornd, etc. by IIL" 
clcment l<>ad co~e (o\,U,C,D) multlpl!crs (S<•ction VI, lwlo~'). 

Nodal fu1·ccs ar-lsln~ from dcmc-nt loadill~S ol'C com\nnüd 
{addithcly) •nlh any conccntraH'<l loads ¡;i\'t•n- in thls 
sect;on. Applied force/momcnt Vüctors act on 1h<:' structure, 
pos1tive 1n thc puSlllV<' ¡;lubnl dlrectluns. Only ono card 

lS nllo"'c•d per 11ode ¡wl' >oad ~""''• 

' 
f'Or a dynomlc analysis ~ase (l>l!YN.t:Q.l,2, J nr 1), structurc 
load coso>s ha,•e no mü~n1ng, bu\ !he p~o¡;rnTO c•xp-ccts \o rüad 
dala tll lhls Sc-CliOn noncl)¡c-Jcss. ln place of concentrated 
loads, lu~.p~d mas~ cocfl1~>c-nts f<>r thc n<>dol dcc-rcc-~ o{ 

fre<'<I<O!n mny l1u 1npnt fnr any (<'1' all) nudes, Tlw n>ass mntri> 
js au\o!n:<tlcnlly <'<>no;tnoctcd Oy llw p>·o~l·an f¡·~m clc•ment 
¡;eometo·y nnd assoclo!Pd material dells>l>cs; !he mass coe!flclc'nts 
read in thls scctlon are combln<:'d (add>tH·cly) ~1\h \he exist
in¡; clt'"'""l-basüd lurnped ma~s rnnt.-lx. for rr.nss >nput, P nod~ 
may only be• speciflt•<l nnce, and the load case numlJur ("L") 
rnust bt• ~"ro (or blallk). 



75 
CONCH"TMTED LOAil/MIISS Do\TA (215,6Fl0.1) (continued) 

Thc pro¡:rmn t<•rminatcs ro•n<!lnr: loeds (or mnss) ~ata ~·hen 

a zcro (or blank) )JOde nurnber (''¡;") 15 cncountcrcd; l. C., 
tcl"'inatc lhls sect1on of >nput V.lth_a blank card, 
for thc spcctal case of a stattc analys>s V.'lth no 
cnnccntrat<"<l loads appl>cd, Input only one (l) bbnk 
card in this sect>on. S>nlllarly, a· dynnt.\lC "nal;~·Sis 

In whicl> thn mass matrix is not lo be augm.,ntcd by ""Y 
entries In th•s s<:>ct1on r,•qulres only nnc (1) blank 
can:! as Input. 

(2) ~·ora static analysis, structure load case numbcrs 
rang~ from "¡" to th<.! total nur.:bcr of load cases 
rcquestPd on thc :.\aster Control Card ('LL"); lhus, 
1 $ ¡,,; ].),, )W\'N.EQ,!I. F"r a dynar.llc analysls, only zcro 
(O) reie!nllC<•s are allov.t"l; tlws, L ~O, };I!\');,):Q,l,2 

3, or 4, 

' 

v.z 
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' "· ¡;J.EMENT LOAD MULTIPLII;It~ (1FIO.O) 

notes columns \'arlabl~ <>ntry 

{1,2) ' " f.:.! (l) l!ulttplicr '"' <!l """' n t load case ' " " El.:C2) Multiplicr '"' cic!llent load case ' " " Hl(J) Multtpltcr '"' clumcnt load case e 

" " n; (·1 ¡ ~lulttplier '"' dcmunt 1 oad case ' 
xan:s/ 

(1) Onc cnrd must be ¡:!ven for cach statiC (IWYN.F.Q.O) strocturc 
load case rcquestcd on the ~:aster Contn>l Carel ('LL"). Thc 

cards mus! rc!crcncc load case nu,..b<!rS In nscendinl': arder. 
Thn lour (-1) clcrocnt load se!~ (A,Il,C,D),if created dudn¡: 
!he proc<.>ssln¡; of clt"!llcnt data (ScctH>Il IV, above), are 
combtncd •tth all}' concc•ntratcd luads spc>clllt"<l 1n Section Y 
fur thc structuo·" load cnscL Hn c~Mnpl.,, ~uppoc.c an analysts 
case c·olls fnr ~cvcn (7) static siruCilii'C loadtnr, condlt>Ons 

(i.c., LL "7), tl1<•n ll>c,pro¡;r~m exp~cts 1<> rP~d sav~n (7) 
c;>rds in this 'c•<OIIo,. ~·urUoc•r, sup¡>""' <:<Ll"~ numiJer tiLrca (3) 
in this "ectiou c<>ntnlns tlH• entr1e~: 

[EM(l) ,UI(2) ,DI (3) ,L\10)] " [-3.0,0.0,2:0,0.0] 

StructUr<" load cn5e threc (3) w>ll then be constructcd 
u~ing lOO~ of any ¡·onccntrated loads sp<tCI!icd In 

Scct>on V cinus (-) 300~ of lh<> loads In clc=nt sct ,\ plus 

(~) 200:::, of the lnhd~ '" elemcnt s~t C. load seis B and O 

~ill nnt be appl>e<l ¡n structure h>ad ""~'' J, t:l<"mrnt load 

~cts moy b·e rafu•·cnc<•<l any numbar of \irn"S In ordcr to 
ccnstruct diffen•t1\ ~tructurc lo~dln\.: C<lll<lit1ons. ElPmenl-

hnsed loods (~r""'ly, llu•rmal, etc.)<""" unly he ~ppl1ed lo 

the ~lrucl\lrc• l>)' '" ""~ tJ[ Uw do tu en tries in Ibis ~oct¡on. 

(~) lf tllls case ca!ls for on~ of thc dyo:>rnlc nnnlysls upl1ons, 
supply only onc lJhnk cnrd in tlns sect>on. lf tbe job >S 
a <lynncnc re-starl rnse (NDY;-ó.]';Q.-~ or -3), ~kip this sccl>on. 

Stat>c an~l¡sis inp!lt ls co.,pl(>!e ~-,th th>s ~ection. 
a ne~· dnta case ~·1\h o n()~· He:Hhn¡; Cord (ser• Scction 

n .l 

n.,¡; in 

"· 
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VII. DYNAMIC AN~LYSES 77 
Four (4) typ<'S o! dynamlc analysls can be P<'r-fo""ed by thc progra<D. 

Th<> typc o! ano.lysls h lndicnt<>d by the numbcr "~onY"S" sp<'cl!1ed In card 
columns 21-25 o! !he Mast"r Control Card (Se.,! ion 11). Jf 

NDYN.EQ.l; 

NDYN.EQ.2; 

~termina! ion o! system mod<' shap~s and 
1rcq\Jenc;ies only 
(complete Input Section Vll.A, only) 

Dyna.nic 1\<>Spons<' Analysts !or- arbttrary 
!!lOe dependen! londs ustng modc superposll!on 
(co.,plcte both S<•CI>ons Yll.A and B bcJow) 

NDYN.EQ.3; R~sponse Spectr"m Annlysls 
•.•:"(complcte·bolh S<>cltons VII.A and C, below) 

l'iDYN,EQ.4; Dynam>c Response Analysis for nrb1trary time 
dependen! loads ustng stcp-by-step d>rcCt 

lnter:ratton 
(complete Sectton Vll.B below) 

In nny glvcn dynnrnic •nalysis ca~<' only on<' {1) value of NDYN ~1ll be 
consid<'red, Jlow.,ver, if NOYN.EQ.2 or 3, th<> pro¡:ram mus\ fir5t sol ve 
u,., eigenvalu<' problem for structure modes ami frcQu<>ncies. "Thcsl' 
eigenvalues/vectors ere then used ~s input lo either the f"urced Response 
Aniolysis {~"OYN.f:Q.2) orlo lh<> Response Spectrum Analysls {!\DY!i.EQ.J). 
Jl<?ncc, opllons l, 2 or 3 all requirc• thnt tiH> control pnrn10~ters !or 
ci¡:<•nvnlue .,xtraction be supplied in Seet;on Vll.A, below. 

In case of D direct step-by-step integrntion analysis (NDY!l.Etl.~) 

do no! providc \he eigenvalue solution control cnrd o! Seclion Vll.A. 

Fnr !he sp.,cinl en se oí dynamic nnalysh re-star!· {ND)"N.!:Q.-2·ar -3) 
datn Input conslsls Of·lhe Hendln¡: Cnró (Secticm 1), !he Mnster Control 

··· "'' 'Cnrd {Section•ll) ,• nM elther of• ~<•d1ons Vll.!J (-2) .. or Vll .C (-3), 
bdow. ne-stnrtln~ ls posslble only 1! n pr<>vlous solution uslng the 
ssrne model was per!ormcd "tlh MJYN.HI.l, and thc results frorn thls 
eigenvalue solution "er~ ~a,•ed on the re-star! !!le. (SCc AppendlX A.) 

· Up lo t)JiS s<>Ctlon the pro¡;ram processes (i.e., e~peCifi lo read) 
ess<>ntially thc s•rn<> block" of dstn for etthPt" lh<> atatlc or dynamlC 
annlysts cases; cerlnln of the~r preced1ng dntn t•nrds, hoiiiCV<"r, nre 
rend by !he pro~rnm but nre no! ua<•d ;In the dytlnmlc annlysls pha~c. 
In ~<'ncral, \he purposc of the pr••cedlng data s.•ctlons 1& lo provlde 
Informal Ion lending \o the forrnatlon of the system stlffn<"ss &nd ctass 
"'al rices (appropriately modiflcd for dlsplaCe~<ent boundar-y condlt!om;). 
l'or <'~D!<plc,·elenwnt load seis (A,ll,C,D) 1:1ay bt• constructed as lhou¡;h 
a stnlic case""'"" to.be cons!dcrcd, but thcsr dota are no! us<•d in a 
dynnmic annl)"SI"; i.c., thc snmc dntn.deck .thrOll~h Sectlon l\' ~nn be 
u•cd for <•ith~r typc of nnalysts. 'J"hc concept of str-ucturr loodin~ 
eonditions H no\ dc!lncd fol" th~ dynamic case, nnd input for Sectlons 
V snd VI must be pr<>parcd spcclnlly. 

\'11.1 
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VIl. DYNAMIC ANALVSES (contlnut•d) 78 
A diBgonnl (lumped) rnnH~ r~~ntrJx ls fonnud outomo!Jcally u$1ng 

elcmcnt gcorr.ctry nnd assiKil<•<! rnnl<·r!al denslty or densitlc~. The 01ass 
10~\rlx r.o ddJn,.d contnlns <Jnly trnn~lat>onal mass coeffl<'lcnts 
caleulated !rom tdbutary ,.¡, . .,, . .,, <mlumes co"""on to eoch nodL Known 
ro\RIIonal ln~rths mus\ he lllput !or the lndlvlduol nodal degreca of 
frcedo,. in Sectton V, otwvt•. 

Nun-zero Jrnpr,,;sed dlllpl"'''""""'~ (or rotntions) input !Jy m~nns of 
the BOlmDARY elt•mcnt (typu "7") nre tgnorcd ¡ tn~tcad the componen\ is 
rcstnlned agolnst motion dnrln¡: dynamic rnotion o! the structurc. 

Thc pro~;rnm does no\ Ch~<nr,o !he o~er of !he system by per!onnin¡¡; 
a.condensation or tl>ose nodnl <I<•¡:T"C~ of !r,cdom l>ovin¡: no (z~ro) 
mosb coef!lcicnts¡ i.e., o '<'1"<> muss rcduction ls not pcrformed.• 
.No distinction is mndo bet"'"''" sl<otic and dynnmic deerces o! frc<•dmn; 
i.,,, thcy ar<." idcnlicnl in lh'<¡ucncc, typc nnd total number. 

\111.2 
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VJI, DYNAMJC ANALYSES (cont!nued) 

notes 

"' 

"' 

A. MODE S!IAPES ANO FllEQUENCIES {NOYN.EQ.l, 2or3) (3!:'>,2Fl0.0) 

colummi variable 

' - ' II'PR 

6 - lO nss 

cntry 

Flag for pr!nt1ng lntermediate matrices, 

norms, etc, calculoted durlng·the 
eigenvalue solutlon; 
J;:Q,O¡ do not prlnt 

EQ.l ¡ print 
Flag for pcr!o,.!ng the STUml SEQIJENCE 

check; 
EQ.O¡ chc~k IQ see 1f e!genvolucs 

warc misscd 

EQ.l; pass on !he check. 
{3}· .. - -· 11 ~aximum numbcr ot iterations allo~ed 

to rench \he convcrgcncc tolerancc; 

,., 16 - 25 

(5)' 26 - 35 COf'Q 

' (6) 36 - 40 

EQ.O; defllult set to "16" 
. Convergencc tolcrancc (accurac¡•) tor 
th" hlghest ('¡;r") requested ni gen-· 

value; 
EQ.O; 
Cut-off 
EQ.O; 

GT. O; 

dcfn\llt se! to "l.OE-5" 
fr"qucncy (cydcs/unlt time) 
NF c1gcnvalues will be u;o;

trn<:tcd 
cxtrnct only thosc values 
bclow COFQ 

Number of stnrtin¡¡ itcration vectors 
to be rcad Jrooo TAPF.lO 

NOTES/ 

.. , .... (1) Extra output produ~cd by th" cl¡;cnvnlue solutions can be 
·-· requested; output produccd by this option cano be qu,to 

voluml,ous. · Normnl output prlldLOcQd by thc progrnm ~onsists 
O! nn or<l<"r<•d l!st of <"1gc!1vnh><•s follo~·~d by thc e!Rcn
vcctors·for <>nch mode. The number of modus found and 
printcd !s speclfled by the vorioblc '"¡;f"" glven in card 

Colunms lú-20 of the Master Control Cord. 

"' The program performs the solotlon for e!genvnloes/veclors 
using e!ther of t"'o (2) d!stlnct al¡;orilhms: 

. (a) 

,. 

'") 

the DETr.R.\11!-iAiiT S!:AHCH al¡:orlthm requlres that 
thc upper trinn~ulnr !Jnnd of the systcm stiffncss 
mntrlx flt into h!~t• b¡w~d mumory (core}; ! .c., 
<>nc <•Qun ti on "block". 
thc SL~lSPAC¡; lTEilATlO)i nlgorithm !s osed if only 

portlon~ UracUons) of lile Eystem matrix cnn be 
retalncd In core; 1.c., thc !COirix (cvcn thoo~h 
In band form) must be manlpulated In bl<><:ks. 

Vll. 3. 
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Vll, DYNAMJC ANAl..YSES (co~\1nuo-d) 80 
A. MODE SHAPES A~l> FREQIJ:ENCJES (cont1nued) 

The program Will au\omatlcally ee1ect the SUBSPACE lTEAATJON 
procedure for e!genvalue solution if the model is too large 
for the !n~core algor;tbm; 

" " ... " " The entr!es IFSS , NlTEM and RTOL" ore !gnored if thr pro-
gra~n can use the D~TEIW-lNANT Sf.AI!CH to flnd <"igenvalues. 
1\"hether or not a model !s too large for the DLTERMINANT Sf.ARCH 
depends on the amount of core a1located (by the pro¡:ruu•er 
and not tbe user) for array storage. The progra"' variable 
" " MTOT equals tbe a100unt of work!ng storo¡;e available • 

Define: 

MBANO ~ max!mum equat!on bandv.·idth (coeffielents) 
~ (rnax!mum e1cment node number d!fference) 

X (•verage number of dcgrees of- freedom 
per node) 

).'EQ · ~total number of degrees of freedo:o in 
the I>Odel 

~ (6) X (total number of nodes) ~ [number of 
f!xed '(deleted) dc¡;recs of frccdom] 

1\EQII ~ nurnber of equat lons per block of storage 
- MTC/f/ ~U!AKD/ 2 (for large syslems) 

1! l•iEQB !s.less than l'J:Q, the model 1s too l1rge !or the 
· DETEININA~'T .SEARCH. al¡;orJ thm, .and theoSUBSPACE-ITI:I!AT .ION. 

procedure wHl J?e uscd. ¡ 

Jf:the.SUBSPACE:.ITEAATION. elGorlthm :is used the user may; 
•· re<¡ue.;;t that -the· STUIU4-SEQUENCE· check -be .perfo=ed. By·. 

experience the algorlthm has always produced the lowest NF 
eigenvalues, but there is no formal mathe"'ot!cel pro<>f thot 

· ... · ,.. the calculated Nf eigenvalues ...-!11 oh-ay~ be the lo,.·eat ones. ~· 

The STURM SEQUENCE check C&n be use<! lo verlfy that the 
lowest NF e!genva1ues have been obtained. lt should be 1" 
noted that the cOJOputational eftort expended In perfo=1nc 
the STURM SEQU:ENCE check ls not trivhl. A ractor!:ntlon 
of the complete system matrl>< 1s perfor""'d at a shift just 
to the r!ght of the NFth eicenvalue. 

lf durlng the SUBSPACE ITEAATION the Nf'th rlgllnvalue fo1ls 
,.··to converge too tolerance of "'liTO!." (norn•lly l.D.E-5, or •·.· 

5 significant figure5) within "NITO!" (nonoally '"16") 
ltern!ons, then the STUI!M sEQUENCE flag ("tr-ss"') is 
ignored. 

\'ll .4. 
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Vil. IIYNAMIC ANALYSES (con! lnued) 

A. MODE StlAPES AliD fiiEQUE!'Cl!:S (contlnuc'<l) 

(3) The maximum numb<'r of i !eral ions to r<>ach conver~cnce 
(":HTUt") applies only to the SUDSPACE ]TEHATION al~orithm. 
1t ce 11-15 are loit blank, a detault value of "16" .for 
liiTUt ls assumed. 

(4) The convergencc toler-ance ("RToL") ls applicable onl¡ if 
the S\lllSPACE ITEnATIOió algor!thm is used. This tole>ance 
test applles to th" liF!h ei~envalue, nnd oll elgenvalues 
lo~·er than the liFth <me "'lll be more accurate !han RTOL. 
The Jo,. es\ mode 1& follnd lllO&t accurately "''1 th prechlon 
d<>cr<>asing ~-;th ln"reaslng mode number until the h>ghcst 
requested mode ("Nr") is accurate to a tolerance of RTOL. 
Iterntion is termin&ted aftcr eycle numbcr {k+l) lf the 
~Fth eJgenvalue ()., say) satlsfies th~ lnequality: 

[ l~.(k+l) - Hk) I/Hkll < RTOL 

U tlle determinant search al~orithm ls used, the cigenpa>r~ 
are obtalncd to a hlgh prccision, which is indicated by the 
''physlcal error bounds" -., 

• 

where , 
ri "' (K - w

1 
-M) ~~ 

and (w2 ~) are the i'th eigenvalue and elgenvector obtalncd 
In thc

1
solutton. 

(5) ThP cut-off : 
algorlthms lo 

belo~ !he spe~l~:. 

·>t!. '' .• !\>~ 
oll el~efl••~ues 

·-~" tound. 

The DETE~IINANT SEA!.' rllhm compult•s e1~envolu~~ ln 
arder from "¡" to "¡;¡", JI the Nth <>i¡:envalue (l ~N<NF) 
has a !r<-quen~y grcater than "coFQ", thc remalnlng (NF-N) 
elg•m••alues are not cor:-.put.,d. 

\'11.:> 
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VII. DYNAMIC ANALYSES (continued) 82 
A. MODE S!l~PES A!.-rJ FREQUENCIES (cont!nue<l) 

The SllBSPACE ITEAATION algorithm l••rminat.,s r.alculat!on 
when the Nth eig~nvoho<> is accurate (!.~., does not change 
wlth iterntiun) toa !olerance of RTOL. As before, the Ntb 
e!genvalue !S the nearest eigen\•alue higher !han COFQ. lf 
the SUOSPACE JTERATION ~olut!on determines N eigenvslues 
less than COt\l (~here, N <NF) , !h~ STURM SEQUENCE check" 
(if requestnd) !s perfo•·"'ed using !he Nth (rather !han !he 

NF~b) e1~crivaluc as • shift. 

Only those O>Odes ~hose trequ<>ndes are leas !han COIQ 
"111 be used in the TIME HISTOilY ur RESPONSE SPECTRUl.l 
";,nnlyses (~o•rt iolls VII. B nnd e, l!uluw). 

(6) Thc startlnK itera! ion vectors, together w!th control 
!nformat!on, mus! be wr)tten onto TAPElO before the program 
~xecut!on !s started, Append!x B d<>scrlbes the cr~at!on of 
TAPElO and glv~s the required cnntrol cards. 

(7) Thc progrnm does not ~al~ulate rlgtd body modes, >.e. the 
system must have been restra!nt so that no r!gid body modes 
are present. In exact arithmet!~ the elcment d 00 o! the 
rnatr;x O In !he trianGular factt>rization of the st!flness 
matrix, !.c. K "'LDLT, !s zero !f n rigid budy mode :ls present. 
In cornputer ar!thmet!c the elem~nt ~no h small ~·heo Co!Cpnred 
w!th the other ele..,nts Of the matrlx D. lf this cond111on 
uccurs the prograrn stops w!th •.message. 

1iut<>: lf onuny "ar.tifJdally" st!if bound~ry elcmenta are 
uaed, the av~rage of the elements of D will be art!f!Cially 
large. ·Consequently, dnn rnay be small in compar!son, and 
althoUgh no rlgid body modcs may be present, !he progr01o 
~·Jll stop. In a dynamic analy~is lt is r<>CommendPd no! 
to use v<>ry stiff boundRry elnmcnta. 

E/iD OF DATA CASE IliPtrr (liDYII.E(I.I) 

• 

Vli .6 
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VII. l!VNAMIC ANALYSES (cont!nu<.><l) 

83 
'· RESPONSE HISTORY ANALYSIS ("'DYI'I.EQ.2 or NDYN.EQ.4) 

'rhe NDYN.E:Q.2 option uses !he (''Nr"l mode shapes and 
frequencies computcd in !he preceedin¡¡; Section (VIl.A) to perform 
a mode superpostUon solut)on for forc<>d response, The NDY!i.EQ.'I 
optlon init1ates a d!rect step-by-step tntegratton of the coupled 
systcm equationa, !.e, no eigenvalue aolution has'been performed 
and no lranaformation to tha eigenvector basis ts now carr>ed out, 
The data input 1& identical lo the case NDYN,EQ,2 cxcept for the 
defin!tton of damptng, .Dynam!c response can be produced by t~o (2) 
general lypes ol forctng function: 

"' 
en<l/or 

'" 

ground accelcratlon input tn any (or all) of 
the lhree ,(3) global, (X,Y,Z) di>·ectlona; 

time varytng loods (torces/moDient,;) applied 
(or all) nodal degrees ot freedom (except 
dcgrees Of freedom) 

In any 
"ah ve" 

Time dependen! forclng functlons c .. ·hether loads or gr<>und 
acceleration components) are described In t-..·o stepa. First, _a 
number (l or more are possible) of non-dlmens_ionol time functiona 
are specltied tabuhrly by a oet of deacrete potnta: [t(t 1),t 1], 

where 1 ~ 1,2,,,.,k. Each <lltferent t1111e tunctlon may have • dlfferent 
number o! definitlon polnts (k). A particular foreing functton 
applled at sorne point on the &tructure i& then deflned by a scalar 

;•nmltipller (''e", say) and reference to one of the Input time 
··tunctlons ("t(t)", say). The actual force (or accelentlon) at any 

"" ) ' ' time ( '1', say) equals ~~f(t); f(T 1s found by lnear lnterpo a-
tlon beh•een-two of tbe input-tlme-polnt,.-{t 1 ,t 1 ~ 1 }, "'here 11 StStiH' 

Assumlng that the aolution begtno at time zero (O), an ln
depend<>nt arrival time (1

8
, "'here 1 8 :>O),may be ass!gned. to ea<:h 

forclng function. The•for<:tng·funct;ton 111 not appHed to the ayotcm 
unt!l the solutlon time ("t", uyl equals the arrlval time, !

1
• 

lnterpolatton tor functlon values 1~ based on relatlve time wtthin 
the tunetion table; l.e., g(•l = fh-1

1
). 

Th~ structurc ls assumed to be at rest at tlm~ zero; !.e., 
zero lnll!al dlsploccment~ and velocltica are assumcd at tlme of 
solutlon start. 

Analy&ls: 

notes 

"' 

'Jlle folJo.,lng data are requlr.-d for a P<>rcf'd Dynamlc JU>~pnnse 

l. Control Card (515,2f'IO,O) 

coluDII'IS varloblf' 

) - ' 
eniJ')' 

~unber ot differ~nt tlm~ tunctlona: 

"·' 

VIL 7 
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VII. DHIAMIC AMLYSES (contlnued). 
84 

B. RESPONSE HISTORY ANALYSIS (conttnu~d) ' 

-notes columns variable_ 

'"' 
cntry 

"' 6 - 10 

"' " - " 
"' " " 
"' " " ... 

''-. - ,. 

"' " " 
'" " - ., . 

'" 
" 
'~ 

m 

-~~ 

Ground 
EQ.O; 
l'Q.l¡ 

mot1on lndi<'ato:r; 
no "ground J!lotlon 16 input 
r~ad ground mot!on control 
card (Section Vll.B.J) 

Number of dlflerent arrlval times 
• for !he forcing functions; 

EQ.O; al! arrival times are zero 
Total nu~ber of solutton time steps; 
GE.l 
Output print lnterval for stresses, 
d!splaccrne,.ts, etc. \ 
G!:~l and LE.NT --,. 
SolUtion tHne step, M;' 
GT.O 
Damplng.factor to be applled to all. 
Nr modes _(fractlon of critlcal); ~ 

GE.O 

' In case of NDYN.EQ.4 use _, 

~- {6) 36 - 45 AU>HA ·• Da10plng factor a 

46 --55 BETA Damplng helor S 

NOTES/ 

(1) __ At oieast -on~ (1) n.,.,, fun.,tlonlmust be• input. 

'" lf.no gruund.accelentlon acts on the structure, set "NGM" 
to :>ero Hnd."skip Se,ctlon Vli.B,3, belo\11, Both grollnd 
a ce e Ie:r'alt on' and nod al ; force tnput . a re. allo"ed ,'. · 

(3) lf no arrival time values are input, all forclng functtons 
begin act.lng" on the structure at time :r.ero;: Tbe aa1ne 
arrival time value u.ay be r~ferenc.-d by differcnt forclng 
functlons, "NAT" determines the nu~nber of non-zero entrle& 
that the program e><p<"Cta to rel!d In s .. ction VII.B.4, below. 

~4) Tbe program perfo~s a step-by-step lntegratlon of the 
equations of•JDOtion uslng a sch",mc whl"h la un<:ondltionally 

·-

·' st&ble .,.lth respect to tl10e· step slote, l!t. ln'"o.Ht• IWYJ-,EQ.2 
the modal uncoupled equatlons of motlon are lnlegrmted. In 
"""" 1iDYN·.EQ.4 th<" coupled system·equatlons are"integrat"<<. 
lf "T" 1& the period of the highest nu,.bcred mode (normally 

' ~thc I'!Fth vode) that 1s to be tnclude<l·tn tbe re9ponse 
"alcuhtlon," lit should be c:hosen sucb tbat M/T < 0.1. A 

\'1 1.8 
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Vil. DYMMIC ANALYSES (continu.,d) 

85 
a. RESPONSE HISTORY AMLYSJS (continued) 

larger time slep O.c., ~t :> O_.IT) will not cause failure 
(instability), but participation of the highor nades is 
"!iltered'" fro,. the predicted response. In ge~oral, with 
increasing \Hile stcp sizo thc solut10n 1s capable or 
capturing leas or thc hi¡¡hcr frcquency particJpation. 

(5} The program computes system displace»enls at <>very solution 
time step, bu! printing of displacem~nll< and reco''<>ry of 
elt•ment stres~<>s is nnly pcrformed al anlution alap intcr
vah or "NoT". NOT must be al least "¡" and_ 1s nonnally 
sol<>Cied in th<> range Of lO lO 100. 

(6} The damping factor ("'DAMP") is-applied to all NF rnodes. 
The a<lrnissible range for DAMP is"betwccn 0.0 (no damping) 
and 1.0 (lOO~ of critica! viscous da~p!ng). 

(7) In case ~-DYN.EQ.4 th<> damplng matrix used is e,. crM+ e K, 
wh~re cr and ~are dcfined in columns 36 to 55. 

VII.9 
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VIl. DY:\AMIC A:\ALYSES (continu.-d) 

notes 

'" 

'" 
,, 
"' 
(ó) 

m:SPONSL HlSTOJlY ANALYSIS '(continu.,d) 86 
2. Time-\'aryin~ Load Cards (415,Fl0.0) 

colurnns 

' - , 

" 
'" 

~ l - 30 

cntry 

liodal po!nt number ~here the load 
componen! (forc-e or rnoment) h appl!e~ 
GE. 1 and LE. N!J.INP 
EQ.O last card only 
De¡:ree of fr.,edorn numbur; 
GE.l and !.E.6 

( 6X-l, 6Y=2, 6z=3, (X=4, ~Y=5, ~Z=6) 
Timc functlon numbcr; 
GE.l and IE.NTFN 
Arrival time numbcr; 

EQ.O; load applied at solutlon starl 
GE.l; non-zero ardval time 
Sca!ar rnultiplH!r Jo_r the time function; 

EQ,O; no load appl1cd 

NOTES/ 

(l) One card is rec¡ulred for each nodal de¡;rce o! frecdou 
having applled ume varylng londs, Cards must be Input 
in ascendi!lg node po1nt order. 'Th1s sequenc<• o! cnrds 
must be terminoted wi th a blank card. A blonk card must be 
supplied even lf no loads are applied to the aystem, 

{2) The same node moy ll•ve more thnn one dcgree o! frf'edo!"' 
.loaded; arrange dcgree& of freedom rcf<!renccs (' r"'¡ 
in ascendin~ scqucnce at any glven nodc. 

{3) A non-zero t;me function nurr.ber (''¡p¡;") must be ¡;;v~n for 

each fordng !unction, Jf); mus! be butwc.en l and J>rN. 
Thc tl!;e '!uncttons are input tabular!}' in Scctlon Vll.U.5, 
bdnw. f"nction values at timl>s betwc~n 1nput t>rnc points 
are cornputed ~ith l1near 1nterpolat1on, 

(1) 1! "IAT" Js zero {or blank), tht• forcin¡; !unction is HSSllr.led 
to oet on th<' sy~tem bc¡:inning at time zcro. J! IAT ls 
input liS a poslti<'O integer b~heon 1 nnd :\AT, tho IATth 
arri<·al tl"'e (de!ined in Sect1on Vl!.B.1, bclo~) Js used 
lo del ay !he oppllCO!>on o! thc !orc1n¡•. funnion; l.C., 
th<! fono: in~ funcl>on be~lns actin¡;: on lht• structure ~hcr• 
solol>on rcaches the lATth arrival nmc valuc. 

(5) 'lh~ octual magn>IUde of force {ur momeo\) act1ng on ti' .. 
~todel at llme, ¡, <'quals the product: (''p"¡ X (valuo• uf 
!unc\Jon nur.:b<'r "u-;-;" at time, t). 

\'11. 10 
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\'!l. OY!'A~IlC ANALYSES (continued) 

87 B. HESPONSE HISTORY ANALYSIS (continucd) 

'· Ground J.\otion Control Card (615) 

notes ~olumns ''arlable entry 

'" ' ' NFSX Time runction number dcscribln~ t he 
ground •cceler,.tlon '" '"• X-dlro•rtlon 

" (O NFNY Ti m e fomction nomber ~""~rlbin, tl1e 
ground acceleratlon '" ( "" Y-dln;>ction 

n " ?i'F?i'Z T11oe tunct ion nu10ber dcscribing '"" ground accelcr3tlon '" ( "" Z-d!rnction 

'" " NATX Arnval time number, X-directlun 

" " XATY Arrhal t in".e number, Y-direCtton 

" " MTZ Arrival time nur.:ber, Z-directlon 

l'iOTES/ 

(1) Thls card must be Input only if the ground motion 
indlcalor ("!>GJJ"'} i·as set .,qual to one (l) on·the 
Control Card {Sectlon, VII.B.l, above). A zcro 

time function nurnber indlcatc•s thot no ground rnotion 
i5 applied for that particular directlon. 

(2) Z<'ro arrival time r~f<>rcnCes !TI<l~n thot the gr<Hlnd 
ac"<>lcratlon (if applicd) !Ju¡;ins acting on thc 
~tructure al time zero (0). Non-zero refercnces 
~ust be integers in the range l to KAT. 

VII. 11 



n 1. Dr.\A~liC A:oiiiLYSES (con! lnucd) 88 
B. 1\ESPOI>SE HISTORY IINALYSJS (continued) 

notes 

0) 

notes 

I>OTES/ 

'" 

4, Arn\'al T>me Cards 

a. Card one (BFlO.O) 

columJt~ 

' " " '" 
" '" 

'· 
c<>llln:ns 

' . " 

vadablc entry 

AT(l) Arrlval \lme number ' AT (2) A !Ti val time numb~r ' 
AT (8) Arr1\'al t 1 me number ' 

card .. o (8Fl0.0) . (rcquircd ,, NAT.GT.S) 

vanablc entry 

AT (9) Arrl\'al t j""' number o 

etc. etc, 

ry ("NAT") given In ce 11-15 on the ronttol Card 
n \'ll.B.l, above) speciflcs !he lo!>. ·•· f.~r of 

1 !me .mtdes to be read 1<> this se e l>1put 
.ards as are requ1red to define "Mr'' d!ll '?~~ 
1!r.1es, e1gllt (8) cntries per card. lt no.,,.,,,.: ' 

' ·Ct~ r~q\lestcd (NAT.EQ.O), Sllpply nne (1) blank 
'· t thls sect1on. 
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VII, DYNAM!C ANALYSES (contlnued) 

'· RESPOSSE HISTORY ANALYSIS (contlnued} 
89 

5. Til•e F\lnction Dc!lnltlon Cards · . • 
Supply one s~t (card l •nd cord (s) 2) of Input Ior 

cach of the "m·¡;" time funct ions requested In ce l-5 of the 
Control Card (Section Vll.A,l, above). Al l<>ast one set of time 
functlon cards ls e><p<!cted In thh sectlon. 
in ascendlng function'nu<tber arder. 

The card scts are Input 

a. card l (15,Fl0,0,12A5) 

columns variable 

1.-- 5 J,'LP. , ...... (1) Number of function definltion points; 
GE.2 

' - "· Sf'TR (2) Scale factor to be applied to C(t) 

" - " HJ;D(l2) 

NOTES/ G 

vdues; 
EQ.O; default set to "1.0" 
Label lnfo~atlon (lo be printed ~lth 
output) descrlbing this !unctlon table 

(!) Al leas! two polnts (i.P.., 2 pairs: f(t 1),t¡) rnust be 
specifled lor e~cl1 tlllle lunctlon. • Less than two pointa 
.. -ould preclude linear lnterpolation In th" table lor f(t) • 

(2). The scale factor_ "sFTR".:. ts used to multlply lunct!on 
values-only; !:e,, lnput-tirne-values-are•not- chan¡¡;ed: It 
the .. sc~;,e·factor·is orn1tted, SFI"R is re-set by the program 
to 1.0 thereby leaving Input functlon values unchanged. 

' 

V!1.13 
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VII. DYNAMIC RESPONSE ANALYSES 

90 
S. RESPONSE HISTORY AWI.LYSIS (contioued) 

DOI<!B 

'" 

NOTES/ 

"' 

5, Time Ftm~tion Defln1tton Carde (continued) 

'· card (s) 2 (12F6.0) 

coltmns variable entry 

' ,. T (1) 'rime values " polnt '' ,, ' " F(l} f\lnctlon value at polnt ' ' " " TC2) ,_ value " point 2, ,, 
" 

,. F(2) Function value at po1nt 2, 
etc,. etc, 

Input a!l ll!any card {s) 2 as are r.,.qulred to define 
"m.p" pairs of t¡,f(t 1), s!X {6) palrs per can:l, 

.rct1 J 

t <tzl 

P~irs must be Input In or<lcr of oscending time valJJe, 
Time at point one must be zero, and car" must be taken 
to eosure that the llighest Oast) Input tl.me value 
(t¡,wl ls at lean equal to the value of ttJJ>e at the 
end o! solutlon; i.e., the time span for all functlons 
must covcr the solution time pcriod otherwise the 
interpohtion for functton values will hU. For 
tbe cue o! non-zero arrival times nsoctated with" 
a particular f~nction, the shortest •rrival time 
refere~ce (tA"• soy) pluS (~) the last functlon 
time ( tNLP )must st leas! equal !he time at !he 
end ·of•. !he :solut Ion o perlodc (!EI\D•-'•Y) ; -Le. , 

tA ~ INLP "- tnm · 

\'11.14 
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VII. DYMMIC AKALYSES (continued) " 

'· RESPO!;SE l!!STORY ANALYSIS ("ontlnued) 91 
6. OU!put Deflnition Cards 

• 
To mi.nirnlze thc amount of output which would be 

produc~d by the program lf sll displacements, stresses, etc.· 
,. . .,,... prtnted, output rcquests for spc<:ific components IIUS\ be 
given In thts section. Time histories for selected componenta 
appcor in tobles; thc solution stcp uutput prlnttng,lnterval 
is speci!ied as "!iOT" ~ht<:h is glven In ce 21-25 of the Control 
Card (S.,ction Yli.B.l, al>ove). 

.... 

notea 

"' 

'" 

.•• -~ dlsplace...,nt output reques\10 ·. - . 
(1) rontrol card (215)· ., 

·col umn~ variable 

) - ' 

' lO - ISP 

en\ ry 

Output 
EQ.l; 
EQ.2; 

EQ.3; 

type lndtcator; 
print l•lstorles an<l maxima 
prilltcr plot histories ar.d 
recovery of. mu:ilna 
recover rnaxl~a only 

Printer plot spacing !ndlcalor 

!óO'TES/ 

(1) The type. of output to. be. produced.by the .pro~ raro. 
applles. to_ all :d lsplacemcnt·· requesta ;-. "KKK~ EQ:O 
is illcgol. 

(2)'-·"¡sp" controla the vertical (down-the poge) sp•clng 

.for pr!nter·plot•: Outputipoints:are.printed· on·· 
ev~ry (ISP+l)th l!ne. Th~ hor17.ontal {across the 
pagel ~!dth of pr!nter plota is a constant ten (lO) 

''"inches (lOO prlnt pos!tlons). ISP la used only lf 
KKK.EQ.2. 

Vll,l5 
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Vll. DYNAM!C ANALYSES (contlnued) 

'· RESPONSE HISTORY Ax.\LYSIS (continued) 92 
6, Output Detlnltlon Caros 

11. displacement output noquests (contirmed) 

(2) node displaceme~t requeet cards (715) 

notes col umns vu·J.able entry 

. (1) ' - ' " '00" number 
GE.l '"' LI; .NLIMNP 

" EQ.O last csrd only 

"' ' - " lC (l) Displacelllent componQnt; request ' " 11-~ " IC(2)· • Displacement componen!, . requcst ' ' " " IC (J) Displacement componen!, request ' " " IC (4) Dtspl ace~~ent component; reQuest < 

" " IC(S)_ _Dtsplace10ent componen!, request ' " " IC(6)_ Displaccment componen!, request ' GE.l '"' u., 
EQ.O tenalnates requests for the 

NOTES/ 

(l) Qnly !hose nodes at whlch output ls to be produced 
(or •t whlch mucima liT<! to be dete=lned) •re entere<! 
1n this sect1on. Cards must be input in ascending 
node number order. ~ode numbers may not be repeated. 
Tbis se<:t>on must be.teminated w1th a.blank.card •. 

(2) Displacement co,Í,ponent requeats .("Jc'') range !rom 1 to·6, 
wberc l~liX,2•6Y,3~6z,4~tX,5ctY,6~~z .. The firat·zero (or 
blank) encountered-whtle nrading IC(l),ICC2), ••• ,IC(6) 
ter-m 1 na tes . 1 n forma t loa, ! or the "" rd • · .. Dlsplac ""'"nt 
components al a node may be requested in any order. As 

an example, suppose that 6Y, tX and tz are to be output at 
nod" 34; the card could be ..-ritten as /34,2,4,6,0/, or 
/34,6,4,2,0/, etc. but only tour (4) f1eld,. ,_.ould h&V<' 
non-zero entri<'S. 

Vli.I6 
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VI J. DYNAMIC ANALYSES (contlnued) 

•• RESPO!>SE HlSTORV A:\ALVSIS (contlnue<l) 
93 

6. OUtput Dcfln1tion Canls 

b. ele~ent stress component output requests 

(1) control canl (215) 

notes columns entry 

"' ) - ' Output type indicator; 
EQ.l: print histories and maxl10a 
EQ.2; printer plot Qf histories 

and reC<>very of ma~i10n 
EQ.3; recover maxima only 

6 - lO "' Plot sPaelng indicator 

NOTES/ 

(l) See Section \"II.B.G.a.<l), above. 

(2) element stress component re<¡uest canls (1315) 

Reqllests are grouped by element type; 
" " NELTYP groups must be input •. A group consists of a series of 
element stress componen\ request can:Js te:nninated by a blank card. 
Element number refer.,nC<>s ~o~ithin an el<>ment type (TRUSS, ssy) 
grouplng must be in nscending order. E}.,ment number rcterenc<'S may 
be ornlttcd bllt not rcprated. The program proccsses element groups 
in the samc arder as orlginally input in the Ele.,ent Data (Section IV, 
above). ll no output h to be produced for an eleCICnt typ~. then input 
one blank card for its group. 

notes colu.,ns var\oble entry 

"' 
) - ' m Element nuonl:Jer 

GE.l 
EQ .O; last "ro '" "" ¡;;roup only 

"' ' " ¡S ( l ) Stress componen\ nurnber '"' output, 
r.,qu.,st ' )) " JS (2) Stress eomponent nurnbcr '"' output, 
T<>QUefl\ , 

" - " JS (12) Str.,ss componen\ nllml:J~r f"r outpt:t, 
rcquest " 

\'1).17 



Vll, DYXA~.IIC ANALnES (contlnUcd) 

'· RESPONSE UIS1'0RY ANALYSJS (continuad) 
94 

6, Outpul llcflnlt!on Cards 

b, elu11ent stress componen\ output requests 

(2) request cards (contlnued) 

NOTES/ 

(1) Ter;,llnate each dl!feren\ elemenl output ¡:roup (\}'pe) 
"'•th a b_lank card. Elem~nts wlthin a ~roup mus\ be 
in elcmcnt nurnbE"r urdcr (a"cending); elcrnent nurnher 
repetitions ore !llega!. 

(2) Tlw first zcro (or blank) •·eques\ cncountcred ~·hile 

rcadlng IS(i), IS(2), ... , 15(12) \enotnates lnfor
"'atlon lor !he card, Xo more \han t"eh·e (12) dltlercnt 
compe>ncnts may b~ output for any one o! the dcmcnts, 
Tablu \'JJ,l lisis the Slr<•ss componen\ "urnbers and 
corrcspondtng descrtptions for \he vartous element 
\)'pes. Sorne elmncnt typus' (TÍiUSS, for <!><a,ple) ha\'C 
fe~ur !han 12 cornp<Jilents d~finPd; anly tbe stress 
componen\ numbcrs listed in Tablc \'11,1 are legal 
relercnces. 

r..'ID OF DATA CASE BPUT (I'DYI>.EQ.2 or I>DY.~.EQ,4) 

\'11,18 
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MA X PIU"' STRESS 
· FLEME'lT NIJM'IER "' (')Jo\DONENT OUTPUT 

lYPf CO"PDN!ONTS ,_U"'BER S Y Jo\ BOL , e S e ' ' ' ' ' o N 

' . TR~SS ' 21 ' " 1 P 1 A ' AXIAL STRESS 

' " " ' AXIAL FORCE 

•• • •• . - • •• • -· ., -· •• • • • • • • • • • • • • • 
• 2 • RfA'1. 1 1 z 1 ' " IPllll ' !-FORCE " e ... o. ' . ' ' " IVZIII ' ·•2-SHEAR, " ENO ' ' " IV31!)'1 3-SHEM. " E"D ·¡ 

' " ITIIII ' ·1-TORCIJF " '"' ' ' " IMZIII ' 2-!'.0HE"'T " ENO ' ·. 
" IM311J ' : 3-'WHENT, " '"' ' 

' 
,. IPIIJI ' 1-FORCE · " e¡.;o. J 

' " IVZIJJ ' 2-SHEAR " ENO J 

' " IV31JI'f 3-SHEAFI. " '"' J • • 

11 o 1 tlUJI ' 1-TOROUE " '"' J 
" " n ti' . I"'ZIJI ' 2-MQ"'E"'T " EN:> J' 

( 1 2 ) P'IH JJ· ¡., 3-MDHO::NT " '"' J 

.. , •· •• • • • • • • • • . o·-·-· •-- • •· • • •• • • • • 
3~--PlAN~-

Sl'IF'\St· 
:PLANE--· 
: STRIIIIII 

'· 4XISY"'- 120 1 " 111 -SO··)•V- -STRESS·.&. T~POlNT- o· 
"'ETII.lC " 122 -so ' u- STRESS " POINT o 

' " IJJ-SO ' 
,_ STPESS " POINT , 

' " 112 -so ' UV-STRESS " POI'H , 
" 111-Sl ' 

,_ STRESS " POINT ' ' " !22 -SI u- STRESS " P!JINT ' ' " 133-Sl 
,_ STRESS " POINT ' ' " 112-Sl UV-STRESS " POINT ' 

' " 1 11 -sz ' 
,_ 

STRESS· Al POINT 2 
11 o l f22-S2 ' u- STRES\ " POI NT 2 

• llll 133-S2 ' 
,_ STRESS " POINT 2 

1 1 2 1 ll2-S2 ' UV-STRESS " POINT 2 

11)1 fll-SJ 
,_ 

STRESS " ?OINT ' 1 1 4] 122 -S3 ' u- STRESS .. »OINT ' IJ 'i l I33-S3 ' 
,_ 

STRESS .. ~·01 NT ' lib 1 112 -S3 ' UV-STRESS A·,- ;0 01 NT ' 
Vll.l9 
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' 1 
' 

1 
' 

"'AXI"'U .. 
~LF"'E"'T N'J"1~!:'t. OF 
TYP~ (8MO~N~~TS 

ST!l.~SS 

CO"'PQ"'E'IT 
N'J"'B~R 

O'JTPUT 
SY"'BoJL 

• 
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O E S C R 1 P T 1 O N 

1171 IV -54 V- STRESS Al POJNl 4 
llFll PJ -54 1 U- STRESS Al POINT 4 
¡¡o¡ !T -54 1 T- STRESS AT POINT 4 
1201 IUV-54 l •JV-Sl11ESS Al POJNT 4 

... • .. .. . .. * .. .. • * • • • • .. • .. .. • .. .. • .. 

~- FJG'"IT 
"'OO E 
goj('( 

.. 

!12) 

b. PLAT~/ b) _ 
5'"~Ell 

~ " .. ,_ ... ·. --·-
-·: • ~C'!JN- 1?1 

--,')A't.Y 

• 

... 

• 

1 1 
121 
1 J ) 

1" 
151 
1 . 6 l 

1'1 
1 !! ) 
1 + 9) 
1 1 o ) 
1 1 1 l 
1 1 2 l 

• • 
111 
1 2 ) -

" 

. ... . " 
11 
21 

IXX-Slll XX-STRESS Al LOCATION 1 
IYY-Slll YY-STRESS Al LOCATIJ'I 1 
IZl-Slll U-STRESS Al LOCATION l 
IXY-SLII xV-STRESS Al LOCATION 1 
IYZ-Slll Yl-STRESS Al LOCATION ¡·

_IZX-Slll IX-STRESS Al LOCATION 1 

IXX-Sl21 XX-STRESS AT LOCATION 2 
IYY-SL21 YY-STRESS &.T LOCATIOI'< 2 
lll-Sl21 lZ-STRESS Al 'LOCAl ION 2 
IXY-SL21 xV-STRESS Al LUCATJUN 2 
1Yl-SL21 YZ-STRESS AT LOCATION 2 
10-SLZl H-STRESS Al LOCATION 2 

IXX-5/Rl ~X-STRESS RESULTANT 
IYY-S/Rl YY-STRESS 't.ESULTA~>;T 
IXY-S/R) XV-STRESS RESULTANT 

-1 x X- "~/R--1-X X-"'O'IENT -PE SUL T A NT · · 
1 YY-M/R) - YY- "'OME"<l ·RE SUL:T ANT. 
OY-'HRJ· XY-'IOMENT RESUL:TANJ· 

o' o • . o . o * * . •. o * e- t 

1'30RY-fl 80UN0ARY FORCE 
I~'JRV-MI OOUNOARY '4l!Mf"'l 

• 

• 

• 

• 

• ~ • " • o • • o ,o e o • • • * • • • e * • • 
~. -¡:ncK 

SHELL 
AHD 
3-DIM. 

1 4 2 1 " 121 
131 

1" 
151 

1" 

IS~XIOII XX-STRESS Al CE"'TROIO 101 
ISYYIOJJ YY-STRESS Al CENT~Oill 101 
ISZliOII H-STRESS AT CENTROID 101 
ISXYI011 xV-STRESS Al CENTRIJJD 101 
ISVZ1011 Vl-STRESS Al CENTROIO (Ol 
ISZXIOI 1 l~-STRESS 41 CENTROIO 101 

71 ISXXIIII xx-STRESS Al CENTER CF fACf 1 

'111.20 



"'A~l".:J"' STRESS 97 
ELE ... ENT NUM6ER oc CD'1P0"1ENT OUT PUl 
TVP~ ((1'1PilNENTS NUMBER S V M BOL ' . D ' S e ' 1 ' f 1 o ' 

1 " ISVVIIII YY-STR~SS " CE N TER " FACE 1 
1 " ISZZil)l U-STRESS " CE N TER ce FACE 1 
ClO 1 ISXYIIII xY-STR<:S<, " CF.>lTER " FACE 1 
( l 1 , ISVZI!JJ Yl-STRESs· " CENTE't m F ACE 1 
( l 2 1 lSZXllll ZX.-STRESS " CENTER 01 FAC!: 1 

1 l3 1 ISXX12H xx-STRESS " CENTER 01 FACE 2 
!141 ISYYI21 1 yy-ST'\ESS " CENTE''I. " FACE 2 
1 1 5 l 1Slll211 ZZ-STRESS " CENTER " FACE 2 
ll61 ISXYI211 XV-STRESS " C"'NT 0:'1. 0' FACE 2 
ll71 ISYZI211 VZ-STRESS " C~NTER 0' FACE 2 
1 l ~ 1 ISn1211 zx.-STRESS " CE"JHR " F ACE 2 

1 1 " 1 ISXX1311 XX-ST'I.ESS " CE'HE'I. 0' FACE 3 
1201 ISYVI311 YV-STRESS " CEJ'HER 0' FA(i:. 3 
1 2 l l ISZlDI 1 ZZ-STRESS " C~NHR 0' FACE 3 
122 1 ISXV\311 XV-STRESS " CEJIITE;t 0' FACE 3 
123 1 ISYZDJ 1 VZ-STRESS " CE"'TE~ 0' FACE 3 
1 2 4 ) ISZX\311 lX-STRESS " C~NTE'l " FACE 3 

1 2 5 , ISXX(41 1 XX-STRESS " CE"'TER 0' FACE 4 
1 2 6 , ISYY(411 ·Vv-ST'tESS " C~NTE't " FA([ 4 
1 2 7 l ISZZI4ll U-STRESS " cerHER 0' FACE 4 
1 21:1 ISXVI41l XV-STRESS " CE NT ER 0' F ACE ' IZ<>I ISYZI4ll Vl-STRESS " CENTER 0' FACE ' 130 l I~ZX1411 lX-STRESS " CE"'TER 0' FACE 4 

1 31 1 ISX)((5J 1 XX-STRESS " CENTER 0' FACE S 
1 32 ) ISYYI5ll VY-STRESS " CENTER 0' FAC~ S 
[ 33 ) 157.115)) U-STRESS " CE N TER 0' FACE S 
1 34 1 1 SKY\?l 1 XV-STRIOSS " CE~TER o' F ACE ' 13S 1 ISVll511 YZ-STRESS " C(NTEfl. 0' FACE S 
1 3 b ) \SlXI5l l lX-STRESS " CE"'TER " FACE S 

1 3 7 , (Sl()(\fdl X~- STRESS " CE"'TER o• FACE ' 1 31\ ) ISVY\611 YY-STRESS " CE N TER 0' FACE ' 1 3 <; ) ISZll6ll U-STRESS " COIT ER o> FACE ' 1401 \SXV!bll xv-STRESS " CE"'TER 0' FA[ E b 
( 41 1 I\Yll611 YZ-STRESS " CENTER 0' FACE ' ( 4 2 ) ISlXIbll ZX-STRESS " CENTER 0' FACE ' 

• 

VIJ.21 



• • • • • • • ' • • • • • • • ,9~ • • • • • ' 
' . PIPE 

•• TA"'CE'H ( 1 2 l ' " IP~Cll ' X-FORCE " ENO ' ' " IVY(II ' Y-SHEAR " '"' ' ' " !Vllll ' Z-SHfAR " E <O ' ' " ITXIJJ ' X-TOROUE. " E <O ' " (MY(I) ' Y-'IOME~H " ENO ' " I'~ZIIl ' Z-"10"1ENT " F. NO ' 
' " IPXIJJ ' X-FORCE " END ' ' " IVYIJJ ' Y-SHEAR " '" ' ' o ' IVZIJI ' l- SHE A<l. " E <O ' (lQ) ITX.IJJ ' X-TOROUE " END ' 1 lll 1 MYI JI ' Y-'IOMENT " "' ' 1 l z l l'll.IJ) ' Z-"'OME"'T H E <O ' 

e. t;·;~;o ( 1 8 1 ' " IPXlll ' X-FORCE " E <O ' ' " IVY!IJ ' Y-SHEAR " '"' ' ' " tvz¡'¡¡ ' l.-SHEAR " '"' ' ' " ITXIIJ ' X-TOROUE " '"' ' ' " I~Yill ' Y-"',OMENT " ~NO ' ' " IMZIII ' l-MOMENT " '"' ' 
•. 

' " IPXICJ ' X-FORCE " CENTER " "' ' " IVYICI ' Y-SHEAR " CENTER " "' ' " !Vl!Cl ' Z-SHEAR " CENTER m "' 1 l o 1 ITXIC! ' X-TCROUE " CENT ER ,, "' .. !111 I"'.YICJ ' Y-"'OME"'T " CE N TER " "' 1 12 l !Ml!CJ ' Z-"'OME"'T " CENT ER " "' 
( 13) (PJ(lj) ' X-FORCE " '"' ' 1 1 4 1 (VY( JI ' Y-SHEAR " END ' !15/ IVZIJI ' Z-SHEAR " '"' ' ( 1 6 l (T)((Jl ' X-TOROUE " '"' ' 117 l 1 "'YI JI Y-"\O".ENT " '"' ' ( l p l IMZIJJ Z-MQME"'T " '"' ' 

' ' •• ' • • • • • • • • ' • ' • • • • • • ' • • ' • ' • ' ' • • • • • ' • • • • • ' • • • • 
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VII. DYNAMlC ANALYSES (continued) 

c. RESPONSE SPECTRUM ANALYSIS (NDYN.EQ,3) 

Thls optton combines all (NF) mode shapes and fr-equenclell 
computed durlng the eigenvalue solutton cs~ctlon VII.A) to calculatc 
R.M.S, str-esses/dcflections due to an Input du;placemcnt (or accelera
tion) spectrum. The Input spcctrum !s &pplled tn varylng proport!ons 
In thc global X,Y,Z dlrvctions. For the ca5e of a nOn-zero cut-off 
frequcncy "coFQ" (SecOon Vll.A), only those modes .. ·hoJOe frequencies 
are lc!ls !han Coi'Q .,.-;11 be CO!!Ib!ned In the R.ld.S. analysts, 

L Control ""' 
note~ columns variable 

"' ¡·•- " ~ ~- ... 
n " IT 

" " n 

"' " " '" 

(3Fl0.0,!5) 

entry 

Factor for X-dtrecuon input 
Factor for Y-dlrectton input 
Factor for Z-direction input 
EQ.O¡ not act:lng 
Input 
EQ.O ¡ 
EQ .l ¡ 

spectrum type ¡ 
. diaplacement vs. 
•ccelerat!on vs. 

pe r 1 <;>:! 

perlod 

NOTES/ 

' 

"' All thr~e (3) dlrectlon factors may be non-zero in 
~h1ch case the entrles represent the X,Y,Z components 
o! the Input direction vector. 

(Z) · · "1ST" de f 1 nes the type o f :s pec t rUlO· table · to ·be- 1 nput ·· 
lrnmedlately.fol}o,.lng. The spectral diSplacements 

" ") " ") e ( Sd and accelerations ( Sa are aesumed to ue 
rehted as follo..-s: S 8 - · (4.flf 2 ) (Sd). 

VII.23 
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VII. PYNAMJC ANALYSES (eontlnued) 

notes 

notes 

notes 

'" '" 

,_ 

!iOTI:S/ 

OJ 

"' 

RE:SroNSE SreCTRUM A:ov\LYSlS {contlnul'd) 
lO U 

~. Spectrum Cards 

a. headlng card (12A6) 

columns 

1 - 72 

variable 

mm (12) 

entry 

H"ading informntlon usad to label 
the spcctrum table 

. b. control card (l$,FlO.O) 

columns variable 

' - ' 1'>PTS 

6 - 15 

cntry 

Number of deflnltlon polnts In the 
spectrum teble¡ 
GE,2 
Scale factor used to adjust the 
dlsplacement (or acceleration) 
ordlnates In the spectrum table 
EQ.l.O; no adjustJ<lent 

c. spectrum data (2!'10,0) 

columns variable entry 

' " " " 
T 

' 
Perlad (reclprocal of frequency) 
Vnlue of displocement ·(or acceleratlon
if JST.EQ,l) 

Input one deflnltlon polnl per 
are rl'quired In this scctlon, 
in ascend>ng value o! perlod. 

card ¡ 
Cards 

"Nns" 
must be 

cards 
arranged 

" ' " 1~ 1nterpr<"tt•d to b~ a 

lf IS'T "'Bs input as zero. 
lS an •cceleratlon value. 

d1splocomcnt quont!ty 
for ISJ.tQ.l, "s" 

tl'D OF DATA CASE INPUT (l'DY!i.tQ.J) 

\'11.2~ 



• 

101 
1 

APPE~L>JX A - CD:>ITROL CAPJJS A~ll DECK SET-IJT' fUI! llYMMIC ANALYSJS RE-STAil'T 

Thc porpose of this appcndbris to describe the pro~cdure 
(lnclud¡n¡¡ control cards and deck sct-up) requ!rcd for progra!O\ 
st~rt follo~ing an ei~envalue/e>genvcctor extraction analy$1s, 

co

'" re-star-t. option has becn included In the program 1n arder to make 
a repeated forced response or spectrum analysh possiblc ~·ithoot 
solv>ng each t>me for th" rcquired eigcnsystem, for mcdium-to-la!¡:e 
size rnodels, Clgenvalue solution is quite costly when comp•red to 'he 
torced response calculations; hence, cxc.,ssivc costs may be incurr·•d 
i! the entirc job has to be re-ron duo to 1mprnper speclflcatlon o! 
forcing functions or input spectra, inadequatc requests, cte. For 
small modcls (less th•n lOO nodes, say) the extra effort r~quired 
for re-star! ..is nornnlly no! just>tied. 

A complete dyna10ic analysls utilizing the re-start !üature 
rcqu:ires tbat !he job be run in h.o (2) steps: 

JOB(l): 

JOBS(2): 

E1genvalue extrae! ion solution only, •Her ""hich 
program files TAPEl,TAN:2,TAPE7,TAPEB, aod TAPE9 
are saved on the re-start tape. 

Re-instaternent of prograrn filüs TArEl,TAPE2,TAPE7,TAPE8, 
and TAP1:9 fro1:1 the re-start tape !ollowed by a oyna10iC 
Response Analys1s ()I."DYN.EQ.-2) or a Response Spectru~n Analysis 
(l>"DYN.EQ.-3). 

For a given model, !he !irst job !JOB(l)] creat1ng !he re-stn1·t 
tape ls run only once. The re-star! tape then contains all !he 
J-;:i3l lnfo~ation requtred by the prORram •t the begtnning of a 
(orced response analys1s. More than onu second joh [JOIIS(2)) may be 
run using tho re-stnrt tape as 1nitinl input: i.e., thc re-star! 
!•pe is no\ destroycd • 

Control card~ and deck set-up for üXCC!ltion on thu COC 6400 
\"<.>>·r>Uter nt the Unlverslty of Cnlifornia, Berk"l"y are ~lvcn bclo~: 

,_, 
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JO!J(l) - EIGEliVALUE SOLUTJW.'r!E-STAII'f TAPE Cru:ATION 
102 

• 

'" 

(2) ,,, ) 
(1) 

Notes Can:! Düclc 

(l) Job number, l, 200, 120000,300. U~cr Narnc 
(2) HEQVEST, TPl,l. Reel No., Tepe UM•r liome 
(3) CÓPY!H', TPl ,SAP~ 

Ul'iLó.\0, TPl 
(4) LGÓ,SAP4 

Rl:\{JI\0, TAPE! , TAPE2, TAPE7, TAPES, TAPE9 
(:>) R.EQ\JEST,RESTART,I. &.el No., Tap" ll~cr Namc, Ó\JTPUT 

¡CÓPYIW, TAPI:l, IU:SB RT 
CÓPYOF, TAPn, RESTA m 

(6) CdPYDF,TAPE7,RESTAII'f 
CÓPYDF, TAPES, RESTA liT 

CÓP~1ll', TAPE9, RESTART 
(7) 7-8-~ 

PB:IB!.E).l DATA DECK: 

l. I!EAUJNG CARD 

11. ~~\STER CONTROl. CARD •·Hh 
(L!..EQ.O) 
(Nf.GE.l) 
(~lJYS.EQ.l) 

(;,:diJE X • EQ. O) 
111. JOINT DATA 
JI', ¡;t¡;~.U:NT DATA 
\', COXC<:!\TR.\TI:D MASS DATA 
\'1. EL0\1:1\T LOAD ML'LTIPLJERS 
\"11, 01'1\A~\lC AMLYSIS 

A. Mode Sloopes and freq\Jencies 
blank card 
blank card 

{ij) 6-7-8-9 

Th<• ;ob control card parametcrs are deflned as !ollo~s: 

01<' JOb. "¡ .. • 
''zoo" 
"120000" • 
":JOo" 

• 

• 

1iurnber ol tape 

CPL' tlmP limit 
C~ntral memory 
Pag<' l!"'lt lor 

dl'1ves requ! r~d for 

(in octal M'~Onds) • 
fl<>ld len¡;th (ln octal). 
print!n¡;. 

Top" conla<n>n~ binar}' •·erston nf pru~r·am (TPl) IS r..,quest<•<l. 

[11nary vers1on ol tloe pro~ram 1s cop~r•d onto a di•~ file (S•H). 
Pro~ram 1~ lnadcd ond cxccul>no >S 101\ioled. 

~~) A blBnk laD~ (RESTAJIT) IS requ.,stcd. 
(6) Tlw contenls of d1•\.. f1les TAP!:l,TAP&:!, etc. are cop>ed onlo 

tap<' RESTART, 
(7) !.ml-of-rP<:oJ"d eard: 7,8,9 punch<:d ><> t·ulurr.o l, 

(b) t:ud-of-111<· l'ard: 6,7,8,9 pun<:hed 1n ,·olunn l . 
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103 ' 
JO!l (2) - Rt.:-START FOH IU.SPONSE HISTORY ANALYSIS (NDYN.EQ.-2) 

or RESPUNSE SPECTRUM AMLYSIS (NOYN.E(l.-3) 

"' 

'" 

NOTES/ 

Card D<>ck 

Job numtwr, 1, 200,120000,300. U ser N ame 
REQUEST, RESTART, l. Rl'el No., User Na,.., 
COPYBF, RESTA liT, 'l'APEl 
COPYBF, RESTART, TAPE2 
CÓPYOf', RESTART, TAPE7 
C0PYBF, RESTA liT, 'TAPES 
COPYBF, RESTART, TAPE9 
RE\I'HiD, TAPEl , TAPE2, TAPE?, TAPES, TAPE9 
IDiLOi\ D , RES TAflT 

I
REQUEST,TPl,l. Reel No,, Uscr NBDH! 
CCIPYBF, TPl ,SAP4 
LGO, SA1'4 
7-8-9 

PROBLOI-DATA- DECK 

l. HEADING CARD 

<L MASTER CO~"TROL CARD w1th 
(LL.EQ.O) 
(NF.GE.l) 
(J,"DYN.EQ,-2 or -~) 
(MODEX.EQ.O) 

VI!. OYNAMIC ANALYSIS 

blank card 
blank card 

6-7-8-9 

B. Dynaootc Response Analysts (liDYN.EQ,-2) 

C, Response Spectrum Analysi-s (~'D\'N.EQ.-3) 

(1) Th<' disk files TAPEl,TAPE2, etc. are re-n·c•l<'d ustn¡; !he 
in!oMO&tion uved on tape IIESTORE, 

(2:) 'IlH' binary vcrs:ion of the progn~:~ 15 egaln obUln.,d from 

tape TPI. 

!'iormally, the number of frN¡uenc1"s ('Nr") entere<! on the 
YASTER CO.~TROL CAIUJ for a re-star\ caa<" has th" umc ,•alu{> 
as "85 Sp<"cH1ed earlter "h<•n the <"Í¡:<"nvalur prob).,m ~aa 
solv<"d ln JOB(!). U a valuc for th" cut-oH frequ ... n<y 
("coN") "85 entered on th<" "~lode Sh•pes and f'requ.,ncH•s'' 

control can! \in JO!I(l)] and lh<" pro¡;:ra"' "~tra<"led fr .. er 
\han "r;r" fr<"qUenCi<"S (el~<'nvalues), th<"n onl}" th._. actual 

numb<•r Of ci¡:envaluc~ co,..putt•d by th<" pro¡:rac ln JOBCl) 
1s sP<'<"ifled for '"r;r" in th1o r<"-start nJn. 
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APPENDIX ll: COl'iTROJ, CAROS A!ID DECK SET-UP FOR USE OF STARTING 104 
ITERATIO.~ VECTORS 

In lhP. dynami~ analysis ot larg~~order ~ystems, !he solution o! 
!he reQ~ire~ eigensy&tem 1s normally !he most expenslve phas~. The 
opt1on d~scribcd in this appcndix demonstrates hov.· 1t is possible lo 
use NFC previously calculated eigenvalues and vectors when !he so1u
tion !or NF 2 NFÓ eigenvalues and elgenv~ctora is required, 

Assume that in Job(l), thc solution for Nnl eigcn,•alues and 
eigenv~ctors was performed. Al the cnd of this job, TAPE2 and TAPE7 
must have been aaved on a phys!cal tape, say "RESTART". AssWDing that 
in JOB(2) the solution ot ~F elgenvalues and eigenvectors !s requ1rad, 
then prior to the executlOn of this job, tape RESTART necds to be 
copled onto TAPElO. 

This procedure v.as performed "'lth the follo"'lOK control cards 
on the CDC 6400 o! !he University of California al Berkel~y; 

JOB(l) SOL!ITIO:i' FOil NF(l EIGESVALUES/RESTART TAPE CREATION 

Notes 

"' 
'" 

Card D<>ck 

¡Job No., 1,200,120000,~00. 
REQUEST,TPl,l. Reel No., 
CdPYllF, TPl ,SAP4 
l~LO.\D, TPl 

{ 
REQUI:ST, TAPE2, l'ill 
REQUEST, TAPE7, l'iB 
LGd,SAP4 
REWI¡.,1J, TAPE2, TAPE7 

User' l'iO!!I<' 
Tape t'ser Namc 

REQUEST,RESTART,I. Reel No.,Tape Us~r Name, OUTPUT 
( CÓPYBR, TAPE2, RESTART, l 
\ CCPYBF, TAPE7, TPJ 

7-8-9 
PROBLUI DATA DECK 
6-7-8-9 

~otes/ 

(l) S"e ~otüs (l) - (4) jn Appel\d)x A. 

(2) The CO"'PUI<'r 1s d1rected to •r!te on disk files TAPE2 
and TAPE? 10 an unblocked formot. 

(3) A blank tape (RESTART) ls reGuestcd onto ~hlch !he contcnts 
ot tlles TAPE2 and TAPE7 are to b<" \orlHen. 

(4) The contents o! !lles TAPE2 ar>d TAPE7 ore •rllt<"n ·~ on<' file 
onto tape RESTART. 

,_, 
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JOB(2) - SOLJ.,TJO:; 1'01! ADIHTJOML EIGE:;\'ALl'ES l:SlliG T!!E Jlii'OitMATJON 

STOIU-;!J O:; TAPI: "ru:STAI!T" 

Notes 

"' 

"' 

Card D<>c~ 

Job No. ,1,200,120000,500. User liame 

¡ REQI..'EST ,RESTART, I. R<.>el No., Tape User Name 
REQUEST,TAPElO,NB 
Rl:QUEST, TAPE~, JI."B 

REQUEST, TAPE7, NB 
COPYBf, RESTART,TAPElO 
I..~Lil<\0, RESTART 

¡ REI'i!ND, TAPElO 
F!EqUEST,TPl,J. 
COPYBF, TPl, SAN 
l..GO,SAP4 
7-8-9 

Reel No., Tape User Name 

PROGRA!J DATA DECK 
6-7-8-9 

Notes/ 

(l) TAPEIO (as TAPE2 and TAPE7 11 they are to be used !or 
!urtlwr r~starts,) 1s rPquest~d to be• an unbloc~ed file. 

(2) Thc contents of tape--RESTART are copied 1nto TAPEIO as 
one lile. 

(3) Program execut ion. 

B<' 
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"Se:isr:ti.c Response of Soil Deposits Underlain by Sloping Rock 
lloundaries~, by H. Dezfulian and H. B. Seed - 1969 (Pll lB9 114) 

''Dynamic stress Analysis of ll><isyrnmetric 
LOading", by S. Ghosh andE. L. Wilson 

Structures Und~r llrbitrary 
1969 (PB 189 026) 

' 

EERC 69-11 . "S~ismic Behavior of Y.ultistory Frames Designed by Different 
Philosophi~s", by J. c. Andarson and V. V. Bertero- 1969 (PB 190 662) 

EERC 69-12 

EERC 69-13 

EERC 69-14 

f;l:IIC 69-15 

r:::.!':: 70-1 

I:ER;: 1C 

I:ER: a. 

I:ERC • .:-•. 

EERC 70-5 

EERC 70-& 

EI:f:::: 7 0-7 

EEJC 70-8 

"Stiffness Degradation of Reinforcing Concrete Structures Sub
jected to Reversed Actions", by V. V. Bertero, B. Bresler and 
}1. Ming Liao - 19&9 (PB 202 942) 

"Response of Non-Uniform Soil Deposíts to Travel Seismic Waves", 
by H. Dedulian and li. B. Seed- 1969 (Pil 191 023) 

"oaq>in9 Capacity of a Model Stee1 Structure", by D. Rea, R. W. Clough 
and J. G. Bou,¡karnp- 1969 (PB 190 663) 

"lnfluence of LOcal Soil Conditions on Building nru:nage Poten
tia! Durin9 Earthquakes", by Ji. !l. Seed and l. H. ldriss- 1969 
(PB .191 036) 

"The Bchavíor of sands Under Seisr:ti.c Loading Conditions'', by 
H. L. Sil ver and U. B. Seed - 1969 (AD 714 982) • 

"E;arthquake Response of Concrete Gravity Dams", by A. K. Chop~a-
1970 (AD 709 640) 

~~elationships Between Soil Conditions and Building oa~~~age in 
the Caracas l::arthquake of July 29, 1961", by H. B. Seed, l. M. ldriss 
and li. Dezfulian - 1970 (PB 195 762) 

'c.yclíc LOadin9 of rull Size Steel Conn .. r:tions", by E. P. Popov 
am:l R. M. Stephen - 1970 (PB 213 545) 

":,isrnic Analysis of the Charain-a Building, Caraballeda, Venezuela", 
by Su!lcol<llnittee Of the SEJ\o::c Researeh Committ.,e, v. V. llert:ero, 
P. r. rrat.,ssa, s. A. ~a~in, J. H. Sexton, A. C. Scordelis, ¡;,L. Wilson, 
L. 11. ~yllie, U. B. Seed, and J. Penzicn, Chairman - 1970 (PB 201 455) 

"A Campuler Prog-ra,. for r:an.hquake Analysis of oarns", by A. K. 

Chopra and P. Chakrabarti - 1970 (AD 723 994) 

"The Propagation of Love ~aves J,cross Jlon-Hori:!.ontally Laycred 
Structurcs", by J. Lysme~ and L. A. Prake - 1970 (PB 197 B96) 

"lnflucnce of Dase R:>ck Characteristics on Ground Responscw, 
hy J. Lys.,cr, H. B. Seed and P. B. Schnabel- 1970 (PI! 197 B97l 

"J,pplic~ility of J .•• óoratory Test Pr~cdures for Measuring Soil 
Liqu.,factlOn Charactcristics Under Cyclic LOadingw, by 1\. B. 
Sced and 1.', 1\. Pc;.cOCk ,1970 18 198 016) 
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EERC 69-1 

~·•me 69-3 

r.EOC 69-4 

''\;Re 69-5 

Et..~ 69-6 

EEK 69-7 

EERC 69-8 

EhRTHQUI\KE ENGIN!:ERlllG RESEIIRCH CEIITER l!EPORTS 
lUti 

"Feasihility Study Large-sc.,1e Ean.hquake Simulator Facility~, by 
J. Penzicn, J. G. Bouwkamp, R. w~.clough ancl D. R.,a- 1967 (PB 187 905) 

Unassignecl 

"lnolastic B"'havior of Bearn-to-Column Subassembla9es Un<ler 
Repeatocl loacling", by V. V. Bertoro 1968 (PB 184 888) 

"11 GraphicaJ. Methocl for Solving the Wave Jteflection-Refraction 
Problem", by H. D. HcNiven and Y. Mengi- 1968 (PB 187 943) 

"Dynamic Properties of McKin1ey 5choo1 Builclings", by D. Rea, 
J. G. Souwkarnp and R. w. Clough- 1968 (PB 187 902) 

'"Characteri.stics of Rock Hotions During Earthquakes", by H. B. seed, 
r. H. Idriss ancl F .. w. Kiefer - 1968 (PB 188 338) 

"Earthquake Enginecring Research at Berke1ey" - 1969 (PB 187 906) 

"Ncmlinea.- S"'ismic Response of Earth Stru:tu<"es", by ~:. Dibaj and 
J. Penzien - 1969 (PB 187 904) 

"Probabilistic Stucly of the Behavio<" of Structurcs Dut"ing Ea> t:h
quakos", by P. Ruiz and J. Penden- 1969 (PB 187 886) 

"Numerical So1ution of llounclary Va1ue Problcms in St.ructura.l 
Mechanics by Rcduct.ion toan Initial v.,lue Forrnulation", by 
N. Distefano <>nd J. Schujman - 19G9 (Pil 187 942) 

"Dynamic Prograr.::ning ancl the So1ution o! the Bihar=nic Equat.ion", 
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'"st.-uct.ural Dynamics Tcst.ing Facilities at the University of 
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!lote: llu;,bcrs in pat"cnthcscs are J.cccssicm !IW':":bcrs a~signed by thc l;ation"l Te~hnic"l 
lnformat1on Servicc. Copies of U,esc rr.po~rts may be <>r<lcrcd from thc H"t.ional 
l'N:hnical Inform .. tion Sen•icc, Sp>:ingfi"ld, Vi.-ginia, 22151. Eilhcr the .~ccession 
n,;-.ber or a co:op1cte c•t~tion should be ""'"tcd on orclcrs for thc rcpélr~s. 
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"DRAIN-ZD Users' Gu!de" by G. H. Po1.1cll - 1973. 

"Eanhqu<>ke Engineering at Berkeley -•1973" by D. Rea- 197). 
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· ... ~ 1" 
PRINCIPALES INSTRUCCIONES PARA CREAR UN ACHIVO POR l·lEOIO DE 

TERMINAL Y PARA CORRER EL PROGRAMA SAP IV 

1. Para crear un archivo de datos teclear ~!AKE FILENAME DATA 

2. Para secuenciarlo tecle<~r SEQ 100+100 

3. Para salirse de sccuenci.1 oprimir doS veces la tecla RETURN 

4. Para volver a secuenciarlo teclear SEQ No. de secuencia+ 100 

S •• Para corregir una línea. teclear FIX No. de linea /lo que se 
quiere quitar/lo que se quiere poner. · 

6. p¡¡ ra revisar 1 o qoe ,, corrigió te el c;.r L= 

7. P;ua listar ol programa teclear LIST 

8 • Para listar ""' línea teclear LIST No. de línea 

9. P<1 r a gt1ardar ol archivo teclear SAVE 

JO. Para vol ver ' lLJmar el "r~h i vo teclear GET FILE Nl\JI!E 

ll.Para correr el programa SAP 
can en la pantalla teclear 
''FILEJI:ANE") 

IV y qÚe los resultados aparez· 
RU};$ SAP I\' /CORR; F 1 LE F !lES (T ITLE~ 

JZ.Par:~ correr el programa SAP IV y que los reoult;~tlos :~parez,;~n 
en la impresor~ teclear lllJN$SAPIV/CORR;FILE FILES/TITLE="FILE
NAME"), F JLE8 (l'R INTER) 

*Nota* FILE~AME puede ser cualquier nombre, pero tiene que ser 
el mismo en el archivo de datos y ~~ correr el programa 

B U E N A SUERTE 



SAP INPUT DATA SHEET 
Sht!<H ___ __c<' f ___ _ 

SECT!O~: 1. - 111:.\!li'\G CARO 

IDE.\TIFICAT!O~ ''HED" 

col s ¡. 72 
FOR~IAT: ALPIIA.'JUPIERIC 

SECfiON 11. - '%\STER CONTROL CAI<IJ" 

.'\UH'\P 

cols 1-5 

;,u~l\P 

XELTYP 

1-:ELTYP 
1 " 

6- 10 11 - 15 

.'lo. ,¡f nades (if Eq. O use 
t~·o IJ!ank ~ards) 

No. of t}7CS of elements 

1 

1 

.'>o. of structural load cases 
(Eq. D for dynamic analysis) 

Frc<¡u~ncics to be found in the 
ci~cnvaluc salution (appl ics 
for 1.1. - O) 

A>'\ALYSIS 

~p 

-16-~0 

NOYN 

- " 

~~or,~x 

En ter 

~.\11 

1 

1 

~lOO EX NA!l KEQB 

• 1 -26 .>0 -31 -.>5 -.>6--10 

FOR,'I.IT(SIS) 

- Analrsis typc: 
O for static analysis 
1 cigenvaluc/vector sol 
2 forccd o.h-T!amic rcs¡>onsc hy molle 
3 >·esponsc cspcctrwn an:l!¡·sis 

su;>erposition C 
e 

~ dircct stcp b)' stcp intc~ration 

- L~ecut ion modc: 
11 for probh·m solution 
1 far Jata check only 

• 
Xo. of \'Cctors a¡>pl•cs anlr for .'Ion; • ¡· 

,\<l. of o. o. F. f;<¡. O for aut<lmatlc c:l!cul.Hi'"' 



Slwet __ ' 
SECTIO'\ I1! - "XOD.IL I'O!NT DATA" 

3 

~ ' . ' 

' "'· . 1 

~ ?"'T~~;,-~;;;; ,; ·:' '' fi'lf~o~ ~ ~~;""": o 

1 1 1 

1 1 1 ! 
1 

1 1 

1 1 

. 
1 1 

. 

1 

1 
. 

. 

. 
' 

' 

1 -
' 

1 1 1 
,, 1' 1 ,_, ,, " u= ' ' .11-11 ' ,, " " . 
•use for nodc gcneration wilh Node No. incrcmcnt : \.:(N) FOitH\T(,\ l , l-1 ,l>! 5, 3F 10. O, ! 5, F1 O. O) 



So\1' II>I'U ¡- l>. SIIEI:T Shc~t __ 

SI'CTTIJ': l 1 l ":\Oil,\1. I'OT;:r PATII" 

4 

~&if'. '"~1~,~~·~ ' 1""" 1:! .. 1 

~ 1 
1 ..• ,!¡ .. , -. 1~1 .• ,) •• ¡ ' 

1 1 i 
• i 

1 

1 . 

1 ! 
1 1 

. 
• 

1 1 1 

1 
' ' 

1 1 
1 

1 1 

1 
. 1 

. 

1 
CO 1 S l ,., O·W ll-1 S lb-2ll ' "·" 
·use for no<Jo generation witll Node ~>o. incrcmcnt ~ 1<(1') 

' 
FORMAT(AI , 14,6 IS ,3FIO. O ,l S, riO, O) 



-~-~- ~------ ~ 

SECT!O~ !V - "ELE.'IE.'IT DATA" 

TYPE L TRUSS ELE.'IEH 

• 

' Control C~rd 

TYPE ,\'U~lEL ·..:~IAT 

l 

cols 1 S . 6 lo ~ 

•· 
I>IAT E 

1 

1 
CD1S 1 5 . 6 l S ~ 

~ 11 15 

FORJ<tAT(31S) 

~later>ni 

o o 

¡¡, 25 . , . 
'as many canb l<S :,,,~\T 

' ~" 

cols i-10 • l 1 - .11 

. 

. 

SAP !NPliT l SH~ET Sheet "'··~ -,---

u e 5 

TYPE • SAP Elemcnt ·Cod<> 

f;illiEL- No. of Elements of T)1ll! 1 

:>HIT No. of ~latcrial Property Cards 

'" erties ( '1 IMAT Material ldentification ~umher 

' " E Young's ~lodulus 
• 

a Coefficicnt of Thennal Expans 1 on 

o ~1;¡ S S llenSlty 

36 45 . 46 55 ~ 
,, Cross Section Area 

FORI-tAT (!S, SFI O, O) 

" . liei.ght Density 

~ ~'" 
NOTE: Four cards "' requ i red e ven if valucs 

m tero 

For r.ravity io "' ' llirectlon 

'" Grav i ty '" "' y Direction 

'" C:¡·avity '" the ' llirection 

l'r:oct ion of Thermnl Loa<i l'or Ea eh C.1se ABCI• 
~ 

' . 21-.>ll 
~ 

FOR~¡,\T(-11' 1 O. O] 



SI:CTJO:-l 11' - ':i:I.UU:~T ll/1"1'!1" 

TYl'E 1 TIUISS EI.r.MI.O;TS ¡,·ont.) 

. 
,, 10Lii~ll."1' 1 1!1'1'!1 

· t:L~U~I NOOI:. 1 NOOE 

• . 

. . 

-
1 . 

' "()l. 1 ·' '. 11 - ¡ 5 

. ·' ·- 6 

C,\IW!> 

J 1~11\T REFTHIP ' 

• 
1 h-20 21-3() ~~~ 

' FORI-IAT(4lS,FlO.O,IS) 

1 

'""' C' 1 ____ << 

1~1.\T 

REFTJ:NP 

' 

Elcmcnt /\'umbcr 

~latc:rial Propertr 
Code 

~efercnce Temperatur 
for Zc:ro Stress 

~ode Inc:rcment for 
Data Gcneration 

' 



••'>CC < IJ! ___ _ 

SAl' l NI'IIT IIATA : -·T 

SECJJON JI'- "JOJ,J)ILNT IMT/1" . ' \. ' '1 

T)lJC 2 BEN.I ELJ:~IENTS 

. 
¡... CONll!OL CAIUJ ' ' TYPE "' ElEmcnt Codc 

TI" 1'1:. NUMH ~HI' NSETS :.J. \A T 1 
' NU'IEL Total .~o. of F.lcments Type ' 

col s 1 • h lo J 1 15 ló .JI • ' S 
' _j 

. . . • • ·' 
NELI' No. oC Elcment rropcrtr Cards 

NSr.TS ""· of l'ixecl l'ncl Force Sets 
FORJ'.IAT(SJS) 

NHIIT No. of ~lateri~l l'ropertr Cards 

'· ~~\TERJIIL PROI'ERTIES(*) ' Ht\T llaterial ldentification l\umber 

• ' IH\T ' NU ' " f Young'5 ~lodulus 

"u Poisson 's Cocfficicnt 

R )Jass llensity 

' " Neight Density 

col~ 1 5 16 25 ~6 35 J6 45 • . . . . . 
(") As ~lanr C~rds as 1'~1/IT 

FORJ<IAT( l S .4Fl0. O) 

1 EGO~I Geometric Propert)' Number 

,\X,\ Axial Are a 

SIIEAR2 ' Shcar Are a '" Local 
,_ 

llircct1on 
SIIEM3 Sh~ar Arca io Local ' . ill rcction 
TOR Torsional lnertia 

nnu2 ri cxural lncrtia ' /L>: i S 

FLEXU3 f'lcxural lnertia ' Axis 

1 ' ·' 
."l·•n•· r·•·•'' .-:~'.TI'' 1·· S·,·ci-f"-- ,.,¡ .. ,,.<:o,,_,.- p.,r~·--·--·'~·· ;,. , .. r!"-'"·' 



'>Joc~t _____ <o• ____ _ 

SliP 1.\'I'UT IJI\l.,\ SIIEr:T 8 
SECTIOX l\' - "ELHIENr D1\TII" 

T;•p~ ~ B~AJo.l ELU.If.NTS [CONT.) 

U; ELHIEXT "''" FACTORS i\OTE: Three Cards are Required E ven 
1f l'alues m Zcro 

El~mcnt Load r:1~mcnt l.oaJ 101c•ment l.o.od f:lcmcnt I.Clad 
Ca~e ' Case " Cas~ e Ca~c e "" GR.-\I'ITY l.\' Tlll: ' DIRECTIO.~ -

FOR GRA\'ITY IX TitE ,. 
DIRECTIO~ 

FOR Cit/IVITY IX 'ilj E ' ll!P.CCTIOX 

cols 1 ll - ' 11-20 : 1-~o ,;¡_,¡o 
• 

FORm T( ·1 F 1 O. O) 

' . FJX(ll E.~ 11 ror-ccs ,. J 

FEFN FEFI 1 FEF:'I FEF:;¡ FDil 1 FEI-111 FE~t3l J First Card 

!IL.\X~ PEI'1J FEF~J PEF3.1 FDIIJ FHI~J FHI3J 
• 

' 1 

l 
J Second Card 

• - - -- - -coh 1-S 56 bS 6-1 S lb 25 ,,¡, 4S 46 SS 

(') h·o Cards l~cquired for Each Sct I'ORH\T (1 5, 6Fl O. O) 



---- ----

Typc 2 BEAJ.I ELIOMUHS (CO~T.) 

F. l:l.l:fii:Co"T [1\'1'1\ CMUlS 
[J.~lJ~t ,\0!1~ 1 ' :\ODEJ NOilE~ !.'t-\'1' r>El.l' FEFII f [¡; B I'EFC FUlJ I!LLl REW ' 

1 1 
. 

' 
1 

1 . 

. 

• 

. 
• 

1 

1 

1 1 
1 ' .. ' 

e. 

col~ J-5 b-10 21-25 2b-30 31-35 36-40 •11-45 46-50 SJ-56 57-62 63-70 

FOJmi\T [ l 01 S, 216, 1 8) 



S[CTIO.~ 1\' - "101 I"HENT lJATA" 

l"¡·pc .>. 1'1..\Nt: Sl'llESS llniSRA.'il; IOIHIU\TS 

110 

co1s 1-5 b-1 a l 1 -1 5 

ltliL'~\ T ( (>] S) 

~ 

e ' ~L\HTllAL PROI'I'IITY CAP.!lS 
1~~\T ;\HIII' " , 

• 

co1s 1-S (¡- 1 ~ 11-211 . 

~·'- IL\TERI,\L 1'1\0PERTIES 1'01( o\THII' 2 
T 1: ' '· " '"' " ' • "' 

cols 1- U' 1 J - 2 o 21-JO 31-40 41-511 51-60 

:;,11' lo'.I'IJ¡ ¡,.,,.\ ~JU.l:l ·'"u~t~--·"'----

B 

~ 

CAIUl FOil E,\Cil 

" " 1 o,, 

1 
O 1 •/V /j -~0 

TYPE SAP ~lcmcnt Code 

~lliiEL 

• 

NTEIIP 

" 
S 

Totnl r-:o. of Elemcnts 

No. of ~latería! Propcrt)' Cards 

11 .•. ~. No. of Tcmp. roints for flny One llnt. 

Non-zero Character to Suppress the lntroduction 
of Incompatible Disp1accmcnt Modes 

llaterial ldcntification ;>;umbcr 

Nol of Diff. Temperaturcs 

\~ci¡¡ht Dcnsi ty 

llass ncnsity 

!Ingle, Co<mterclocko<ise~ 

E Youn¡:'s Modulus 

v Strain Ratio 

o Shear l:odulus 

FQR,\~\T(Br-10. 0) " Thermal Expansion Coefficicnt 

,." 1 s \,c.,,,,,----L-,, '' .o,,,,-.L-,,o,c.c;co~ 
FORI\AT (3Fl0. 0) 



SAP 11'PUT flATA SIIEET 
:>iiC' ~---'"'---

_ SECTJON IV • "ELE~IENT DATA" 

Type 4 Th'O O!MENSIO:.:AL FINITE ELHIENTS 

' CONTROL CARO 

rm KIJ~IEL N~-1AT ~ITDIP J\SALYZ 

' 
cols 1-S 6-10 JI -1 5 16-20 

e. . \ ~IATERIAL PI\OPERTY CAROS 

HlAT 1'TEMP ' ' B 

. ' 
. - .¡ l . . . cols l S 11 20 .1 .30 

FORJ.IAT(2IS, 3Fl O. O) 

:..:.~IATEI\1,\L P~OPEICfl ES fOil NTE~IP " CARllS FOil EACI!l 

T E E, E " " " " ' "' "' " 
. ' 

. •• . . cols 1 lO 11 .o 21 30 .>1 o 41 50 SI 60 61 O 

cols 1-IU JI -20 21-.'iO 
l"fW'.III"fOI'In ~\ 

• 

• 

' '" 
- t;[l 

• 

SAP Element Code 
Total No. of Elements 
No. of ~~~tcrial rr~pcrt_,. C~rds 
il~ximu"' No. of Temp. Cards for ,\ny ~-lat. 

Ei>'TER O for .\.xis}=•crric 
1 for í'lane Str~in 
2 for Plane Stre% 

:>on-zero punch ,.¡¡¡ suppress incmcp~tiblc 
IJispl~ccmcnt ~lodcs 

H\AT ~latería] Identificar ion Sumber 

1\THIP No. of Diff. Tcmpcraturcs 

\~ Neight llcnsity 

D ~bss Ocnsi ty 

B Ang1e Cnunterclod,,-ise+ 
• 

Strain Ratio 

o Shcar 1-lodulus 

« Therm"l E.~p~nston l:ocffiticnt 

., 



1 

-- ---
:;111' ICJI'll'l 11¡\'11\ Slll:lOT 

s1:cno:. 1\' - "J:Ll ftG\T JI,\TI\" 

l}llC 3:¡, ·1 l't~\,'.:1: STRESS ~IE~l!Hlo\Xt: ELDIEC\TS {COI\T.) 
Tl\0 lllfiC~SIONI\J. Fl~llE t;I.HID~TS 

c. ~LDIE.'IT t.OAD Fo\CTORS 

- llU!H\L I'I!ESSIJRE C:lt\riT\' " r. 1{, \\' lT \' l.~ (:tt.\r 1 TY 11'1 
- 1.0,\!l Fl!,\C. [..0,\ll FRAC. ' fllRCCTIO.\" ,. [llRE[TIOX - fll Rt:CTIOi'l -

-
1 

<""O)~ 1-]0 ll-20 Zl-30 ~ 1-SO 

FCRmT(SflO.O) 

:.o.CCl '"---

Elcment "''' Case ' 
Elcment l.oaJ Case " 
El~mcnt Load Cas~ e 

Elcmcnt LoaJ Case D 

(Four Cards Reo u i red El' en 

l f .\ot llscd) 



S!:C110~ l\' "t:LEIIENT 1•,\TA" 

l;·p~ 5 G ·1 PLi\.._E STIUOSS MEIIBRJ\.._1: (C0.\"1") 
TKO Dl~I~:\SION,\L FINiTI: EIHIENTS 

". 

~LDIC);"I' NO. ¡.:Q['O/: NO [lE <'OlJE ,\QIIE 

·' 1 ' ' '· 
1 

1 

1 
. 

1 

. 

1· 

1 

----i 
1 1 

1 1 . .. 

1 
. 

1 

.. ' ...... . 

I:LL'IIXI' (:,\ROS 

PRESSUilC 
I-'1-'"r RErrnu· 1 J Sine 

1 

1 

' 
1 

1 
1 ' 

1 

1 1 

1 

1 

1 

1 1 

1 1 

1 

1 1 

{j- 1 o 11-JS 16-Cil :1-25 2t:o-3ll 31-·11' -11-SO 

~l[Sil 

10\' ,\ I.UA'i"l O~ cr-~E-

Oi'TIO,~ RATOR Tll 1 cK.·;r.ss 

" ' ' 

1 

1 

1 1 

1 

1 1 

1 

51 -SS 5(,-60 61-70 

FO~'~T(61S,2rlo.0,2IS,FJO.O) 



51\P TN l\11 

• 
A. CON- TR.OL CA R ¡) . 
. .... -- ... 
T'/?E t-IVM E: L N /V\AT" L">61""S 

J~.?. . .. 
- -COl. ' ' lb·l-0 

' ' ' • 1 

B. 1'\ATE!l.tAl 
...•. (OtJ€ <AA~ ;:o a. 
1MAT E 

·•t·-- : • . . ' 
.Ji 1 • . . . 

P!2.oPEF O'J c;A.Q.U.S 

E~H 1'1ATEil..IAL) 

"" w ~ 

e;~;~¡!, '1- 5 u.-zs 2~-%· J~ <~s 

_¡ •..•.. : ••'" • -

.. 

e. 
. -.. -.... 
TSE.T 
....... - . 
J ' : "1 -- .. - . 

C~L! 
f .......... . 

.· ' 

D. 
..... 

..•. -

"" . u;: .. : •... 
' 

Fot.f"''A"!" ( rs, 4 F to.o) 

015- Til.t ihlTt:.,t:l !.UP-ff>.c.6 LOA US 
.. 

CT p y 

'-m. ll-2o z.¡-~o . 
FOiLMAT" (z:rs, 2FI0-< 1 

. ' 

1-10 
f-<>~!-IAT ( F ID. 2.) 

FACt 

-" r;J '' 

NHA.T' 

LiET.> 

.rt--iAT 

CT 

p 

y 

FA<.& 

. or= --

I...OAD T"1Pe ::¡ U.VIR>'-M :PfClSVQ,:; 
:::2 HVDIUJIT'ATI<All¡l IIM.~t>.JG.. 

t1A6tJtJ1.100 oF 7tl6SSU¡zt fF J..T.:I 
WE:IM-Ií Dt:lolltr;i OF PWP IF·LT="Z. 

t..í=t 
LT'.: L 

FA-t6 OF BLE>-'.E:>JT" OJ.J wHICH 
f'I!-S~S ut<'.& f>. c.T S. 



. ·-

.·" ... 

T~PC ~. T•l!l.GE. !\oHE.¡.,)O:.•orJJIL 
·(C.ONi". 1) 

' 

----
INP<JT 

<. " l...e.ti€NT LOA¡) LAl>6 M0L-Tii'L~€~S 

' ' ' 
í'~é~!><.H2E 

,p 
" PO ?e PO 

" " ' 
TI-IE.II.HhL 

.. 
'" ' TO TC T D 

... .. 
' 

<:d1. tw 1 r •X 
i'.>X A· cxs GXC "'0 ' . . ' 

' . 
6/<{+IHTIJ ' ' e " G B G<C "" 

' 
6¡2A>!I T'! ' " ' OlA "'" bCC G<D 

.. 
' 

- 11 1-o - 2.1 .30 'lt - -
" po ¡<,M/111 .( 4 F 1 o. Z ) 

. ' 

' ------
!>HE.eí _ OF' ·-

' . 

,, .. 
' 

1 

'-

' . 
--' . . ·. 
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,. 1 ' ..... .. 
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. 

• 

1 

. 

. 
. 

.. 

• . .. 

• 

• 
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.. 

~ ... ,., " ' - ' •-~o ' ·-~ t ' ' ••• 't"·""' " 
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'S/W 1 Nl\lT U(oTf\ s··-er 

íLAíE. AtJi) St<('..LL E.I..:C.I--\1:.01S (Q0P,Drl.I!..I\TGni\L')' 

A. CoN ílW L C1\-{2...\) 

"T '<' f' e. NúH~<:L 1J M A.l 

b 

"" 
,_ 

- o 1 \ -1 

-
f:. · t-\ATEft-1.:\L f (l.Or e rz. TY r .u ro fl.M-A ~-)~/J 

fT.,I.)O Cl\12.0.5 1'0"- e.P.o-1 11 A. <= tD ¡\L. 

f- r: t-l o. T 

" 
. Ct>L 1-iO 

c. 

L M 

r 

6RX 

G< 

~~e 

- - o "' ' 
"' Cu e ' e ' "" 
11-20 '2,.1-)0 . 

l=OIZNAT (I:\0 1 2.0X, 4F lo. o) 
FD¡'L¡-\Af(t, F \O.o) 

": <...6.K'Et-)o [_<l¡I.Q M.0l.DPL18l..S 

( "'"- ueod · 
A) " cg) ce K e LLK (D 

1 . 
A ' T e " . 
' &ltx. e ~ 1 6V<. (c.) 6~ X Cb 

l 
[A G ' ' G., e 60 ' 
' G (t 1 6[Z.'C e 6r2.~(D 

,_ - -40 .U>\.. 1-•o. Zo <.¡ ~o ll 
~T: (4FIO.IO) 

1..'1\l.(;a..E': 

"'" (["M 

<r, 
- S"x s 

>><ceT _ .of _ 

' .. 

exx ""' e" E"" 
e,, e, e,, e,, 

• 
e,.,. e,, cr, ~.,. 

' ,. . -·- ' 
' .. 

. . . 
.. 

' ' ' 

' . . . -
' • 
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SAP lNPLIT DATA SHEET 

S[CTIO.'; lV • ''ELHIENT DATA" 

Type 7 BOUNOAJlY ELE~IEI\'TS 

CONTROL (AIID 

TYPE NllfiEL 

cols 1.5 6·1 o 

FOitlli\T(21S) 

1 ~LDIE,\'T LOMI FACTOit!l 

' ELI:.'I~NT LOAD ELFJIENT "'"" ELEtiENT LOAD ELE~IH\T 

CASE A· CASE • CASE C CASE 

cols 1·10 11-20 21·30 

FORJ.l-\T( ~T'l O. O) 

¡.;QTE: At least one card for element load factor 
is requircd. 

Combination• of conditions for clemcnt load 
- cases AB(f,[¡ ~iln be done wlth thc Structurc 

Load 1·1ultipliers [Scction VI) 

. 

LOA!l 
o 

¡ 
; 

"'"~ct ul __ _ 

. 
' 

' 

' 
• 

• 



1 

1 
1 
' ' 
1 

1 

' 
1 
1 

SECTI0:-1 IV - "ELE~!ENT DATA" 

Type 7 SOlJ:\OARY ELEMENTS (COt\T.) 

. ' . ' 

' 

1 
1 

' 
-

' 

' 

1 

<:ols 1-5 b-10 11 - 15 

. 

1 

1 

1 

' 1 

SAl' L~I'UI 1¡,\J¡\ ~IIL~I ,.,,.,'e·--

' _;_ 

' ' ' ' 

' 
1 

1 . 

1 

1 1 

1 

1 
. . 

1 

1 

31-35 3&-·111 .1]-50 51-60 f>J-70 

f.Qil..'l\T( S !S ,3F lO. 11) 

N 
o. 

1 



-.,---,--------------, ----------: .. \1' 1 :,¡:u-l--;-;:\1;7!:111.'1.1-----

SI r· I"JQ:; V - :·t:Cl~CI )fi"IU\T~I' 1.(1,\llf~I/ISS UAT/1" 

- - )ll\'11· XTS/~LISS U!AilS 

N L FX(N,L) F\'(N,L) FZ(.~,L) m(~,Ll ~IY(N,L)· ~IZ(N,L) 

' -. ' 

-
-' 

• 

1 
• . 

' 

1 

• 
C<>l~ J-5 l> -1 o 11 - 211 21-30 -~1 -40 ~ 1 -50 S 1-60 61-70 

( ') Tcrmin:ac ~·itb a BJ.1nk Curd 

~ ;-;otlc ::u::ohcr 
(i\~ccndiu¡! :>umbcr) 

l. Structurc Load Ca~c 
X<>. ~.q. O fin 
lJ)'na.,ic ,\,al)'sls 

P:(.'>,L) 

F\'T:>,L) 

FZ(;:,L) 

' ' • 

·::-

m r:;. LJ 

Hl(X,L) ·'lo::~cnt Component: 

'''('"'L) "- ... 



SI:C:IIO~ VI - l'IHn:t<r l.OAD ~mLTJI'Lli:RS 

. 

' Hl{l) El-1(2) Hl(3) E~l( 4) 
.. 

. 
1 

. 

' 
• 1 

. . •. 

. 

. 

. 

11-20 21 -30 

E~l(l) 

• 

Hl(2) 

EM(3l 

Hl(4) 

NOTE: 

~lultipli~r for, . 
Elemcnt Load Case ' 
~·lultiplier '" Elcmcnt Load Case B 

Nultípiier fO< 
Element "'"' Case e 

Hultiplicr for 
Elcmcnt Load Case o 

Each Card Reprcscnts a 
Structure Load Case 

1 



' . 
PROBLEM 1.1 PU,:;~ TRUSS · 

23 

Ref: Tkosi-.~nko, S. P. ar.C: Young, D. H:, Theor:r of structures, 2nd 
· ed., :-:cGraw-Hill, tleo1 York, 1_965, pp. 266-267. 

' -· " 

1.1 
P; 1 

Each truss w.err.ber has A~ 2 in 2, E~ 30 ~ 106 psi, a·= 6.5 ~ loGin/inrF 

This problem has two structure lo~d cases: 

1) Uniform temp. increase of 70~f; P¡"P2=P,=P~=O; r¡ = ~ = O. 

2) Uniform temp. decrease cf 40°F; P¡=P2=P;=P~~l0,000 lb; 
n=(•.Olft. 

Problem Formulation 

Since two different temperature cases are used, it is best to specify 
the nodal ter.-.peratures as Q0 f_and alter the zero stress referente· 
temperature for each structure load case·. The SAP IV manual, page 
IV.l.2, gives the temperature increase as · 

liT., (T¡ + T; )/2.0- Te 

where r, and T; are the nodal temperatures. Thus the zero stress 
refercnce teraperature for each r.oe~ber is specified as -1°F, and the 
thcnnal lo~d n:ultipliers are +70.0 and -40.0 for eler..ent load cases A 
and 8.- To understand the signs, .1ote that the ele:;".ent -load case A the 
2ero stress refere~ce te:r,?erature is (+70.0)(-1.0) = -70°F. Since the 
nodal temperatures· are 0°F, each member of the truSs has experienc'cd 
a rise of 70"F above the stress-free temp~r.ature, as required.-
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The S!!tth~~nt of the four.c!ation is' prcduccd b¡ using the boundary 
ele;;-e~t (ty~e 7). The def~ult stiffness. of lO 0 is used, ~nd the 
displ.lccr::ent so':!cified is 0.12". 'For the first structural load case 
zero displac-:::-e'lt is required, so the eler.ent load case r::>Jltiolier 
for load case A is zero. tor eJ~;;¡erit loac! case B the rr.ultipl'ier is · 
1.0 to give ti1e CesirEd displace~~nts .. 

The concentrated forces (section V) ~re all for structural load C4SC 
2, as req•.Jired. The ele~ent load multipliers are such that structural 
load cuse 1 ccnsists of elEr:~ent ioad case A, and structural load case 
2 consists of ele:::ent loao case B. · · 

Note that since no nodal generation is done, the printing of the • 
generated noddl data is suppressed by coding "A" in column 6 of the 
first nodal card. This fea tu re is not Gocumented in the manual, but 
is incorporated in the prograHl. (Other options a~ailable are B, 
which suppresses the printing of the ID arraY. and C, 1-1hich combines 
the effect of A and B.) 

Another fea tu re not docureented in the ~anual, but useful, ls the 
coding of -1 for the boundary condition cede ~o.·here a series of nades 
ha~e a DOF suppressed. lhis is ~ery useful for the elereents with -
only translational DOF allo;red. 

Discussion of P.esults 
. 

Timoshen~.o gives only the y displacel'".ent of node 5: 

• 

' 1 

load case 1 
load case 2 

Timoshenko 

+0.158" 
-0.223" 

SAP IV 

+0.15762" 
-0.22280" 

1.1 
Pq ~ 

\ 

_) 

.. ' 
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PRGDLEM 12.1 PIPE llEn.'ORK STA\IC ANALYSIS 

Proble~ Definit~on 

Ref: SAP IV f)anual, problem 1 
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The non-zero dlsplacenents at nade 12 are created by using boundary 
elements connected to·added nades 16, 17 and 18. 
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Prob1Em 12.1 {con t.) 

Dlscusslon of Results - - 36 

The resul ts as given in the· SAP IV Manual il.re: 

REACTIDNS: SAP 
No de FX FY 

9 5643.51 

11 -~DK 59 

12 2350.08 4023.01 

13 -10993.59 4505.61 

Total -3COO.OO 4454. Ol 

APPLIEO LOADS: 

i 
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Loading Type 

Concentrated: 

at nade l 

at nade 4 

at nade 8 

. Distributed ~:eight 
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-4484.03 

FY 

-4052. 

4026. 
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FZ 

-4966. 

2956. 
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2000. 

2000. 
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Pl~E NETw¡¡p~ STATIC ANLYSIS 
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PROBLEH 3.2 PLANE STRESS CANTILEVER BEAM EIGENVALUES 50 
Problem Oefinition 

Ref: Carnegie, \1, and Tho:;¡as, J., ."The Effects of Shear Defornat1on 
and Ro~ary Inerti;f on the Lateral Frequenc1es of C~ntilever 
Beams. in Sending", AS!-IE Journal of Engtncering for lndusery, 
February 1972, pp. 267-278. 

'" also problems 5.2 and 8.2. 

E • JOS psi 

l " y • 0.3 

l ! ! l 'i 
1 , ' • .386 lb/1n3 

" ' ' • . 'T t • 1.2" " , 

Problem Formulation 

Note that by placing the first two nades at the tip only four nodal 
cards are required. ·since the boundary condition code for the 
generated no~es are set eoual to the values on the flrst care of a 
series, the nodal nu~beriÓg should be such that the riodes with 
unique boundary conoition cedes occur last in a series. 

Discuss'ion of Results 

The frequencies for the flexura] vibrations of a cantiler beam are 

t lLfEI 
¡ a I;" V¡;tr; 

while·the extensional vibration frequenc1es are 

, .• -'-- fE , 4t V-7; 
However, the flexura] frequencies are too high because of neglecting 
shear and rotary inertia. This effort is.mire pronounced for the 
higher modes. The results for a Timoshenko beam were obtained by 
multiplying the Euler beam frequencies by a factor obtained from 

. figure 1 in the uticle by Carnegie and Thomas. 

~orle Uumber Type- 'Euler Beam Timoshen~o Beam SAP IV 

1 
2 
3 
4 
5 

flexura] 
f1 exura.l 
flexural 

-_ extensional 
flexura 1 

. . . -
• 

55.96 
350,7 
9B2.0" 
790.6 

1924. 

55.6 
332. 
876. 

1590. 

50.01 
295.9 
78B.5 
791.5 

1485. 

' 
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RES U,~ EN 

Debido a la qran aceptación que ha tenido Últimamente el 

mótodo de elementos finitos en termofluidos, este trabajo pre

tende ejemplificar su uso medi~nte aplicaciones a la trnsfe

rencia de calor y la mecinic3 de fluidos. 

Se resuelve el problema de conducción de calor en una pla

ca, determinándose la distrubución de temperaturas, tanto en el 

estado permanent6 como en el transitorio. Asimismo, se comparen 

estas soluciones num~rlcas con soluciones anal1ticas, para ob

eer·,,.r la variación del error con respecto a la variación y nú

mero de elementos. 

Por otra parte se analiza el flujo pot~ncial bidloensional 

alrededor d~ un cilindro entre placas planas, para obtener lí

neas de corriente y lineas equipotencial~s. Para el caso ae 

flujo incompresible, la ecua·ci6n que gobierna el proceso es li

neal con solución numérica directa, mientras que par~ el flujo 

compresible, 1~ no linealidad en las ecuaciones requiere de un 

mi;todo iterativo para su solución; en aste Último caso ta:::tbién 

se obtienen los números de M~ch local<!9. 

~~ final se trata el mismo problema consid<!rando fluJO 

vi~co,;u, incomprc,;¡bl~ en ~~ pla~o y se obt~cncn ll~~_-¡r, O:~ c:>

n·ient(.. 

• 

) 
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CAP! TULO 1 

INlRODUCC!ON 

El desarrollo de la tecnología va a paso:> agi<J,,nt:~.dos y 

el estudio de problemas ~~ociados con ésta, rcqui~re frecuen

temente d<' nuevas tócnic:as de nn.ilisio;, A v<'cos ect"s técl\i

cns provien<'n d<' principio~ ya conocidos, que originulmcl\tc 

tenían poca utilidad por ft~ltil de equipos modernos, como por 
' 

ejemplo la computadora digital. 

El estudio de les termofluidos es un Cilso donde los avan

ces hnn sido notorios. El 1:1ovimiento de un flul.dO real, se des

cribe por r.~cdio de un conjunto de .ecuaciones diferenciales ¡>ar

ciales no lineales. AÚn para el prol>l.,ma más sencillo, d" un 

flujo uniforme alrededor de una placil plana incl>n<>.d~. o alrede

dor de un cilindro, soluc¡oncs analíticas tiene que b~sarse e~ 

alguna aproximaciún,y por eso son de uso li:>itado. Estas .;pro

ximaciones pueden snr ángulo de ataque pequeño en el caso de 

la placa y bajo número de Reynolds en el caso d"l cilindro. 

En situaciones de interés práctico, la prcsencin ·e e geo-

metrlas irregulares sólidas complica aún má5 la predicció~ del 

comporta!r.iento del fluido, es por ello que el análisis teórico 

debe compl.,r.lentarse, cuando sea posible, con. expcrirnentos o 

rnétodos nurnéricos. Este trabajo se enfoca al área· de los méto

dos nu.,éricos; uno de éstos, con. gran aceptación ac:tuai::\onte. 

es el "método de elementos finitosH que scrií el que se util~cc 

aqul. 

No se pretcn<l<J, ni con mucho, hnccr un an.'íli~is del método 

P"~'" lo cu¡¡l exi~t<'ll ya bastilnte5 libros, sino m.'ís bien una 

orientación de su .lplicación a las á~Cnas de ¡;¡ec.'inica de !lui

Uos y transferencia de calor. P"r" lograr ésto, ~e rcsu.,l:..·cn 

algunos problern.1~ cnpeci~icos cuy" soluc1ón ,w~l:íticil ns cono

cida y al<Junos otro~ de ,..lis alto grildo de dificult.:~.d. 

' 
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, 
1.1 METODOS EXl~'flWTES 

En la actualidad existen modelos matc~~ticos que descri

ben el comportamiento de lo& fluidos, en casi cualqu1cr cir

cunstancia y ademáz, tienen una ebtrcchn r<;laciOn con p.-oble

mas prácticos que existen actualmnntc. sin cmb~rgo, hay una 

gran cantidad de problema~ específicos en la dinámica de flui

dos que no han sido r-esueltos, debido a las dificultade<> en

contradns en lil r.>ayor1a de los métodos analíticos y nu,.,(i,-i"os 

convencion<:~lc3. E,_¡tas dificultade~ son oca!iion<>das principal

"'"nte por la no lincalida<l de las ecuaciones, producida al es

coger una descripción Eulcriana de los procesos y también,por 

lo difícil que es introducir las condiciones de fronter.,,c~an

do loo; _cuerpos tienen unn <¡eOI."\Gtria un t¡¡nto irregular. 

El método que ~a sido m5s usad~ para resolver c~tas diEi

cultade" y que ll.dcmá;; es bien conocido, e" el "método de dife

rencias finitns" (Richt.,ycr and Mo.-ton, 1967, Roachc,1972), en 

el cual las dcrivdda~ pnrciaJos do la~ ecuacioncc que gobier

nan el fcnÓt:'lcno, <;<>n :C""'Ill¡>ln'·-adns por coci.,nt<'S de di.forcncins 

tinit<>s. Un<> de la~ desventnj<>s da esta .,;Stodo , • ., que se .:>¡>lic" (5-

cilmcntc só!o il prot,lem<~s en que cl·dol."\inio se.:> tle un.:> fotttHI 

mlis o meno~ rC<JULn;; nin ot~bargo, $U hvn resuelto una v<>ri~éad

d" prol>l<'m~~ teóricos y prrict.ico~ por modio du él. 

Otro ~:~é~odo numérico <'r, el ele "partÍc'-'L::; en cr-lcl.~" (¡:v,1ns 

y ll·•rlo", 19S'I), en ul cual r;c_ con!::truyu un si~;t""''~ é<O cnlda" ele 

t<~l m<>ll'-'~"' que se puad<' de[jn_;_r l<t pOS>ciÓn d<, l11s ¡Jill"tlculn:. 

del fluido en térr..inos de cst"s celdas, cada un<> de ell;¡~ est<i 

definida por un conjunto dn variables, qcc deccriben las cornpo

n<'tllcs de vclocid,,d, en<>r<¡ÍOl intct·n,, -den~id"d y prc~ió" en la 

C<'l<.la. Este ¡n(,todo ticno un u~o limit¡t<\o dad:•~ ~us car.>ct<'r!s-

tiCII~, 

~:ntrc lor. G1t.1mos m(,t.odos que r.e·han d<>s;¡rrollado p.1rn 1<> 

:;c>lución de prol>lcon.1s <:n din;\mica <lo fluido!::, e•;l.-i el "tL•L·t.odo 

) 

) 
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' 
do páncl" (!l<>~s, 19i~l, el CUül consisto en c:1Jbrit la supcc·ri.cic 

de la frontera sólidu por un número finito de pcqucñüS 5r~us,lla

madas pSnclcs, cada unil. de la~ cuales ese~ formüda por sinqulari

dadcs de una cierta clase, que tienen un.:> densidad indetcrrnin.l.rlil, 

Las ~ingulurid11.dcs se distribuyen dn till manera, que orientan el 

!lujo alrcdNlor de un determin;:~do cuerpo.· Gencr.:>lmcnt<> se 1\~lln 

p&.ncles forr:~ndos por fue.ntcs o dobletes par<~ cuerpos de sl.'perfi

cies sin sustentación y formildos por vót·tices p<II"a superficies 

con sustentación. La condición quc deben ""!"Plir las ecuaciones 

es que Ol flujo debe ser tangente a cüdil uno de los pánelcs, con 

lo que se puede calcular la dcnsi<lad de las singulJ.ridades. Cl 

flujo total es la superposición de un flujo uniforme y u~ f!ujo 

inducido por las sinqularidadc~, con lo cual se pucd~ determinar 

la velocidad y presión en cualquier punto del flujo. Este ~&todo 

ha sido apliC<1do fclizmcntC,t<~nto en proble::;as aerodinámicos en 

dos y tres dimensiones con cuerpos de geometría eo~~lcjn, corno 

a problemas de flujos internos, no uniformes y er. c,;tado tra~.si

torio. 

En años recientes ha tenido una gr;:~n popularidad el ":né<;o-

do de elemento¡¡ finitos" en las <ireas de mccánic:o-Cc fluidos y 

transfcrcncin de calor, debido a su gr~n flexibilidnd. Está 

tntimnmcntc rclacionndo con los "métodos varr.cionales'' y los 

"métodos de residuos P"s"dos" (Finlayson, 1912). Los princip,os 

variacionalcs son us,dos en cor.~binación con el ~:~étodo Ce Ra}·~.:>o<¡h

Ritz, p~ro d"~gruc:i11dar.~ente, éstor. no pueden ~er cncontl·a<'!o~ en 

algunos prolllc:n<~S de ing.,nieriu, particul.,rmcnte c·~anCo 1;,.,_ cc:c.¡¡

cioaes difcrenc:i¡¡!es no ~on ilUto-¡¡djuntas. I.o_o:; r.o~idtlos pes¡nlos 

puedr-n t.en<'r la forro"- de los métodos de Gal~rkin, minimos cuudrc¡

dos\y colocación. El .,ét.odo de rc-"iduos pe,..,dos utiliza el conc<'p

to d.o la proyección o.-t6<Jonill de un .-esiduo de un~ cc;uaciÓL\ dif<'-
' rcneial, sobre un subespacio form<~do por cicrt(ls funcion"s ele pe-

so. En ol m;:,todo de elc~:~entos finitos, podemos usar ta:~to los 

principios v.1riacion11lcs, cuando <oxistcn, corno los r"siJuo!> pesa

dos <> travf.~ d" aproKi~:~acione~. 
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algo que es muy útil, 

En el ~ase de proble~as modelados por medio de ecuaciones 

di!ercnciales no lineales, el método de elementos finitos es 

útil para .resolverlos, ya que se puede combinar este mó.todo 

con algún método iterativo, a fin de encontrar la solución.Es

to ae verii ,ás cla100 en el capítulo dedicado a flujo compres~-

ble {Cap. V).· 

· Una desventaja de este método, estriba en que hay que dar

le una gran cantidad de datos entre coordendas, condiciones ini

ciD.les, ·de frontera, etc., lo que ocasiona por un lado un sob"e 

esfuerzo personal y por otro la posibilidad de errores al teclear 

los datos para un programa de co~putación. Afo~tunadamente, se ha 

estado trabajando en ello y se han ideC~do formas para que el r>is

mo programa c~lculc la mayoría de los datos qu~ necesita, a ~ra

vés de· un preprocesamiento, 

Otro problema es que los programas son muy extensos y ut~

li~D.n un gran tie~po de procesamiento; es por ello que sie~pre 

·se tratan de utilizar ~étodos de integ:-ación numé~ica, ce solu

ción de sistemas de ecu .. ciones, etc., que sean muy efic~entcs 

pura reducir los ticrnpos, 

Por lo anter~orment!l !lxpuesto, el método de clementes (~ni

tos ti~nc una "Lilid~d en "la ~olución de problemas dG la d>:'lii

mica de fluidos y de much~s otras ramas en las que intervengan 

ecuacion"s diferer.ciales. Sin embargo, cuando un proble¡~a es 

dificil, lo sigue siendo, no importa "1 método que se utill""' 

lo Único, es que "1 .,étodo de elementos finitos nos da la posi

bilid~d de resolverlo. 

1, 3 RESlH:t:N ll¡t,TOR.!92. 

!-:1 n,0t<;HlCl dn t•lcmr.nto>< fi¡litos ruó ori<¡inalc1cnt" <lcsa,ro

ll.~do por in')nnic•o~ o~truct.ur"les de aviación en los ¡¡f¡o~ 50's 



p<>rll analiZilr los grandes sir.temas eStl'u<:tural"n <¡ue eAis~en en J 
los aviones, Turner, Clough, M¡¡rtin y Topp (1956), pr<lsent,lron 

el primer <>rticulo relacion<>do <:on fi~to; continuaron con los 

estudios Clough {1960) y Ar<Jyris {1963), ader.o¡i,s de otros. La 

aplicación del cifitodo de ele~entos finitos a proble~as no es

tructurales, tales como ·flujo de fluidos y electronagnetis~:~o, 

fué iniciado por Zienki<lwic>. y Cheun<¡ {1965) y por últi10o, Oden 

(1972). ha contribuido en la~ ~plicacione~ a diferentes cl.lscs 

de problemas en la mecánicil no lineal, 

Han dudo un impulso significativo a la teori~ de ele~entos 

finitos, el conc.,plo clásico dal método varii!cion:>.l de Rarleigh

Ritz(R;:¡yleig~. 1877; !lit~, 1909) y los método,; dn residuos pe

sados, modeL•dos después del método de Galerkin (1965), raque 

cxist<l unil r"lación lmportanic entre ellos, En años recientes 

varios autores han contribuido al desar~ollo de la teoria nate

rnlitica de elernentos finit.os; algunos d" "110~ son ~abo.:sk~ y 

' 11>:i:o (1972), Cinrlcl y Rnvj<~rt {19"12), ¡,ubin {197~), z~ro>a¡ y ,_) 

f"ix (1973) y Oden y \l.cddy(l97r.) todos "llos infl n<·nci;,tlos 

grandemente por ··lo~ trabi!jO~ rlc Lions y Hil9encs ( 196fl). 

o 
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CAPITULO. 11 ' ': .. 
METODO DE ELEMENTOS FINITOS 

., 
El m€to<lo de elc¡ncntos finitos es un procedimiento <!e npro

ximación para la solución de ecuaciones diferencinles, con con

diciones a la frontera ycondiciones in leales, del tipo c¡uc se prc

sentnn en problcr.~as de ingeniería, física y matem;it~ca. El pro

cedimiento basicamente envuelve ln división del dominio en r.~uchns 

pequcñ.i6 regiones, llamarl~s"<'lementos", convenientemenle distri

buidas, las cuales pueden ser de forma triangular, cuadrilatcra, 

etc., y usando una i~terpolnci6n para describir el comportamien

to de estos-subdominio5. Un número 5atisfactorio de ?Unte~, lla

mados "nodos", son especificados para Cadil eleroento y a c.:1da uno 

de ellos le corre::.pondc un valor de la variable o las vari,Lles 

de la ecuación diferencial, que se obtiene i~tcrpola~du dentro 

de cada elemento. Usando el principio ·variacional o el ::-.Ütodo 

de re~iduos per,ad'os ~~~ ecunciones difcrcnci""l es que gObiernan 

ul dominio, so trnriBforrnon en ecuacionc~ de clc~entn& finita,,, 

que <JObic~n~" nislad:tmRnte a cad:t uno de los elementos y en ge

ncr<ll son ecuadoncs algebraicas. Estas ecuaciones sor. co"·:cnien

t<'r.l.<'l!tC ensa1nblad~s ~ara formar un sistemu global, e~ el cua: s" 

pued<'n illtroducir lus condiciones de fronlera· y lus co:"<dicioncs 

iniciales, 5cgún se requiera_. Por último, los valores de la va

riable en los nodos, son _deterr.lin<>dos de la soluci<::n Gel si""'""'" 

de ecuaciones algebraicas. 

2.1 lJlTF.R!:to:~·r:s f\E"l'O!>OS 

1. 1.1 fl(;todo v,,ri<~cional '· 

111 motl~lilr nl<rÚn fenómeno f~sico por medio dul· ciilculo di(e

r<"I'Oi;,l, frccucnlurnente se llcg.:. a unn ecuación ir>te<_¡ral, en la 

que únicamente nos interesan sus valotes rniixir.~os o sus ""lores ,¡: 

ni111or.. El problcm;o concerniente a la <!ctcrr.lin"cián .Ji> valores e><-

de las integrales, en las cuale~ los intc<Jl"ilntlosconliencn 

7 



' 
!unciones dn~.:onocidas, non lleva al cálculo variacionill, 

Para cjcmplifica¡c ésto, tOrnilremos el probltllllil de encontrar 

una función ?~Y<f:J, conociendo Y tX
0

¡ y 9 !X
1
1, de tal manera que 

la integral 

~ea 10lniroa. r.qu! la priro;>. 

( 2 • 1 ) 

• indica derivada con respecto a x. 

Si suponemos que F(S!,y,r¡•) es una función, que tiene dcri

..,.,..--·•-. vadas pc.rcialPs ele sc<lundo orden y continuas con rcspr>cto a sus 

ar<,¡urnl!ntoa, 1" :-~inimiz"''iún de ¡_no" conduc<> a la ecuación rl" 

Euler-Lagrange de la forma 

a' P 
ar¡ar¡•9' 9" - o ( 2 • 2 ) 

Este procedimiento '"' puede gener,diz<>r para lil int~<Jr.ll 

( 2. 3) 

en la 'l"" su minimi~ac~ón correspondo a la ecuación d" Eulcr

L.lgran<JC 

' '' 
n d" 

(-l) dx" 

( 2 • 4 ) 

Lil """"ciÓil (~. 3) es llamilda "prir¡cipio variacional" y F, 

el intcg•·oudo del principio voriocionnl e& 1" ·•tuncion;>.l". o 



-La discusión anterior tnmbién puede ser g<>ncr.~lil:ad<:~ a 

problemas en dos y tres dim<'n~iones, Po:: ejCLlplo, la miniooiza

ci6n de la integral doble 

' 

' (2. S l 

. ·. 

con los valore~ conocidos '"' la frontera r, le corresponde u:HI 

ecuación de la forma 

( 2 • 6 ) 

El método variacional es uno de los r.ét:odos r:.:.; poderosos 

en la solución de probler1as de ingcnierl.~. C<1si siemp,-e qua t<l

nemos una ecuación del tipo {2. 6), supon amos e¡ u e ést¡¡ es la mi

nimizaci6n de una funcional, 1<~ cual podemos reso!.ver por el 

método de R.oyleigh-Ritz.No siempre es fácil cnconlrar el probl"

ma de minimización el cual corresponde a la ecuación d~~eran~ial 

bajo consi<lerilci6n. sin embargo, para gril.n p<lrte de los proble

mas de estructuras y mecánica de sólidos lu funcional si cxis~~. 

<"r. f'''~ <·llo qu" est:" método tienc populnridad en esas áreas. 

2. 1. 2 Mf:TODO t)f; RAYLI:I(",\1-P,I'."?, 

Teór-icamente, cualquier ~:~cdio continuO co,sistc "'" e::; r.~

mOro· de puntos, a lor. cu;Il"s podemos asocl¡u· <lifer.:.ntcs v'>~la

blcs, como son velocidad, esfuerzo, tcmpcratUr<t, ptc. El méto

do de R.oylc¡gh-Rilz es un proccdimicnto de ap~oxi"'"ción en el 

cual reduci"os un sistema continuo " un ~ist<•ma <'on "" n(,nero 

finito de punlos.Lstc método ticnc una apltcación dir-ecta " 

los principioo variacionnlc~. como se mucstr.l a continuación. 

Considcrento'; cl problema de minimi7.ar ¡,, inLcqral 
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( 2 • 7 ) 

--con una condición de frontera t~t<fl en la que r representa la 

frontera del dominio. rodemos suponer una solución de la form~ 

( 2 . S) 

dc tal manera que éuta sillisfuga la5 condiciones de frontera, 

para todos los valores de las constantes e~. sustituyendo (2.13) 

en (2.7),se tiune 

( 2 . 9 J 

Yil que HOo:otn)~ Uu,;;c~mos el r,oÍnir.>o do e::ta función, las 

conslanlos e 

' 
dcbcu l<l ."on<lic;(,n 

~ .. O (i"'1,2, •.. ,n) 
~ci 

(2.10) 

• 
Esto cs un sistema de ecuaciones algebraicas que puede 

l~s const(lntcs C .. 

' 
Una Vüz obtenida~ l;:.s cons-

tilntcs, las nu~t~tuirf'mo<; en (2..8) obte!li<on<lo la solución a,Jro~ 

xln\ilC" que se hu>:>cabJ.. 

UrH> de Lu; lit.litacione·s de <lsto "'éto<lo, es """ es di~Óoc1l 

"" ~on<'rnl, si '"' imposibl<', ('ncon~.-~.- '""' fur>ción F; 'I"'' saLlil

í.H¡.~ l/\s con<liciunes <le frontcrJ. globales, p<lri\ un dor:~inio con 

g<'<HnCt<·iJ.:: c·cH;plioJdilS. 

2. 1. 3 ~~~;TODO lit:: Hl:SIDUOZ PE~/\IJOS 

J,i\ i<l.Ci\ b:isica del métod" de .-e~iduo~ pcs;,dos, es obt<:!nor 

un11 !'olución aproxirnnda de la &iguicntc ccuaeiún di f"roncial 

~,. 

) 
•• 

") 
'•· ' 



~,.-··· . " 

. · . 

he + f .. o en un do,~inio (2.11) 

donde h es un operftdor dif.,rencial, ~ es una variable c~mo puede 

sor vnlo<:idad, tcmpCri!tUril, cte, y f es una función conocida en el 

domirdo. Adcm:is csL.i sujeta a lao: condiciones de frontera 

Ak(E;l "fk en la frontera r 

si suponemos '"'~ nproxim<~ción d" la formn 

' ' ( ::!; " f. C.N. 
i--1 ~ ~ 

{2.1~) 

(2. 13) 

donde las C. son constantes y las 11 ¡¡on funciones lincalr.I<H>te 

' ' indcpcndicnt<~~ q'uu sat1~facen las cond'-cioncs de frontera, llan..,¡-

da" !uncio'"IS de base . 

' Ya que (2.1.l) es una n¡:..roxiCI<>Ción de la función!;, si lil 

su~tituimos en (2.11)no lu Vil a ,;atisfaccr cx;u:tuCiente, sin":::.

bargo, lil podemos ig\lul.~ra un cicrt<> rc~iduo e que scr5 el crrot· 

<¡uo t'""Ja»os en l" apro><imación 

{2. H l 

Introduci('!<H:!O las funciones di! 'p<:>so "''· {i"1 ,2, ... ,n) y con~tT"Y""'''' 
' el producto interno c,wi) o igualándolo ~ c~ro tenemos 

( '· (2.1~) 

le> que<'~ equiv.~lcntc a decir que la proycccií>n del •·csiduo sobre 
• •il <"I'P·<Ci<• ¡J,. L-.,: runr.iou<'~ <le po~o es c:u 1·o. 1:~t"" "cu.-.cione<o se 

lo9 valores de las e_ 
' producto interno 'l"" se utiliza es La siguicnt" 

1 
' • 
1 

1 
¡ 



tU, Vl " t uydr! 

llay v«rias m~ner<>s de escoger las !unciones de [H!!:o 

la,. que estíin: 

{2,1(,) 

• 
' 

o.) Método do Galerl<.in.- En este método lüs f\Jncionos de peso se 

hacen igual que las funciones de base, obteni~ndose 

(t,N.} ~O (2.17} 

' 
b) Método <le Mínimos CUildl:"ndo~. En C5te m~todt, se "~""lJ"" 1ns 

funciones- de peso ig\Jill que el residuo y se l:linimi•::> cl producto 

interno con respecto a cnda una de las const:antes Ct <!Sto es 

1--, e ") • o aci Lo~ .... (<.H•l 

e) Método de Momentos.~ Aquí "" escog~n lns funcione:; d<-' pe~o de. 

un conjunto d~ funciones lin~ah>ent<: indcpendient"s como sor. 1,x, 

' ' x, x, ... , pJra problemas unidimensional.os, de tal manera que 

(i~0,1,2,3, .•• ) (2.19) 

' ' en el dor.lini.o ¡¡ co:tto punlos de colCJcaciOn y la [u.,ciCr; ,,.. pc•;o 

.. 6¡::<:-X_J 
' 

donde 6 e~ la ful•ción.<lc Dirac. llquí oblc!lcmos 

el-
'· ' 

(2.2.0) 

(2.~1) 

) 



El error cntonce~ 09 cero en n puntos de O, 

Lo~ métodos de Galert.in y Mínimos Cu3drndos se ~d,.ptan muy 

bien a l~s aplicaciones de elementos finitos y los ~étodos de 

Homcnto!l y Colocación, no .se prestnn tan directamente a ést;.,;, 

ya que son mas complicadOs. 

El ~:~étodo de GalerkiH "" adapta muy bit>rl a los problem.13 

que exi~ten '"' ,.c.,S.nicn de fluidos y transferencia de c<>lor, y 

¡¡erá el que ~e utilice a lo largo de este trabajo. e• e c." por ello 

que se hará un an~lisis un poco nás 4 fondo de él. 

E~te método inplica la proyección ortogonal del rc~iduo 

E sobre un espacio de funciones 

lo que se ef!>ctúa ¡>or !'cdio del 

linealmente n•dcpendle;-¡:e3 ;¡. 

' producto interno (2. ti,). J:;sto 

el sistema de funciones Ni (i~1,2, ... ,n) para lo cual se ~>e-

cesita .que e ~ca ·con:::idcrado continuo. Ya que sólar.~entc dis

pone<~os de " con~ttontes c1 ,Cz,,., ,c0 solo pod<>,;os sntis!:l\CCl" n 

condicione~ de ort.oqonJ.lidad. 

J:;fectuando el procc~o anterior para (2. 11ltcncmo5 

donde n es Cl dominio del ele!'ento. 

ca~, 

tan Lo 

<londu 

La ecuación anterior es un sislemn de ecuaciones alq~brai-,, C\1,, 1 

1 a r: ' ' las ' ' 
como l<ts o 

' sol\ vJ.lorcs 

constJ.ntcs e .. 'In que 

' ~on arbitrari••~. ¡,od~r.~os cscoq<·r c,at
1 

de la v¡oriable en ln::: puntos discrcti-

~a dos del domi••io, por la que ld oc. (2, IJ) "" co••vicrtc 



¡ ' {2,23) 

Utilizando es t.~. aproxim~~if,n en el proceso antnrior llega-

mos a 

(2.24) 

Al rc~olver ct,tc ~istem<l <le ecuaciones, ~e obtiene Circc

tamcntc la solución aproximada, sin necesidad de calcular pri

''""ro li!s const<~ntos y luego sur.tituirLo.n parn obtener el resul

tado, 

Para cj<>~nplificar, tomaromo.~ la ecuaci6n de Poisson 

(2.2~) 

si aproximarnos la solución por ~:~edio de (2. 23), el rc!li

duo cnlá dcfinidn por 

(2. 2G) 

Efectu,1ndo el producto intc.-no entro el r<!siduo y las fun

cionps de base " i9ual<1ndo n cero, nos 'l"oda una integral de la 

forma 

+ f(x,y))N.dxdy•D 
> 

Utili7.,1nrlo el teorema de Grccn, se tiene 

(2.27) 

~) 

) 



-1 ,_;~; •• n 

. · .. 

1 
,_;~; 
" r 

(2.2a¡ 

donde res la fro·n:~era <1'.lfl. Sus_tituyendo (2,231 en (2.28) y re

ordenando 

(2.2~) 

Una cualid¡::d muy importante d-el método d~ el.,_mcr.tos 

·se puede obscrvar en {2,29), En l.> forma original de la ecuació:-, 

de Pois~o" (2. 2;,) y_ generalmente cualquier ccnaciGn di f.:.renci,,l, 

no "5 evídent" como introducir lns condiciones de frontc.-a, tanto 

de Dirichlct co:oo de NcuJOann •. sir, embargo en (2.2'!) podemos 

aplicar fácilmente lu~ condicioroes de fro,tera Ce Dirichlc;:, en l.l 

integral de la il<quie¡ed,,, y l.:H: condiciones de frontera de N~'"·'"'"·:o, 

en la primera intC!grill de 1<> derech ... Est<> separación de las co::d.i

ciona•• de fruritern de una y ntra clase, es d~bido '' la ~ntcgruc~ón 

por pilr'--cs <¡ne se re3liza dur.~nt.<J "l proceso. 

u.,y que hacer notar, que par" todo~ los probl<J:nas de ing-c;¡Jc:-<:rr 

I>•H"il l<l~ cnnlcs c>:iste una funciOn<ll, la integral de G.,lerldn (2 . .12) 

d3 un r"sult.ado idéntico al que se obtendr!a con el ~:~ét.odo de Rayl~iyh

Ritz, ademSs para los problemas en los que no cxi~tc una funcional, 

el método de Galerkin sier,~prc es aplicable. 



3. 1 GENr.Hr.J. 

CAPITULO 1!1 

a>NDUCCJON DE CALOR 

Un11 de lns gr<lndes "preocupaciones que existen al utili~ilr 

un método numérico, es la precisión que se obtendrá al usarlo, 

Yll que h<iy un11 diversidad de factores que pueden alterar el 

··resultado. 

tn el c<1so del l'létodo de <'1<1::1<!1\tos finitos, en principio 

Cxio.te un"errrn, ül. hacer 1" aproxir:tación dn"lil. funcl(Hl, por 

unil. su!:H>loriil. de funciones nvaluados en det,rmin<ldos puntos, 

Gsto ns, al loac<>r l<1 ,¡proximación de la función en ur. espacio 

d<! dir•cro~ión infinita a otro du dimensión finita. Varios au-

toru~ hil•• calculado el <>rror <¡UC' ~e obti..,nn en diferen~cs 

J>robl<>rn""• "l. ¡¡plicilr ul ,étodo <le alcmcnto~ ·finito~, en~re 

Cllos est..:ÍJJ OdC.:"I an<l Redd:¡ (1976), sin et:~l>,~rgo udlizan un 

aJJál isi,; ,,atarr,5.tico muy complic,,do, para obtener ÚJ:icamentc 

UJJa estir.tación. 

111 cr.-or anterior hay que ,;grcgarlc"nl que ~u tiune al 

utilizilr otros métodos numé . .-i.cos, como son, integrac1Ón :"IU-

>o6 1·icu, d<'ri'"'ción n\l,..ér"lc~. s<.>lución de ~i~t~""·"~ <le ~CC:<~

<;HllJcs., uo~tu<IC">s itcro:·.ivo~ .,,,.,, ecuuciono:~ no linc<1~e~, etc. 

<>i "é~•o h· <1~rc<¡a10os la p.-cc·l~iGn de la comput<~dor,, al efec

tuar la9 op~racioJl<,~, resultar!¡, muy dirS,,il e!Gctu~r ''" 

<lniilisis cx,,c~o. del erro¡· totnl obteni<lo. Por ot;¡·a p<>rte,;d 

dividir la re<;iÓn en <>studio en difcrunl~$ <>.lemcnlos, una 

bunna distribución de c.llos puede aumentar la prcci~ión del 

t·csultndo, <'1l c,lmbio, una malil <li~tribución de é~los, puede 

in.,luso collctueir a rcsull<tdos localmente muy err6ncos <><l~n3.s, 

tcOrica¡ncnt,, entre m<ís elct:~cntos sc.utilicen, mayor es l<1 

muy di fÍctl prcci~.,r cual es el término roc.dio par,l obtc.ner 

""'' ,;oluc•i{,, :;ufici.cnu·melll<' p¡·ccisil y ::t l<~.vnz 1.1 m.:i~. eco.~ 

ni">t:~ic<>. S•' h,¡ llC'q.Hlo incluso " consi<leror quu ""un ::tr(<' el 

) 



efectuar 1~ división del do~inio en diferentes elemento~. 

Dobido ~ todo lo anterior, surgió la necesidad de cfoc

tunr una compnración, para observar como se comporL~ el méto

do; es por.ello que en e~tc cnp!tulo r.e resuelven dos proble

mas de solución analrtic,, conocida por Cl método de elcroenlos 

finitos de C~lerkin, con Lo cu~l podemos comparar los resulta

dos, adero3s que se aprovechan para dar ciertas normas muy sen

cillas·, pero muy objetivas, en el uso del método. 

3.2 PRO!JLS}\/, BlDIMF.liS:OU}IL EN ES'l'I\DO PERKJ\:-lF.:-I'l'E 

~1 primer problema que se resolverá ser5 el de una placa 

en <los di<~ensiones, con transferencia de Cillor por conducción, 

cn c~tado p<'rmanerolc, con lo cual nc obtcn<.lrC. l<t distribuciGn. 

de las temperaturas en toda la superficie. l'ara ciertas condi

cione~ d~ frontera, es posible enconlr~r una solución analiti

cu de este problema y es por ello por lo que se escogió. 

3.2. 1 f'l,;nLcami<!nto de l11s Ecuucion<'lf< y Solución Cx<>ct.; 

r.a co:u"ción que define la conducción de calor en dos di

mensiones y en astado permanente es (¡¡olman, 1972) 

(3 • 1 ) 

. . 
ecuaelon de Laplacc bidimcn.:ion<>l ~Oilde 

• 6 es ln t.cm-

peratur,, y X y Y son l<>S coordcn<>dn~ cartesianas. 

se definen 1.-.s siquicnt.cs varinbles adilocn~ionale" 

• • o "' -
•• 

( 3. 2) 

don<lc 0
0 

y L ,;on la tc,.pcratur;; y lonyilud de re(ercn~;:ia rc,;

¡>C.Cliv<lmcllt<', lltili1 .. 1nclo (3,2) en (3.1) l<"ncm<>H 



" 

• 
a ~ ij 

" 
• o ( 3 . 3 ) 

Si consid.,~amos como ej<"'"J>lO la plac" rcctanqulilr r.~ostr,,

da en lil Fiq. 3.1, t.-es l"doB de la pl3C<l se mJ.nticncn " una 

- tc:tp<:rilll!ra constante 0 1 y el lado superior tiene impuesta una 

distribución de temperaturas senoidal. 

Este problema se puede resolver analíticamente por el mé

'todo de sep;¡raciún de variable~- Utilizando las sigui.,ntes 

condiciones d" r.-ontera .. 

0-'6¡ en x~o 

ii"'e, en y~O 

a .. o, en xru 

- "" ¡¡ .. e scn-+0 1 en y:b . " 

y resolviendo la ce. (3.3) usando (3.4} llegumos a 

s cnh!!..i'

" • 
. ,, ( 3 . 5 ) 

¡,¡¡ce. (3,$) es l¡¡ solución nnalitic<t del ejemplo propuesto. 

3.2.2 l'orrnulilción dc !:lemcntos Finitos 

l.<l tcr.pcrntur.:~. O la podc~:~os aprox1m<1r en 14 for"'a de clc

m.,ntos finit"s como 

o • ( 3. G) 

don<.l<> n es el nútoct·o t.otal de nodos en.un clcmcnt.o, N. son las 

' funciones de int.erpolileión o funciones de base de un al.,mcnto 

1 . .. 

• 
J 



" 

' 1 
' o ' 

--~' 

,, 

Fig 3.1. !'laca r<>ctangulnr con transferencia de cillor 

por conducción y sus conJicioncs ele frontera 



y e
1 

son los v"lores de 111 lt:mp"raLur" en cada nodo del elc 01cnto. 

Ya que la función e es una "proxim"ción de la función e,al 

sustituirla en la ce. (3. 3) se oblcnd~S un .-esiduo o cr,or.I:nton• 

c:en tonemos 

,,, ,, o 
+ - e ( 3 . 7) 

donde e es el rosiduo. Considerando la proyección orto<:~oual del 

residuo 5ob.-e las funciones d~ base e i<:~ualando a cero, que es 

lo que 1ndica el mcltodo de Galerkin se obtiene 

J
. ,, o 
(

;.' 

" 

,, o . --) ,, ' z;.dxdy -O 

' 
(3. 8) 

Si a la ec. (3.8) lo aplica.,os el teorema de Grecn llcg<unos" 

-j 
" 

od 
. ~N . 

' <¡¡;,;-

o 

'" 

"' +~ 

__ l. • ,, N.dy-;,,o 1; <lxJ 
' ) ' 

( 3 . 9 ) 

(3. 10) 

Po<lcmo~ usar una notación simplificada con lo que cccribimos 

' 
' ' 

¡; A .. o. ~ q
1 

(i~1,2, ... ,nl 
j>=1 ~) ) 

'(3. 11) 

) 

) 
j 

. ) 
·-



" .•.... 

A os llamada matriz de coeficientes de tempcrnturas y q es el 

vector dO fuente~ de calor y son 

q. " 
' 

N.dy 
' 

N.d><) 

' 

(3.12) 

{3.13) 

Hay que hacer not<>r que debido<> la forrn., do la inl.!!<Jral (3.12) 

la roatriz A e~ siJoétrica. 

Corno 1<> formulaci6n qu., so hizo fué ú~oi<•arr.cntc <'"'-""" un alu

mento, se deb<'n d<! JUntar las contribuciones de todos los el.,men

Los, p,~ra obten"'" el campo d" tce>peraturas en tod,l 1~ placa . .Pu

ra lo<¡rar [;sto, se crcctúa un ensamble. de todas las c<ou<~cio:"tcs,dc 

tal m<>rocra, que al final se obtenga un s>stcma de ecuaciones q,_;o 

conLengJ. t.crlo~ lo~ nodos de la placa. El s i!;tema global <le ecua

ciones a rc::oolver r:crá 

" l. 

'.' 
A' . O'. 

l ) ) 
.. q~ 

' 
{i~l. 2 •... ,•n) (3.14) 

dond<.> :.: es la mntriz c¡lob<~l de coeficientes., o' el vector <JlO-

bal d" tcm¡"or.~Lo.nu·;, q' el vccto~ yl~b~J 

m el núme~o Lut,,l ,¡e nodos. 

t" en Coo); (1'l7·1). 

,¡,, flujo de calo~ y 

La e c. (3. 14) u.~ un ,;!;tamu al<)ebraico de ccuncionc~ li•H'<llc~ 

sí¡oé"trico y \J.Il>d<''''h', <¡uc se puede resolver por cunlquicra de 



los r:u5toclo:. conocido:., COI:lO pueden ser G.l.us!l-Jordan, Gau,;s

S<•i<lcl, <.!tC. o algún otro que aproveche L1s caracteristi<;as 

de la "'"tri;~; A'como es el Gaus:;-Crout "'-_O<lificado p<>ra ~:~atri

ccs bolndeada:;, que es el que se utiliza en el progr<lma de 

computo1dOr<l pr<.!.;entado. 

Es imporlilntc ob:;er-vilr que ln matri" A• ns sinqulür; sin 

emb,,rgo, nl introducir lns condiciones de fr-ontera tanto de 

Ncu,ann corr.o de Dirichlet en ln ce, (3.4), se quita la singula

rid,.d, pudiéndose resolvex- el siatcm" de ecuaciones resultante. 

3.2.3 Ejemplo Nur.oédco 

Con el fln de hacer más objetivo ~ual ns el proccdimicnlo 

que se sigue en eler.oentos finito:;, en este inciso se resuelve 

un ¡)rol>lmna numérico pü~O por paso. ~:stc con:;istc cn calculiir 

la tc<np<.!ratura en una placa bidio;.cnsion<ll con' tran<>fcrenciil 

¿., c<llOr por conducción, en estad;; pcr"'ancnt..e. Los pil::oErr.ctro~ 

qu<' s<.! usan en la solución num&ricn, con l<>J> srguiontes 

e, " '00 unidadc;s " tcmpcr¡¡tura 

o " '"" unidade<s ,, te,peraturil 

" 
' " " unidades '" longitud 

" • " UHi<lnd~s,l'!c longitud 

U!>Ícnm~ntc vao• a cxi5tir_co!ldicioncs d~ frontcrn dc•l t~po 

Dirichlct y .:on ¡_, 5 que se indic.~n· en la f'ig.' J. J. Por lo t<ln

to, 1<> ""ua~·iiin do olcmllnto<:o fin;,_;-os pilr" un clcmi!BtO c;s 

,, 
0

; l1 <h:cty ~ o (3.15) 

J 

,J 



' ... - ... 

o en notación compacta 

o 
E A.j6jso(i .. 1,2, ... ,nl. 
:l"'1 l 

. { 3 •. 16) 

Para la solución de elementos finitos, se utilizarán ele~ 

mento& triangulares, como muestra la Fig. 3.2, con funciones de 

interpolación lin<>al, y son 

+ c. y , 13.17) 

donde i.,l,2,3 debido a que son tres nodos, una funciór. por cadil 

uno y l01s const<>ntes c~tán dad"s por 

., (x 2 y 1 -x 3 y¡)/26 1 b 1 • 

b¡ g (y¡-y,)/2t. 

aquí A es el área del triángulo y se puede obtener po, 

(3.19) 

Se observa que la nu~eración local en el triángulo, us~a nc

cha en contnt de lns m<tnccill<ts del reloj, par:~ que t> rl.'sultc 

po<:itiv.:>. L.1 obtención rlc l"s funcion~s de intetpolación to~ cn

cucntr" en Scqcrlind. ( 1976). 

l';>.ra ol.>t~ncr lu In.>triz A. 5C su~tiL11ycn ¡_,,; funciones de lro

tcrpol<>ción (3.17), en la int.eqral de l<t ce. (3.10). Por CJCrnplo 

para <'1 t¡;rmino .1, 11 



' • 

m 

X¡ , Y¡ 

P x,,y, 

' ,, ' , 

l'ig ~.2. El,lncnto triunglll,or con lii numnrcu;;ún locül 

(1,2,3) y l" numcrac.6n globul (n•'"·Pl y su~ 

" 

) 
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(3) (1) 

. { 1 l . . {sl {3} 

. J-i l 

Fir¡ 3. 3. Pi ~·cn:.t;i e.~d Ón crud.~ de lil pliH·il, r:to,.tr<Lndc 

la nun>Ur<lc1on glob~ l. lu nutn<'r.Jción local y 

la numeración de los clcr.tGuto". 

) 



el míniJ1o que so puede obtener. El ancho de la bilnda de 1.:. matri>: 

global, se puede obtener sumándole uno n la osp"ar~idad; para nucs

tro caso el nncho de lil bandil es <1, ésto es, la matriz tcndrá <\ 

diaqonillCs con valores nuJ1éricos no nulos, incluyendo la diagonal 

principal. ya sea baci" arribil o hacia abajo de ésta Últim<1. 

Pnril cval~ar las·matricc~ de cada clemcnto, primero se procc

de a formar una tabln que relncione las coordenadils, con los nodos 

qlobalcs a las que corresponden, como siquo. 

Nodo ' ' ; ' ' ' ' ' ' o " ' o " ' " " " ' o ' ' 
En seguida 5e forma una-tabla que ralacioiHJ los nodos glo

l>ales, C(>n los nodo:. localc~ da cada plcmanto. 

.lt'n\0.~~0 Nodos Glohalcs 

Nodos~N 
Local"" 

0 

' ' ' '· ' ' ' 
' 1 ' ' ; ; ' ' ' 
' • ' ' ' ' ' ' 1 

' ' • ' ' ' ' ' 1 

t.c las coor<lcn;;Idas p<~ra ~ada uodo loc,~l. lus cuales se u~ilizan 

para obtener las b's y las c's de la macriz A en la ce. (3.~) y 

al mismo ~icmpo el á~ca, ~si por ejemplo p~ra el clencnt.o 

' 
~qu'i: lo~ nuLíndi~as indican los nodos Jocal,s. Con ast,;s coor-

dcna<las, )wdcmos evalllar L1 n¡alri~ pa~¡¡ el clc,n<'nto 1 co100 

sigu., 
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'" 

"' "' "' l. o _,r 
Am .. ;2 o " -54 (~) 

_,. -S< 78 ( 1) 

se observa que como la matriz es simétrica, únicamente ~e ticn(' 

que calcular 6 términos. Los números entre paréntesis a los la

dos de la matriz, indican lo~ nodoz globales a los que pcrtonr.

cen los renglones y las columnns. Similarmente p.~ra los otros 

elementos, tenemos 
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108 (7) 

"' -48 (4) 
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4 S ( 3) 
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En seguida se ensamblan estas mat~iccs en la matriz global, 

para lo cu<>l se suman los co<Oficicntc~ de cada rnatril: del elemen

to, que correspond<~n al mismo lugar en matriz glob,~l, utJ.li~an<lo 

los números que están entre paréntesis; así por cjc1oplo, para el 

coeficiente A~ 1 de la matriz global, hay contribucionas tanto en 

la matriz del elemento 1 como en la matriz del elemento S y nos 

queda 

siguiendo"" procedimiento similar para.Ios ~emiis coeficientes, 

tencmo.~ 

m _,. 
-2~ -106 o o o 

~· r:l _,. 
" o -46. 

_, o o ,, 
" -~6. o _, o e, 

1 . _,. o 

f ' -108 -.o _., 
'" o o -204 o, ., 

o _, o o "' 
, - , o 2 o, . o 

o o _, o , 
" - 1 o 2 "' ~J o o o -204 - 1 o 2 -102 "' cilz... 

(3.22) 

A continuación se intyoducen la~ condicioncr. de ;'".:,-on~or.l. 

Cor.~o se <>bi>Crva· en ¡;¡. fig. 3, 3, hay 5 nodos en la fror•'-<ltil y 

2 en el intcrio.-, que ~on nucr.ti"iJ~ inCÓ<Jnitas. Los v~lorcs dc 

los no<l,,r, en L• rront,ra son 

O:t "" 200 o~ e 100 

1), e 100 Ot ~ 100 

,0) ~ 100 



._,---· 

E~tos valores se sur.tituycn en 1~ ec, (3.22), ~ultiplicnn

do las columnas corrcspondirntes y pn~ándolns del otro lado con 

signo negativo, yn que lo,; renglonc:; de lo:; nodos cor>ocidos no 

nos intcre:>ól.n, podemos !lustituirlo~ por un 1 en el coeficiente 

corrcr.pondicnte de la din<¡onal principal y los dem5.s término:; 

del renglón ceros y en el l<~do derecho el valer del nodo. !lil-

ciendo estns op,racloncs tenemos 

' o o o o o o a, 1200 

o ' o o o o o ,, '" 
o o ' o o o o e, '00 
o o o '" o o -2 .(13 o, - 433.33 (3,23} 

o o o o ' o o o, '" 
o o o o o ' o o, '" 
o o o -2.0 3 o o S.G ú O; 283.33 

¡;n la ce. (3.23) podcr.tos dcr.c~rtar los coluctnus 

1,?,3,5,6 qund:indonos 

[ 

;.ce 
-2,()) -'-"11''] ["'-"] s.Gc-1 Lo1_ ~ 2aJ.·3J (3.24) 

Rer.olvi<>~>do el r.istnna d" ccu,.cionns anterior, llc<_¡amo~ a 

O, e 135.2•191 

o, D 117.6471 

J .. ~ 1;olu"~ón C><M:t:.~ UOModo lil ce. (3. 5) QS 

o." 13~.(-"~t, 

O, "'110.&,Hl2 

-) 

J 



El erro.- en eL nodo~ es de 0.5~ y en el nodo 2 es Ue 6.2\. 

El hecho U~ que exi~ta tanta <li (.-rcncj,-, entre <'1 <error ele Ullo 'f 

otro nodo, ne puedo explicar rcfiriénllo,;e a la C'ig 3. 3, <'1 nodo 

4 perten<'<:<> a 6 de lo" 7 elementos que form<tr. la l'alla, en ca:n

bio el nodo 7 pertenece únic<~~:ocntc a 3 elemcr~to~, por lo que 

tiene meno~ clc,ncntn,; que cor•trí\¡uyan" au ~oluc'~''· De ~q••i se 

concluye inmediatamcnt<•, que nmr,cntando el número de elcm<"n~os, 

se aumenta la precisión. 

F.l pruc·edirnientn iinterior :><: pued<' impl cmcnl-.1r "" ur. prog•·a

ma de comput.~dora, ya que para \lna malla más fin.,, sc1:ía pr:icti

carH~utc impoo:iblc <"fcctuarlo a nano y adcr:~:.s, se pueden aprovH

char las cnr,.cterl~tic¡¡,s d<> ,; ¡netrÍil y hand.,~do de la m,,-,_,·iz 

Exi&t<'n otras form<:Ls de c~cctura el cnsill:'.ble, que pc.r<:L 

ciertos probleoas son m,,s cficicnt<'S, sin P.rrba:-<¡o, lil .orcsCnl:a-

3.2.4 Solución de !:lcmenl.os Finitos Contr¡¡ ~olc:ción t:xac<:¡¡ 

l'ara obtenct lo~ r<'o.ultild<>n que se muc,.tran en este 1nciso, 

se r·cc¡liz(, un prnyr;;,r:~;;, do cnmput.,dora, el cu~l se m\Lcstra en el 

¡¡nexo, <¡U<' :;iguc c<~~i OX<lCl.ilmcnte lo~ hli,;r.>os ¡>asas del c~cr..plo 

).3.3. y que tiene .-.dcm.l<O, ur,_,. sul:>rutinil q\lc calculJ el ;:,rror 

y ot~~ que c,~Jculc¡ línc<t>' de tcmperaturn co~o;~ .. "'t". 

El error que nc ut1liza, es el error ra1z rtcdio CCl<IO:c·.ltico, 

definido por 

donde~- "" l¡¡ ~oluct6n du elementos íil>ilo~ y O 

' 

(3. 2~) 

"'"'"L" y .,clcr.1 .:;~ ~e Iom" (u>ic"mnntc por los noJo•; jnd'i<¡LlJlo~,pur 

lo que n es el núr:><Ho de nodo~ que no t:on de rrontcr .. ,. 



En la prirn~ra pruP.ha que ~e realiz4, se usa una malla cerne 

lü que r.e mue~tra en lü rig. 3. 4, con ') toados, 8 cl<'mentcs y un 

solo nodo incógnito y la variación de temperatura~ senoidal en 

la parte de arriba. l.ot: parSmetros que se utilizan :>on los mis

r.os del ejemplo nmnCrieo. 

Si se dcHpl~z¡¡n los nodos a, b y e la misma distanci~. a 

lo largo del eje y, rnantcn,cndo constante su distancia x, se 

van a obtener diferentes temperaturas del nodo e, una para cada 

posición, 

lodo, cu~n<lu !'"''' unil <onll/l con el mi~rno núme>Co c1~ elcw>n~o~, 

éstos se hncer. m5.s <Jrilndcs o m5s pequei>os en dctcnnlt\"'la región, 

en este c;:,,;o únicamcnte se v;:,r.í~:"l en ,;entido ver';.ical; porc;uc 

arriba en donde es~-.; la mayor vJ.riación de t"r:~per3tt:ras. 

L.~ !'i<J. 3.5 no:; mu'·~Lta una •Jr;i(lc¡, posici_Óh do l.~ li"''' 

acL cont.t-~ LP.r.q><neturu, en l<l que, so reprc5entan l;u' curv"'· de 

los rcsullildo~ obtenido~ por ele~cntos finitos y la solució~ 

e>:acla. se observ" que a "'cdida que s<> van h¡,cicndo ¡:¡;is pequc

r,o~ los clcm~.nto~ en la parte superior, nc va accrccndo la so-

lución de <'lemcntoo. fillilos .~ la nolucióll CX<:~ctu, hay u:l ""'"'~~-

''' e•• '1'''' ,¡,.,, lgu¡,Jr~ y tl<>st•••~~ se C>lejn <•tra voz 1~ c>>tv~. c 

P"""" de c¡uc ~on toGtlvÍ~ m.'i" pcc;aaiioH lo~ clc;:,ctltor.. 

En 1.~ Fi<J. 3. 6 se puede ''"'' C~<>s claro '"'-'~"' proceso: aq\.:~ 

se graficil posición de la l~no3 <>cb contra el error ra!:: neCio 

JnDJ>tos <le In ¡>arLc s••t•••r·ior, rl error di!:>ninuye, ~•af:tn qu~ inclu-

De CBI-<>;; doS ' . . <¡rilf>Cas pode~:~os concluir, que ~" deben colo-

c.-u elcmcntos m;is pcq 11 ci1on en la :<Onn <le milyor variación y n:i5 

) .,., 

' 
<:;¡·,~n<lc~ <.lnndc "" cxi~l,t """~" v"riación. );1 hecho quc Cl<i"l,, un ._) 

pu111" , . ., ,.¡ 'l""' <•1 error vu<)l''·' ,, ''"'"""L.H·, e~ debirlo> a que¡>~,-,, 
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rig 3. 4. f:.1lla con la b<~rr<l acb móvil. 
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Fiq 3.6. G>'ilfica posición ccnt~i! e~ror ral:z medio cuadrático. 
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la& posiciones de 1.1 l!nca muy llltas,- los triSnyulos de la par-

te superior ~·on muy d~·formes, ér.to es debido a que la base y la } 

altura del tri;jngulo están muy desproporcionados. De aquí ~e 

d"sprende qua siempre hay que procurar qua los trUin<¡ulos tien-

duro a ~t:.r cquiláteroH. Ot:ra ,,.,zón por la que el error vuelv<' a 

aumentar p11.ra posicione». muy <~lt¡¡"' es que los tri5n<¡ulo~ ele 

arriba son muy pequeños en compllración de los de abajo, enton-

ces siempre hay que tratar que los triángulos que estén conti-

guos, tcng¡¡n una cierta r"lación d<! árc<>r.,aunqu" esto último 

no ,es tan import<>nLc. 

~1 hecho de que llcg~e un mo~ento an (!l que el error sea 

cero, as dchido a la~ peculiari<l11d de la malla, ya que nÓl¡¡

mcntc existe un ~olo ,.odo incÓ<_¡nito. Usu.1lmentc es muy dificil 

obtener una !iolución cxact<> por elementos finiton, pero en <¡c

nei"<>l se pu,dc oht"n"r una muy )>Ucna a¡>roxim:J.ción, :;o):>re Lodo 

par<> problcm<~~ sencillos como fst:e. 

La siyuicn';.c prueb<> consiste en analizar el compo!Ctamier.co 

del método, en funci6n del nú10cro de c~ementos y de l<> :;oosición 

<1<1 i';,to~, purn lo cual prilnero definiremos t:rcs tipo::: de n~lla~. 

Mallas tipo sa' las cuales tienen el mismo número de clemcn

t.os, en cuolquier¡¡ de los lados de la placa, como muestra la 

l'i<J. 3.7, 

tl<>lla<> tipo I\S 1 , l<~S cuales tienen más cler.~entos "'~·rih<> y 

al>njo, que lln los laJos d~ la plac<>, coroo muestro ln rig.3.8. 

las cuales tic''"'' -mas elementos " los li\-

dou que arribo y abajo de la placa, como mucstr<> ln Fig.J.,. 

li.>s .llHcri<,·c~, se ohtien(! un<> <Jriific.o~ como L> que mu.:.sLr<> la 

.l'i'l. ~-lO, <·n 1.1 que "'' dibujan l:~s curv.-.s de núr.~cro de elc~.('n-

'-'~'" ,oont,-,, •'>Tor r,,1;, medio cu.Hh·;ltico, p.1ra c.1da tipo .Jo .,,,11:>. 

¡;.,observa que pura pncos elementos, se ol>ticnc '""'""'" cr1·or en 

) 



_ -g Nodos 
8 Eler.~entos 

..... 

25 !lodo~ 

32 Ele,.entos 

. . ' ' 

49 !-iodos 

72 Elementos . 

---"-~' 
16 Nodos 
18 Elementos 

36 Nodos 



" 

) 

12 l:lcr:>unlo~ 16 f:lcr:>cntos 

' 

J 
24. Ele¡:¡cnlo::O 30 l:le:oentos 

30 Nodos 35 No<los 

40 Elcn1e11tos 48 Elet:~cnto~ 

Fig J.G.Mallas tlpO 115 1 . 

) 



12 Nodo;; 1 5 Nodo:; 
· · 12 l·:lcmenlos 16 ~:l<'mcnlOS 

·. 1~f5j 
.· .¿J/[21 

20 tlodo~ 2t, Nodo~ 

24 Elemcn\.os 

30 Nodos 3 ~ Nodos 
40 lilcm;:,ntos 40 1.:1<'0".<!11\.C.f: 

Fig 3.9. tlall¡¡s tipo 11S2 . 
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las mallas del tipo AS1 , ésto es mallas con más el<'mentos en 

la zona de variación y mayor error parn nallas del tipo AS,, 

que son lo contrario de las <lllt<'riores. Para m.ís elementos se 

obtiene un menor error utili•-~ndo m<~.ll"s del tipo Sa. Csto e:; 

debido a que los triángulos de esta~ mallas tienden coi'is a ser 

cquil.Íteros, que Los de las mdLla$ tipo AS¡ y a la vez hay cu

ficientcs elementos en la zona de variación, para poder detec

tar -los cambios. 

Otra vez podemos concluir, que siempre hay que tratar de 

poner m5s cl,-,mentos en la zona de mayor variación y a la vez 

procurar que éstos tiendan a ser cquiL~teror.. ).as mallus <\~l 

tipo AS, no son rccomcr.dablcc. 

Se pucd•" d<,(inir otro tipo de mallac, como '"' la Snquc 

muc'ntra la Fig. 3.11, oen ln que el n1ome.-o de eluoncnto~ c•n t-o

dos los lado" de La placa"" el misno. La curva que se obLi<'

nc al graficar número de element-os contra c.-ro.- ra1z medio 

cund.-5tico, "" idG,~ica a la que 011 obtiene con l~ ;;oalln tipo 

Sa, r.in embar<¡o," <;on la ml'lll·> S¡, ü!J m5~ fácil apr<>><Íllt<U" con

torno~ .-cdon<l<>u<lo:;, Como dato cui"ior.o, ¡¡l utili7.<:.I" 1~ p•·i"'e~a 

malla de la Fig. 3.11 iesulta que la tc::~pcratu.-,1 en tod:t la 

placa es con~tante e igurll e~orosto e:; <leL\ido a qua r.o hay nin

gíin nodo que detecte que hny una tcmpen>'::ur" difcrenc•>, por 

lo que siecoprc hay qu" poner ~uficicntes nodos, en l¡¡c !":·on-

t-'I"aS dontle exista va.-iac·ión. 

La l'ic¡.3.12 no~ muc~tra una curva, n\í.,e.-o de clc¡~e;,t<>o 

contra error r;:~lz medio cua<lrdtico, c¡r,1fic~dos 

.-ítmicam<'nte pa.-;>. mallas del tipo s.,. se observa que la cur

va '"' ns"1ncja mucho a una recta, por lo que p<.>rlc...,os decir 

que el erro<" dismionoyc m<¡¡one,ciall'Cnlt', a mc<Jid" que ""'"""

te el númc.-o de elementos, o cn otra-: palübi"as, <¡ue <-l "'üto

<lo de elementos finitos converge exponenciulmcnlc a l:o ';olu-

ci6n ,,,,,cta, ''medida que a\lment.1 el número dn <'lCm'-'nto~. 
.... r ... -

lo concl\lsiOn no nc puec\c ~ent'ralizur pa.- 0 todo~ lon problcm~,;, 

ya qu<' el c;,so qu<- est.~mo" tratando es muy sencillo, dehido a 



5 Nodos 25 Nodos 
4 ~:lcr>enLos 36 Elemento,;; 

1 3 lloc!o" ~1 ~odos 

11.> J:lemcnLos C.4 Elem..,nt o~ 

Fig 3.11 Mallas tipo Sb 
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Por IÍltio>o, la Fi9. 3.13 "'uestra lineas de temperatura 

constalltC en la superficie de la pl¡¡c,, obtenidas con una mall¡¡ 

del tipo s 11 , que tiene 49 nodos y 72 elementos y con un error 

raiz medio cuadrático relativo ~n la solución de 0.35t. 

3.3 l'llOBLEW, lliDIMEr:stONIIL E:-l f:STADO TRANSITORIO 

.El se9undo problema que se resolverü en este capitulo, es 

el de· una plaCil en dos dio>cnsiones con transferencia de calor 

por conducción en estado tr11nsitorio, pi!r<l ohtener lil distribu

ción d" temperaturas en tod,, la supGrficic, en el tr¡;¡nscur~.o 

del tiempo. Pnra el mi~mo ejemplo del inci.~o anterior, se puede 

encontrar una solución analítica a tra·Jé.s de ser~es de rourier, 

con la que se ·P'-'""~en cot:lparar los result,dos obtenidos por ele

ment-os finito~. 

3.3. 1 Plantaan!cnto de las ~c1>aciones )' Solu6ión ~xacL~ 

La ecuación que define la conducción de calor en do~ din:CII

sionGs y<"' estado transitorio es, Holnon (1972). 

(2.26) 

donde O es la temperalUril, 

pes 1., densidad, e es el calor cspeclfico, K c.: 1::::. conduc~ivi

dad t&rrnica d.;l C".atcrial y Tes el tier.=po. Se to::-.ará cor.>o co'"'

tilncn: las propHida<lcs dGl t:'laterial. 

' - o , __ 
o, (3. 27) 

11quí ('0 y L son variabl<.!~ de referenCia. usando (3.27)cn (3.26) 

"" tione 
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Fig 3.13. Linc,,s de temperatura constante 
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a'O a'ñ -· . a:/ a y' 
(3.2S) 

Can~i<lcrundo un cjc 1nplo ''imilar al de la sccci6n anterior, 

pero ahora en czt~>do transitor1o. Tonemos una pl;;.c.:t rectanr¡ul.Jt", 

como la mo~tr.:tdu en la fig. 3.1t,, donde pura tiempo t~O ~odn ln 

placn se encuentra a una tc~pcratura e~o y para tiempo t>O se 

can1bia la tcm¡>craturu del l<ido superior por una dist.-ibi!Ción de 

tcmpcr.:tturas senoidal. i'.:tra este problema también se puede cn

con~rar una solución an:.títicu como sigue. 

se supone que la soluc1ón sea de la forma 

.O~ G(x,yl + ll(x,)l,tl (3.29) 

dollde el primcr término del lado dorccho es 1" solución en es

ta<lo p<>rmar~e·n~e y el S"'J""do térr.lino ""' ln <OO!:l¡>or.ente d"hida 

al estado transitorio. 

La solución en cst<ldo p~rm<>ncnl:c se obti<.:nc por madi o de.l 

méLodo d" separación a" vuriablcs, util·i~adno la<; s>guier:t"s 

coll<licioncs de frontern 

G~o en y .. o 
'" c~o r.en- ün Y"'b 

m ' 

(3. JO) 

L1l sol11ciÓn del prohlem<l pcrmnnüntc üsti'i da<l" crr la ""· (3,5)' 

'"'' <¡uc 

( O ~ en lc,¡''i;--G >.oy)~ -, 
"'~"" \ l<b 

• 
sen (3. 31) 
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"" T ;..o 
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• 

"nt>o 

,_ ---· 
Fig 3.14. Pla1:n ''"'' tratrsfcEoncia do calar· p<•T "'''''lltcci6n 

con sus condicione~ iniciales y de fronLcra. 

J 



Por otr~ parte, la contribución en esto<>do t;r~n~iLorio tam~ 

biGn se puede obtener por el rnétoodo de '-'"Paración de vari<>bles, 

p"ro ahor<> se us<>n las siguient"s con<licioncc de írontera, pilr<> 

tiempo mayor que cero 

J!aQ • "" X"O 

11"0 "" X'-il 

. T>O ' IJ.oO ero Y -o (3. 32) 

ll "o "" '"" 
y··pilr•~ tiempo igual n ""ro l01.s c"n<licion"s .i.uici;;,lcs 30n 

11 (x ,y, O) ~~c(x,y) (3. 33) 

e 

SusLiLuy12ndo l!{x,y,T) por O en la ce. (3.28) y re.:olv~é:o<Oola 

u 5 .,,1do (3.32) y (3.33) llcg;;,mos a una ~oluci6n de la for~a 

. 20 

" U(x,y,T)"--;:¡- sen n x ): "" n { - 1 ) 

b';"'•n' 
' e ' • v11r -r 

La cual cs una seri" de Fouricr senoid:>l, cuya exacti~uC. de~ 

Por último, sustitl>ycndo (J. 31) y (J. 3~) cr. :2. ~')), ~ene-

"" ' "' ] "~""'' "" - (-, +i}'""J·,r '-r 
" ' 

ro !:J..:.ll o-o ~en " S"" :'2'.1... " • (3. 35) 

" " scnh 
;rb " 1.> 2 /a 2 +n 2 " n" 1 

" 

que <>s la solución .,nalitica de la ce. (3. ~El) P"'"' ~1 ¡aoblCrnil 

·propuesto. 
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3. 3. 2 rormulación d~ elementos rJnitos 

O~l>ido a qu~ el problema qu~ estamos con~ id~nu1do se 

encucnlra en estado transitorio, ésto e~, dcpcn.de del tiem

po, en la formul<:tción se h¡¡cc una combin¡¡ción de do~ métodos, 

el rn6todo de elementos finitos en espacio y el r;;étoda de di-. 

ferencias finit¡¡5 en tiempo. P11ra. logr<>r-lo, se ca~<-ula la 

distribución Jc tcmpcr<>tur-as en la placa par-a un tiempo ini

cial, utilizando elementos finitos, después se incrementa el 

tiempo por un 6T y se vuelve a calcular la distr-ibución de 

tempera~uras po~ clcnentos finitos, utilizando los resulta

dos del tiempo anterior, como indica el método de diferencias 

finita<>, as1 suc<>sivarncnte hilst.a qua se llcga al "staJo por

rnilncnte. 

J'<Jr,~ la formlllación <le elcJn(•nton finito3 Le procot:c de 

la ,;;guiunle m;>.nera: la lcmpcr:d:nri\ O l¡¡ pod.moo" aproximar 

de la for-r:>a 

- " 
{J{x,y,l)~O(x,y,T)"'~ O. (l)ll.{x,y) 

im 1 ~ ~ 
(3.3&) 

donde O es la función aproximadil,:li (T) son los valore<o de la 

tempc:r.1~ura en cadil nodo del elemento, :J .. son las f~.:nciones 

' do interpolaciÓ!l del clctocnto y n es el nút".ero tot<1l Gc no-

Jos d<:l clem~nto. 

Debido~ que se hiz" uno ;:q>roxi¡na.,J.ón 111 suc;Lil..,,r (3.3'1) 

en {3.20), ~"obtendrá un z·csicluo como <oigue 

a' o • -' (3. 37) 

donde ( es el residuo. Tomando Cl residuo ortogon<~l il las fun

ciones de intcrpola.ción 

) 



' ~, 

J 
;'o 

(~,lli)- (- .¡-

' ~" 1 

(3.30) 

n 

donde ¡¡ es (!1 dominio de un elemento. 1\pli<:<'lndo el tcoremil do 

Creen i1 1" oo. (3.38) llcg.n:>os" 

n 

a 11 . 

' ., j " - 1"'(N i dxdy~O 

. n 
(J. 39) 

dol1dn r nt; t=l o<.>ntorno del elemento. Su5tituyon<lo (3. 36) en 

(3.3~) y rC<>rd~nilnda 

o j J 
n 

(3.40) 

, dO. 
donde flj'=.~. U~nntlO notaciÓn C0!'1p1l.Ct.a C5CL'Cbimo,; 

{i~1,2, ... ,,) 

A os lll 1.>.1trit. do cuc!icicnt.<o-, de temperatura c~toble~, 13 '·'·~ 

lu matri7. de cor.ficicntc" de tcmpcril'Cur;;¡ trilnr.itnri<>~ 1' t{ e~ 

el vector· ele fuente~ da calor y son 

{l H . 

-J)<.lxcly o, 



¡¡ .. ~¡ N.N.dxdy 
q ~ ) 

" 

30 ao 
(~N •ly-~N <h:) 
ax~ <ly~ 

(3.43) 

Ahora utiliz.,n<lo el mét_odo de diferenci,,;;.finitns cn tiempo, 

' hacemos 'la,; siguiente,; aproxim.·,cioncs 

(3.45) 

' 
-

0
1:+1 k . -o 

<loncle k contabiliza los incremento;, de tiempo l:n. Sustiluycn

do (3.45) y (3,47) en (3,41) y <>grupanño L6rma!1os l~nc:,os 

' ).. + l ).. (l,T/,_.-<2B .. JO ~(-111A . . +~B JG +/lnu 
>J 1J J l) ~] 1 '1 

(J.!,'/) 

lo que ~e puede "scribir co,-,o 

(i~1,2, ... ,n) 

dondc 

( 3. 0) 

(3.50) 

' 

) 



- ... ----·· 

Con l<1 e~, ( 3. ~B) ,.,_. pu<:,J,,u """'-'"' c.~r lus t<'mpcrntur.~~ p.l

ra el ::iyuiculn tiempo Cll funcjéou <l<" }¡¡_::; Lc:OOJ>'~r~tur.~S <le} \:l<'m

¡>0 ¡,ntcrior 'J "" nuesLro <.:Jso, par<~. el tiempo inicial l<ls l<"o-

P"ralur.•,; P.n ,,,],~ l¡¡_ ¡>l<~cil :;;on cnro, CIWc¡>lo en' ln p<lrtc su¡•<·-

rior d<•t>dc se '"•cU<-nL, ~ ¡,, di:_;tribución <le t-cmpct·ncur"s svnoi

dnl. fi<: puede .,J,;erv<~r que l~:;; \~atricct: A y E úr,Jc,,mcntc ~e 

ti.ene11 que ~,¡.jc;11lil.r "'"' vez, 'i" que éstil.::; <lcpenden solo de la 

to¡wln<;5.a dd c:ucrpo y no del tiempo, lo cu"l f<lcilita·mucho 

los e,) 1 culus, 

¡, c;nnlinii-1Ciún "" p1·o<oc<lu "efectura el c.>nn,¡.mC,ln de l11s 

"'alric~<' Ue c;,tla elcmanlo, en Jn 10atriz ql<>hill. '!"ULnbién en 

este c~so 1~ rcntriz glchnl rcHultu ser simCLric;t y bJnd~ad¡¡, 

lo cual es dc~iclo;, la for"" Ce los intcgrnJes (3.42) y (3.43) 

lución ¡,,..\lltic.._ 

vi,ron ,¡, un progr.~m<-1 d<> co:;put~dora. t:n é:;tc, prir~<>ro se 

gcn,r,,n las "'~trices A y 6 de J¡¡ ce. (3. ~7) para cadil elc:-i<-:".

to, con c•ll'>:; ~e C;tl<:ula ]::¡ l'lat.ri;-; G de lol ce. (3.t,8) p<lrn 

el incr~mcn\o dn LicHopo y se en->~"'l>l.Jn la:_; IOiltricw~ Ue toCo~ 

J·:n s" su i :1 .~ 

reduc.:= .:1. Únicar.H>n\o' cl 11Íomcra de 

inCÓ<Jni\~<; su:;tiLuycndo las coH<iicion~;. dc fronlc:ra del lÍP•' 

oi 1-ic-hlL'L y ,;r. rc~.uelvc obteniéndose las "-""pcr<~.tu>·,,,;_ t:stv 

prOc<"s() se r(•pitc· hastn '!"" lleg" nl cs~¡¡do perr.o.atocn~e. o se<~. 

cunn<lo 1,-¡ dif.,,·cnci¡¡ entn: l<ls tcmpei:-ntur.~=. del tiempo <:.ntc

rior }' cl nucvo se" rnr.>nor que un cierto vnlor prcc~tal>l.,ci<J·~

r.n el pospre~cc::amicnto '"' calcul,1 el· error entre la noluc>•> 

"-""lítica y 1,, de clcmontas finilo<' para c,,u,, in~tanto de 

ti<'LOI'" y se illt-~rpoln linr.>alr.-,<•:>te dentro rle C;tdo1 "l""'ento )>il

~·.t "\•1 ''""l" l.'"· co<Hdt•n;¡<l,s <le las l ÍLlc.~" de tctnpcr"-1.'-'r.t con,;-



hl >gu<'.ll qua la Solución eu C»lndo pcrn.l.r.ente, la norma 

Ucl error, que"" utili:>.CJ p~r" CO"'-pur<>.r la ~nlución a,alltica 

y la r;olución <lu clcm<.nto~ finitos, es el error .-aiz "'"dio 

cuadr;:ítieo d"fÍ<d<lo en ln ce. ( 3. 25) 

J,a I':I<'J.llil que se utiliza pi>ril efectu11r los cálculos es 

del ti¡•<• ::; <.In ~5 nodos y 32 elementos, como la que se mucst.-a 

' en la l'i<¡. 3.·1, debido a 'l"" con cstn malla, paru el c~tado 

pc.-m;'"''"t", "" <Jbticnc un erro.- b;>stante pequ,iio ul efectuar 

los ci;!<.:uto~ y ·""'"'5s no const:mc "'"cho tic,.po Ce p.-occs<noien:o 

E" la ri<¡. 3.15 se yrafica la va.-i.,ció~. en el ticl".IJO tic 

li> Ler.pcr;;tura dul nodo c.ontral de la r:~alla, obter.diC., " ana.,-

tie.u•er.te y por elementos finitos. se observa que para t~enp::>s 

mcy pe•¡u..,ños ¡,., t""'JHlrat.ura obtúni<l" por elcnonto~ . ' -- . _li-,oéOS c:e~~ 

ciundc <~e la culldicióu inici,~l y lue<;o v'-'elvc a su:o~,., lo q::0 

fÍ>.ic""'""le no <!S posible. Desp<.és ·.;e ob<>erv« que ::C.l.s c>o~ ~e:::

perntu.-,'" '"' <·l~·van al ~,i,::1o tie,po d" la co:ldicif<n in>cial y 

se ';r'P'"'"'' h¡¡:a., que llega un rno,ento en que ln o:i..-crc~.ci~ o~

tr·e una y olr;; c•n ,..5.s o rnc·no~ constante', e~ti: di[erer:ci" es :Ca 

"'i"n"' ""'' c~i,;t.c ent:-c lil solución de elc;nentos fir.ilos y a~.c:-

too: <le 1 Cer.tpo f '" !.e pu~<lc aurnont,or :.i f.stos ~011 '"''~ 'Jran<lcs, 

¡w¡· lo •!"" '"' ~" .1cfc•clu .!el ,(,todo. Si se "til,::a:: ;,ullas otá.~ 

fill.l.~ "·'" rn.1~ <'lc01Cilloo: c•n la zona de rno1yor v<-lri~ció;-c, la O<;

~il¡¡ci~1\ Jismi<•>lj'C y la prc.oisi6n aurncnt~. 

¡,,, l'iu. l. 1>• 110s onuc~tr" ••na grifica de la v~riaci&~ C~l 

<•rro~ ,,,¡,, ••~·llo cuaJ~icJ~o" lo largo dol tl~mro. E•• ella ~e 

ol•"Cl'V,l <¡u e pot~.o l ier:l]>o,-; muy t>•'<JU~i>OCl _el error üS grande, dchi

Uo a la~ us.::Jl.oeiones de 1.1 t"'"praturii en lu~ no<l<'s,. y" ::oedid.l 

''.UC l'l'anscu¡·n' ,-.¡ ~iclnpo, el error ~~ r<'<hH.:c' ha~l;J que C-~ iguul 

.i1 <¡U<''"' obli•"Hl en <::ot<"lo p<'L.milllente. 1:1 m.'i:<imo e~ror eco de 

\ 

) 

' 
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l.J) L¡¡ t><:gund¡¡ ley de Nm1ton en todo~ los puntos y en cualquier 

in.: tan te. 

e) ¡:l fluido "'' dt•be pcn.,Lr.,r d<·ntro de cu;:olquicr contoruo .-,[,

lido, ni t.:.tr.~¡wco se dr.!>Ctl form01r CHJUCdadcs entr~· ni rluido 

y el cor<to,·no. 

d) ~ las condiciones anteriores le añadinos otra r.~ás. El fluido 

debe ser irrotacional, esto es 

( 4 • 2 ) 

El aplicilr la scgund~ ley de Ncwton a una p~rt!cula del 

fluido, nos conduce a las P.cuaciones de Eulcr y son: 

Oú ~ QQ "' ' 
-' 

5T 1 u ·-<0 ii§""'' 
'P ,, -, ax 

( 4 . 3 J 
~V U a-:: A "' ' df; 
w-~ ar~v W" -¡; ay 

- - -donde T"" d lie:Oj>O, p 00 " dens~dad ' 
p 00 >o presión. 

Noso\ror. vamos a con~id<:rar un flujo en est¡:¡do pcro.wn<i"

Lc, por lo tanto para este caso el primer tér~ino de la ecua

ci6n (t,. 31 d.<s:lpJrccc. 

y~ <JIIC el f),,jn que c"tillllOB con,.idt•raoJJo ca irrotilClOJlal, 

po<lc110~ dcfini>: tW potencial de vcloci<l.td o purtir Jc 1"" <:c. 

(~. 2) d" la ,;).c¡uicntc forma 

( 4 • 4 l 

-donrlc 9 <'s el potenci,tl de velocidad. De n~ta r:~anct·a obtenc:no~ -unn función ,1 tal, que su rlnriv,Hlil con rcspP.cto " unn dirección 

-¡ 
--

) 



es posible ya que no c>d~~c ~ozamiento, un;,. pi!rtíc:ulil c¡uc esté 

inici<~lmcntc en rc¡¡Oso no puede t>oncr~e a g>rar, de igual'"""~

rll un<~ p3rticula que esti\ girando, no puede alterar su rotaeil"'· 

Si ;c;ubstituimos la ce. (4.4) en lt>. ec. de continuidi!d(4.1) 

obtenemos 

• o ( 4 • S) 

que es la llamada ecuación de Lapl.oce en dos diMen!;ion<>~. 'fod<> 

- -funcion ~· que satisfagil esta c>cuación es un c<>so posH>l<> <l<> 

!lu:jÓ inot.ncion<>l. 

La ec. (4,5) tiene :>olución anulit.ica j>ilra Cilso~ r:a:y sen

cillos, en lo~ que la:; fronteras no pr<!s<!nt<!n nir.<Juna co,,yli-

cación, sin embargo, p<>rn ca son en los que .la~ frontc~us ;>O 

son muy regulares, hay que ut.ili:<ar u:, m6todo n·~m¡;rico para 

rcroolver la, 

Para el caso de un flujo hidim"n~ional, también""!.-"'"¿" 

-def'inir ""J función y, lla<:>adil función de corri<!nte, qt:e nos 

rel<>eionc las velocidades en las do" dircecio~es. ~ p~r~ir de 

J,, re. (~. 11. tencrnoo. 

- ?}~ ' • . ""' ' • -

" ¡;~ 

aust.ituyendo (4,6) en (4.?) se tiene 

¡ 4 • 7 ) 

que es lu ~Jcuacióf1 de Laplac<! pnru l.o función de corrient_c y 

~u soluci~'' t.ienc dJficult_ad<·~; ~imilar~s a la del pot.cJ>clnl 

deo vcoloci<l,HI. 



Se puede dc~os~rar rScil~enle, que ln linea descrita por 
• 

la runci6n 'i·•const. es L1 traycclorLJ de unu pilrt!cula del 

fluido y a esta curva se le llama línea de corriente. 

El potcnciul de v~locidad y la función de corriente se 

relilciona de (C6) y (~.4) 

( 1. 8) 

Como consccucnci;J.. las líneas de corriente y las lineas cqui

potcncialcs ~on pcrpcndiculnrcs· entre sí par.a un flujo ideal. 

Ya que el r.:i~mo tipo de ecuación, és-to es, la ecuación 

de /,aplaca, se utiliza para obt,ncr el potencial de. veiociC01C:: 

y 1.1 funciÓ11 de corriente, la- forro••laci6J1 de aJc,nc:lto~ ~i,,¡_ 

tos es idéntica para cualquiera de la~ dos y la única dife;.

Ci<> entriba en las condicionca de front"r"a que ce utiliz;:¡n. 

No cxisLu venlaja <Jn un.• .:obre olr,, forJn\llaclÓn si lus gnorov

tr1a~ """ I'O.Í.S 0 ,e"no~· simpl<!s. Por lo tanto Gnica,cn~" se des

cribirá la for.,..u]ación de la funci6n de corri.,ntc. 

S" definen l¿,s si<¡uicntes variables .~<lim"rosiunulec 

donde ""' es 'la velocidad aloja<Ja d<·l JOucr·po y D us una <.!is

t~1,cia cara<:Lori~~icu, Stlutituy~ndo en la ec. (4.01, se tic-

. ' (4.!)) 

11ucie11d0 la ~iquicnte aproximación para un elemento 

' l/1:. ~~~¡: N.op. 
i~ \ ~ ~ 

(4.10) 

··.' '·~ 

.) 

) 

o 



~---· ... 

donde ~ es la y N. son las funciones de 

' int.crpol<L<:iún o funcione" de lJ.'~" de un elr.mento, n es el 

nún.e".·o de n~<las <l"l elemento y ojJi es el valor. de lu runc;ún 

en cada nodo. Sur.t.ituycnclo {4.10) en (t..9) e igualando" un 

rc~iduo e c:c obtiene 

a'·,¡. + ~ .. 
h2 ~y' ' (4.11) 

Con,.;idcr!lb.do una proyección ortogonal del residuo sobre 

las [uncionell de pct:o, que en ect.c c.,so ~on iguales n las 

[unciones de hase 

' '' a' 1, + .!......'l:'¡ N. d><dy•O 
:¡y' ~ 

{~.12) 

do11de fl es el doninio del eJc,.ent.o. Aplicando el teorema ""' 

Grccn en {4.12) lleqamos 

nNi j 3V a~ 
..,.......-) d Y.d y+ (.,-N . d y -~-¡¡ . d x) "0 
Q'j ~x ¡. o y 1 

. r . 

Sur:;LiLuycndo (4.10) en (4.13) y rcordenundo. 

3N . J ,, '"' ____.)_) dxdy~ (-N. dy--"t:t: dx) 
)y <lx • 0:. > 

. . 1' 

(4. ;4) 

Usando una.notación sinplificada cscribir.\OS 

(i~t,2, .•• ,n) (4.15) 

Aqui A y 6 ~on llamado¡¡ motriz de cor,ficic,ntcs y vuclor cla 

[lujo >"<>spcctivamuntC' y son 



(4. 16) 

(4.17) 

P<>r,, obtener el ,-j~tc:na de c<OU<>eionc.<> globnl. se cns<o,l>L1r. 

las ce. (4.15) de teclas los elementos, obtcniéndor.c 

(i .. 1,2, ... ,m) (4. 10) 

donde m es el ,,í::,.ero t.nt:al de nodos. 

4. 4 SQJ.UCIO:J Y l!f.S¡;l_T;,oos 

• 
1:1 probler:~a es¡>"c1fico '",;co-,ido co,.o eje,.plo, es el del 

flujo alrededor de un cilindro de radio o~t ""trc plac<>s ?la

na~ separadas una diolJllcin 4D y o\lponiondo quo ,,¡ flujo un!

for"'" sa encuentra a uun <!~s:.~nciil 3. 5D, me<! ida desde el ccr.

lro <l<:"l cilin<Jr·o, Fi.g 4.1. 

Por si!•etr1a se u\.iliza __ un" cuartil p<>rte del <\01r.inio, 

S<lcción ,-1>-c-d-c. Por Jnsp<":ción not.anoo guc la:; f~ont,ra~ 

.,-n y e-d-e son li:lCü:l <le corriente y como H·(c;-cnc·.'_.-, to.,are:oos 

\'!"0 en. e-d-e. Yn que l., vclocidüd cs connUtnte "" ,._., poC.""·"" 

poner 

.. u ~ (4-. 19) 

Intc<¡ru~.do 

1l> .. y + const. (4.20) 

lo que ~i<Jnir'.~llquc l<l (unción d" co~Cri<:nLL· v.>rla lin<l,llJn<,Ht<" 

con respecto a y, en l.:t frol!LCra .. -e. Su:;liturcn<ln lo!< v;l.lorc5 

dt• y ' 

) 

o 



'· ' __ , 
' 

3 • 5 ¡) 

' 

3.S:l 

' 

' -----·'' ' ------------

I"iq 4. 1 Flujo U"-ifor!"'.e ulrcdc<!or de ur. cilindro entre 
pl.ac<>s pl nnas. 



" 
To<lns lar; condicione~ do r~ontcrJ que hcmo.>" definido hast.~ el 

momento son del tipo Dirichlct. Lo único que rcst.:> c~ de!i.,;r 

la -cor,dición de frontera par-a el lado b-e, sabcnos que 1.:~ li

""" de ~orricntc es perpcndicul<tr " ese l<>do, por lo que dufi-
. a,~ 

nlm05 .,-~o, siendo c5ta <lel tipo Neumann, Las condiciones de 
• •• 
frontera se presentan en la ?ig 4,2. 

, Pnra resolver este prublema, se escoqioron elementos 

tri,.ngularc", con funciones de intc.-polación lincnl, por lo 

que sÚlilm~nte tienen 3 llodos c<>da elemento. Los elementos y 

ln~; furrcione9 ~'''' lo~ migmos utiliz1ldos en la sección 3.2. 3 

donde se pueden consultar. 

l:n <!l progr.~ma de computadorn que se realizó, primero 

se generan las '""l,-iccs de CoefiCiente<: A de cildil cl~ncnto, 

"'i""'"" que se ensumblan en la natriz <Jlobal A". Pnr;: el ,-e<::

tor ~ en los no<lo~ en l.:o tro~.tcn1 que -tienen' lu cor.dición 

de t-;eumann la intc<1 r~l (~.17) debe cvaluan:c. J.:n n(wstro ca~o 

resulta t:er cero. r.n lo¡; dem.'is nodos con l¡¡ condit:iÓn de 

llirichlet esta integral tiene v.'llor desconocido pero ya que 

la !unció" de corriente er. conocida alll, no e~ nccc~urio cul

cularln. Lus condicioncs de frontera del tipo llirichle~ se 

su~tituycn en el sistema (4.19), rcduci&ndosc con cllo el o.-

dcn de la matrlx 9lol>al, a ~nic••mel>tc el nGmert' de i:•cb;,:it.;:~ 

y '-D r"such·c el sist.cna ,-esull¡¡nlc oblcni(ndo<:e lo<: valor,;. 

du ~·- ~:n el ;>osproccsilr.~icnLo, se intcrpol,:t lincnlr.~cr."'e é<:~-"'ro 

de cadu cl<'¡;¡cnto para oht.cnc¡; l"s coordcn<~<l<os de¡,,, línoa~ de 

corricnLc, adern5s, por mcd•o de la ce. (~.23) ,se calcalilil lilS 

v'clocidades arriba de 1<> cresta del cilindl'o .. 

s" utilizan d<>~ di~cr0tJ.zacionc5 d~l dominio como mu~~l.Yil 

1"" figuras 4,) y 4,4. l,.l primer" e;;""" m.lll¡:¡ grucoil de 10 

nodo<:, """-da tanto par,, proll,1 r el progr.1ma con-.o p;,r.-> obscrv<>r 

la<: ""n''" de ,,,,yor v<~rinc:ión, La scgund.1 "" un.> ,,,,11.> iiili> de 

73 nodo:; con 111 Cll1In<'n\:on, que se rcalidi tor.liliHlo <'ll cu.,lltC~ 
. . 

los r<'r.nlt.<>dos obtenidos con ln r.\Jlli• anLerior. 

J 

) 



l 

Fig ~. ~. Condicione~ ci~ fro,.,!oc~a. 
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Yig 4.4. Malla Fina 



En la Fi<;. 4.5 se "'"""tran t.1s lineas de corri<'ntc y la 

Y<1riación <l'-' 1, vcloci<lud ~~~ ¡,-, crasta <lül cilindt·c, 5 e com

p~ran con 1,-, ''"lución nnul'ílic<> ..,proximaua, ol>l<.::llid.l por el 

méto<Oo de i"'ii'JCnes de 1., sigulcnl<' forma (Chun<J, 1'3'18) 

donde x,y ~on coor<ien;L<las con o_rigcn en el cent.-o del cilindro, 

h e~ el radio y 11 e:; la di~tancia vertical cnt.-e las dos plitcas. 

Se ob.:crva que cxi~to b.,stantc diíc:.-enciu entre los rc>-ul

ta<lo~ obtenido" con ln 1ni!lla gruesa y lu soluciún ""al.Ític<l, el 

CJ"J"or .-,;:z modio cu;>d.-.'itico relntivo es de 8.5\. Si:l Cl'll>a.-go,al 

~o6p~.-ar l or, rcr-ultndon de la "'nlla fina con 1 a nol ución anuli~i

"''• el error 'níz mc<llo cuadr.iit.j ~0 rcl.1tivo, "n 1<> desvÍI\ciiin 

de 1"" curv<l~ de 11nc-;,~ ~e con·Jcnt.c, -"-" <lc 0.9\ el cual es h"s

tante pequeño; <'n la figur<l se ve claramente que· c;>o;i colnci<!<'r: 

lilG curv"-"· 

r.;.,l>ién ~e ot.><·.crva corno la velocidilcl u\lmcnl<> <"" lu crc,;t" 

del cilindro itl accrcllrne a ést_e y la pOc<l dif<>rcnciü quo exis

te entre la curv<> de la mulla íina y l<l soluciún <'n<>lítica. 

mi'tod<> de c)omcnlos rini~os de Gal<>rkin on la ~olt:ción Ja pn>

blenilS de flujo potcnci"l inco,.,!>rcsible y cómo,co" una hucna 

di~creti~.lción se puadcn obtener rcsult"do.~ bast.anlcs precisos. 

) 
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Fig _.. 5 corriente y va,.ie>ción de velocidad arriba de la cresta 
del cilindro. 



CAPJTULO V 
FLUJO POTENCIAL COMPRESIBLE 

5.1 r.c::r.H~L 

Cuando se estudi~n flujos alrededor de cuerpos sumergidos, 

norm<tlJOente no se pueden resolver las ecuaciones de movimiento 

en forr..a analÍtica, debido a la ·no linealidad de las 01ism<ls,es 

por ello que en el presente capítulo ~e estudiar¡¡ la solució:1 

de un flujo potcn~ial compresible subsónlco y no viscoso, por 

nedio del método de elementos finitos, usando el método de re

siduos pebados de tipo Galcrkin. 

l':l ca~o de flujos subsÓnico.: ha sido estudiado pri.ncipal

"'cnte >.:LiUz3ndo lo.: principios variucion,.les (::;hen, 1977).r.:>

Lr<' los tr<tbB)o6 rnn¡: imporL3nles se r:ncucntra el de"Carey(1~75) 

el cual utiliza un principio variilcional, en conbinnción con 

una exp,>nsi6n de perturbaciones. Sin embargo, cono :::a nuestra 

on Hart1n del Compo y son 11980) o;e puede rosolver el prc>Ulc

ma de flujo<: pote.,ciaies más sen~illamcnte, "con uu m&toC.o itc

r,>tivo combinudo con el néto<lo de elementos finitos. rr: esta 

forma ""' puu<lon c<>l<:ulilr lns li11ea:; de corriente y equipot~n-

ci<llcs, asi como el número d" Milch local en c<td;;¡ punto del cs

p.1t:io. 

p,,,.,, l!j<"mplific;;~r, :;e n:solv._,r¡; el probletnn d,, un flujo 

h.i<lirnc:¡sion3l all·edcdor de un cilindro sin circulnción, el 

cunl ~e cneue"tril entre do.~ pl<lcas. ¡¡ste problemil puedu ser 

ext.endido r~cil01cnte a el lratnmiento de flujos ~ompresible:; 

alrededor de perfiles aerodin5nicos, para lo cu.1l únicamente 

ltabria que an<ldir la circulación. 

5. 2 PLA~Tl:M!ll:NTO D!: Ll'lS I:C\1/\CIONt:S 

Al l<JU·ll quu "" el o.lpÍLulo anterior, Y•' que. le> C]\JC ,..~ v.l Q 
a trat.11· os un flujn hi.dirn•·n:;ional, t.oilo~ ln,; t.lcs.>rrollo" <¡ue 

s<' hii<J'"'" continu,,el6n, ser:in descritos en <loo; dim<lnSione>l. 

) 



. " 
que es la ecuación que define la velocidad del sonido, en fun

ci.6n de hs vclocid11d<>s y de 1~ rcl;><:i6n <lo calare.- cspccl:fi

cos y (j ea 

Multiplicnndo por Q ln primera acuación y por Q la'scgunda da 

las ce, (5,5), sumándolas y sustituyendo la ce, (5.6) tenernos 

• o (5.10) 

si .11 la oc. 

tuirnos la ec. {5, 7) llcg¡:¡rnos a 

(5.11) 

De la eCU11ción de irrotacionalidad (5. 7) se puede definir 

' un potencial d" velocidad Q(:<,y) que satisface 

' < ' ' 
Sustituyendo (5.12) en (5.11) so obtiene 

(5,13) 



-,,-··" " 

Las ecuaciones (5,9) y (5.13) !orr.oan un sistcmn acoplado 

' en ln incoqnit;:¡ $(x,y). Definiendo las si<Juicnto:; V11ri11blos 

ad imonz ion a les 

' . 

' . e ' • !L 
"' 

¡ . ' L 
' '"- (5.14) 

donde Des unn distnncia cilract.orísticil, lils ecuaciones (5.9) 

y (5.13) trnnsforrnnn 

(5,15) 

(5.16) 

donde M,e:; el número do ~lach alojado del cilindro. 

En seguid;> '"' procede a obtener 111 ecuaci6n para la fu;¡-

ciún de oorricnLc. llc lil ecu.1ción do con.9ervnci6n J, mJsn 

' (5, 6) podemos definir una función d<> corriente \!l(x,y) que !>a-

(5.1'1) 

"ustituyendo (5.17) en ln condición do irrotacionnlidnd (5.7) 

ll<HJili:IOC a 

o'~ ·-.... ,,, (5.18) 

J 

1 
' 

') 
', 



- .. 

Esta ecuación, aparte de no ser lineal, tiene dos incógnit~s 

Oc las ec. • _, a~ 
{5.5) podcmo~ despojar los terminen ~ 

~ aY 
su~t.iLu.irlor: en {S.\6) con. lo ~uu se obtiene 

(5, 19) 

.Otra v~~. cerio. muy diflc;l, resolver esta ecuación, ya 

que ahora está en función de las velocidades que no conoce~ 

"'o~. Sin ef'lb"'>:'JO si sustituimos el potencial de velocidad 

"" luga.: '" 1;, S velocidadc.o:;, {5.12) "" {5,19) 

¡/$ ;!,_$ 1 a& a'.; - ~¿ ¡¡l~ ¡¡~ d$ 

"' • " - er 1ai di<'- 1"f • ay ~-a-g -~ ,,, h 

{5, 20) 

nos queda una ecuación de la función de corriente en términos 

do1 potcllci.al de vr.loci<la<l, el cual po<lcoo5 calcula~ <le la l!c. 

(5.15), nl igual que l<1 vclocidnd del sonido de l<> ce. (5. tG), 

Definiendo l<1s siguientes variables adimensionales 

' ' " " V ~ 2..;;, " ' u' ~ 
-L 
Dq, 

{5,21) 

y su¡;;tituyéndolas en {5. 20), sa tiene. 

<f~· • B~··- ,,:" ~;¡ ;1'~ :¡~, • " o'~ ~ ,-,.- -(--- -- -,-¡ ~Y Jx ' e' ~~ :,,..¡ ~~ 

-
• 21 ;?¡ - -" • " al~ -a~¡ (5,22) ax dx3y ,, -,-¡ .,- " 



" 
!>. 3 FORHULII.CJO!l DE ELF.Mt:NTOS Flll!'l'OS 

-Pllrll el potenc:ial de velocíd<>d 9(:x,y), cscribi1nos la ce. 

(5,15) co!llo una ccuaci6n de Poísson de la siguiente forma 

• o 

. ' 
!lncicndo la aproximaci6n para un elemento 

donde 9 es la funciún apro~imada y 11. 50!l ' . 

(5,23) 

(5.24) 

(5.25) 

las funciones de 

interpolaciór, de un elemento, n el número de noños del elc.

mcnto y 9 1 es el V(l.lor de la funclón en cada nodo. Sustitu

yendo (5.2~) en (S,23) se obt.icnc un re~::iduo, 

o • ' 

Se hace el residuo ortogonal a las funciones de intcrpolació~ 

t.:tl quc 

+ 4-,,. i;j)N .d><dy ~ O 

' 
(5.2(,) 

donde >1 es el dominio del elemento, Tom<>ndo lil siguiente npro-

·~ 

.! 

J 

. x imaciún ') 



y aplicando el teorema de Grccn a (5. 26) rcsult;;¡ 

j (lNi ~~ + 
Qj <~x ax 

n 

.Usando notación ,;implifi~·<lda escribimos 

" ' A.j .,. "¡Í, + .t, (im\,2 1 ,,, 1 1<) 
j~ 1 ~ • ~ 

(5,27) 

(~. 29) 

A es 1<:~ matriz de coeficientes, ~ es el vector de 'flujo .t. es 

el vector que rcprc~enta lo5 términos no linealns y son 

'" ~) d>:t'ly (~.30) 

(5. 31) 

(5,32) 



El vecto~ g se obtiene sustituyendo (5,25) en (5,24) como 

MI [ ~t<. 
,, 

a11
1 ani a2~ - ' ' ' .:_::J._ gj~?"" <9¡-a;-l ¡ ax1 • 2l4>iax l (Qjayl (~k ~xly l 

a~~ . ~] • "-'1' (5. 33) ',, 4>jayz 

y la veloci~~d del ~oni~o 

(5.34). 

11 conlinu.~ción :;e ensamhlan la:; ecuacione" de todc..s los 

elementos obtenido~ 

(i~1,2, ... ,m) {5. 35) 

y,, que al va~tor t•~e Jo ce. (5.35) csti ''" funció,, de 

los valore.: del poLencial de velocidad'"' lo!: nodos, C'sta 

"'"'"ción se ¡·c~uclve l"''' medio ele i Lcrilciones, 1>""" lo· c:u¿¡l 

en la ¡>ritn<-'l"d iteración se zc~uelvc 

(5. 36) 

r>ar-a M..,~o. Los vale~"~ obtenidos da Q(x,y) "" sustituyen en 

ol vectoc t'de (~.35) y s" ,-"~""lvo la ccu¡¡ciÓT> obtenil>ndor.e 

con Cll;:. nue,•os v.1lor"" de <;<(x,yl, los que se utiliziln en la 

~Jguicnte iteración. 1\,;S: succ,lvamcnto, hast;:. que lil di."crcn

cia del valot· antct·ior y el nuevo se;:. menor que una cierta 

magnitud. 

) 



" 

r~ra la formulación de ln función de corriente, se ~iguc 

un procedi<oión~o similar al utilizado en el potencial d~ vc

'locidad, llegando " 

" r A, . .¡. ... ~,·'· 
•• , l) ) l ,_ . 

(1,1,2,,.,,n) 

y el vector ~ se obtiene a partir de 

donde t esta d;:~do por 

t _ _, 

' 

(5. 37) 

~~- 38) 

(5.3'!) 

d<>ndc c2 se ohtien~ de la mir.ma form.~ qc:e en la ce. (S.34).Al 

iS"u:~l q,_,c p<~ra el J>ote:,cia'l. de vcloc;dad, :;e cfCctUa un cn

~nmblc Jc tod~s lar. mi\tricor. de loo; elenc•ntos (S. 37), para 

obtener 1" m~triz <jlob,.l d<• coeficiontos, lo que se represen-

(5.40) 

r.n este caso el vector&* de la uc. (5,40) está"" tun-

ción de los valores del potencial de velocidad y de la función 

de corriente en los'nodos, sin embargo los primeros ya seco

nocc'n de la soluc¡'<'in de lJ. ce. {5, 35), por lo qua ~e pueden 

cuctitutir ~qui, quedando 1~ a~u~ción úni~amentc en función 

do ~(x,y), Nuevamente se \ltiliza un método de iteraciones, 



" 
igual al usado en el potencial du velocidad para encontrar. 

~{x,y)' '") 

5.~ SOLUCIOJ! Y RESVL'l'ADOS 

El problema cspcc!fico escogido como ejemplo, es el del 

flujo unifor~c alrededor de un cilindro de radio D, entre pla

""" plnnas scp~radns por nn di~t.,nci<l 2 H y se 5Uf><'>llC que ,.¡ 
flujo uniforme ~e cncuco1trn a ur1a distaJlcia J.5P del ccr.tru 

del cilindro Piq.S. 1. Por la simctria del flujo, se puede to

mar para el cSlculo solamente un cuadrante del dominio total . 

• 
Las condiciones de frontera, tanto para el potencial de 

velocidad co~o para la !unci6n de corriente, se muestran en 

la Pig. 5.2. 

Para 1<> discretiz;acién del <!ominio se utiliz.:>n "le:nentos 

lriangularc~. t11n fo.:ncion<>s de intcrpol;,cióil para cada elemen

to son cuudritlica3, p•1r-'l poder ~ustituirl11s en 'l<:t!L e<;, (~.33) 

y (5.3!l), ya <p .. c de meno<· grado se anUl<lrian. l:s por ello q•\C 

cada elc,.cr.Lo tiene 6 nodos uHo por ca<la funciÓ:'I el<> interpola-

ción,, lan cualus son 

, 
"' • 21 .. ) ,, "• • "• ,, 
"• 

, ,, • 2 ¡, >· " , • ~ l. ), ,, (5.41) 

' ' • 2Li .. ' "' • 4 1, l '• 

donde L¡, L,, L 3 son las coor<lcnadi!S de ár<'a j' su relación con 

li!S coorde~.das c:trtesianils "" 

donde 

,, ~ " i 
lilll' const·n~.~r • •· -

~ ~~ ";'"i'~i est&n 

(~.42) 

definidas por la ec. (3.23). 

Se utiliz,,n coonlcn;Hl;u; de drc>i\ por su C1eilidad ;,l efectuar 

opcr,,cloncs, <1BÍ por c:l<'mplo l<•s dcrivu<las de l"s funciones de 

" 



. .. . 

3.5D 

' __ , ___ _ ----------

Fig 5. 1. ¡.·lujo co,p:esible alrededo.: de un cilind.:o ent.:e placas 
pl~nn~. 

• w 



- o 

'i,!~O 

' 
d$m0 
;¡¡¡_ 

Fig 5.2. Condiciones de fror.tera. 
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proccsumicnto se interpola cuadr5ticnmCnte dentro de cada 

elc¡r,entc, p~.-¡¡ obtener las coorden«<lns de las l'ineas cqui-

potenciales. 

El' pJ;ogram¡¡ pura la función de concicnte sigue un pro

cedir:üento si:nilnr al anterior, La mat::iz A de la ce. {5.~0) 

es la mif;na que la dcl potcnci<>l de velocidad, ya qu<> ést" 

depende única-,..cntc de la l'!alla y las !uncioncll de intcrpol<~

c;.ón que se utilicen, En el vector ~· se utilizan los vale

res ~ obtenidos en el pro~rama anterior. 

El <lominio primc•o se diEcrotJza con una mall~ grucsn, 

como mucr.tra la Fig. S. 3, 1,. cual tiene 10 elementos y 2B 

nodos. f:sto tiene dos finalida<'!cs: La primeru probar y <:o

rregir el progr<>ma de computación y la segunda observar don

de se encuentran las zonas de nayor variación, 9ara hacer 

una mejor discreliz,.ción, 

La Fig. S.4 muestra una malln fina con 37 ele:nentcs 

y 92 nodos, l ~ que "" real; zli tomando en cuent" los rr:sulta'

'dos obtenidos por la malla anterior. 

En la Fig S. S s" pre~entnn la" lineas de corrionte p~

ra las dos n,lllds en el caso dC flujo incom;oresblc. En las 

l'igur,,,;, S,G, 5.7 y ~.0 "" mue.:tran Jan l·ín'"'s da corriente 

y aquipotancialas puno números de M:ach 0.1, 0.2 y 0.3 raspcc

tivamcnta, obt<>ni<1os con I,, ¡oal:.:. fin.-¡. E~tas fi-,l.!!'as t.arn!Ji6~. 

indic~n L> v¡ori,lCiÓn del n~l·Jcn> de llach local, sobre la eras-

ta dal cilindro. 

Sa obs<ll'ViO un" diferen,;,, cnt¡·e el caso 'd~ flujo inco"'

presiblc comparado con el flujo compresible y esta diferencia 

'es' notuhle para ;dtot. nú'""''oS dn M;;ch. ;;e not,> también quc'~n 

el caso de flujo compresibl,:,, el nÚ¡:-,ero de !'1i0Ch <>u:nentu ill 

.acercarcc al cilindro. 

perfil n.;-rodin.lrnico si el núm~ro de Nach lOcal ~" acerc.>ra 

10 ln unid<ld. 

- .. · 

) 

<J 
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' Fig 5. 3. Halla <¡rucsa con sus nodos. 
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Fig S.S LÍneas de corriente para las dos ~allas, 
M..,•O, Línea punteada "'alla gruesa,L:inea 
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Fig 5.6. L!nc~s cquipotc~ciales y líneas de corriente para M~~o.1 
y variación del nÚ111<'rO de Mnch local en la cresta d"l ci
lindro. 
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Fig S. 7. Líneas cquipot<JnCialcs y 11neas de corriente para M..,~0~2 
y variación del núr:tczoo de 1-\ych local en la crasta del 
cilindro. 
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y variació" d<:l nú::~c.-o ·de Xach local en la cresta del 
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P"~" bajos números de Mach, se necesitan poc¡u: ite~acio

nes para la convergencia, como muestra la siguiente tabla: 

.. 

"· 

'. , 
'-' 

'"' 

ERMC 

0,0001 

0.0001 

0.0001 

lnte~aciones 

para $ 

' 
' 
" 

Ite~aeiones 

para V 

• 

3 

3 

3 

La función de corriente necesita menos iteraciones para 

converger, ya que se pnrt~ de vnlores exactos obtenidos del 

potencial de velocidad. 

l'a:ra la malla gruenn se logra convergencia ha~ta para .~ú.-

mero de Mach 0.5, sin embargo los resultados obtenidor. par u 

este número no son confiables, debido a lo grueso de la dis

crcti<.ación, es por ello que no ac pr.,!lentan .. 

Por Último las solucior.es numE:ricas demuest~;m la utilidad 

del método de elementos finitos de Galerkin, en combinación con 

un mGtodo iterativo, en la solución de problemas do flujo po

tencial sub~ónico. 
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CAPITULO VI 

ECUACI01\ES :-10 LI:-'EALES-

' 

6.1 INTRODUCCTQ,\: La ecuación d1ferencial repr.,•entada por 

L (n) .. O 
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es lineal su combinaciones lineales de soluciones son tam

bién soluciones, De otra forma la ecuación es no lineal. O 

veces la ecuaci6n difu.-<mcL,] es lineal con condiciones " 

la fronter<> no lineales. El problel:la en su conju:lto es en

tonces no ~ineal. 

En cu.,lquier caso, la &olución cocpleta a un probler.ta di~c

re-ncial no lineal no punde obtenors" mediante la superpDsi

ción de soluciones más ""ncillas. tstn es una desventaja 

tanto p(lra el análisis te·órieo como para el num~rico. 

En la mecánica de fluidos y lransferoncia de calor apare

cen corn6nmentc cuatro di~ercntes tipos de nolinealidades: 

(Q) No linealid~dos debidas al ca~bio de l"s propie?ades 

~ateriales con ~especto a las va~iables de ca~po co~o so~ 

la velocidad, tcmpe,.ntura y pre~ión. En la r.~ayoria do los 

casos est-e cambio es rolativa~:~ente poco. La no lineali<'!ad 

<:.S coroo consecuencia, déb¡l, 1·:1 problema puede resol<·erse 

numéricam<:ntc me<li<1nt~ Ot.,r~cio¡,<·s en las que se toman los 

valoren de l"s propicda~P~ correspondiP.ndo a 1<1s variables 

de campo en la iteración anterior. Al llegar a una conver

gencia del proceso iterativo s" h,abr~ encontrado la solu

ción del problema nolinc.ll. l::~ta técnica se utilizó pa..-a 

resolver el problema del flujo potencial compresible ~en

·cio'nado en el cap!tulo anterior. 

(b) tlo lincalid~des debidas a la convección d<' la$ varia

bles de campo, Estas provienen del hocho de que la das-

_) 

' _, 
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cripci6n euliana de las lineaciones de balance incluyen tér~l

nos que reflejan el cambio en la variable de campo correspon

diendo al transporte físico de un lugar al otro del material 

que constituye el cedio continuo. En algunas situaciones espe

c!ficas estos términos pueden s~r idCnticamente cero por lo 

que estos probl~mas se prestan a soluciones anal!ticas. Sin em

bargo, en muchos casos de interés práctico, los términos con

.vectivos no pueden despreciarse frente a los difusivos. La re

lación entre la magnitud de los etectos convectivos y difusi

vos se representan mediante el nf,.c.-o de R~ynoldu 1Rc) en el 

caso de la ecuación 6n moviMiento (o ecuación de transporte de 

cantidad de IOovimicnto) y el número de Péclet (Pe) en el caso de 

1~ ·ecuación d~.energ.la (o ecuación de transporte técnico). Para 

Re•O, el conjunto de ev~c~acioncs es lineal y fácil~ente res~el· 

te tanto analftic~mente como numéricamente. En ca,;o de que Re 

""'"de orden unitario se puede hacer una expansiOn·alredcdor C:e 

la 11olución de Re•O, obteniéndose la," ecuaciones de pcrt\lrba· 

ción también linn~lns (VamDyke, 1964). P¡¡,ra Re+<'>, pueJe usarse 

la teoría de 111 <;~pa l~mite (Schhiccntin.g, 1968) para divi<lir 

el dominio en una zona viscosil y otra nc viscosa. E~t~ si~pli

ficaciOn ayuda a la ''olución del problema y se usa para la ma

yoría de los cálculos aerodinámicos, en conjunto quizás con 

algún modelo de la turbulenciJ. 

El problc.ma del ni.Í~:~cro de Reynnlds int.err..edio es i~portante C:e 

punto de vista de su ~plicación sobn> todo ~ flujos internc>S 

Lo~ mCtod<·~ numl'iricos tienen que ernpl~¡:¡rse en esto~ ca~os para 

la obtención del campo de variables y otros parámetros de in

t.,rés co~o son las fuerzns sohp: obstli~ulos y flujos de calor 

en la'.' paredes. La no linealid,,d del problctoa es fuerte y el 

proceso itertativo necesario para llegar a la solución debe 

o;er relntiv11ment" complcj~. En este .c~pitulo se usa la tiicni

ca de Newton-Rapbson para este problema 

(e) tlo linealidades debidas a las condiciones de frontera. Es

tlls bueilen provenfr de una variedad de efectos, como por ejem-
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'' l 
(6,"4)' 

donde las n
1 

(x) son las función de intcrpolac~On. Efectuando 

·el criterio de Galerkin al residuo ~obtenido, se tiene 

'' . 
-.- ' ., 

' ' " 
' ' 

dx g o 

; ' . " 
oO [ - 'J donde '~ " x ,x representa un elemento y 

" tiene • 

¡:_ 
Integrando ., primer 

• r 
' 

<1>< dx 

''" ,, ' 

' - '" 

tl.dx 

' 

t:iirr:üno 

dx + 6 

• ,r ' ' " "- ' 
' 

' 

'"' partes. 

• r 
' 

' u N.dx 

' 
.. N_ dn ' ,, 

' 

Su~tituyendo la ccuaci5r> (6,41 en la (G.~), se ticcc 

• • 
o r '"· '"· o o r r " 

_,_ __ ,,, • " l u '\\ NiNj!ik dX"' " j•1 j 
,, ,, 

' ' j .. 1 k"'l 

' ' 

' .. 

( 6 • 5 ) 

-
.(6,6) 

( 6. 7) 

( 6 . 8 ) 

óo 

' 
,, 

{ 6 • 9 ) 

--

). 

' ' 
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plo la ponencia de una superficie libre en un fluido o trans

ferencia de calor por radiación en las fronte:;as,. La no linea

lidad puede ser débil o fuerte dependiendo del valor dn un pa

rá~etro que la represente, la pendiente de la superficie libre 

o la dcl flujo de calor por radiación comparado con el debido a 

conducci6n y convección. 

(d). Otras no linealidades que forman parte de la formulación 

f1sica del problema y que pueden deberse a procesos fi~icos 

como reacciones qu~~icas en la combustión o a fronteras inter

nas incÓgnita~ como ondas de choque en el flujo transónico, 

ambo~ siendo ejemploo de la nolinalidad fuerte . 

6.2.ECUACIO:\ES DIFEREXCfALES ORDJ:-IARtAS 

Considérese ol problema no lineal representado por la ecuaci5~ 

diferencial ordinaria. 

G-
2 

" O 

" 

con la9 condicion~s de ft·ontero 

::l.(1)=1, 0:(2)=0.25 

La solución e><acta de ""t" ccunción nclinealc~ 

Ü (x)= ' ' " 

( ó • 1 ) 

( 6 . 2 ) 

( 6 • 3 ) 

la que se , . ., a usar par" prop6sitoS de copparación con los re

sultados nu~éricos. 

Para resolver la ecuación {6.1) numéricamente, se divide pri

IOero ol dominio [1, :U en clcmenton: En cadll elemento se hace 

la. aproximación. 
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>o '"" puede inncribirse como 

o o " ' Aij "J • ' z Bijk "':1"'1< • '· • o 
j • , j~l >•, ' 

(6.10) 

donde Aij• ¡:: ", ~ ,, ,, ,, 
... 

.. ·-

La ecuacilin (6.10) r"'pr_cscnta 1~ fort:~ulación de elet:Ícntos fini

tr>s para cada elem~nto, Se tiene ~{¡uí dos opcionc" a ~e<¡ui,- (/1) 

Ensa,.bl.lr las ecuaciones ~lgt·br~icas de cadn ele!:!ento en una 

fort:~ualci6n global. Recordando que las contri!n:c;.;·n<'l> C de ele

' 1:1.nntos adyacentes se anulan, se lleg-ará al siquientc conjunto d" 

ecuaciones algcbráicas no lineales. 

(6,11) 
1 • , 

Ahora se puede introducir las condiciones a la frontera y resolver 

las ccuaciones que s" qu~den. Una solución directa de las ecu.~

ciones algcbráicas no linaJes no es posibla, sino por medio de 

algGn t:~étodo iterativo. 

Un método comúmnente usado ea el do llewton-Raphson, dcGc:rito a 

continuación; 

• 

.J 

) 

) 
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Considérese m e~ua~ionos'en la n incógnitas rr.pre• 

sentadas por: 

Haciendo unn expansióro en ~cric de 1'aylor alrededor de los va

lores ui~u 1 (j) de las funcion<>s Fi, sc tiene 

. . . 

Fi(n(j+ll,u2(j+1~--

. . 
( :l + 1 ) 

·"o . '· . ' ' 

( j ) o, ' ) o ' ' 
, ... 

(6.12) 

para 1~1, 2, ... ,n, Las d<!rivadaa se evalúan en u 1 ~u 1 (j) ,u¿~u2 (j) 

(j) (j+l) (j-+1 (j+l) 
... ,u

11
ou

11 
Sisec¡uiercc;ucF 1 1~: 1 ,ll

2 
, •.• ,u

11 
se~ 

cero, se tiene al despreciar los térDinos de orden superior, 

(j) (j) 
F(u

1 
,u

2 
, ... ioo1,2, .•• ,n (6. 13) 

' . ) Entonces si "; J son los valores de u 1 en una iteración j, los 

siguientes .valore~ deben ser 

donde .\u
1 

es la solución del conjunto d<> ecuacionnu (6.13). -r.l 

proceso se sique hasta obtenar convergenci~ de a;:uerdo con al

gün criterio prefijado. 

(b) Un p~occdi~icnto mejor es el de aplicar la técnica de Nevton
• 

RAphaon " 1~~ ecu~cioncs (6.10)' de cad" elemento, r~ra doapués 
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En este caso la ecuaci6n representativa de un elemento es: 

De aqu S: 

Estas ex~rcsioncs 

(ú. 14) 

.• 

(B. +11 )u •ti 
~km irnk m ik (6.15) 

para i' y dr./an._ pueden sustituirse en la 
' ' ' ecuación (6.13) y el ens~::tblnr e~taa ecuaciones de todos lo~ 

elementos se tiene el conjulo global. Y.ste puede resolverse 

para los incrementos C.nk después de itocroporar las condicione~ 

a -la frontcril. L~ importnntn vcntsj~ de ~stc segundo procedi

miento es que se tiene que almacénar 1>olamentc r.~atrices de """' 

mientras que en el primero se necC.>l<itar.ia lugar para nxnxn. Des

de luego uun aqul sn puede nprovechar de 1.~ si!Oet,·f" de la~ nla

triccS con el fin d<! ahorrar mernoriil de la cornp·~tado;.a. 

La fi<JUra G,l ejnmpliflca l!J $Olución de la ecu<1ción (6.1) con 

las condicionns de frontera )6.2) u~ilizando tres elementos de 

tipo lineal. Se indica ta1:1biiin la 5olución e>xacta dada por la 

ccu,H:rcin ((>, J). ¡:.~ !i.qut·.-¡ ''· 2 tiene "1 erro•· r.~'(z ~:~cdic cua

drático e parn diferentes nUO!<!ros de elementos tanto para ele

mentol! tipo lineal cnmo cuad.-.'iti"c· 

6.3 f.UJJO VISCOSO 

L~~ ecuaciones dif~rencL~le~ adimcnsionalco para la solución 

del flujo de un fluido viscoso incompresible son: 

di•;qooO (6. 16) 

.. 
1 

( 

) 
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aa - 1 v2 ~ 
.o"- + q. gradq,-graclp+- ' 
~t - - R,e -

(6, 17) 

El vector~ representa la velocidad, p la presión y t, el tiem

po adimensionales. Aqu! se tratar~ únicamente el caso bidimen

sional perrnan<'nte en que n y v son las col:'.ponentcs c"rtcsianas 

de~- Con esta restricción, las ecuacione.~ se reducen a: 

'" ·~ ¡-;; • ,, - ' (6,18) 

'" '" ~ ¡¡ 2 n ' .. f'r· ' • "¡ 
" h • e- • • rw • . ' . , •• "'" -~~· .. :.1:-tH.:·.:· " •(,' ... · .,;¡,l,;, 

·--~·-f'.,:•)' " .,. 
' ' ·~ '" '-'- ' '. " ' ") " ¡-;; • "- • - • • ., ., 

'" w. "'" 

(6. 19) 

(6.20) 

Existen tre posibilidades para tratar c~tas e~uacioncs: 

(a) formulación vari11blcs primitivfl~:.Sc puede usar las ecua

ciones (6. 18), (6.19) y (6.20) en su forma original y determinar 

lae tres incógnitas n,v,p. 

(b) Formulnci6n ~·-w: Se definen la función de corre in te ,;, y la 

verticidad "' de manera que 

16' 21) 

(6,22) 

De óstas se obtiene: 

- - ' (6, 23) 
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Fig 6,1 SoluciOn Ge ~lctncnto finito 

l'ig, 6.2: s,,-o,- ohtenido con el método 
de elemento finito para de
fcr<'nt"s ni'i::~cr-os d., eler.~<!ntos, 

_) 

J 
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Además, se deriva la ecuación (6.20), con respecto 9 x·y se res

ta la derivada de la (6'.19) con respectO a' y. Al utiliz~:r la 

ecuación (6.'18) se tiene la llamada linacién de vo'rticidad: 

•• + vay - ' R • 

En términos de la función de corriente ésta queda como 

(6.24) 

·. 
(6.25) 

El conjunto de ecuaciones (6.23) y (6, 25) debe resolverse para 

laa dos incógnitas W y w, 

(e) Formulaci6n ojJ: Al sustituir w de la ecuación (6.23) en la 

(6,25) se obtiene 

;' ' a4 ~ a4 <!! aw ' " L, kt+ 2a,.2ay2 • ,.. - R )-

"' " . ,, " 
. ' 8 ,.q .,, 11>.26) 

• .. 
la cual es una sola ecuac1Ón de cuarto orden en al incógniu .. ·~·. 

Las tres fo>·mulaciones han sido utilizadas p~ra la solución del 

pr<>blem.~ df' flujo viscoso. Aqui se verá solamente la lj¡-w que 

tlenP ciertas ventajas con respecto a su bajo orden y la sencl

lla aplicación de las condiciones a la frontera. En efecto estas 

condiciones deben ser sobre u y v o sobre sus derivadas normales 

en contorno cerrado. 
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Para eje~:~pli,fica~. el uso delm~todo del eié~ento .finito se con-, 

sidara el caso del flujo visco:lso alrededor de uri' cilindro en

tre placas_ planas como mostr<>.do en 111 figura 6, 3. Considerando 

simetría alrededor de un~ 11ne<O horizontal', se toma finicamente 

la mitad del dominio total indícado'por el área ABCDEF, 

En las fronteras sólidas BC y EF, la condición de que la velo-

cidad no:cmal sea ce;ro .se traduce 

moa. Por esta razón, la ecuación 

" lfo-constante sobre e"stso tr,.-
-. • 2 ·. 2 

(6,23) se reduce a w··-a 'i>/a n, 

donde n es la coordenada local norm<~l a la superfice. _T6mese un 

punto l en el interior del fluido, a una pequeña distancia ·tJ.s 

"'>rmal a la front"""· El punto F queda sobre la frontera a pie 

·-¿_esta normal. Con una e~pansi5n en serie de Taylor alrededor 

de ·r se tiene 

·' 

; •'• 'iJ ~~ +(=) lls r r an r 

con un error del orden 

' ' • '<' '> {flsl 
2 W F 

' (;'¡S ) • 

{6.27) 

·' 

'-·' e-.: ... <l1ci5n de que la velocidad .t .. npencial. sobre "la ·pared só

~ida es ta.,bién cero se convierte" a (3~'/lin)F-o. La ecu·lción 

:~.--"'";.) se reduce a 

••• ~ ,¡. . ' ' 
(6. 2B) 

Esta relación en combinación con 11-ccnstante Cebe se< utiliiada 

en 13!1 fronter"s sólidas ac r El'. En el tramo Al' se usa la con

dición 1Fy-y3/) r w~2y que corresponde al perfil d" velocidad 

semipsrsb6lico. En la part~ DE se considera Oi/ax-Ox~o. En AB 

y Co,~-o ya;que forman pa<tc d~ uan linea de corriente y w•O 
• 

por la simct<!a del !lujo. 



( 

. .. -. '. . 
_(> '.1 

. . 

.. 

. . . . ' 

lOS 
., .•.•.• ·· •• '"1 
En la !igura 6. 4 •• 

-,, L~-~.,.: • 
!D.Uest:4& t"a'i:nalla·· utilizada, Las ecuacione" 

{6.23) y (6.25) 
-.J.".·--.' __ ,. --~,_-, 

se discretizan .utilizando 
""' ·,-J.·,··•or:··.· 
el ~etodo de eleiD.en-

to··finito 
,<>~~~ •-:t_•·"· ~!~-: !!• ·· -~·=·-'·<· '-'~-!;,<.;) ··.f•!''31't~~w:J 
de Galerl<in. Las· incógnita& sOn las W as en tollas 

los modos int~ri;,res-·as( como alguno de ta'frontera". -~ ~ste 
. , ' ,e,.,¡_:,,.-,,: ~_¡·_-,'!'d.; 

conjunto_ de ecuaciones algebr~ica~ se le lntroduc~ las condi· 

cienes de frontera, reaolviénd_o~<e el _conjunto 
•• 

figuras 6.5,6,6,6,7 y 6. a muestran las· tlneas . . . 
obtenidas para diferentes números de Reynolds. 

:.;q1uctdo. Las 
' ' .. 

de corriente 
,. 
At~:ededor de 

Re 3 50 co~ienza a aparecer el v5rt1ce estacionario atrás del 

cilindr;, que se hace 01is notorio a. toayores núme..-'os de Reyn~ld's . 

• 

CAPITULO VII-

C O e L U C· I O N E S 

Con estos apuntes se pretende ejemplificar las aplicaciones . . 
del método de elemento& finito al problema de termofluidos. 

Aparte d_e una descr!pci6n del método. se ha incluido análisis 

de errores en algunos casos comparando la solución nu01ériea 

con·¡,. analitica. Esto tiene el propósito de demoStrar la 

·valide:;:. del onétodo de \'Unto de vista de .un usuario del" mé

todo. Taonbi<ín se· formó un archivo de programas de c_ierta- fle

xibilidad que"" pueden' encontrar "n los Apéndices. Estos 

pueden usarse en relación con los problemas comunes de la 

tranfer11ncia de calor y mecánica de fluidos": 

Se nota gue la utilidad del método de elemento finito estriba 

principalmente en la solución de prohle~as eliptico9, 
. . 

ya_ que 

se a~a.pta bien "·g-eometrías irregula~l'" con condiciories 'de 

frontera tipo Dirichle.t y ~:eumann. Es por ello que ha tenido .. 
una g-r:an 'acnptación en la 901uclón de problemas de 'la .~nqé?ie-· 

ría. se o!'serva. tambié~ que .. li.s ecuacion.es parabólicas pueden 

'" .. ;; ;,--j ~ _r 91!1 

ftilito en 

a través de U~ a colllh-i.nac!ón d.el. 101étodo de elemento· 

.!1 Í~t 1-ca .. :.cOn. e 1 ·;.é-tod·~-· dé -di f e-r~ii~Í a~-·¡ 1- · .. - - --. 
nitas en_ la 

' 
pi.rt~ parabólica: . .. ·~ 

e'" 

" 
·;·. 

' . . ' 
" ' .. 

.'. . . 
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106 ... 
Aunque el método de ele~ento finito no es el único para 
~ ---~•--:-.- 1'..; ,,,,.,_:;:,_¡;:.: ,,,~.,,~ ... _ ,; ··-· •• ,,_ '"·" _ .. ·:j 

ver los 'proble~:~as de termo!luidos, d"!initivamente debe _,__,.,-,.__ ... ·= ·~-•~,;,.,.., ·•<> t>be1~~<•!J~ nf.c:!:·-,-,~<l<l~ ~.,. '-~-- , 1 v 
considerado como una 'de laa posibilidades para ello. 

'<'•1''-~, :1.> t·,. ;¡ ltt! I.Cla l'"'~"r:HC-•l · ,:":.:~rdr .. -: o:c 

- .. ¡; -·~~ --~..,1 ;.r ,e, 
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. . 
C ***-**•·:tt* *-"'**'"'" 1'*:t::l-*****'*-****"·** -UU'***"" ************""*******• ***·*'** 
C *** **' *:t*t f:t tft·U.:;t.;:***t'i'.**"**;f. *f :Y *********·***************U*·****** 
e ** ** 
C ** M A¡¡ e-CO N De AL "** 
e ** ** 
C ** ESlE F"ROGR!\MI\ RESUELVE PROULEMAS [if. I.QN[•tJeetoN flf. ·n 
e n· CALOR BllJlt\EN.SlOUr,l,. EN ES T AHO TftANSI ! ORlO_ O PE!t- ** 
e h !iANEI-ITf. f'OR I:L M~ClODO DE ELEMENTOS FINITOS. ** 
e *"' ** e ** REALIZADO t"OR: fmiESTO MART!N DEL C(IMPO V. "**· 
e ** ABRIL 1932 U 

e ** , . - . - . . ** 
e ************"·*-****"******"""************************************"'*** 
e· *****t**;~;:*"'***" *******H*******"''~~' ***********u********'******""*"'*** e 
e **"******************U*****************************************·U: 
e ' ' C t tDAHJS t:IE ENTRADAt * 
e ' ' 
e * NES -o SI SE OllltCI;E f<EVISAR LOS DATOS * 
e * "1 SI NO SE fllJ!LflE I~EVISAR l.OS DATOS * 

-e * NNO " NUMERO l01AL llt: NOliOS * 
e , - * NEL = NUMERO TO'I AL DE ELEMf.Nl OS * 
e * NCF "' NUMERO liE NOI•OS EN LA FRONTERA * 
e * N!'ll"oN "' hAXIMA lliFEf;f.NelA I:NTRE NOliOS DE UN ELEMENTO * 
C * NIT " tlAXIMO JWME;RO m: H~CREMENlGS DE TIEMPO- * 
e * DELT = INCREMENlO HE: TlEMPO * 
e. * LCR = NUMERO I•E LINEAS DE TEMPERATURA CONSTANTE * 
C :o MODE =1 t!OúO !::N l.A FRONTERA * 
e * "'0 NOl'oO EN E':L INTE!(JOR ·. * 
e * XNO!lE = COOfWD-IMot\ X * 
e * YNODE = COor,·o~:NAilA Y * 
e * NENN " DlSlRli,UeiOil f!E NODOS Etl CAOA ELI::MENTO lf: 
C * NOD " NUMERO DI: NClliO I!E FRONTER,'\ t 
e ~: VAL = CONDICilHI f!E f"RONT[RA LikO 'lilRICHLET * 
C * TEA " TEt\f"ER,~ltm.~ INrCtAL * 
e t: T1 '--' lt:Mf'Ef~AT\•I<A INlClAL m: LA PLf,CA :t 
C * TH = 1EM~·Er\>1HifM Mt:l•JA f1f. LA PLACA t 
e •. H = t.NeHU ¡,¡,: Li\ PLr,C!'I * 
C * IJ = LflfiliO TOFO Li\ F'LfoCi\ * 
e * FO = MDl•ULO l!E FOURIER l•E Lf\ f'LAeA i< 

e ' ' e *-:tTU **~ :t *-*'**" *****" t fU H •*** **** *****-'* *·********' ;t ***** ~'******* T e 
DI MENSl 011 XNOHE C:?OO), Yt<Ul•E 1200) , MOl• E ( :!00 > , ti ENN 1 !;10, ~) , NIIU ( 00) * .T!OflC:~::O) ,VALU,O) ,1\l.IC:JO) 

e 
C LEE LOS f·Ar>Ar\CTROS DEL f··H013RAM(I 
e 

R[Ar• C~,/)NES 

REf\D (~,/) tiNOotfi:LoNCF•N!<AN 
REf,U C'!'i,/l Nif,hf.Ll>LCR 



e 
e 
e 

LEE EL HODO Y LAS COlliWfN.-\!If,S h"tRA CAl<(, 1~01<0 

RF.Al1 <5o/l <MllDElll•XNOIJEllloYNODEli),I"'loNNOl 
e 
C UCE LA DISTRII<UClON DE NODOS h'\f1A CAlLA ELEMENTO. 
e 

REAl!(!>,!) ttNENNlloJ)oJ'"'1.3lolool,NEL) 
e 
C: LEE LAS CONJolCJOilES l1F. fRONT[!;·f\ m: lLif;lCHl.ET 
e 

REf1!J (':jo/) lNODllloV!\L<llol~t,NCfl· 

e 
C L!:E LAS UNEr;S DE TEMJ•ERATUR{l CCltlST(INTE DESEADAS 
e 

e 
C LEE LAS TEMF't-:RATUkAS WIClALES 
e 

READ ('5,/l tH:ntllol"'l•NNOl 
e 
C LEE l.OS F'Af,•MIETROS PARI"I U\ SOLUCION AN!\LITJCA 
e 

e 

READ ('5,/l Tlol'MoHoWoFO 
IF. li<ES.EOdl GU TO 1 

C ESCIHI<E LOS loA'roS l•EL PROGRAM(\ 
e 

WRITE (6,1001 NNO•NEL.,NCF.~Il11iN 
WRllE (¿,t01l 
LJRl n-: (6o10:!l ( 1 oMQIJF.( 11 oXNOliEll) oYNDDE<l), I=loNI<Ol 
WRllE l6o103l 
WRlTE l6ol04l llo<NENNCI,J)oJ=1,3lol•l,NELl 
WRlTE (6,10!!1 
WRITE 16>1061 CtiODCiloVnLCl)ol•l•NCFI 
Wf.;lTE C6ol07) 
WRITI: 16,1061 (J,TEACll•I~l,NNOI 

1 CONTINUE 
e 
C l.LI'l!IA A U\ SlJl<r.:UTltl.'\ Mtll:!;TRA 
e 

108 

CtlLL El.F IN HIN O .ti EL, t!CI', tll T , I.Ck, r!T<Ath l<EL T, nOD", XNODE, yt¡QDE • 
* NF.NNdW!L· 'JAL., n:r., AL!, Tl, TN, lh W .1'0 1 

CAl. l. EXJ 1 
l úO I'UfW,n C /30X, 'VALOHES loE LOS PAkANEl ROS' , 1120X, ·NilO • • , l 3 • 

• 
lOl·FIJI<fl,H 
to:• 1-'iJfdlnT 
HU I'OkMrtT 

• 
10'1 Fm•MnT 
10:1 Fll\.:11(1 T 

• 

• NEL" •oJ:;,• NCF • •,¡:;,• Nl<loll" "•131 
\-11/20",(, • -Nili'O Hilllfl · COOkl•-X • - -ctlORII-Y"/1 
( ::OX • " • • Li ,;>;,>( .l 1 • • 'o:!f' 1:! .5) 
(///20Xo" \oi\<L(\ !_•1: I<Ul<C!S NUMI:RM<OS f'•OR ELEMENTO",¡;, 
~ox.· Li.Ml 1 :::! 3' /) 
c:~oY.H~;¡ 

L'II:!OX," 
SXo'V(ILílf('/l 

CUI~II!CJUtiES 11[ -FI,ONTI.:i(tl'o//26X•"NODO' • 

IOlo F01\IItll c::ox,· '•19.!"10.~1 
107 Hlh:M(If C/.'/'.:'.Q).o' fEMr"EI(i\lUI;t¡S ItliCHoLES f·M;t'l Ct'\11{) NODO'/) 
108 FOh'tii•T l::>:,x,•tLHI',T3,'l" ',1-16.121 
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· SUl:IROU'l lilE ELFIN ( NNO • N.EL, NCF • N 1 T, L.Cf<, N !JAN, DEL T, HODE r Xl'_IODE, Y NO DE, * _ NHINoNOltiVALoTEA•rlLloT1rTI1•B•H•FOl . ::.:.-;¡ 1 ,, 1;_ • 

****UttA::tt:t:t:ttttttt******ii-*'U****~'*****************-H************ * · : "'~!·'<~>l.1il .::Jl!1,1!> ,;J, ,.- 1."'• •:·~·•·• ·r * 
. ' ' . . ... "'-·~",.-"·" :J ' * :-· ESTA SUBIWTINA COI-!TROLA TODOS,LOS _CtiLCULOS QUE SE :_¡ t 

1:.· 1/ECESITAN PARA LA SOLUCION 'toEL''PROBt:EMAi YA- SE(\ CON-,· * 
.- - UUCCION DE CI\LDR EN ESTADO PERMANENTE O TRANSITORIÓ> t * ' · "'' .J:: fú ,;t J-~ro:l '(,_.: f•!:;nu :l * 

.. tt.t:*U-U *********** * ** t ***'t- tA:: t :t-"tt t *** lll ****** t t t ******* t tt t: t * U'*tl't . . . ' . 
. ·- .- •• ,.;,lJ._tl)• 
DI11ENSION HODE C 200) • X NO DE C ::!00 l , n-m DE< 200 l , llENN < 80,3 l , TEA( 25) * , TEIH25), ALI (50) •Cr\P( ~S.Ol ,[11\P(:!S, 8) ,Ciíf-'R( 9•8) •i • -* 1EIIR<9l ,f4QD(60l •W•L<60) • CNM(3t3) ,DI1M(3,3), TEMP(200l-
NHP=Nil0-NCF .,;_ ·- · 

•, .c.)'",· ~ e, , •• . . . -·- - .. 
LIMPIA LAS MATJUCES 

DO· 1 1=1 ,Nt-IQ 
DO 1'.J,1,NBAN 
CMP(X..Jl•Q,'Q 
DMPO..Jl=O.O 

1 CONliNUE 

.. 
' 

·-

' ' ' . . .. ' 

.. ' .:,l . ', - ...... 
.1,- ,¡_;_' 

' . .' . 
.. ' . 

CALCULA LAS MATRICES DE COEFICIENTES PARA 
Y LAS ENSAHDLA _EN LAS Ml"lTRICES GL.OBALES 

CADA ELEMENTO 

. ' . . 
DO S 1=1oNEL '•. '. !-~.--:· 

CALL ELHT (IoXHODEtYNOOE,NENHtCNM,DNM,DELTl 
DO 4 .J,.1,3 
.JJ=NENN<lo.J) . 
DO 3 t;,..J,3 
KK=NENN(loKl 
LL=J.J 
lF (LL.LT.KIO GO TO 2 
LL=KK 
KK=.JJ 
KKK=KK-LL + 1 . 

2 CMP(l.LoKK-LL+l l=CMP<LLoKK-LLtl HCIH-H.J,Kl 
DMP ( LL, KK-I.l +1 ) "DMP < LL • KK-LL + 1 l tDJ<M < J, K)~ , 

3 CONTINUE 
'1 CONTINUE 
~ CONllNUE .,_,_ 

' . 
REDUCE LA MI'\TRlZ GLOf!AL· 

K=Q 
lJO 6 I=1 ,NNO 

" GO TO 6 lF (hOllE(l),NE.Ol 
1\=K+l e • O -

' ' . " 
. ' 

" 

•• 

. ¡. . : 

" -· -y., 

·i''•.!"P.El 
~~--·~ ,.,,,! 

-'. J·;~·-----~.:_. 
·> ~-~•: -LL; 'U 

' ' ·-- l _¡_-,_. __ .,;, 
-\. . ' . ' •.. " ' . 

-~"''. 
'¡;,~ , .. . .. , -. 

' .· - .. 
. ' 

" · .. 
-. l : -

. ' . .-·· : --~· 

' . . -. , 
' \- ''~:.;· ' ....... ,. . ., . .. . 

' . . : 
L_,Q:-. ~--·· :··~···· ..... . . ' ., '· -' .. -·. · .. ': '" .. ,_ 

:.JJ»tiN0-1+1 
. IF ·(.J.J,GT.NBAN>.':,J,;_NBAH 

DO S J=lo.JJ. - -; 
.lF:<tiOIIE<IÜ-·ll.NE·,Q) GO-TO 5· 

• 
. 

' ., ,. '_;_ 
' 

.• 

·,• -~ ,O• '• •_. . . ' .. ) __ .... 
" ., 

. ·•· 
·:. 

' ' . . . . . . 

.. 



. ( . 
'·· .: ~ 

L"'L+1 
'CHPR(KrLI~CMP<lrJ)' 

' ' 1 :> CONTlNUE ·-•. _ · • : 

' ' • 
' ' 
' ' < 
-~· ~' 

' 

6 CONTINUE 

- . - ' ' . . .. . . . -
TRIANGULARJZA LA MATRIZ REDUCIDA'·._,,~---:·. 

''{." -·;2'''-.'•·. : .. 
,. ~; . 

3~ ...iU.~ ;;;;_"l',jt'r ;·~, ., , •• · · .. 
CAL~- TRIBAN (NMI':oNliANiCMPRI ,11 :--•_r:!·'. ,r!i:; ;.¡1,: l.t"·•·•l'2 ·:::-.: ·; 
,(:j;,(lr¡ ;.,•,·,••- .,, ·-·-·-· · ' '"' '1'-·: '-A_;,;-~;.~-· ''F•• l:, ·--·• - .. '• .. . . -o;·.·-~~- .. ,. . ' .. - --·-..;¡,, 
INICIA LA 11ARCHA EN EL .. TIEMPO .. -' ,._._ "-Ui.:;:·-; ~liH;,.::;;: 11 .-

' . ' 
' j .,,~~-..""''"1- .-.-~-- ' .. •··a~--~ 

toO 16 M"'loNlT 
DO -7 Ii:lrUNO_ 
TEN<I).=Q,O 

-'''~~-l 

"·'-·: .. ·--·~· .. .. . 
7 CONTINUE 

C CALCULA EL VECTOR DE TEMPERATURA TRANSITORIA 

' 

' 

DO 10 1=1ollNO 
JJ=NN0-1+1 
IF <.JJ.GT,NBANl JJ=NHAN 
!lO 8 J=loJJ 
TEN(Jtl-ll~TEN<Jtl-lltCHP<l•Jl*TEA(ll 

8 CONTINUE 
IF (l.EO.ll GO TO 10 
JJ=NBAN .• 
IF •(JJ,(H,Il JJ"'l 
DO 9 J=2.JJ ·-· 
TEN ( 1-J+l )"'TEN ( 1 -Jtl Hll11P < I -Jtl , J) HE A< I ) 

<J CONONUE 
10 CONTINUE 

• ' 
' 

C lNTROliUCE LAS. CONDICIONES DE FRONTERA riE DIRICHLET 
e 

' . e 
e 

'Do 1"3 11"'1 rNCF 
J=NOD(ll 
.JJ=-.tlNO-Itl 
IF (JJ,GT .NBANl JJ=NBAN 
DO 11 J=t,JJ 
IF (HODE<Jti-tJ,NE.Ol GO TO 11 
TEN< Jt l-1 l =TCN < J+l-ll-CHP< l, J l :tVAL< 11 l 
CONTINUE 
JJ,.NBAN 
IF <JJ,GT.ll JJ=l 
DO 12 J:t,JJ 
IF <HODE<l-Jttl.NE.Ol 00 TO 12 
TEtl( l-Jt1l =1 EtH I -Jtl l -CHP < I -J+l• J) *VAL( I I) 

12. CONTHIUE 
TEN< 1) "'Vo'\l< Il l 
CONTINUE 

. . . .. 
. REDUCE [L ~'ECTOR GLOBAL IIE 1 EMPERATURAS . ' .. .-· ... 
K:O .. 
DO t4· I"l•NNO 

.. ··-

.. " 

' ' . ' 
. ' . 

'. 
'· :.. '·. . ~· , __ 

.. 
. ' -· ' . 

, , ·.v ... 
"" 
.. , . 

.. ,... ... ,. 

" 

' • 

-' . 
•" 

-. .. 
J 

' 

( 



e 

IF lMO\lEOl.tUO.Ol GO TO 14 
K"'K+l 
TENIHKJ,-TEN<l l. 

1<1 cmn rNUt: 

C REüUELVE EL SJSTECHA !:lE ECUI'<CIDNES 
e 

CALL RESOLV <NMP.tWñNrCMI-'RrTENRl 
e 

.. 

C ENZAMBLA EL VECTOR DE TEMPEr<tlTURAS RESUL HINTE 
·e 

e 

.DO 15 lool.tiNO 
lF <1-\0rJE<ll.NE,Ol GO lO 15 
L'"Ltl 
TCf\( I l'"'TEtiR(L) 

15 COIITINUE 

111 

C ESCRil<E LAS TEMPERI\TURf\5 PARA EL INCREMENTO I•E TlEMf>D'-· 
e 

TIH=DELT*M 
"WRlTE (¿,tQO) TlM 
WRITE {6o200l (J,TEA<llol=l•NNO) 

e 
C CALCULA LI\S LINEAS I•E lEMPCRMURA CONSTANTE 
e 

CALL LICOR (TEArNELtLCRoXNODEoYNDDE•NENNrALI) 
e 
C CALCULA Lft SOLUCION ANr.LITICA EN EL Cf\SO DE LA F'U',CA 
e 

CALL TEMPER (tlNO t XNOUE, YNOliC, NENN, Tlo TM, H oloJ, FOo TEHP r TIM) 
e 
C Ct"tLCULA LINEAS DE l EMF"ERf<ílJR¡\ CONSTAilTE pr.RA LA SOLUClON 
C f\NALITIC(I 
e 

C(ILL LICOR ( TEHP, NEL, LCRo XNODE• YNOHE, NENrl, ALl) 
e 
C CALCULA EL ERROR ENTI<E LA SDLUCION ANALI TlCA Y 
C [lE:: ELENENTilS FlNI ros 
e 

e 

CflLL Ellh'OI,· ( Nrm, Hllll(,,Tf.fl, TEHI' l 
lf, cmn 1 NUE 

FiiCTUfal. 
100 FURhoil (///::!OX, 'VJ<LOfd':S !lE LAS TEMf>ER(ITlf!U\S PflRA' ,¡¡, 

l lOX,'TIEMf'D • '•E18·12/l 
200 fORMAl <2~X,'lEM<'•I3o'l = ·,~l8.12l 

E NI< 

Sut<ROUT l ti E LLM T < N • XI lO toE • Y NO BE , NE lhl • CtiM • to)l M , [•t::l. T l 

" 

e *******"' **'"* * ********u.* u""*****·***** u..r * *** *** *** *** * * * '-*n ***" ~ ~ 
e 
e 
e 
e 
e 

' ' ' ' ' 

ESTA !:iU!<flUTlNro cr,LCIILI'I LI'\S t!AlRICES DE t:ot:FlClUllCS 
[!E TEMPERATUf,;A FEI\~IM.¡f.NlE Y 11-<(,NSJ'!ORlf•• PAHA C/o!ll\ 
ELEMENTO, 

• • 
' ' • 



" e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
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l•Irit:IISlDN 

• 
Xi'lfli•E ( ~001 ,YNllllEI 20(11, I'IENNI80,~n oCNMI3o3l 1 1JI'IM13 1 ~~) • 

,X(JloYCJ),IJ(JloCIJl 
110 1 L"'1•3 
¡ .. w:rm<N•L>· 
XC l.) "XtiOtiE ( J) 

YO.l.,YriDI•ECil 

"' 

1 COilllflUE 
n2~XC~lii<YCJI-XC3l*YC:!J·~X(Jllj<YC1l-XCll*YC3l1·XC1·l~YI2l-XC2l*Y<ll 
(\"'t..:!t2. 
ll( 1 l.=·IY 12>-Y (Jl l/fl2 
lll2ln('(C3l~Yilll/A~ 

l<.(J)c-(J( 1 )-D(2l 
C(l ): O:C:!l-X13J J/A2 
Cl:!l••IXIJJ-XIIll/A2. 

JIO 2 1"1•3 
Z"'ll<C! },l(ll( l 1 +CC I H-C( J l l 1/<JJEL T*A 
r.;m11 J, I l=A/:1. +z 
~·;u1( l, I l=A/3.-Z 

" c;:.;;rruuE 
toO <l'I=lo2 

·no J ,1:1+1.3 
z,n,¡ I l*l<l J) .¡ C< l l*CIJ l) *LIEL U' A 
CNIH liJl=,'\/6. lZ 
!INMiloJl"'A/6,-Z 

3 tmHHIUE 
- -·-4 -C.:OIHI!IUE· 

·Rt::TUIW 
END 

; 
' 

SUBROUTJtiE EkROf.: CNNO.titlll.EoTE{l>lEHPl , , . 

**"'***l".t****1:<:t:U**~*********************.tn:***************'**n'*** , 
* ; * * ESTA SllllRUTHIA r:AI.CULA EL ERROR RAIZ _l'iET•IO CUAIJRATlCO *. 
lj< uUE EXI!l"T"E ENrRE LA SOLUClll/'1 AI'II'<LiflCA Y LA DE "* 
t ELEMENTOS FltlllQS, • ..-- * • • 
u:~ . .~-u·******:r**********ll'****t*************************•>i"********** 
Dl Mf:NSI n/1 l EtH 200) , TEMP ( :!OO l , MOllE ( :~00 l 
L=0 
f.f-:11C"'0: 
F.lihCF;·,o. 
J•o 1 I-t.rmo 
IF l•lnUECJ),IlE.{)I úO TO 1 
L"\.+1 
El>tlC=UiMC+< Jr.{ll J >-TtOMI'( 1 l lt.t::. 
t:liNCI<~EHIICfd e 1 n:,H l l- TEMI• 1 1 l 1 /TEMF" ( I) 1 :u·:!. 

1 CUNTI:IUE 
E: RI1C ,!;mn ( ERMC/1. ) : 
t: I<IIC1¡' ·S(](; f ( UiMCI\ /l. l :lo 1 00 • 
Wldll: ((,100) l::KMCoi'.:I<I1CH 
ra?lur;rr 

' 

100 Fllf;IIAI (/:!CJX,'llilill!i lirll'/ HET•Jn Clll'<llRI'<TlCU 'oEltl.l:!o//:!OX• 
11' '[ldWI\ I\(1JZ hEl•IO I;UAI•IiAIICO hf.U'o(JIJO"' 'ol:l!J,l:'•' %') 

EN!• 



• • 

• • • 
113 .- .l 0.1 

. . 
SUr<ROUT !HE LICOR t GIH, tlt;L, LCR • XNUlOE. • YNOl!E 1 NENN o AL 1) '·' '. -e • . .. , 

e tr-:t:t **"****"****** *i'***********.t*****:t**********************•****** e * '-- r: * 
C :t ,._ ESTA SUIJRUTINA CALCUI.,I'l LINEAS toE TEMPERATURA CONSTANTE-: t 
C t POR MEDIO DE lNTI::Rf·'Ol.ACION LHIEAL DI::NTRO DE CADA•, ,i ¡ ·,rJ t 
C_· *ELEMENTO, ... ·: .. _:o .• ,.~l,!l\1!;::¡;·: :t 
e''! *1 :->;, ;•-.-.. ~.--,,·: •• ,,,,·,.,. n .. ";,,n.,~!·;··• ,·r * 
e tu u ******:n• ** * * u-uu.'i ******U.**** **ú i:t.***** u.u * *** • u******* e -=·L·J 

DIMEt!SION XNODE ( ::!00) , Y N oro f. ( ::!00 l r N E: NN ( 80,3 l , GH 1 ( 200) , ALI ( !iO) 
t oXL·INC70>'rYLINC70l ,_,· •.:t, 

DO 13 H=loLCR . •--~ • · . 
. N= O, : • · r ', · 

no 9'1=1oNI'.:L · · 
J=NENNOoll ,. 
K=NEtiNCI,2l 1 
L>=NENN(Io3l . . 
lf C GHtc J l • EQ, ('lli (M l • OR, GHH K l , E:ll, AL [(M l , OR, * GI-H<U.E:O,I\LI<Mll GU TOó 

• 
lF <GHI {Jl • GT ,1\Ll (M l ,Mlfl, GHI (lO .t.1', ALl <Ml ,Qft, 

GHl < J 1 ·L T ,t'\LI <Ml .AND.GHJ IKl .GT .ALI (11) l GO 
GO TO 2 

1 N=Ntl. 
FACT=CGHl(Jl-ALlCMll/(GI~l<Jl-GHl(Kll 

XLiti(Nl••XNODE<Jl-<XNODE<Jl-XNODECKll*FACT 
Y Lit!< N l :o>YNODE ( J l- ( YNODE ( J l -YNODE (K l l *FACT 

2 IF ,CGHl(Jl,GT.ALliM).AND.GHICL).LT.ALICM).QR. * GHl(Jl,LT.t'\Ll(Hl.(INO.GHI<Ll.GT.ALI<Mll GO 

TO ·t 

-.. -

' . 
... ~ 

, .. 
• 

.. 

' ' .. 
; ... 

• ' . . -. 
'· .. _. .: .. _GO TO 4 .. • • 

' 

3 N""~Hl,.. · • 
FACT~CGiil(Jl-AllCHll/(GiliCJl-GHICLll 

XLINCNl=XIlQ[IECJl-<XNOOE<J>-XNOOECLll*FACT 
YLHl<Nl <>YNODE < J)- ( YNODE ( J l -YNO[IE( L ll ;tFACT 

-4 IF CGili(Kl,GT.I\LlCMJ,AND,GHI(L).LT.ALICl"'l·OR; 
*. GHICKl,Ll.ALlCMJ,ANJ),GHICLl,(H.ALICMll GO 

GO TO 9 ., · < • -·· 

S N"!Ht. 
Ft'\CT= ( Gtl! ( Kl -r.LI C Ml l 1 <GH l C K l -GHI (Lll 
XLlll <N l ~XNOI•E < ¡.; l- < Hl0l1E <K l -XIlODE < L l l :ff'ACT 
YLHI (N) =YNODE <K)- ( YN011E <K) -YNODE ( L l l *FACT 
GO TO 9 

• • 

TO S-

' . ... . ., \ 
,_ . . . .... 

~ . ... . 
: .• ' • - ! ó IF <GHl<Jl,NE,t'\LICHll GO.TO 7 

N'"Ntl, . -... ·( .. ·: .... 
XLIN <N l ooXJIOlJE < J l· 
YLIN (N l ,..YNODE ( .J l 

7 IF CGHICI\l,JIE.I\ll<Mll GO fO S 
N=N+t, . 
XL 1H <N l =XNOI!E (K l 

• YLIN<NJ~YNODECKl 
8 IF <GHICLl.NE,t'\LI<Mll !lO lO 9 

N=tHt. 
XLIN (N l «XNOI!E < L l 
YLI N <N l =YNOI•E ( L l 

9 CONTlNUE 

.... 

' . " ' :¡, 
-. 1' 1' '': 

. ' ' 
~-. '- -

_. ' . " . 

. ·' 
' 

' 
. ... 

. . 



' . 

. ' ..... 

' - " " ' . 
f' 1 l 
~~- -

WRJTI:(6,100J, (l.l.I(t1l ·-- ·-"•::·:, .. ;.: .. :· .. MM.,N-1,. . · .. 

' ' . •' .. 

" 

.. ... ;; 
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. ' .. ,. . ' . 
LL"'·N~u,•.-.• ·~•.1·. ,,~. ,,-; ,_,; .< 

DO 12 II=1•Hii •; ,•'.' .. • ":/•''!,.,., ,. 
1\K~Iltl';!¡,~ ¡;i!!:T:,:~;!,;¡.,';j ~,r;•r .,.. J , , •. ·~ • : . • :~ 

'. ' . .. 

" ., 
• ' 110 11 JJ=I\1\,N.:¡ n;~r; 1 :,.~ ......... ;; ':.: : '.'-: 1-;...!"-1''•1)1 ~·:1~·:<1/. :,-;e;·: 

;. PlT"'XLHHlll··XLHHJJ)':'·' '"'·, .. u,,.,_¡,¡,,..,'::!ii\I, ':,!J 'cJ•':O', :lí·~· •' 
'!' • TIP;,;YLlN.Cill;-YI.INCJJ),'': ,[1J~J·•tf•.,:i ·:. 

o 
• • 

il: f', ¡ . I F. (l'll!S <PIT) , o·r, O, 000000001. 01'\, nL<5 C T IP) , GT, O, 000000001 l 00 TO 
... . : ,. 

LL=LL-1,· . '·. ·• '· ·'··· •. -
' .. XLHHJJ)=tOOOO~.O.-.~·¡;,¿- ,¡• ,• \• .• , 

. -.-~;"'.'.;·;:,..: 

e 

e 
.e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 

·• 

YLINC JJ l =LL*lOOOOO • O '· ' ,. lf'" CXLINCll),\_E.XLHI(JJ)l GO TO 11 
S"'XLIIH JI) 

. T=Yl.JNCIIl , 
XLIH e I I l =XLHI C ,IJ) 
YLHI< 1 I l"'YLINUJl 

-XLI tH J.H =S· • . 
YLIN<JJl=T·. 

11 CON TI NUE • . 
" -. " .. ' ... 

"~··;.,,·,.·.:. ~ 1·'!:'·--.·., 
- " ,J 

" 

1 • ••• 

' . -. . -. 
' • J .' • 

" . . ' . 

. ; " . : -

' '· ... . . . . 
'· '" ... 

' 

12 CONUNUE . • . . ' ·' WRITEC 6o101 l. ( I oXLIIH 1 l ,yLJNCI l, I=t,l.Ll .. · 
13 COIHINUE · • · ·• 

; ·. ' 

RETURH · · · ' 
100 FORHo'T ·.'e //-/3:!X, 'PUNTOS EN LOS OUE Ll'l TEMPERATURA' o//36X • .• , . * .. 'ES CONSTI'\NTE F"M<A:',//4SXo'TEM ,•,ft0.4o . 1• * //33Xo'PUtHO· COORD-X' . COORD-Y'Il.' ::., ., 
:01 FOHt\AT C3~X,I3o:!X,F15,8o'.'•.f15,8) :"·, ¡ .. ~ 

END ., ,. • " ' 
SUIIROUTINE HESDLV. (N,NIIAN•AoBl ., .. , • 

,, 

•• 

*:+"'******************.t**'******t***********·**********************'** .. . . ... . ... {,, .. ' '•· .- ..... '· * * ESTA SUl<RUTINA RESUELVE UN SISTEMA l•E ECUACIONES. :' .' * 
* Tf<IhNGUL~~IZflDOoPUR Mf-:DIO DE

1 
SU~TllUC:lON G_A_USSI,').~~.:J\· * 

:t HAClf\. 1'\\.IELANfE ,Y \lACIA f•Tr-:1'\S,·',¡•.,· !M.'J,!r,, ,· .• ·1 .• ., '· ·~: * * . - -. ···~.·-···J .. :,.;.; ... J,·i ~.,;..;·• ,. ·-; . :·"'.' • * . ·-· ....... , .. ,, .. 
** t **'**"t.****** 1; *** ** U>1<u: *u************** t,. **u*********** t ****** . . . . .- .. 

.. ·,·: .. '1 
.:,_ .. ,. . " DlHEN5IoN .Ac'B7oBiloBC87l ·_,¡~··~.-' ,~ 

·Da ~o·l.,2•H · · · • ''·'' ·• · ' 
' ·" ' ' 

,, ' . " •. ,, i " . 
-· .. j .. A,:•~,,· . 

. : ",; ....... :.-; :; . :-i~;, .. : ~-: ;,;:·; ., SUM:IHil' ' 
KK=I-HIIANH 
lt CK!\.LE.Ol KK~t 

110 Hl I\~!\KtJ-1. 

Slllh·-!;UM-MK·l·lt-Kl Hl(l\l 
10 COHTINUE· • 

BCil=SUM-
20 CONTIHUE •.. ,. 

no 50 L"'l•N · · 
I.,H.:.Ltl'. 
SUI1<>lH I l/A( 1, 1 l 

.KK:'l·H,.-;, .~. 
,, . ll""ltN_llAI.¡-¡_ ... • .. 

' 

·, : <;¡ 

' . . -: . 

' . 

·.:-:) i.· .. 

" 

; . 
' ' . .. ' ; ·) . 

. '' ... : 

.. -

~·' ·~1~! :; ' ,. : . _, 

' " ' 

. " 

: ... ·:: 
'· . . ' .. -' , .. ,., ... _,.",·;•.· 

'· '" 
. ' .:) 

·" . '" " '· 
' ... ::.· ...... IF ,<II~!>T;N) .ll=N." 

.. _,. 
' .. : . -... .-.· >· 

' .- ' . 

" . ' .. , . 

.·._ 

' 

.. ; : 
. . 

' . . : 

. .. 

• 

( 

() 



30 
<o 
so 

e 

e 
e 
e 
c. 
e 
e 
e 
e 
e 

. ' . 
' : 

IF li(K,Gf,IIl liiJ TO 40 
DO 30 K»t\Koll· 
SUñ~SUM-All,K-Iill*BlKJ 

CONTlllUE 
Bl I >.=SlJM 
CCIIH j NUE 
RETUI<N 
END 

115 '" 

' 

SU!<IWIIT 1 N f. TEMrt:f~ l NNO, X N limO, YNODE o NENN o T 1 , TM, H, W, FO, TEMP, T 1M) 

***'**'t****U***********~fUH.t*****t*l:**************************** • • * ESTA SUBRUTINA OHTIHIE LA SOLUCION ANi\LITICA POR * 
*- MEDIO IIE s~:J~lE DE FOUI•'lt:R SENOlt'<AL, PARf• f.L PROBLEMA * * fJE CONnUCCIUN liE CALOHo EN [~Sl'l11"10 I'ERM<'INENTE Y . * * TRAtiSITorno, EN UNA Pl.fiCI'\ REClf\t'ltiiJLAR. t 

' ' *******·****'+'*U********************************************"'*:I:*f·** 
DlMENS ION XNOliE l ::!00 l r YNODE ( :::'00) • NENN l 80, 3 l , TEHf-' l 200 J , I T ( 200 l 
Pl=3, 141 ~9:>65~ 
DO 3' l::totlNO 
KON=-1 
OM.:~o, O 
DO 1 J~l ,1000 
KON=-1 u;ON 

. TIA,. Ji KON/ l Hli'H/W/\H J*J J *SHH J:tP hnlOllE t l J /H * J *EXP (- t 1 , /W/W+J:t:J/H/H l ,¡;p¡ *PI *FO:H lH J 
G(IR e. OA f\'·! T I fl 

,,_ - •.. lF UH<S!TIAJ,LT,1.E-11:5l GCJ TU 2 
't~ CONTlNUE 

-"·;-." .- · :!·- iT tI J "'J 
1 EHf" C 1 ) "TM:tS HH 1"1 :¡ XNCililC ( I J /W l * t S INH (PI :+:YNODE ( 1 J /W l * /Sl Nli ( \-' I*H/W) -:?, /f> l*lir"1f0 +T 1 

3 eONT l t!UE 
~JRITE (f, 100) 
WRilE (6,200) <ITtlJ•l•lEHPtll•l~l•NNO) 

r"::C:TURN 
10() FOJ-.:1-!r.T {///20Xo '!IISTftiBUCIOJ; llf. TEHf"EIU<lURAS EN Lt. PLACA'//) 
:•.Vo FORHAT t::>tX,'llf.R =',l4o:-!Xo'TEHI'ol3,'J = '•E18.12J 

ENl< 

Sll!<I-WIITltlr': TRf!<AU <NoNl<t\N,t\) 

e "!' ~~-l t •· tf:t.fl<ll<ll<*t *"'*** ..- tt"1<.f:t>l<:l<t ******* ** *q'*** * * * **** '*********"'***"* 
e ' ' C * ESTA SUJ<IWTJNA Tf¡l(oNGULt.IHZI"< lJNI"< Hl"<lf\lZ SlHETRlet. * 
e- * l'llll EL HE!UI•O to!: l;,;u~;s-er,·our, MUloiFieAt<O PARA * 
e .;.· HATRleES i<AiH<E(\l.oAS, * 
e * ' * 
e ••u-u 1 t n :ton~** • t t·u ""* * • *** • * ***** ** t ~ *********•****l ****U *ttu: * 
e 

TllhF.:NSIOH fl(::>::;O,:!:;O¡ 
DO ~O l•-1oN 
IF':-N-1+1 
JF tN[It,tl.LT ,¡p) l!-'=Nl4MI 



i •.• -

' 
DO 110 J=!olP 
SUt1·•(o(I,Jl 

,' 

116 

Kl'"llJ-NHAtl ' -· 
lF 11\1\,l.E,O) \\1{"'1 
1\~J-l /, 

IF (I¡~;.GT.lil GO 10':!0 
loO 1 (>1·:'-'l\K, 11 
SliM'· S\IM-(1( 1\, 1) ~A ( 1\, I H -K l *-A (K, 11 J-K l 

10 f:!JIIl li'IU( 
;~o IF- Cl~f.ll.!l ()(¡' TO Jo: 

A ( I, J l "SUM/PimA 
GD TO 1\0 

30 f'f,kf,"SUM ·•· 
IF CABS<SUH)'.LE.Q,OOOOOOOll GO TO 60 
ACloJI=SUH r· 

110 CWHHWE 
::JO CfiNl'INUE 

r<E"fiiHN 
60 WRITE C6,100l loJoPARA 

STOP 

' 

'" 

100 FOH!1r'<T C!OXo'Lfl MAlRIZ SE HACE SJN(;ULAR'//10-Xo'EN EL ELEMENTO' o * • A('ol3o"•'•l3o') ~'oF15.12l 
EHD '· 

" .. 

1 

l 
1 
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e 
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*-'+'>~'t*-"""*****"***"*********"'********************'"**:t..'l<*****l***"'·**t.:;::t 
U::t;t.,¡; :t H ¡¡; *** "f.:t * :t-.!::t:t:t:t :t :t :t t:t * ll::t :t :t:t ;t .f :t :t.!: :t:t :t :t:t:t :t *** :t:t:t:t* ****** :t **-" * :t U 
u. ** 
U MARC-FLUPOT U: 

•• ** 
:tt ESTE f'Rüt:ir\(lMfl RESUEl.'JE f'R[)[ILEr!AS' DE FLUJO POTENCH\L ** ** BLfiiMENSH1rii\L, EN ESlfl!JO F'EimANENTE; CON FLU,IO ** 
:t:t COMF'RESlflLE O INCOMF·f,ESIBLE, POR EL METODO DE :t:t 
:.<::t'- ELEMENTOS FINITOS. :t't 

** ** U REALIZADO POR: ERNESTO MI\RTIN DEL CAMPO V, :t:t 

:t:t - . ABRIL 1982 ** 
** ** :U k k "t .t; ** t >1' :t:t * * ** .t **** :tt-*:tt ******;l. t ** **:t:t:t ** t t :t:t *** :t ********** *>~'--t:t:t 
**H-*-"**"'**.I:U't'l;;t.U*-:t:tt:tii<H:t:t:t***************************:t:t:t:tUtt-* 

tU:tH:t t :t * >r .f * * j: H:t:tt 4: H *** * H:tt * :t:t:t :t .U* :t t ** *** :t ** :t:t:t :t * ** * U:tt:tH:t:* 
o ' 
:t tDATOS [(E ENTRADr.tc * . ,. 
* NES =O SI SE OUIERE REVISAR LOS l~ATOS * * "'1 SI NO· SE ClUlERE RE'JISiiR LOS [>ATOS * * NNO = NUMERO '!OT!il. !.>E NODOS * * tJEL = NUMERO TOTAL DE ELEMENTOS 'f. * UCFN = HUMERO DE NODOS CON CONDICION DE * * FRONTERA DE tlEUI1ANN t 
:t: NCFD = tiUMEI\0 DE NODOS CON CONDICION T•E * * FRONTERA l'C llll\lCHLET * * NEFN = NUMERO DE ELEMNTOS DE FRONTERA DE * * CotlnlCION t•E FRONTERA J•E NEUl1flNN * * tlNE = NUMERO I~E tiO[IOS OUE ESTAN EN L>'lS * * ESOU[N>'lS l>E l.OS TRlrliH'iULOS .,¡;· * LCR = IWIIEfW m: LINEAS EOUH'OT!-:NCTALCS ':t * NBM1 "' ANCHO DE BAUDA liE Lf1 MATRIZ GLOBAL * * >'ll1AC = UUt-lERO DE MACH ALEJ/\DO DEL CUERPO ·* 
:t: B = FACTOR ISOEUTROPICO '* 
:t:. tMr.X = MAXIMO UUMERO DE ITEF.'AClONES PERMITIDAS '* 
t. ERR = Mr.XIMO ERRfiF( ~·ERMllH•O EN LA Dif"'O:f~ENCIA ·* * OE UNA llt:t<r,ClON fl OTRA ·* 
:t NENN ~ DISTRlt<UCION DE NODOS EN CADA ELEMENTO ll' * NOnO "' NUMERO l!E UOl<ú EN ESOUHlfl. * * XNOllQ = COORDEUI"I!lA X DE 1.05 NODOS F.N ESOUINr. ·:t * YNOnO "' COORDEW'lJIA Y DE LOS iHH,ilS ~:N tSOUINA '* '*' NOJJE "' NUMfRO DE NO!IO CON CotJUICION DE * * FHONTERA 11E tlEI!I1r.Ntl * 
ll: VELX " VEL.OCl!JA\l f.N LA DIRECCION X * * VF.L. Y = VELOCIDA[I EN LA liiRECCION Y ·:t 
* i'iNOlll = COMPONENJE t•E LA NtmM!\l. EN X ·:t:. 
*-- ·."ANDR2-=- -COMPOI<í:'NlE DF. Lfl· NOI'.'I~f•L EN Y -·.. ... '* * NUJJ = NUMERO l>E NOVO CON '-ONJ.•lCION l•E -* 

,.o:t Fr(ONlf.RA l•E IJIRICHLET_ * 
* MOI•O =1 lNIIICAilOR \lE tlOllO l•E FRotlTERA * * V!'IL " CONDICION JJE Ff~ONTEfO:f¡ l•E r•IRICHLET * 
:t:. fiLC = VflLOR DE Ll'lS LINEI'IS f~0Uif'OTENCI,1LES * 
* '* **"'***Ui.t:t:.:t:t:****************-*******'t:t::t****************'*********** 

1 .. 



e 

e 
e 
c. 

e 
e 
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e 
. e 
e 

e 
e 
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·e 

e 
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e 

c. 
e 
e 
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DI HEN's ION NEIIrH :!50 t 6 l , XNDDE (:!50) , YNotiE C :!S. O) , MOllE< :!50) , NODO ( 100 l • * XNOLJO < 1 OOJ 01NODO C 100 J , UO!tEC 150) , VELX C 150 J , VEL y C 150 J r * M10R1 C 50 J r f\NOR2C50), NODC 50) r 11000 (50 J , Vfll (50 J , XL< 6 l , YLC 6 l r * AÚC6Jof\L2(6);(ll.3C6loAl.CC75l · :',-

u::i::· LOS rf\RAMElROS DÍ::l. F'ROGRf111¡\ . 
REftD (5,1) NES 
r~Et'\D ( 5 ,¡) NIW o NEL, NCFN, NCI'It, NEf'tl r NNE• LCR, NI<AN 
REIID (5,/) A11AC•B•li1AXoERR 

LEE LA DlSTRillUCION I<E NODOS EN Cr\DA ELEMENlO 

r.IOfltJ es,/> CCNENIHlrJJ.J-1.6lri"1oNELJ 

LEE LAS CDORDENM<o'\S DE LOS NQ[tl15 EN ESQUINA . 

RF.AD CS.tl CtlODQ(J¡,}(NQDDCiloYNODOÚlol=l;NNEl 
lF (NCFN.LE.Ol GO TO 1 

LEE LAS CctWIClONES DE FRONTERA DE NEUMMIN 

READ CSo/l (IIODECIJ,VEL.X<IloVELYCilol=l•NCFNl 
R[·:ftD e:¡,!) ((¡t!OR1ílltAtiOR2ílloi"1•NEFNJ 

\.EE LAS CONDICIONES IJE FRQtiTERA m:: DlRICHLET 

READ (5,/) (llllL1íll,MCIUOíl).,VALíi),I~1,NC:FDl 

Li:E-LOS VALORES DE Lf'lS LINEAS-EQUIPOTENCIALES 

RCf'lD (51/l (1'\I_Cíllol"i•LCRl 

CALCULA LAS COORDENADOS DE LOS Not•OS lNl!-:RMEDlOS 

I•D 2-l=loNNE 
K=NODOíll 
Xl1nUE í 1':) =XtlODOí 1 l 
Ytmm: ( 10 =YNDDO < I l 

'' 

2 l:OIHINUE 
!JO 4 l"'l•NEL 

-110 3 .J"'lt3 
1\•·•NENil(I,Jl 
XI. ( _! l =XWIDE (K l 
YL ( J l "-'YI-IODE (K l 

3 l:ONT It!UE· 
XU4 )"'íXL< 1 J tXL< :!) ln, 
X l.< ~l = í XL< 21 + XLC 3 l ) /2, 
XI~ ( 61 = C XLC 1) t XL< :n J /::!, 
YLí4l=íYLíll+YLí2ll/:! •. 
YLíSl=(Ylí2l+YLC31)/2. 
YL <6l~íYLí 11 +YLC31l /2·; 
no' 4 J=4o6 ·' 

. K"tlENtlíloJl 

' . ' ' 
' . ' 

·' 

. -
: . : -·· 

.' , .. ' . 
. . . . . . ..... 

. . 
' .. - .. ' 

... 1 

l 



e 

XNDDC<Kl"XLCJJ 
nllll1E < 1\ l ,yL ( J l 

'1 CON TI tllJE 
no 5 l=JoNND 
MODEC l 1"0,0 

él CONTitlUE 
DO 6 l=ltNCFD 
K"'N(][I( 1) 
HOflE t 1\) "MOI•O ( I ) 

6 CONTINUE 
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C ASlGtlft LOS Vf\LORES DE LflS CODRDENI'lDAS DE AREA 
e 

DO 7 1=1.6 
AL1tll=Q,O 
AL2Cll.=O.O 

7 CONTINUE 
(\L1<1l=-J, 
AL1C4l"-0,5 
AL1(6JcQ,5 

AL2C~)"l• 
AL2C4l"'0.5 
AL2t5)cQ,5 

' 

·- r•o a I=1o6 

e 
e 
e 

e 

'AL3CJ)vt,-AL1tll-AL2(ll 
a· CONTINUE 

IF CNES,EO.ll GO TO 9 

ESCRIBE LOS l!f\TOS l•EL F·ROGRflMA 

WRITEC6,t00) f'IMAC,llolMAXoEkR 
WRITE (6,1011 NNQ,I•H:L'•NCFNoNCFDoNEFN,NNE 
WRlTE (6oi02) CI,niEt!NCioJ),,J,.,t,6l•l"1oNELl 
IJRilE <61103) 
WRITE C6ol04l CloMODECIJ,XtlaLoEClloYI'WDECIJ,I=loNNOl 
Wkll~: <6.1051 
WRJTE C6.t06l 
IJRlTC C6ol07l 
Wf\ITE <6• 1081 
.Wi;ITE- ([,]Q<,t). 

<NtllJl:( I l, VELXC 1 l oVELY t l J, 1"1, NCFNJ 

. ' 
(loflNOR1ClloANDR2(ll•I~1,NEFNl 

WRITE (6.110) <NOI!(llo'Hol.(ll•!""loNCFlll 

C L.LtoMA A LA SUJ:nUTINA MAF.STJU\ 
e 

9 Cr'\l.L t:LF l N ( NNO • U El. • tiCf rl • NCf'l•• tiEFN, AM.~C, I< olMf1X, ERf.:• t/Etltl, MOI•E, 
* XNOI•E, YtlO[lE, NO !lE •'JELX, 'JO. '1 • ANORI , AN0R2, NOD, 'JAL • 
lt f\L 1 , ,,¡_:! • AL:.I, LCR, ñLC, Nl<r>ll l 

CALl. CXJ T 

', 

100 FORMñT (//~X· 'tiUMUW !lE tlACH ,•,rs.s,//SX• 'FACTOR ISOEtiTI<OPlCO ""'• * r~.!.iti.'SX,'NLIMEKO Mo1XlHO lOE ITERACIONES =•;¡t¡,f/5X. 
* 'flflXlt\0 F:I<KllR f·r:f<MIIHIO ='•F7.6l , 

101 FORHf•T (1//t:ox, 'NIJiif:f>O TIITAL toE t!Oio(IS ,.. ,¡~,;;:;;<,'fiUMF.RO '• 
1t '[•E f.LEMOIIOS .,.,¡4,//::;X,"I1Uiil"f;O DE COtll<ICIOliES loE '• * 'IJI:: nmtllJ:f>fl m: l•lh:lCiiLI::T =',l4o//:JX,'NUME1i0 N: '• 
lt 'El.EMf-:IITliS Cotr COII!IICION m:: FRO!Iff.I;A loE tiElltlr'\11 ,•, 

i 
' 



e 

* * • ¿Q:! FORI11•T 
103 FORJ11tT 

• 
104 Fflli'HI•T-
lOti FUI<Miol' 

' to6 ror<Jll• 1 
107 FOI<I11•f 

' toa nmtii'IT 
to9. rormr.r 

' · 110 FOHI\1\1 
111 FORHr.T 

' ' 112 FORMAT 

'"" 

' ' 120, 
11\,//~-,X,'fiUMEI,'ll JI[: fiO!•ml EN (l;\lUlllf• ='•I~o////lSXo 
'DISTRJ l<lClON UC t!OILO!i 1:1·1 C!\111'1 FU~11Etl ro• ·; //:'OX, 
'fclHT 1 :! 3 '\ ~ 6' o//l 

(20Xo7I4l 
( /// /:>SX, 'COOIWEUI"IDf\5 . llE: \.OS NODOS' , 1 t20X • 

' tlOTIO MODO CllOHD-X COO!<D-Y'o//l 
( 20Y.o 21:'; o2F10 .~.;) 

"' 

(////2üf:t'Vo'\LORf::: DE Ui~) '.'ELOCJ[L()llES Etl'o/24Xo 
'l.OS Nlll•ll.'i DE FI~IHIH:r<l\'./l:~:~x,• NO!JO. VE\_:-x Vf.l.-Y',/1) 
< 22X • I:.; • :>F 1 O·, :J) 
(/ ///20X, 'V,~l.ORES ! tE L (1~ tiORHI'ILES n1 LOS' .!2 ~X • 'ELE' o 

'MEHTOS DE FROtiTCRA' , / /22X, ' ELiiT tiDRMr.L -1 NORM/ll.-2 '// l 
(22Xtl'So2FlO,::;l 
(////:20Xo'')ALOI~F.S DE UHi CONDIClOtiE.S liE",/::!4X• 

'FRONTEI.;(I VE liliHCHI_ET' o//:!6X•' fi0\10 ~'ALOR'.'/l 
(::!6X• I::id--10.~) 
(//1/::!0X, 'VI'\LOkES DE LI'\S COOR!•ENA!<I'\S 

'EN CAD,~ ELEHENTO't//::!::!X•' NODO· 
• l3' t//) 

(::!::!Xol'5•3F6.Sl 

tiE 1'\REI'\'•/::!SXt 
Ll L2'• 

· SU ~ROUTltlE ELf'l tl (t-INO, NEL, NCFN, NCFl!, NEFN, (\Mo~C ,!l, IMI\X, ERR, NENN, MODE 
11 , XNODE, YNODE, NO[•E, VE-: LX, VE l. y, ANOR1 , ANOR2, NDll• v."\L, ALl, AL2 
* · tfiL3,LCRoi"ILC•NRANl 

C *************~-tU.***'********"t*H***"'************·***********-**;t.*U 
e ' ' * ESTI'\ SIIHRUTHII\ CONTHOUo lOIIOS LOS Co'\t.CULOS OLIE SE * * NECESITfoN· P(IH(\ LA SOLUCltiN l<lCL F"f.::Ql."lEMAo Yl\ SE!\ * 
C * FLUJO COMI''RESH<LE O INClJI1F'W:SIDLE, * 
e * * 
C **t. U"** :t *:C:~.::;!" t +-.-.-!:.***** t ****u"!<***·* :t * ** * * T *t .. ~ 1< 11 *** * * * t-*** **-*# H* * t 11 
e 

DlMENSION MODE(250l, Xf!OliEC'::iO), YIIOJlE(::!:>O) ·f1E~Ifi(250o 6) ,PH! (::!::";OJ • 
11 fiMP (:!50, ::!SO) , AMI·" fU\( l BO, l 80; , fiMPh"~H 180, 180) , PHlRN < 180 l , * I'I!IfO ( 1 fJO l , COM (:::;o l , l."flMh" ( J 8 O l, NDT• (:·,o l , VAL.( ~JO l , NOT<E ( 150) , * .VELX ( 1 ~;o l • ~·EL Y\ 1~0) , Arlllf(l (50 l , f\NIH<:! (:JO l , t. NM ( 6, 6 l , F!H 3) • * ALt ( 6) •AL~ U,) ,(1\.3(6) rf"!!II\f•l 180) rfH 1 ( 6l o XLIN< ::!00), YLI!H::!OOl 
ic •ALC<7S) 

NMPo.NNO-NCFlJ 
e 
C LitlF"l(\ LAS Mr,TfnCECS Y LOS \'lCCTORl:~; 

' 

e 

[10 1 l"<UoNtiO 
PHl<I>~o.o 

DO 1 .1"'1 oiii<MI 
MW<I·.If-o.O 
AMF"I~N( I ,JJooO. O 

t Cl.llll lNliE 

C CAI.UIL(I I.A!"> t\/)lRICCS I•L COfOFICJI:rHES.PARfo CAt1f1 ELEMt:IITO 
C Y Lo)S ENSo!MHI.A EU Ul hi"ITF."l;,: üLUJtfoL 
e 

Too ~·, looloNEL 
CALI_ I:Utl lloXIIOJ•Eo'l"NllT•E,tiENN•MIMl 



( 

e 
e 
e 

e 
e 
e 

e 

DO o\'J"'1t6 
J.J"'tiHIIHioJl 
DO 3 K"'J•6 
KK., UF. HtH 1 , 10 
LL,JJ 

·lf (LL,LT,KKJ 00 TO 2· 
LL.,t<K 
KK"'.IJ 

' ' 

2 AMP ( Ll, KK-LL 11} ='AHP ( LL, KI;-LL.t 1 l t r'\NM ( J r K l 
3 COtHitlUE 
4 COt! r lN\JE 
5 CtiHllNUE 

IF INCfN,LE,Ol GO TO 7 

Crol.CULI\ EL Vt::CTOR l!E FLUJO SI EXISTE 

LL"l 
DO 7 1"1 oNEFI( \ 

121 

CALL NEUMitH ( I, LL, XNOliE, YNOT.oE, VELXo VEL Y, r'\NOR1, MIOf~::!, FN l . 
JJ~LL 

DO 6 J=1•3 
KK"UODE\ . .UJ 
PH 1 (t(K J =PHI UOO +FN ( J l 
JJ-'JJ+t 

6 CO/lrlt!UE 
LL=LL+2 

7 COIHINUE 

lNfHDDUCE LAS CONI!lCIONES IIE ff(Q/HEf¡fl L•E lJIRICHLET. 

DO 10 II=lrNCFO 
·-J"-'IlO!.ll-lU-- ... 

JJ"NNO--I H 
IF CJJ,GT,NDr'\Nl JJ=N~r'\N 

oo a J"t.JJ 
lf CMOnE<J+l-tJ.NE.Ol GO TO 8 
PHI (J+!-1J=PHI ( Jti-1) -(IMP< 1, Jlt.VAL( I 1 J 

8 CONT I NUE 
JJ=NI<AN 
lf(.lJ,GT .1) JJool 
DO 9 J"'f•JJ 
If (HOtoE(l-Jtll -NE.OJ GO TD 9 
PHI ( 1-Jtl J=PHl ( 1-Jtl )-o'\MP< I-J+1, JH'Jo'\L< I I) 

9 CotHI~lUE 

f'lli ( I ) "Vf\L< 11 ) 
10 CONTINUE 

C "REDUCE LA Hf\TRIZ Y EL '.'ECTOR GLOI<o'\LES 
e 

" 

1\:<0 '-
DO 12 1=1,NNO" 
IF tHODE(l) .NE.O) GO 10 12 
K='K+l . 
PI-UIU(K)~F"HI(l) 

. l:~nRN 110 =F:H I < J ) 
... 

'· ' : .. 
: -.. ..... 

' . ' ·- .-
·• 

'. 

' . .. ... 

'" 



e' 
e 
e 

e 

L=O 
JJ:W!0-1+1 
I F <JJ, GT • NBAtD JJ=NBAN 

L•U 11 J"loJJ ' 
IF (M0tiE<I+J-1J .NE.Ol 
L"U·l 

GO TO ·11 

AI1F'F:IHI\ rll=AMP( I oJ) 
11 CONfltiUE-
12 COHT IIIUE • 

- ' .. 

TRir•NGULARIZA LA HATRI;.: REDUCIDA 

CALL TRIBAN <NMPrNBAN,AMPRNl 

122 
' ' 

,' 

''' 

C RESUELVE"EL SISTEMA DE ECUACIONES PARA FLUJO INCOMPRESIBLE 
e 

CALL- RESOL V ( NHP, NBAN, r.Mf'·r;N • PHlfiN) 
CflLL ERROR ( ITER, EHR, I HAX, tiNO, Nl1f>, PHI, PHIRN, HOOE 

* oPHIR(l) 
e 
C INICIA LAS ITERACION~:S r-ARfl FLUJO COMPRESIBLE 
e 

e 
e 

e 

ITER=O . 
13 llER=ITER+l 

IF ,CITER.EQ,lOOOll GO TO 19 
liD 14 I><l•NNO 
COMCil=O.O 

14 COIHINUE 

Co'1LCUU1 LOS TERMH<OS f!O LH!EALES 

1•0 16 N=l•NEL 
CALL NOl.lt!E (N, AMo\C, P., .XNODEo YNflliE • NEIIN, f"Hl • AL 1 • AL_2, AL3 ~ FH _I l 
1>0 15 J"l•6 
K"tJF.NNCNo.ll 
CotH K l =COII (K l +FHI ( J) 

15 CONTHIIJE 
16 t.:Or-tTitiUE 

L•O 

C CfiLC\lLA EL NUE'JO VECTOR [lE FLUJO 
e 

e 
·e 
e 

DO 17 l"l•NIIO 
lF (tlUDE<Il.NF..Ol GO 10 17 
L"'L+l 
COMR<Ll.:COM<Il 

17 f:ONTINUE · 
JIU lB 1=1 •NMP 
f."H1RN<Il=F"HIR1<Il+CDtiR<ll 

18 COtHINUE 

RESUELVE EL SISHOMA I.JE ECUAClOtii.::S PfiRA FLUJO COMPRES11!LE · 

CtolL RESOL V . Hll1f'. Nllftllt I'IMF"Rth F"HIRN > .. ' " 

' ' 
' ..• 

,' 

' . . . . ·' 
" 

.. · •. 

. 1 ; o 

' 

1 
1 

• 

( 

e ¡ 
·:..1 
' 

' 

1 
l 



'( 

'· .. 
"' 

C CALt'U\.1'\ LA lJIFEKEr!CIA CON LA ITERHCION ANTERIOR 
e 

CALL ERROR ( 1 TEfl. Eí<R, IMAX, NNO, N Mí'• PHI , PH If<N, MDDE * ,pHJR(\) 
GO TO 13 

e 
e CALCULA LAS LINF.AS EGUIPDTENeiALES 
e 

e 

19 CALL LICOR CNENN,XNOIJE,YNDDE•PHl•ALC,XLlN•YLI'N•LCR,NELI 
RETURN 
EHD 

SUJ'IROUTlNF. ELMT \N,XNUDE•YNU\IE•NENN•r.NMl 

e ** *******"t"-*****************'******..,..._*t*********** ************"·**** 
e ' ' C * ESTA SUBRUTINr. Cr.LCULA Lr.S Ml\lRlCES I<E COEFICIENTES 1. 
C * 'PARA CADA ELEMENlQ, UtiLIZANDO fUNClot-lES DE lNTERPO- * 
C * LACIDN CUAI<RATlC(I. * 

. e * . * 
e ·***'************************************************************** e 

DI MF'NSION XNDtoE ( ::!:io l , YNODE ( 2::i0) • NEtHH ::!SO • 6 l • X (3 l • Y ( 3) , ANM ( 6t 6 l 
DO 1 1"1•3 

... "- -K-NENN(~hll-- .. - - -
XCll,.XNODEHO 
Y C 1 l =YNODE CIO 

1 CONTWUE 
DET=Xl2J;f.YC3J-XC3l*YC::!l+Xl3J*YC1l-XCll*YC3ltXC1J*Y<21-XC::!l*YC1) 
B1•(Y(::!l-Y(3))/DET 
B2~(YC3l-Yllll/DET 
B3~CYC1J-YC2ll/DET 

C1=CXC3J-XC2ll/DET 
C2~CXl1)-XC3ll/DET 

C3•CXC2l-X(1)l/UET 
Z1"'fll*BltC1*C1 
Z::!~r<:!'t-IJ::!-1-C:!tC::! 
Z3-'IJ3't-[<3+C3tC3 
Zl :!=E< 1 ti::!+C1 >I-:C2 
Z 13,11\ ,¡. 1<3 J-C 1 tC3 
Z::!3 "ll2* l< ~~ .¡ C:: * C3 
Akl:r.,.,DET/2. 
H=l\1-i[A/3. 
MlM ( 1, 1 l ":;. tHl"Zl 
MIH(1o2J=--Z1~'*H 
ANtH 1o3)=-Zt:HH 
1\WH loli 1~-1. iZi:!*H 
l'lNt'IC 1. :,j) =ü. o 
(IN!H 1 ,t,J =11. 't- Zl 3*H 
/\NHC::!, :'.)o<~. *Z:'.:t<H 
1\Nii(:!, 3) =-;:23*H 
ANMl:!tli l~·\. $ll:'*H 
ANMC ~, :; ) '-'li • *7.:!~HI\ 
l'lNtiC::':o6J=0,0 
ANt\ c 3, 31 "~1. *7.3*H 
f"'N!i(3oli)Y0,0 

' 
' 1 
1 
' ' 



e 

AtlM < .~, 5 l ,4, :tZ:!:I:tH 
ANM ( 3, 6)•'4, fZ13:tH 
ANM< 4, 4 )"El, -n¡~ < ZltZ~!tZ12l 

ANM ( '1 • 5 l "'1, :tH:t ( Z2tZ1:-'+2, :tZ13t ~!:!3 l 
ArlM ( 4, 6 l =4, li'H:t < 1.1 tZI :-!tZ 1 3t:!, :tZ23 l 
ANIH :.0, 5 l "El, :t:Hll'- ( Z2+ Z3tZ:!:!) 
ANM ( 5, 6) =4, :tH.!< ( Z3+2, :tz 1 2+Z 1 :Hz:!3 l 
ANM ( 6, f, l "El, :tH .. ( Zl +7.3+Z .l3) 
RE:l IJRN 
END 

124 

Sll!'lf\'0 lJ l' I NE ERh:OR ( I TEf(, ERR, I MflX, NNO • N MI', PHI, PHI f(l~, M O filO 
:t tPHIRfll 

e :t:t:t:t:t:tt::t:t:t:t:t'l':t:t:t:t:t:tU:t*:t:tt :t:tUt.Jt::t:t:t:t:tt:tÚ************************-* 

e ' • 
e :t ESTA SUBRUTII--IA eALeULfl LA tiiFEHEtiClfl E:NTnF. EL 'Jfll.OR :t 
e :t DE LA ne:R(;ClON MITERHlk Y l.A /liJE'.'•~• ~'01"\ MEloJO DEl: :t 
e· )j< ERROR W'olZ MEf!IO CUñi•RA'llCO, * 
e • ' 
e ****************.+:*-********************** ~******************-'~~**-**** e 

O IMENSION ~·HI <:!50 l , PH IRt! ( 180 l , I'HIRA ( 180) , MODE (:!SOl ' 
IF <ITEI~.GT.Ol GO TO 3 
L=O 
DO 1 I"'l•NNO 
lF <MODE<Il.t!E.Ol GO TO 1 
L=l. tl 
F'Hl ( I l "PHI RtH Ll 

1 CONTINUE 
DO 2 l"1•Nflf-· 
PHIRA ( Il "1-'HI HtH I) 

..., CONTINUE 
WRIH: <6•1001 
WRITE (6,200l <I,PHUIJ. I=l,NtiOl 
GO 1 O 7 

3 ERMEC=O. 
EMECRE"O,O 
\JO 4 l=1,Nt!P 
ERMEC=E.RMEe+ <PHJRIH 1 l -·PHI Hr.< ll l l¡t¿, 
EMEeRF.~EMECHE+ ( ( I'H IRU \ 1} -PHIWo ( ll ) /f-'H (¡.;,~ ( 1 l l H;?. 

4 CONTINUE 
ERM EC ~sOh: 1 ( f !ir lEe 1 NMr- ) 
t: tlf' r: liE" SOR T \ CMECR L/N Mf-· l 
L=O 
110 ~ 1"'1 .two 
lF <MOloE(IJ.tlE,Ql GO TO :_; 
L=Lil 
PHl(lJo.F'HikN<Ll 

:; i:(ltll IllliE 
Wi..:ITF. <6t300) llEI\,I:iiMEC,EMECH!; 
WRITE (8,/) IH:Ii 
IF lEHECRl:.U:.CRRl GO TO 8 
IF <lTEJ,:,c;~. IMAXl GO 10 Y 
[IQ 6 1=1 •NMi-' 
f'IH Rfl < I l =PH Jf;N l I ) 



---' 

' 

"' . ! . 

6 COHTitiUE<t¡iJE 
7 W::TURN .• ~: 
B WRllE (6o'l00l.;·.l·l 

WRITE (6,500);'l</l.· . . 
WRl TE ( 6·, 200); .( 1, PIH ( I) t J:oliHNO Ni•l l 
ITER=lOOOO OOC 
RETURN' r-:rr • • 

9 WRITI0><6•600) }1)) 
LdRlTE (6.,'5.00), )'.)) 

. WRlTE (6•20"0) '(loPHl(i"),I,liNNOl:I!O) 
STOP .:' 

1252'í 

100 FORMA T' 1'1 1/ /20X, ~V/lLORES 1 DE Ut VELOCIDAD; POTENCIAL'. t/27X i' /"1,, * .¡ 'SIN :COMPRES! El Il.:lDflD ~ 1 /) N) 
200 FOI\!11\T -C42X• ~PHI(' • r:i, '.).,.,.•,,E1So12) L:') 

\13113 

300 FORMAl (.fSXo 'NO, ;-l:TERACION J=: •l3o4Xo 'ERR.M;C;¡ •"''·• ., ',. 
-- -*· -:--- E:tfl:.¡z,4X.o!ERR~M;Ca~~ """..,E-1S;.t2,/.)-",."). · 

500 FORMAl ( //20X, • VALORES, DE t:A VELOCIDAD , POTENCIAL:',;/. '·; 1 . * o21Xo'ODTENIDOSIEN t.:A ULTIMA IJ,TERACION:~.P//) /1! 

400 FORMHTr(I/10Xo'-JlJJ EL' SIGUIENTE ES EL· RESUt::TADO,FINAl!l--~•- • ·* .·.~ 'J]])'Jio), '' . 
600 FOf\MATt(//10X'•1'JJJl.NO CON'JEI~GE·EN EL MAXIMO:NUMEROlllE· ~i . . , * -~ .· 'lTERnCIONES•JJll'/0//1 

El·mi •. l" 
e •: 

e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 

" 

,-

SUBROUT lt~E .LJ COR , ( NEIJN, XNODE ,.ytiODE, FAS, CAL, XLIN, Y l.: IN ol:CR i NEL l!l':i. i · 

** * * **************** * * * * * ***** * ** ***** *** *** ~- .f:** ** * * ** * :J: * * ******$* .. *. ~ * h * 1·, ESTA ~SUI<RUT I NA !CALCULA 1 LINEAS l EOU IPOTENC I A t.: ES I.E.!J * t 
:t' · ·:. INTERPOLANDO CUADRATIC,~11ENTElDENTRO'IlE· CADA<:Dfl. * :; * ~ ELEMF.NTO;'o'•' '.. * •'· * :t.. ¡¡ 

*** * * *** * * * * * ***** **** ***** * ************ *** **** ** *****·***** ****** * .. -·· 
DIMENSJON NENN ( 250,6) , XNOIJE ( 250) t,YtiODE ( 250) r FAS ( 250) • CAL ( 100) ,,O¡, * 1' XAI<3l.oXCINC:!OOl'oYCINC200)~[)_!))' 

IJO 29. 1"1'*1 oLCR 1 r;o;, 
N=Oti''i " 
DO 25 I'"loNELt'Ei. 
L"'O L'-') 
IJ"NENN<l··tl, l) 
JJ.,NEUN(I.i:!) ,:J: 
KK=NENIH I o3l ,,;) 
LL=NENN<li.4) .·\J '· 
MM=NENfl( I • 5 l •s' ' · ' •·' 

't1N,NENN(l,6),1,; ·.·¡ 

* lF _¡<~~~: i~·: :~~::g~t~~: :~~~::~~~~:33: :~~:~~t:~!· :g~: ~;;; :• * ~- FAS( I I) • GE, CAL< H l .• AND, fAS <K lO ; LE • CAL<M l , OR, Of·:, '¡ * ;_FAS< II) .LE.Cfll<M)_,(lND.FAS<KKl ;GE.Cf•L<Ml l :Go ·TO. lü l 
GOT011'¡'Jt · ... . •' .·. 

e'. 1 DO 19 .. J=1t3o,3 
IF._('J;NI::·.u: GO TO 
)(\:lJ,,t: . 
H<,JJ·-J.I. 
lC=oLL: .. ,_I,. 

.. _.. . . . . .~ ... 

2(1 .:-: 

' ' " .. 
' ' ' 

' 

·, 



.. 

·. . . . 
' 
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GO lO • . .. 
2 1> (J,IlEo2). GO 00 3' ; . 

IA"JJ 
IB=I<K . '·. ' -.. · 

. · . . .. .. 
IC"'HM. ' 'f0-_4 .. ' .• 
GO .. 

3 1> CJ.tiE.3l GO " 19.- . . --... 
I(l=II 

-~ . . . -
;;-., .. ' 

. ... - .. 
. . ~--

lll=KK 
.IC=Illl '. ' 1 

4 IF·CFASCIAJ,EO,C(lLCMl.OR.FAS(lBl.EO.CALCMl.OR, * FASCICl;EO,CI\UHll GO TO 5 
GO lO 8 . 

' 5·IF (fASClAJ,NE.CALCHll GO TOó 
N=NH 

. . 

XLI NC ll l =-XtlOLlE C IA) 
Y Lit!( N l '"HIODEC J l'l l 

6 IF CFASCIBJ,NE,C(lLCMJJ GO TO 7 
. N"IHl- . 

XLlNCtll"-XNO[IF.CIBl 
YLIN\Nl.,YNODECIBl 

·· 7 IF (f(oS<ICJ,tlE,CfiLO'\ll GO TO 19 
N=N+t, 
XLHI C U l "'XNO[IE C IC l 
YLINCNl=YNODEClCl _ 

'GOT019 
8 lF CF(lS(lfl) .GT .CAUM) ,AND.FASCtBl.LT.Cf•LCHl ,QR, * FroStlAJ,LT.CAL01l.AI•W,FfiS<IBl.GT.CAUHll GO TO 9 

GO T0"19 
9 tle;Ntt 

L=L+1 
IF CXNODE(l(I),ECl.XNOfii::CIBll GO TO 12 . 

' 

, .. 

Dl "XNOl'E C 1 (\) f.XNODE C lA l -X liD DE (lA l t-XNODE ( I B l -Xt>!O[IE ( 11'1 HXtlOI!E C IC l . 
... . • tXNOI1E<ICl:tXNIJDE<IBl . • 

D:!,XNOI•E C lC l t:MlODE < J e l-XNO[IE( lC) *XNODE (lB l -XNODE C te l *XIWDE ( IA) * tXtlODEC 11\lf.'XtHlDE< Il:ll . 
. D3,XNOI•E C 1 El l *-XNODE C lB l -XNOUE < I f<) !I:XNOLtE ( 11'\ l -XNOI•E C 1 B l *XNODE ( IC) * +XNODEClrtl~XNOflECICl ·.·• 

fiA;of /\S( I (\ l /!L 1tFI\S ( te) /D2tFfiS ( H<) .'D3 
BB..,-f(IS C lA l '\:.( XUODE C IC ltXNOllE ( IIO ) /Dl-fAS C JC l"t ( XNODE ( lA HXUODE < lB l l * /D::!-FAS ( l F< l * ( XNOl1E (lA H XNt1\tE ( l C) ) / [t3 

( -

ee=f t'tS C lA) tXNOloC:: C re) tXNOI!E ( ll<l /!o 1tf AS C IC l :t:X~IODE < 1 (\) *XNODE ( IB) /D::!t 
*- FAS C IB H XNO[IF. C I Al :!<XNQ[IE{ l C l /D3-CAL( M) 

IF (1\A.EO,Ol .(>O TO 13 
XL1= C -fiD ~SOl-a C llB.l'.BB- 4, tAAl:CC) l / C:!. U\fl l 
XL2-= C - UB-S!H..:T C \< B:tB ll-1 , *l'lh*CC l ) / C :! , >l:f\(1 ) 
IF CXL1.GT, XNODI::C H\ l; 1'\t!D, XLl· L T, XNot•E< IBl .OR, *· XL1.LT.XNOt<EC.lM,AND.XL1.GT.XNODECl"Bll GO TO 10·.· 

. GO .TO 11· 
10 XLINctll=Xl:l"'":""· 

· ·GO.TO:t4 .-., ·· 
.11. ·XL ~NÜO_:=x.L2 '·. · .• 

,GO_TO 14· ;....· _ 
12 "XLIN<Ul=XNODEC 11'11 

"GOT014" . :· .. , 
. : ...... .... . .. . . .. . .. 

. . . . ··.··.:·•.-:. 
·.; . . . ............. ;.• :,: ,·. •. ,.. .• .; 

' 

.. 
·' . 

.· .. 
..... . ' 

. •; ·' . 
. .. , .... .. ·. , . 

. ·." . ·: . ' . ·. ,. : ... -. 
' ' ' 

' '· . .. 

' ..... 

C:..· .. 

, .. 

1 .. 
' 

' 
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1'1 lF·- CIIUJliE<lroJ.EO.YtlOilE<I~ll (iO lO 17 
¡oj "'YNOflC (lA l HtUJ!o!O (lA J -HIODF. ( I 1\ J *HIODE ( I 1! l -YNODE <lA J *YtlODE ( IC l * +YIHI!II:~(Tl~Jtytj(.lfl[:(l!l) 

D:~"YIIlilif: ( I C l HNOI•E < l C) -vt10lllC ( I C l_*Y~IOflE < Ill l.-nWDE < IC l :tYt!OnE (lA) * tYWH!E(IfiJ*YliODF:<IHl 

'" 

1•3,•'ffii!I•E ( I Jo) Ht!Of•E < TI•) -YNUloE ( I 1'<) JI. YNIHIE (J fl) -YNODE (J fl) *'l'tiOLoE ( IC l •· 
-*· tYI/ll/L[(.Jt'•l*YtHJéof:(.JC~- ·• ... • -

(IA•·r ,',S ( H\) /l•ltf(o~i( I C) /li:!H'fl!.'i < lE< l /U3 
HB-=-FfiS ( lfi l .t ( YllOUE ( I C l tYtlOJJE < 1 ll) J !!!1-FfoS C tC) * ( YNorJE < 11\ l +YNODE (lB l l 

lt. /D~-f'M>! 1 Bl* < YtiOllE ( lA J + YtlllllE ( IC J J /D3 
CC,FfoS ( 1 f\ l 1'YNOUE ( I C) :l<.YNODE::< ]JI l /!H t Fo'l S ( IC) *YNDDE ( lA J *YHODE (lB J /D::!t * FAS (ID) *YNODE < l f\ J *YNO[IE ( IC) /D3-CAL (M l 
IF (1\1\,Ell.OJ GO TO 18 
Yll"' { -I!IHSORH !IBH<B:-•1, *tu·rtCC J l / (:!,*M\ l 
YL2~ ( -J!B-SGRT ( J<<<*BB-1 • ti'IA*CC l l / ( 2, *ti ti l 
IF (YLl.G-!. YNOfiE( lo'l) ,f\Nll. YLl.L T .YNODE( Illl .OR, * YLLl.T.YNOt>E(If\J,f\Nll.YU.GT.YNODE(IBll GO TO 15 

·oo ro 16 
15 YLHHtD"'YU 

GO TO H' 
16 YL1N<t0"YL2 

GO TO 19 
17 YLIN<Nl=YNDI•E(lAl 

¡;o m 19 
' 18 YLHH N l .,-CC/DB 
'19 CONTII!UE 
:!O IF· (L,¡:Q,Ol GO TO 25 

XAl ( 1) "XLW ( N-1 lHXUN(Nl-Xt.lN(N-1)) /3, 
XAI <:!) =XLitH N-ll+::!. t. (XLI N (N) -XL IN ( N-1 ) l /3, 

-DO :24 J=l o2 
XI=XAl(Jl 

. ~;~~~NOJ•C ( ll J .tYNODf. ( JJ l -XtiOLoE ( JJ l *YNDDE ( 1 l l tÚIODE ( JJ) •nioDE ( 1\K l- -
~ X NO !lE ( KK l :tYNODE ( JJ) + XNDDE ( t\~; l *Y NO !lE ( 1 1 l -XNODU 11 ) *YNOT•E O\ K) 

(\ 1 = ( XNil\JE (J.! l .tniDI•E ( Kl-: l -XIJODE ( Kl\ l *Y NO DE< J.J l ) /llCT 
;',:O· é:-:NOJ•E(i\1-: l 1<YN0l<EC< 1 I )-XrJOT•I: ( I l) .tYNODE< 1\1< l l/DEl 
/\3~ ( XNOloE ( I l ) HrlotlE ( JJ l- XtiOI•C: ( J.l) *niDD[! ( l 1 ) l /DET 
H 1 ,¡ YNOI'JE < .JJ l -YNODE < Kl< l l/Df.l 
\12" ( YNOTJE ( 1\1( i -·YNODr: ( 11 l l /VE T 
1<3= ( YNUfl!:.< 1 J l -YIWt<l: < JJ) ) /JoEl 
C 1= ( Xll(l!IE ( ¡;¡-.;) -XUODE ( JJ l l /liE:l 
r.2~ ( XNOI•E ( 1 1 l -Y.tiOm: t KK l l /l•El 
C3= (XI !(lilE (.IJ) -)(NOTI[C { l 1 l ) /!<liT 
(11\c<..', :+- ( FfoS < l 1 l >I'Ct:tl: t+FAS ( J.J l >I'C:!:H.::!tFflS ( ~;1\ l *C31<C3+F AS ( LL l >tC t *C:!:t:!, -1 

;f_ 2,:Jf(l!l(I1/'I)H.":':t.C3·1:!,*FAS<tlll):t:CUC:Il. 
llJ<o lfoS ( 1 1 i ~- t 4, Hol;/,.<:1 -Cl l -1 rn~ ( JJ l * < ~. -~Á~tr::'-C2 l tft'<S <K~:)* t 4. H\3fC3-* CJ J +4, *' 1\S ( LL ¡-.;- ( t'< HC:!tro:!:t:C 1 l+4, .-FAS (MM l • < (1:! tC:H r.:HC2 H 

* 4, tFrLS ( NNl t UoUC.~-1 (o3tCJ )i ~, itXJ*< FAS( 1 I l tl•UC1 t~ 1'!5 ( JJ J IIJ<:!.C:! 
't +F o\ S (K Id H:3 ~r.JtFf\5 1 LL l * ( 111 tC2tB21'Cl ) ff(\5 (MM l .f ( S2*C3+1<.JkC2 l 
't flf\S(I-IfJ}1:()LltC3tJ<.\>J':Cl)) ' 

CC=:', 1- XUXI :t < ffl!_; ( I 1 l tll1 -t1'1 t f-'foS ( JJ l t!J2tJ<:-!+FftS <K~: l :t'F<3:J 83+:-!. :Jf(\5 ( LL l * 
* f<l *Jl:' 1 :~. fFI\~>( JiliJtiC*'-'3-1 2. t FI'!St NNl*J•l t ll:l H XU (fi\S( 11 lt t 1, t 
* A UJ< 1-1<1 1 +Fr.~>< J.J 1 i t 1. >tn:!0<2-I:I:! l ti' .~s< 10:1\ > t < 1. *fiJ:t 1l3-fl3 l + 
li 4. *Ft\S! l L l ll- ( n 1 Ho:! 1 n2*1:1! l l '\ • 'tFf\S t MI\ l .1 A2'ti<J+fl:lt\.l2) t'\, l'F MH NN l *<fll 
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128 '" * Hl3 \ l,:lt 1<1 ) +U\!; ( J I l t < ~. *1\1:1:(\1··1\1 l H' 1\!it J.J) * ( 2, :1:1\2'+:(1:!-A:! HF Mi< 1\\0 

:t * (:!, U;:'it(l::l-A3 l +4, t.FI'\S < LU i r\l'tA::!t'l, :+:F,~S< MH l *(12*A3+ ~, *fr,S OIN) *M 
* tA3-CAL<I1) 

JF ((,(,,f::O,Ol GO TO 23 
YL 1" ( -iii:IHl'-lliT <I<l<n<fJ··'I ; :tAI\*CC l ) 1 t::!, *AA) · 
YL2"' t -l:I<-!)nf>T ( Bf<*l<!<-4 , *AA*CC) ) 11::!, *Af\) 
IF (Yll. GT. vt!OPEI 1 I l .AND. YLl.Ll, YNOI<EtKKl, OR. * YL1, L T, YNOIIE( 11 l, At!II, YLl. GT, YNOIIE<I\1\). OR. 

:t YL1 .GT, YNOL<EI Il l, AND. YL1.LT, YNODEI JJl ,QR, * YLt.LT.YNODEtli),AI'Ili,YLl.Gl.YNODE<JJ)l GO TO 21 
GO TO 22 

21 YLit/(Nl,YL1 
Xl.lll<Nl"'XI 
GU TO 211 
YLJN(Nl"'YL2' 
Y.LHI(NJ=XI. 

-oo TD 24 

2< 

Y l.. IN t N l "'-CC/!:<1< 
Xll/HIIl"XJ 
CONTlNUE 
CDNTINUE 

... 
MMM,Il-1 
LLL"'N 
DO 28 Ili•'!rMMM 
KKt\=lii+l 
DO 27 JJJ .• ;;;(t\,N 
PtT~XLJN(!l!l~XLIN<JJJl 

T!P~YLJN(TTT)-YLINCJJJ) 

. . 

IF. CABStPlll,GT.Q.OOQQOQOOl,OR.ABStTIPl.GT.O,Q00000001l GO TO 26 
LLL."LLL-1 
XLIN<JJJl--100000. 
YL 1 N< JJJ) .. ;_:.L*l 00000, 

26 IF (XLIN\iill .LE.XLINtJJJll GO TO 27, 
S"XLINtllll 
T"'YI.lNtli~, 

XLINCIIIJ-XLINIJJJ) 
YLllltllil•rLJtltJJJl 
XLJ/l(JJJl'-:: 
YLlN(JJJ)"<T 

27 COIHlNUE 
28 cniHINUE 

WR11E(6,J00l CAL(M) 
WRlTE (6o101J (lrXLJIItlloYLitHll•I"lrLLLl 

2',' COI!TINU[ . 
100 f'UkllolT t///32Xo"PU~l'tOS EN LOS OUE LA FUNCION l<E CORRIENTE'• 

t. //32X,"ES COIISTfiNTE t·ARfi:',//4'5X•'PHl ""'•El9.12, 
* //33X,' PUNTO COORI•'7X COORD-Y'/l 

101 rut•tlAT t3~X•l3r1Xof.18,1~olX,EtO:l:!l 
LNI< 

Slll<I\OUT 1 NE NF.lii1AN l l , Ll , XNO!JE, H!OI•E, VELX • ~'EL Y, fiNOR 1 , 

r: -u u-+-****'***'"** ***A<-+-u- *u ***• """-+-**.***tu. u-**** •*""*******t.*******"" 
e "" * 
C * ESlt\ SliBk:Uíllh"< Cf,I.CULA EL 'JECTOR llE f"LU,t(J DEBITIO "* . -

' 
- A LAS · CONl< ICI ONES · I•E • FRO/ll ERA· DE ·m.UMf1NN •• - - · · ' ' e **~ ********** •********** * *******:r***** *** ***** ******""·************* 

. . - . 
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* _ r,NOR2oFNl __ -.. 

DIHEUS!Ot! NOUE< 150) oXNm•E(:!SOl, YNOOE(250) oVElXO~Ol oVEl Y< 150), 
$ . ANOR1 <"'Ol oANO,R21 SOl oFIH 3 l oX_I3) ,y cil oVX(3) oVYI3l . 
·II~LL ·:•·· ····-

DO 10 K=lo3 ·--~-· 
J"'NODEIIll ..-_ 
Y. (K) "XNOIJE < J l 
Y< t{ l =YNOr•E < J l 
VXIIO=VELX<IIl 
VY(I\)'-VF.LYIIIl 
II=II+l 

lO·COfiTINUE. 
(ltl1"f•N0Rl(ll 
M12=()N0R2 ( I l 

.UIS=SORT < IX<2l-X( 1 )):f-*2, +<Y(:! l-Y< 1l )'t*2, l 
nH l l=l•IS/15· :t:({\NU< 4, :t:VX( 1>+2, *VX<2l-'JX ( 3) l 

:t: tAH2*14 •• VYlllt2 • .t:VYI2)-'JYI3lll 
FN 1 2) .:DJS/1 ":;. :t: ( AN.lt (:!., *VX 1 ll +ló , *VX 1:! l.t2, :t'JX ( 3) ) 

:t: -· tAN2:t:I:!.*VYI1ltl6,*VY<2l+2,"-'JYI3lll 
FNI3l=I•lS/15, * (1'\Nll!'-1-VX ( 1 l +2, 't:VX( 2l +~ .:tVXI 3l) 

't: tAN2*-<-VY<llt2.:t:VYI2lt4.*VYI3l)l 
RETURN . 

'END 

SURROUT HIE NOL. 1 ti E (N, fli1()C, R, XNOUE, YNriTJE, fiENrlo f'H T ·, Al.l, AL2 • AL3, FHI l 

* * '1:'1<:/:t*U *** * * **** * ~ ** * t *** ~ * *** * *** t **"' * 't * * *"'* :t:-1' * * * .t: :ti< :t: * .t:Uc;t.¡-_;t: *** • * 
:t: ESTr1 .SUBRUTHII'< CALCULA LOS TER/1HIOS NO LHIEALES '. * 
:t: DE LA ECIJ,;crott t-·IH.:A FLUJO COMPRI:::SH<LE, .F'OR MEDIO * 
t DE LA Af.'ROXIi1riClON DE ELEMENTOS FitllTOS,. * 
• * 
****:t:***H*:t:"t:U.****'~'-***********'l<U***f*:t*-:t*****************-H***** 

111 MENSI ON XNOOF. ( 250 l , YNOl•E 1 ~~O l , NENN (~::;o,· 6l , F'Hl <:!50 l , ALl ( 6 l , * . AL2(ó)oi'\L316l>FCóloG{6o6l•FHIC6),PLI<óloXI3JoYC3) 
DO 10 1""1•3 
K=IIEI~N(N, l) 

X< 1 l"'XNOLIEOO 
Y< 1 l"'YNO[IEO\l 

10 cmnmuE 
DO ~O 1,:,1,6 
K=NOININ•ll_ 
PI.I<Il=F'Hl(Kl 

20 Cot!TINUE 
DET•XC::!l~VC3l-XC3l*Y<2ltXCJl*YC1l-Xt1ltYC3ltXC1l*YC2l-X12l*i<ll 
Bl••CYC2J-YC3ll/DET .. 
I<2"'(YC3l-:YC1l')/DET _· · · . 
BJ,.-Bl-ll'! '··: · :-

. C1=CX(J_l.-X<2l l/DET .-- - '· 
C2•CXC1l-XC3ll/OET ., .:·· 

-CJ=;:.Ct-C.; · · ·' · ···' · • 
·. S2"o1 •_ *PLJ C i) n; UIIÚ4, *PLl C ~ )J:B2~B2H; .*PLI C 3 i *B3*ll3t8, *I'Ll C 4) 
.*·· *IIUB2t8,*PLIC5l>t.l12H<3t8.*PLIC6l*Rl*BJ.. ·; :.-·'-· .. 

. ,·, _ _ S'\=4, *PLl ( 1 l *CUCl +4, *Pl. 1 ¡ 2 l *C:~:+"C2H, :tPLI ( 3 l *C3:tC3t8, *PLI ( '\ J, . . ' ·. ' ,- ... -.:. '·· -· . .. . .. .. ' . •.:;:·-: .. ' .. ;· .. "· . _ .. '· ..... >.·-::·-· .;.r'.: .. :;-~·- - ·. •-·. -"· ,·:··. .::.:·~-=-·._-~·.':-"-: .. e:_. ·_;_.--~_e;., 
·',.- •, ,.·,• .. -r, .-. .. '• .' --.· ·! • 

• • 
..... . •' ,. ·- .. ' . 
e·,-;:·-.-, • 

'•\•· __ _._-. -' .. ,.·· -
'-. -. , 

.:·,:--.- .. ~;--~- ;· . 
. . . ·.· 

• .1 
i 
' 
1 
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* :tC1:t:C::!Hl.~H.lt~l-tC?.~:C3i8,:'WLJC/,J*C:1tC3 . __ 

S5'-'4. ;t ( PLl t 1 l *BUC1 i PLl t '2 l :tl:l::!'l'.r:2l1·Lt ( :.1) :tl<:.ltC:.I+I'L l ( 1 l t ( Bl*C?. 
:t. . t l:l::!:t:Cl l i PLI ( 5 l * ( B2t;C3 H<3t;C?. H PI. l ( 6 ¡t.(!< UC:.Itl<:.ltCl l l 
!lO:lOI=lt6 ., , . ,._ .. 
SloPt.l < 1l*B1tc4 ·*AU < I l-1. J tPLt (:>) *B:!*< 1. 1:o"ll.'2< I l-1, l 

' ' ' 
-IPLI < 3J.tl:l3t.( 4 • *rtL3t I l-l • l +4, .t.Pl.I ( 1 l*< l<l tt\1.::!( 1 ltt<:!tAL1 ( 1 l l 
-H'Lll~l:t:•L*<B2*o"IL3tllHJ*fll.::!(lll •. . ·<· , 
+4, tPLI ( 6) t lBt:t:rtL:ú I lH<3*o"IL1 tI) l 

S3~1'l.I (l)li:CU ( 1.>liAU e 1 l-1, l i·PLl ( ::!l*C:!-tt 4, MI.:!< 1) _:1,) .. 
* · -ll'l.I{3lt.C2A:tlJ,*ALH I l-1, )t1,#PLl( ~lt'(Cllo1L:!C ¡ ¡ !C:!lAU Cll l· 

30 

* -! PLJ ( 5 l t.1, • ( C'2.t-t'\L3 < I l l-C3t.AL:! < ll l 
t H.:tPLlC6l'I:(CU:AL3<IH·C:.I>I'r'll.l<Il) 
O~=S1*S1lS3:tG3 

A2=1 , -Bt;t,MAC*o"IMAC* ( 1, -02) 
F ( 1 ¡.-.(51 :tSl >i:G:~+S3*S31!:S4t'2, tSU:S:.I*SG l /l'l2:+:fltMC1<M1flC 
C(JIIT l tlUE 
ARE:A"'DET/'2, 
r•O ~o 1"'1•6 
DO ~O-J=tj6 
(;( l.Jl=O,O 

· 40 CONTTNUE-
DO ~O I=1o3 
GCltll,f;REA/309 
G ¡ i +3, i: +3l =Af;Efii<8, 145 • 

50 CONTINUE 
G ( 1 t 2 l "'-(,REA/1 80, 
G(1,3l=G(to2l 
GC:!.3lcoG(1,::!l-
G ( 4, ~) =AREA*~, /45, 
GC~·6l,G(4t~) 
G<~3.6l,G(4t5)· 

CH 1, ~ l =-f;Rii:t;/45, 
G<::!o6l"Gtl•5l 
Gt3·1l'-'G(lo5l. 
lJO 60 1"'1•6 
Do ,,o J=1·6 _ 
lFtl.EO.Jl GO T0-60 
G(J.Il'=Gti,Jl 

60 CotHINUE 
!10 70 I"'1t6 
FHI<il"O,O 

70 COrH HlllE 
1\D 80 J-..¡,6 
ll[l 80 J"1•6 

" 

-·-·--·- FIH(J)=FHICIJHHI,Jl*F(J) 
BO CClNT IN UF. -· 
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•1•, dyno~!t •n•l~<h ••·1 """'"11"''for~••c• M•ly
•h. lho •••1 1Uco1 -loh typlc•lly v<N r~r o.oh of 
th••• thro·o ~r••• h••• '"'1 Httle In ,._,., "'•lnly 
d"" to slm,.IH¡In~ •<"·"~P.,nn< •hith "''" '"" c•Tcu
loUon< pro<tlc•l fur .¡..,,,.,.e; '"J .n;lyH<. In tho 
•tro•O< on•IY<IO di<·O, tur lo<tdn<•', o\<tlc lo-o•ls oro 
~ener.>lly conoldcro•l ,,.,d ll•" ccon»h,,ft 1< OIPIOH 
•l••>Y< l<oldtcol feO<) th•• otho•r CO•"I"'"''"" ul lho S)<· 

''-'"· Stres<OS '"' thon """'"'''"' b-JOc•l "" tno H-•tlc 
IO<d< "'"'""" anol th•• '-''"'"<OOMin•; r•-l'Uons. In tho 
dyn•'"lc onoly<ls ''"''• th., stress Jostrlbutlon of tho 
"""' 1< of lit: lo lntOr••H •rW for •11 pr.r.tlc.l pur
o•••• ar no lntoro>< .hdt<O•vec on..J th• ""!'h"l' ls 
plocod on tho to.,lonol <lbratloM c•~<N bJ tho 
rototlng •M reelpr<><o11n~ ... ,. .. and tOe 10(~ or 
roUtlonol oon<troln~<- flnolly. in tM oreo ol 
t.e.rfn~ onolys!s. tho loo~< O<tin~ oo tho Morlng< ore 
9<•norally .O<u~e<J to i>" tl""e ot'"inod l'"""'J" t"o 
•t•tlr. •••lnis lar • '"'"~""' or "'"''"'¡ ro<lllo"' 
olonu it ¡,.¡¡ cych• ol "1"""''""· lito ~.-orln•¡< ''" 
typlc.lly lsoi,I(H ltOtO the """"';y,¡,.,,'"" l1111< the 

• t•ffc<t• of tne oyn,,,.,,._., M tno "'"''"'~\ ond thc 
lnl<J.CliM >11\lt tho othor com~onon" uf the ,yHc~ 
"'" not fully lncorpor-1\<0. 

liu"'Irou• H•Jdi~< h•>c ~eM put.ll;hoj d<•«rlblnq o 
v.rloty ol <nolytlcol. '"'Pirlcol onj o•~rl..,nt•l 
.,.,~.nd< In NCO of thesc tl.roe orco<, <•J<h o< th" 
<tudl~< by low•ll (!], l•nle"''" [2] and Ro" ond 
Sloyr,,.;,. [3) •~on•¡ """1 "'"""· 

llnwever, lew '''"'·'!""·havo Oeon '"''1• to r<IO<i•ll t~o 
<C•Inl.ollaf!-Oe.,c•n•r '"'""" • lfflole. ro.ool•l<•r,ln'r lllot 
ti"• loo~• <C\In~ o:1 ''"' '""''~·lft <•'"" •h·fo>•IIOlloll<, 
lhl< in t"rn lnteroct< wlth the dyO.~I<> or thc 
<,)'HO~, l~o llexlllllltY or Uro s·Jppnrt< on•l tl11• lrl<lro. 
dyroo'"io< of too journ>l-boorfne,< of tite""'!'"''· ~'"'" 
o""''" o<ton<ho llter•ture '"'"'" is presont«l In 
PJ. Mre only ""''" ot tito •lgnul<ant wrl< oro dl•
<o<Sed, 

GrO«' on1 HuH-~ao [~) do>olopod o <>!th<ld by~"'"' 
of o~hl<h loods on tito mdln oouln~< co·Jld be detor
mlnO•I cow,>der~nq • o-o•lel ,,,., consi•te•l ola ruund 
""'fl '''i""e<entln•¡ lh•• "·'"'''"'!- ela<tlc <uP~"'" 
rt'l""'''"'"'l b_v s~l'ln•15 ''"'' t•o.u·inus .. hiel• ''"r'" '''"~'d 
lo¡,,.¡,,,,.,'' l!r,•or <prlo•l>· lhc pro,t:•Jwc derlvod Oy 
u,,,,, •utho" W•"lder<•d ti'<• shaft '"a >t<tl<olly 
undct""'!ne•l snte'" on flo<lhlo ;up»orC<. Tho rooult< 
oUtdln,•d 11nproved ovcr tlu' dn,.col "etho,t of cnn<l
dorln? o•cO eran< o< a <OP->rot~ ,;~ply •uppurtod be•~ 
on •~lch certo1n l""d< "" ~nd tho ceoct•on< <athfy 
!"" condiuon' of HHIC <><i•ollibd.,. lor ~.eh <eporoto 
cronl. ''"""''er,.the treo rooll\Y of t~e hydr<>dynomlc 
nature of ""' boar~n~' "'"• r.ot conol~erod. l.Jtor. Von 
'ihn.lrhOIII fO) >n<orpOt·<IO<I the h)'<JCOJ)OJ"IiC t}<oHOf.\Or· 
¡,¡¡"ni rh,• l>cori"'J' 1,; u< In~ ti<O "'"'"'''""' •l•
riV'•d hy lloll.n•d [1] ,!nch •·eL•t•• llu• ,,,¡,.,,,.,..,,.,, 
'""''"'''l<ltlo• of tJu' ,iou.nol; wfth ccrtoln veloclty. 
ny ¡,,,,,,J the .-rc••ntrlclth·< '" <lellcctioll5 of l11o 
cr.>nhii.Jit, tt,e "'·ICIIOn lo.,,¡, <u<'ld be •lotenllln.-.1, 
bu\ "" l~puct•nl """""'\'"" ~" ¡OJl tho «ooJ)Ort• "'''" 
rl~ld. In botb <•5<5, [~) and (o]. • Ir'"""' <Utrl. 
oppro.cb ,.,, u<od to c.ur¡ ""' th~ <.1lcul4tions ~ ... ~ 
on th~ 11o1zor "''"hod la). 

llo<t r~<,•n\ly, Stl<llor [9] devolor~d • ""'"' ot•
burotr '''f"0·1<h ""''-" for ti"• llr<t ti=>e lntro<lut~.¡ 
th•i iln>t•• l'lo•,,ont "<•thoJ ¡., II<JJel tho croo\<11<11\ on<l 
ol<•> l'l<urpnr,,,cd ''"' "Y''""'Y"·''"'" or ti'<' l>oJI'In•l' 
tl>rt"l~l, ""' o>;lolllty ''"''"''' ,¡,.,_,¡oped l•y lioo\rr[l<l. 
11), l11 litO rn<l<IOI ll>rd t,y lll<"ller, tho C<Jnk51o,,(t 
Wd'• ''"'~•·lod with ho,,., ,.¡,.,,,.,,,'""tilo "I'I'Od< won• 
""IOCC•<••o<te.l lhrou•¡h o llt·dOi lit y""'"· [Oi < <tu~ y 
'''"wr.l '"'" <korly Jho <llll"nltlr< ,,,,,¡,oJ In <on
lldo•rl.-¡ ti"" <ronl•hoft ,, on JctUJily un<y....,trlc•l 
>h.oll "' opP<I<od \Q tho '"""" <hJits U'<-.! In <lu•lh•s 
[~) ao.l [6]. lt '''""1<1 ¡.,_. not<-.1 lh•t In"""" or tho 

prevlou• <J<es wu th<' N" dl•lrlbutloo al lhe croo\. 
'holt con<lderod In \he fo"""lotlon JnJ thu• •• lco?r
Unt O<P"<l of tho ~yno<tits ol tho croni;Mft ~" 
n~~lecte•l. 

In thl5 Hu~y. o 'f""•"r•l oppcooth 1; ~r.,ontod 
o!11rh yi"l•l> ll>o IQ<i<l> "" the ,,.¡, boor~n~> or.~ u:os 0 
"11<1 llnlt.- c•lemont .no•'ol lar ¡•;oh "'"'In <o~lt 0 
woy th,,r ¡¡,, ••lo<ti< orop•"r'(H•< Jre m<>rr ro~ro<c.o~o

""" ,.J. r,, tilo fir<t litr{', lll<luJ¡•s the ·'""' .... 
\C\bULion ol the cron'•<hOit. 

lhr <PPro«h H b-,.od on tho llnlto oJe-,ont
tron•for ~otru ~.ethod 40<elop•d b, Hu<>no •M P.,oltc 
[ll]. tho •yrolhl"<l> o: tne <y<l"" <u~stro<tote5 t• 
..,<le ~Y ~O&l>lnln~ tho ""'" '"'"'" or tho •ubstruc
ture< ~lth tho hydro•ly,.~ic loads on \he beorlngs ond 
tho Jlulbllltj of tho sc¡o;orl<· 

THE SI'SitH MO~fl AIIU (QUATIOHI 

lhe <y•tom cnnolderod In thl< ltwly con~i>ts of 
tltroo ~;In <Omponrnto tl•e ct•o.1k>h,tlt, lhe floxfhlo 
•uwoct< <n•l tl1e joornol,b•>Jrln9< .,; <to•n in Fi~ure 
\, 11 1< "'"~••1 th.t tilo lood< aclin~ on the cr.o~
pin• e<n be obtolnod ••lng tho pro«ur<-»1""" diograo 

'-~-" 'f "'"'""~ 'f 
rr·- J1 1J "_,, 

Fig. l A Ty~ioal Cr.1.ol<hoft-Oo.orln1 Syst"" on 
flo.iblo ~up~ort< 

and tho 9"'''""~'1< chorO<:~~'I<tl« o! thc <r<l.,. foc 
,,.... ~nt!r~ <-)'CI~ ol operatlon. 1~u,, th• lood< •ctln~ 
on \h• <ron<plns con t>e r.>OlvOd l<~lo ~aJi•l ond 
I00900tU1 <O~]lM•·n'>" <lw,.n In ll~urc• 1. 

1" Qt,lor to fortn;ol,:o lllrl Nllol\ion< ol th,, 'Y<· 
to~. il ;, .,,.,, . .,.,y to Joflno tOo• •kgcee> of lro<•dvc; 
M tl>t· <y>lrt•• In""'',, ~ay 1"-•l "'" lntoN<llon 
betwcon tho cr.~nl»•·1fl ,10rl the ln•ocln~< ,,.,¡ th,• Sli;J

port• "''di ;o ho d_.<tribo<l, frrst. tr.o "''"''e or 
lo•d> "el'"~"""'' ctJn<•Oall "" ~• Ootlne•J '" 

whcre !~ 1 ) "oro t~• rooctloH< rrorn lho brulngs 
••o1tn9 ui• ¡¡,,. 1~1ln jo"'"''' on1 lr·,J oro tl•o lo.1d< 
fro" tln' """"'"cl1nq ,.,¡•. "''""l "·' Lh· or.,nk¡•lns. 

'" 

lh<' to•,r<ti,.ll< ~<·r>OrOt<•i bY tho I>•'Min•i< .1ro U:c• 
'"'"ll ol llll<''""tl"9 lho r•~WJ'<' •ll<lro-1<~llon 
<Jo•olo¡•od ~Y th~ loOrl<>nt ofl 111m .nd '""'' 

!RJl·li )-rP/9,,)dldl¡ (Z) 

U •O •=O 
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dogrooo of frccdom ror tho <r<nkohH: '"1 surport< 
be e<Pr"""d u;lng t~c loll<>wln~ Mtotlon. 

In thc absoluto 'Y""'"(<. n, <;): 

In tho rotatin~ •n:•~ (>, y, t) 
'· 

~'hoto t h" '"~.crlpt ' dcslg.,.tr.< th• ~.o. f. M ... "!nhhaf: '"' for the <uppurts thc •ob<crlpt " 
'• ~31 : ~ ., • q_JI ·1 

"• • .J 1 -1 000 
,, qll .¡ 

'• • ., '¡ • qli 

Oortdng thc pot.·n(lal .1n.l Ur<etlc cn••rsics of 
tnu rloHI< """~''n, (cron••••Mt ,,,¡ our~ort<), ""' 
•rpl¡ln•¡ thc La9'·"'~1J<l ec¡uat1on, thc lol,lowlng 
cquatlon• of motio" rc<ult: ' 

' 

{LO) 

• 
' J •• 

•' " 

(11 ) 

(12) 

( ll) 

lhc;c c•!U•tlans are "P'"""' u<ln9 tho rlcg""' 
of frocdo.o of thc crank<hoft In the rotatinc, coordl
nato syst"" aM aho In '"""' ol tho oce<r,trl<ltl<' of 
tho journah ~Hh ro>po<t to too boocong; ln tM rota
tloMI <y<tom, 

Tr.e ;o]utlon of 1111• systoo M e~<fotlon; ls nat 
trlvl•l due to the noture or tho ;yst<' once tho lo,Js 
dOrhe• ''""' t"- pre;suro ~ls:robotlon 9<-c.r.to~ '" 
'"" boorin~s oro inoorpor"N In t•• rl<;t.t ,,and sido 
M (quati<>n> (10) throU•JII 0~)-

~UHE~ICAL PROCEOURE 

In ordor to carry ou\ '~"' •noly;l, o! the >Y>toa 
and ne >olutlon of tho e<¡uoooon• vrov1o"'ly tormu
l"od, 1t 1; neo""'Y to r,o<e u<o o! t"o fo<t t.Oot 
t''' uon<shoft c-11-0C ~oceod.,oretlzeJ into a nc~ller 

ol ;ut>s:ructuros whl<h "''" •~<•llor <'.Jr.otrrl<tic;. 
E .oh ;ul>;truotur• (ce<nÜIIr".)-i; tlleo distr~UlOd 
u;lnq a flnlt• o\.,..on\ ~~~ ;uc~ " '"" OO< •ho•o in 
figure S. Jtw oquotloo doscr11>1n1 \C.< <:otlc •·;u111-
hrlu·n of thl; '"b".-ucturo .-ritto" ¡., mJtrl< fono i>: 

(X){XI •{fl 

-- .. - 1 
'u- -'111\ ~ 1~l,- u __ , 

1 

'~ ,':-)~ _j .~· 
\ 

\1 J'e\ 1 1, ,e f.: . 

-~ "IJ( 1 
r t g. · o 

" 
rlnlt"·¡lo"""' lfo~el af • C"o>thro~ 

" J '"'"''"''"'" 

( JS) 



w~oro [~) 1< th• H11fnoo< ~•trh of tOe <ul><lructuro 
ond (\) (< thn "'<lor M ~lool<oc~•·•t< ur ¡ho nn<h·< or 
do~tcc< of lrN·I~' and 1¡-1,, tho •ottor ol lood< 
ottln~ on \he cuh>lructuro. 

lo lntr~duto tho ~ .. " diHrlbutlon of tho or•nl.
•~•ft, U•o ,.._.~<tri<"" ~o lntur~orotoJ ;o thH: 

(M) (¡) t [r.) (!l • ((f(~)l ( 16) 

11 ~1\1 be'""""" thH tt,e Interno! do~~l•: t·~ 
noglcttd. 

Con<lderln~ Utot th• lo•~ ls h•rn>nlt • \" .. " cltcu· 
1" frt•qucnty ol ~. thon Equatlon (16) con "': ro~ut<'<l 
to: 

( l1 ) 

• (D) • [K) - J[H) (LO) 

In nrdrc to <)'nthotl>< a\1 Ho <ubstructuro•., tl•o 
flnl\r O\OMO<t\-trt.ndor "'trh ~o\I<Od <M be <~ollrd, 
lo do ll•l<, tho vo<tor< ol dl<pl•«-'"""\' ond luod• "" 
bo portltlonod" lollo~>: 

Thon, t>y lollowl,;1 the. for~·!l•tloo gt;en In 
U.o finol •·>prc·ooion foc tho trao»for •••trh '"' 
obtalM~ in the lo1~: 

¡::¡. ['" 
112 ,, l n ,, ,, ,, 

• • ' 
~·nkn Wtt\LNo In • rore c""r•ct loru be<.,...<' 

( 1 ~) • [Tlj{7Ll 

(19) 

( 12). 
t •• 

(?O) 

(21) 

lhl• equ>tlon ]; t.'<o tr•o;l.c ~otrh rolotlonshtp bo
t~orn <loto I'O<LOr> l¡RI ond (IL) ''"""'"""In 
1-oth tr•o dl;pla«-•rnts ar.d tt,e load; octlno on Lho 
lnt<·rfuco< ol tho ;ub"ruot<lro. f>y <l•ongln~ \ho >ub
<ul¡,¡r, \o 1 .n~ 2 in<toad of L and H. a "·<onJ '"~
;tru<lllr<• '"" l>o M~o,J b)' OOoSl~Of'l"9 ti'< tollowtr<g 
Hon•l"d tc•lotio";hlp; as <lo;cclbeJ by l'e<tel "'" 
le<f.lo [1.1): 

( ?2) 

In thh oq"•tlon, [TJ} ord Prl aro tno 
tr.n;lo• •~trlt<'> ol toe lirs\ onJ so,onO •ub>tru<
torr> •nO ..,,. >"hHruttur"' tan no "'omt>l<J by ~ul
tlplylng tho tronst<r .,otrioo; In t!.o corro•ronoHng 
or,tcr. · 

1¡ <lloold be not..-J thot tne ~->In M,.nto~• ol 
thh .che.., h thJt by t1UI\lplylng tho ~•trlco< 

''" 

[T¡}, [12), ole., tho >110 or th,- ~,,trlte> doos 
no\ lncro«e but ronolns '""'1>-'11~\t• •lth 1110 ordcr of 
\ho ~Hrltt•< bcl!lq ~mJltlplloO, 

He stoto vector; ( lll cont•ln \he lo>d> •nd 
dh~\.ccmont> ol the lntorl>oo•, ol :l·o <uh>t•·uctu•·e<. 
Thosc In turn oro u.• roa« lo"'• .,,¡ 11•• Ol>pl•<emcn" 
of tho joorool; cf ti•O cranl<h•lt .hote tho lntcrhcc< 
••te ~c<l9""od, rrGOI E~uatlon (~D) t~• lollo•lr.~ two 
••prr.,lno> «n b'O ob,.lnod tn r•¡>r~" V.o rooctloo; 
on tho ~•In journals •>•u=ln~ th•'• '"" corre>pondtn9 
dh~lo<c~ent; are lno..,: 

' • [1 nl (~4 1 

•herc the >uperscrlpt; k lndltoto thlt tho ;ootor< oro 
obl•ieo~ ~o::~ oc :r.c tron•for ~•tri< or ti•• ;lh 
tr>rl.throw. Tltr not lor<e on too t.ooarln>< "" bo 
obtolned b] •l~obroltally •d1ln9 tho tcn<nó•tloo. of 
Nth (o;roe of lr<·Od""' In lhc corr••~>•fl<lin~ dlrettlco 
ond throu~ó U.e d"pl<t.,..nl> Ol LOO >uPPOtt.< 0>109 
th• fl••lbl!ity tltr!< ol !:quatlon (1). 

Tlv.> tnstontancou; I'Ointltlr< el \loo joorMl co'
tor< In ¡he ~•ar!og e leo ronco tire le <•n bo oro•o•l
hltod u;fn9 Ooo<Pr's <'~""''""' (10, ll) •~~<h """ tho 
fol\ow1n9 for,.. 

... 
(1>) 

. . ,. ' 

(21i) 

.t.r'• (Hxl ond {~¡)aro lno"" u th• 1110~111\y 
fonctions and oro lun<tlons of th• t>oorin~ chtr«lor
htlcs and ti•• ectontrlcllio< ol tf.o journal• ~1\f, 
rospcct lO the te>dng<. l~o t<PIItlt '""'o! l'.e<o 
llObility funtUoos wh1<h opply to f101\e boorln~' •ro 
glvon ~Y Oooter (l~)and ....,,. ~o,olot·o~ by 11oo< (!>]. 

lqu•l1ons {2'.) ••d {?6) •llow t~o ootorm1not1on 
of th• ln<tont•noou• 'olotitlo< of tho j'urnol> In ~he 
boorlno• In tho plono ~orp<·n<lltulor lo 1'" ,.¡, ol tno 
;ho!t. ~Y O<t"po\atinq ti"'"" volotltlos throu;h '-' 
lncrrrnont of tlW<•, .\¡,o now po<lt<O" can bo found 
•hlcl1 oon bo cood \o 00\ornino o "<'' >el ol load; 
whlch wl\\ gcnoroto ,, """ .ot of jouo·n;t '<•lotltlos. 

COIIPII!lR l.lGDR!TI<~ 

lh• <ooru:otlonJ\ •lgorHitrn cM<it!< or '" ltoco
Uvo rrntoduro olddt ¡lold< o cytle ot dl>rl.ccm<·nt< 
-.d load< ol tilO journal; ot 1110 et>Ol<h,lf\ In'"'~ a 
woy thot the olO<\o-h1drodynomlt ht•h"10r ol ti1o <y<
to~ ,,. 1><' •oproxi...,led. Onoo tito t'·'"'ror Ntrh "" 
bo<n dorlvcd fnr oo<h har...,nlc c""'oonont of tr.• lod< 
ootln~ on \l-oo cc•nlpln M ootn sub>t•uc:ore. '"""t.-tr 
colculotlon< <r~ f"rfu'""'~ ono! tl•o 1ollowin9 sto;>s 
doflne the ol9otltl""' 
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' 

• 
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" 
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"' 
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Tnltloto wlth on .HhitrM¡ o''<''"lrldty or eJ<h 
JournJI In tloo '"'·" tn.¡o ""' to>,• Ll•o>" eccontrl
clti<·> ,JC, t'"' .th•,ohot•• oll',pl.lc•·"•'"l' ol lhe 
jo,rn.ll> o¡f the <r•ln\>hoft, 
Urtefllllno• th" I•>J•I> •clln~ M ti1•> Jourool< 
whO<h, ,,,,¡,¡n,•l •lth ll"' ¡n>l.lnl•tn<·o"' l<>oOs On 
the cronkuln, "" '""I'Oll~le wlth :h• ••e<ontrl
cltle; '"'' dl>pl.,,,.,.,,.,t> ''' l11e pro.lous <tep. 
u>ln~ [•f"·•li""' (?J) '"'' (1·1), 
O•>ter~IM the lo<•h un tl1•: b•Mrln~> u•ln~ the 
lollowln~ n<IHion>hlp 

{21) 

C0<1pute dBpl.c....,nt> on tho journ.h lar tho 
loods ju<t (Ounol u>il1 [~o•tlons (:) •nd (S). 
Once tho di•Ph<....,nts al tOO bO>dnq> •nd ¡he 
dhpiJ<....,nU of tf><' JO<Irn•l• O<O ln.,..,, tho 
ectontdcltl<' ''" ¡,., louod "; tne •«torlol 
dHfen•n<c of tho>o dl>pl•c.,.,..nts. 111u>, 

!el • 161 -· IJI pa l 

whoro lol 1< th<> ·,octor or e<<.-ntrldtlo<, {81 
1• tl•o •octor 01 bo•rln~ ~lo~IJ<e.onl• •rul {J) 
1• tho vector or journ•l ~J;~l"'""'""· 
Dctor,lnc thc ln<t•nt•nouu< •clo<IUe< of the 
joornal< In \he bc•rln~< u<l•~ E~OJJUons lll) 
and l~G), 
htrop~lote U10 ~I<PI'<e.ron~< of tho jnu.-nJl< 
t~rou~h oro ln<r.,ncnl uf !bu~ 't <n; f•n•l • ¡oew 
•l,.olu:e ~"'lti<Jo u<ln~ '" e<tropn1Hin1 «ho·ne, 
Suoh •• lho MJ"'' loron•llo< [lój, ~.1inly: 

j11) ... 
Rotote thc po<ltlon or tho CCol•ol<h;!t wltl, 
""''OC[ [O [ho 1U)'j)Ort throtr~ll <0 OO•]IC Gf -"'1 
ond c,,J,.,),,¡o lh•• '"'"loo~< ''""!loo wnMtLin9 
rorl> on ti><• "''"'~In. 
~cpo.1t sto1>< l thr<ru~h ~ cntll OM cyclo <• ls 
cor~plotool, 
~opo.lt <t••ps 2 v.rou•Jh 9 untll ,.,.,,,q,•ncn 1< 
ac~lovc~. Jn·t~l< <lc¡r, eon•,·r~onco 1, JC-\10>0~ 
~hPn tho cycle ol lo.tJ< 1• l~ontlr•l to tho 
pr.,lou< cyele wlthin •••t•ln n•.tr•¡ln;, 

lhc •l~orltltt1 )";t •lo<alb,·J 1• sho,., In tho for"' 
ol o biO<; Ji•~r•~ In ll9uro 6. 

Tho cw.put.:lon.)l Prt><rdure d,·,~IOP<'•I In lhl< 
sludy w« appltod on J '""'•h•lt-boorln~ •y•tc.~. !he 
,,,,¡, Lhor•ctcristi<S of ><nlen oro ghcn 11 l>~lo< l. 2 
and l. In thi;.op~ltcatlon, th<> lo.d< o.'l ~~.., <r•ntpin 
~ore ro<olved iMO lourler '"'POIIOOt1 '"" nnly tho 
fir;t 6 co,.ponPnt< •oro <onsiJorc.J in tho •rrrodLl-
t lOO, 

100 lnod cyclo• for nJin 1><!orln9s l. l ond J aro 
<hown In fi~uros 1 throu?l• 12 lor two <H•'1. In the 
llrH. tho ""'" of tho cr.tnhhoft 1; not con<ltlcr<d 
and In lho •••cond tho M« ;, lotrod.,coJ hy usln9 tho 
dynaOtiC "ilfne« "'-'lrl• of tquotlott li~J. 

CO~ClUSIO:;s 

FrM t"o r.•<ltlt< oh!tlnot In thh >o.tly<h on~ 
l•""~ ~• tltt• l>e<•,lou• .t!lo'"'l'l< 10' thi> tYP•' M ;y<
'"·'· the follo•in<J conclu>lt•n> '"" t.o ~''"""'' 

' 

...... , ..... ~ 

"'""'""' ""' ¡,., .... ,.,._ .. , ... ~., ... .,_ 
·~~· 

""''"' ...... 

, ...... ,,_., 
•A"'"" ~ • ., "' 
'"""'""""''' ""'....,.,., ~ .... 

6 

"'"''"" , ...... " ..... , ... ~., "·" 
• ,w, "'''"'" " 

"·'""' "'"' "'" '" 

-_ .. ,. 
, ..... .... . 
" 

i 
' ' ' ......... 1 

1) Tho lneorporatinn ol tito~~., dl<trlbut!on ol 
tt.o.cr•nl•~•ft tn the ""'ly<i< hJ< a con<ldcr• 
oblo oftoct on th~ c.tlrulatlon of ;t., lo•d<"" 
t~o '"1" jo"re>l<, yioiJtnq l~•d' .~le.~ MO 
•ppco<i...,:elv 1~.St aol tn ;,.,.¡lor f,>r "'-'In 
1-<orinq; 1 ofrd 2 an~ .>p~ru•i•Jtoly 11 qroHcr 
foc ...,;n l>o>rin~ l. lhh Cdn 1>0 '""" ln tho 
rl~"'"" J thrnugh 1~. 

2) Hto looJs on tho b•orln9;, ct>LblncJ wlth th< 
IOJ-1> en th< "'"l.pin> aM ¡;,p olls~l•""'""l' ~~ 
tho jou•·n;J;, can¡., '"od to r<tfon' th<' ;tro<1 
onaly<is u<ln~ :he o•.t\ricos ohtotn<•l In r~uHIO' 
jl5) toe l~o llnlte elo~<·nt lliO<I.•I, 

J) 1h,• mot:o 0,¡ Je;clo,,.,¡ ¡.,.,,. lnrorl'"'"'·' for tt.o 
,flrst lhe thc ''·'" <iis:rl~utloo ol ti"'"'"'' 
<hdft !O Gófi'Y o<Jt ti.•• onJI>>i•. 
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Rt!GLE Dr R61Rll0" 

fig. 1 R•d!Jl on~ Ion¡•otlal Loa:l< on p_.., ~e,;ln9 1, 
Cron<,hoft Wlthout Ko" 

LOfiU,CYCLE (JN Mfilfl (l(nRII1G 2 

,._, ,_, 

o.o 

)(o 
~~-0-0 
1 
' "'"'" 'IUO 

f\g. 8 Rodtol <nd longcn\lol loo1; M f<oln ne.rl"! 1, 
Ccan<<~lft ~~~~oul Ko<< 

LOflll CYCL[ tlt1 MAJI; ll[fiR(t~G 3 

• 
~·•' ... ~ 

" • .. 
" " " '" " 
' • " 
" -lO. 

" " .. 
->O-

~oo 

o 

~NG\1. m ~g1n11u•; 

f!g. 9 R•dl•\ Ohd lon~onttol load< on Haln Boorln¡ 3, 
¡,."~<hoft ~ithout K•» 

4) TOo o~¡•llootlon Q! tire flnite tlo~ent-troh<for 
na'.rh "othoJ to \hh rro:>lenl .<llo~> \lre ~o
hl1o•d "1''""'"''\lo•• lll tho u,rol.,lroft ,¡noc
turc wilh<>ul e<•<ul\ln•J In 1-.,~0 <j>IO' ~-"''"' '•· 
I~h !oc\ in<roo<o< thc elflclonct of the <<•thod 

'""1<~ olloo« H.c >te.,, <Mly\l\ u""~ tn~ "'"' 
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rnn~ol •nd ro<olts ohtolno<J In t~o 'hsto-hydro
dyn''"lc on•IY'''· 
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Flg. 10 ~odlal on~ TongonliOI Lo•d• oo l~•ln Bearln~ l, 
Cronkslldtt ~IU1 MH; 
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flg, l1 Rodlal •nd fon~ontUl lood; on ~•In 6ur!n9 2, 
Cronhhoft ~ith Ko" 
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UlflO.CTCLE 011 MAI/1 llEARIIlG 3 

""'• '"" '"" '"" ,,, "" "" "'""' ••. "''\1""""'1'"'1'"'""''"'~' ~·mr.n"'""""''' ••. ... ... 
" ... ... 
• "' o . 

., .. . ·lO . 

. ". /'-••· 

. , .. 
• 

FlNCLt: cr IIUTIHI~II 

fl~. l~ R•~l•l ••cl TJn~cntl>l \.~Jds on HJin S.ulr.g l, 
Cc•iOhl,.ll Wllh ~·"' 

---~~~------ l . 

Roco""""o'follon• loe fut"ro ~••< In thls ""' "'1 
lnclll<l<' ti"• caMI<ferotlon of ll10 rot<ttonol •!coreo< af 
fr••d"" In t~o <¡<lc"' In arder to obtoln ""-"'"U on 
t~e jo<lrMh ••~ olso to oonsldor \he Corlall• OO'>O· 
nent; of tite •<eolcr•:>on <¡lo<'" 1n [<¡u,otlcn (lfl) •llfch 
•os drOPPC<I 1>;1 rol .. <tln•J lhe >topport> Jrounj tite <r>n<
slt•rt lnst~oj M doln~ t>lo e;poslto. 

nl•o. '"""' por•~otrk .,,ly<l> •o•ld ollow the 
dctcnnlndllan or thc ••lfcct ol ••~e •ddltlonol ~'"'"" 
trlcol ~u•~otors on \M •y•te"<' !lc>!J<Ior, 

l. lowcll, C.M., "A ~otlm"l Appro<tlt \o Cr,\0•
sholt n~•io;n." pr.,ent~J Oy ~h~ G;s ••J r,.or Olvl<lon 
of A1~~. n.lcogo, 111., l!ov. JJ·1S, 19>1. ASI<!: P•p.r 
llo. >>-A-57. 

l. lshle."''• R.L •• "Torslonol ~"pon•• ol Jntorn;l 
Cc~bu,tloo Engloo,," Trons. hl..~[, Jo~rMI o! [n<¡IMer
~ lar .~~"Y· H•y !?7~. ~·· ~!L-Tf~. 

3.""1io,, J".rL, ond Sloym,,¡,.r, R.~., "Jour"'l ''"' 
ter Orblts 1n rl>ton lro~LOO ~o.,.lng5," So\!: Papcr lia. 
6?01!4. 196). 

4, ~"''"'· ~·.•t., -~noly>h of iluOt!oylin~;r 
IC-fnq!n• Cronk•holt> ~lth lly~cod;~no~l< ~oer 1 nn"• 
Usin9 • finlt'-' E:lo'•en.,-Tron>frr i'Jtri< l·p~ro.\Ch." 
Doctoral llte<lo, Dop•rt,..M ol .•ed"oi<ol ¡:nglnooring, 
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1 !t<• mu ¡n o/Jjccli cr oj 1 h i.> >IIUI y " /O dcscr 1 /)¡> " ¡, <" "" ·" Ir<• me ro , u rr y mrr 1/w >lill re or 
d•·n~m"· analysi.< oj el~slic >y,¡erns o1mg a u>mbmed flml<' Demrnr-Tronsfer 
Mou"· Approach The propo>ed >chemr offer~ ¡he udvamage oj o•rromalir malru 
,;,_ mlur<ion wj¡houl havmg lo ~runrow deKru> of freedom. and pmeráng lh~ 
slrain and I..Jrrelic rnerv· lhroughoul rhr ronden<alion. Al1hough /¡mot<d 10 chaon· 
/i(t tl#<fl(" >.mems. ¡h<- mnhod is gellerali;:nl lo non·repelilh<" rorif¡guralion:r • oth 
sub>11ur1ures hat·lnf 1mer""d'"" aclic"t degref'> of freedom. 

lnlrulluclion 

Tho analy,;s of lar¡¡< and compl<' s;.,ems ofo<n roquir<s a 
discretizalion so refmod thao oh< r«uloin¡; >1iffn<>> and rna" 
malri<<> l><wm< lOO la11< for oh< compulcr 10 handl<. To 
o•~ocom< ohis dJffJoull)". ><•eral ••reduC!ion le<hnique¡"" ha ve 
hcon pwp<>oed. ha-· in~ •• primar} objocti•< lh< >izo r<ducHon 
of lhc ''"'"' marric<>. ll~rough a rrunc:<oinn of dc~reos of 
fr<·cdorn (d.u.L). v.11ich iJHOI'<> lile ;<le""'" of oenam 
'"m"""'" and ··slav<'" do .f .• also kno~n in lll<mrure •• 
r<lainod and 1runoa1<d d o.f .• r<spcelh<l;·. 

Guyan [1) i> cr<dilod \\Ílh e>oabli>hinl 11>< ronoq~" in
•ohod ;n performins lh< r«<ucoion. "hich Í> b.l><d upon lh< 
a"uml'lion ohal for d¡-namic anal~">i>. oh<l.m<lk eoergy of 
lh< 10"<1 froquency mo<l.," le» .~ensni'< lo ¡l>o oruncation 
ohan ohc kin<1io energ) of tho hrgher froqucnoy onode;, while 
1 he >U a in energy i> prcsc"·cd ohrou~h ohc ""'"'·"¡''". 

1 n this procedr"'· o he probkm> invul;cd "" •~ O· f old; fir". 
oh< r<!ull5 are dcpend<nl on lh< abiill) and .-perience of lh< 
analy.,, 10 arbmarily ><I<CI oh< rna>l<r d.o.r. in >uch a v.a) 
lhat ohe mooion or th< plindpal mod<s can b< charao¡eri•«< 
adoquaO<l¡· by lh< r<Oain«< d.o.L. and socond. lhao ohe 
nuncaoion rno<lifi<> lo an """' lh< di>Uibulion or lh< 
inonial propenie> of lh< "'"''""· which in ourn inu~doc<> 
•omo onor in ohe rosuli> ohoained. J'unhor. ll<' cntcria 
currcrHIY "'"" ro •<l~oe ohe number antl i<><ation uf the 
r<1ainod d.o.f. and th< <rr<>l m1roduced b) oh< oruncal\on. 
Common S<n><. experience and J<chni<al inouilion in >omc 
<&>a ore aboul oh< onl) po=bl< 1001> oo mm< up ~ioh an 
df>ei<nl lruncaoion. unl<" lhe problcrn in hand i> fairl)" 
simpl<. 11o"""'· for proco"•cal purpo><>, <t<n ohough ohese 

'""""'""'"' hy <h< '"'"'" r "'""'"'"' D""'"" o!'"' A"'"'" Somn 
m "" '"""" E'"""" '"' '"'""""'' •l lh< '"'""" ' ""''" T«hoolo" ¡,.,,.,. Con/n._, Son F"'"'""'· <•1•1 .. A•l· ••·ll. "'"· 
"'""""''" """'"' ., .'tS'"' """"""'"' '~•«"- , .... foon No. 80-
CVP~T-1" 

c.,....,u .. ,...,"""•"'""'' , .. ,. 

oochnique. are "'cd· tho¡· pro<lu<e timil<d '""'"' "'"11>. 
Th< id<a. of malm condonYI>On lend> Íl<oll pani<ul<irl¡· 

~•11 10 oh< ooncep1 of >ub>UUC\uring, "hich in>"Ohe> lh< 
··~l•crodimctil.al\on"" of a lar~< spl<m inlo a ,., of >Ub· 
>;">r<rn< kno"n as "'b"'""""'· "hich in l ur n are disor<lizcd 
u•ing o finil< elemmo m<lhod. hoo·ing •• il> main pol!po" lo 
"''""' o he mo•l "gnificatol n1<1<l<S and ro .,,.mhle th< >)"SI<tn 
os o "hol< in l<nn> "r ohe prmci¡oal rn<•<l<> of coch >Ub· 
mucoure. Thi> area rccei-.d >ignificanl aucnoion in oh< 
a<roopaco indum} and i> "'ll do<urn<nl«< under ohe •ub¡<CI 
of ··~10<1al S;noh<>i> T«:hniques." Hurt;· 121, B•mford [l) 
ond C.oldman [~). omong ooherS. ha>< de><l~¡><d <>l<n>i•·• 
"ud ,., in oh·" arca aod 1 1>< lh<or¡ nced MI 1>< r<¡><ated here. 

"!lo<>< l<CI>OiQu« haoo ~<m "dl adapl<d '"oh< pmeno 
lrnll< el< m<•" pr•cJi«, """ ,,,,,.¡ cod.,, such 01 S,\~ fRAN 
[~). ANSYS [6) and SUI'ERP [7). am~"i olh<rs. offcr lh< 
f<aour<> of "">ubmuelurinJ"' and ""d;namk cond<noaoion. •• 

h i• lo b< noo«< 1ha1 ¡he us.< of lh<s.< oochniqun i> prirnaril¡ 
dJr«:l«< ooward> lh< d;nami< analysi• are~. in ~hi'h no1 onJ¡· 
lh< >tiffn«> rnaom i• >lO! «l. bu o al>o. lh< mm. •••d in"''"' 
<a><>. lh< dampin~ manicos ••e Slored. Ohu> ".:udng th< 
prnhkm ,;,. mcmor¡· ''"'"8' capocily roquiL• men" lo 
<flh.mco oh< oornpuoer an.1ly>i> wor>. 

1\"hil< molri> m<Ohc>tlo of anal)"'i' ha>< <rgnificamly 
comri~uoed lo ohc d<><lopm<nl of ohese J<<hniqu«. par· 
lioularl)" oh< ""Drrccl Soilrn<>> Metho<l"" [8). upon ~hich lh< 
finit< <lern<nl m<Jho<l jo ba><d. mh<l mC!horb ha•·• nol m· 
joy«< oh< >ame dcyr« of application. bu o mi) ¡>ol<nliall) b< 
pro'«< useful for lh< analysis of '"""Ur<>. Such i> lh< ca.c 
for lh< ""Tmnsfcr ~lalri' ~!<lhod"" ¡9). "hi<h can be >ic"ed 
•• a mnoinuity fllnclwn for an <n<loscd >)>l<m t<ilh 
lransferabl< boundories. lt• ad,·anoag<> antl limitalion> are 
do<urncnl<d by Dtmaro¡ona> [lO) and E>hl<man 1111. buo 11 
h., had <o m< suoc«>f ul applirnlion• for '"<r)" panicular r¡·p., 
of probl<rn>. as have oho >ludies publi>h«< b¡· Proh] [12). 
L<cl.i< [ll). and Lin and MeDaniol[l~). 
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¡ .. , 1 x, [x, ] x, ¡, 

1 "' 1 X, • 1 K,] x, - ¡, "' x, x, ¡, 

m "' m "' "' 
IX, 1 ar< the drgren of ft<"«lom a"odated \loith subsy<lem 

'"r'" M])' i • 1,2 and 1 X 1 1 are th< de~rees of fr«dom con
nect"Lng tite two sub.,u«ures. 

For th< exampi< u>ed here, the order of the gl.,bal matri<es 
i• given b) the followin¡ r<lationship. 

R~r, +r1 -(d.o.L)xN '" F10- Mullid""'*' ol l<e•dom gooorol "'"""" wlth '""''"'""" ,.horo: 
"""""''Y'"""""""'"" •• .,,. •• ""'" '""""' 

r, is the order <lf th< ith <Ub5tro<tor< matri•. i 1.2. Nis 

and IAl• "' [l''ll,,lll l 1 '' 1 
~----------~--

The O>etlap hcl,. .. n the blncl> rerrcse>H> lhe cormnon 
boundane• bttwocn ¡,.o adjae<nl sub>trueiUI<'. Physieally, 
1he 01erlap h<1"'<en matricO< ttprnen" lhe degro.> of 
¡, t:ednm cnnnec1 ing th< t "0 •ub<)'!Lem>. 

Th< order of 1h<>< mauie"' i> dir<e~l¡- g;,en b¡- the to<>l 
numhor of d.o.f. in the o\Ordll •Y<«·tn. A> an example, 
consid<r 1he muotural >)'<!<m shov.n in Fi~. ]. 

JI a lumpcd "'"" matm is u10d, and "'' datnpái~ i1 
""umed. th< equations descri~ing the motion of th< muctUr< 
undet a harmonic driving for« are as follo~" 

[M),,~,[..\'!,,., + [KJ.,D, [XL,., ~ l!L,., ,., 
lf tloe s)'Sl<m as shown in Fig. 1 is a•10mbled to anoth<r 

alike SY<l<m. as sh""n in Fig. C, such thao sorne Mdes are 
common to both sy5r<m<. the r<<UitÍrlg cquadons h«:ome: 

---- ..... omt•ndalure l<'un1.) 

1 F{lll 
IF~! !F,I 

!PI 

!FLIIF•I 

!F, 1 

'"' [Dm~l 
[D~l!D.,.] 

[T,] 
1 r, 1 

[T11 ){T,) 

-
-• 

>ector of appl1ed time depo:ndent f oroes 
•=or of forc ... ""ociat«< ~ilh lmaS1<r, 
slave)d.o.r. 
reduc<d V<C!Or of applied forces af<er 
condensation 
vcctnrs of forcn for th< (left, rigltt) 
boundaryd.o.f. 
vector of force' at the intermediate d.o.f. 
d)namic stiHness matri> 

part'ot\ons of the ¡lobal d)namic <t"tfln= 
maai• corre>ponding to thc master and 
sl"'·ed.o.f. 

redoe<d dynamic <tiffness matri> alter 
conden ... tion 

~ 1 ransfer nlatri' of ;ub,.,uctur< 1 

panitions cnrrespondmg to the overall 
tramfer matri> of. a sul><tructuTe \loith 
active intermediate d .o .f. 

Joumal of Me~hanlcal Deslgn 

"'" oumb<r of nodes ot lhe 'ont<rfa<< and d.o.f. Í> the numbtr 
cf degr= of fr«dom J"f node. -. 

ln ~oneral, lho "'b'trucru"' do not ha ve 10 be of the >ame 
order, and ,.,eral sub>iructur<> can bt a>sembl<d follo,.ing 
1he >Om< poe><O<lure. lile gene.al <>pre"ion f<>r lhe mder .,r 
lhe global matri«> <>f the chain-lih •ymm >h""n in Fog. 3 i> 
~i•en by: . .-' 

R., [;r,- l:td.o.I.),><N, (9) ... ,., 
h shonld be nOled tlut the interfaces ma)" or may not ha-. 

the """ numbor nf nodos Tio<Jmponant faot to note here i• 
that the more •ubotrt><tures there are in th< >y<tem, th<larger 
th< ord<r of tite ;¡·stem matrico> will be. Tb1s i> not tll< "" 
for tho proposed method described in \he follo,.ing 5<'<lion•. 

1 T11 ) 
lRZt 

!Al [BIIC1 
[DJ [E][/·] 

IGJ IHJ 11) 
IV" 1 

¡,:.,1 [~,) 

IR, 1 
¡s, 1 ~ 

1 s, 1 

>tale '<ctors of the (right. left) boundanc 

partitions of th< global .,¡rrn.., matrh 
oorres¡>ondin¡ to the Oeft, ri~ht and in· 
tcnnediate) d.o.f. 

partitiotu of th< redu«d ser uf equatioo> 
af<er the interrnediate d.o.f. ha•< been 
olirnmated m th< global sy<tem 

>«:toro of rernainder t<nns alter the m· 
t<rmediate d.o.f. have b<tn eliminated in 
th< global ')"<m 

complernentary '<<IOr> for lhe extended 
transfer matrix of oquation (32) 

w a frequen'Y ofv¡bration 



flg. 2 Supo"""''"" cornoo.,d ol 1~0 oHko '""''"'''"''' hnlng o 
oommon lnto>loco Doundory 

b""' ... ~. 
F<g. 3 MuiHoogmoM .. oupi'OI>uctu" wlln "n" oubotructu"o cholo 

ll>o '"""""' .. Tno '""'''"''"" '" ol • """-'""'""" "''"'"· 

Cond<n,..llun T<ebnl~u ... As >IOI<d earhcr, thc con· 
dcnsat:on of d_o_f_ hao •• i<> plimar)' objecohe. ohc ma1ri' 
size reducoi<>O and is """"'P!Uall)' done m foUI >1cps v.hich 
are: 

l Sdct1ion ofmas1<1 ><1 ofd o.f. 
2 Paroili<>n of !he >)'>l<m ma1riccs. 
3 Ot>tainin¡ o he <olu!ion for thc ma<tcr set of d.o.L 
4 Performing e>pansion 01 r<ro>cr)' for slav< d o_f_ 

Tho sel«:1ion of thc onaSl<r <<t of d.o.f. i> grnorall) l<ft to 
!he an~l)'>t. who d"iM""'" cen,in d.o.f. as h<ong ohe ""'" 
representativo of 1he rnooion of ohe !)'Sicm. Once thc ma>l<r 
o.c1 has b«n opecifled. rearran¡;cmeno o! rowo and coluonns i> 
performed on 1~< '""" and >riffn.,, matric.,., in ordor to 
makc th< part i110n< gi' en 1n th< follnwing cquao inn: 

[Mmm Mm>] ["•] • [~mm~"'] ¡x•¡.¡F•¡.,., 
Msm Mu X• !>.sm !>.•m Xr Fs 

Whore oh< •ubscripl ¡;,.,¡ indicar<> rhc term• ao><>daoed 
.,..ith thc ""m~~>t<r o.c1"' of d.o.L, lUid oul=rip< (s) indicaln 
th< l<rms assodared v.ith the '"5la" d.o.f." Aosuming a 
harmonic oolurion, ohe foiiOWLng e>pmMn wt he obramNl: 

[[Kmm K":]-~ [.Hmm M=¡)Jxm).fFm)<''> 
Asm lús M<m M>.< l-'• l rs 

thi• cquation can be "ritten •• !ollov.·s: 

• 

[
Dmm 
D>m 

""'] ¡x·¡ ¡F•j 
D.s Xs • ·Fs 

(12) 

"' 
!DI !XI ~ (F) (13) 

\\'h<r< thc maori• JD] is known •• Lb< "D)'"ami< S<iffne" 
E>panding" oquaoion ( 12). oolving for (Xs 1 and oubSiiroling • 
..,.e;,.¡ lime>, ohe follo"'"' sy>lem ol oquaoions is obtained: 

¡n·]¡Xml ~ ¡¡.·¡ (14) 

v.h<1e 

[D']-[Dmm]- [Dms] [D;<>)-' [D:!-m) (IS) 

""" 
lf' l•tf'm) + [D,.,-J ¡v"rr ]Fs) ( 16) 

Equation (14) conoti1U1<> the ""Reduc«<"" >el of cquaüon•. 
"ho>< onaori> ordor i> der<ndonl on the numher nf ma>!<1 
d.o.f. fhe c>panded soluoion can be obr.med ming th< 
I<CO><IY «JUatoons: oh= equation> .,, givcn b¡ th< follov.ing 

"P"'"on: 
\X, ) •I!Jss]-' ] [!", 1 - JDsm]l X m 11 (11) 

A opccial '"" in ohe condon<a<ion rosul<> v.hcn the "'""" 
d.o.f. a10 ch01en in such a v.a)' thao tller< are no driving lorc<> 
acting on ohc ola" d.o.!.: in ohi> caoe <quations (16) and (Ji) 

l>«omo: 

¡r l•lf'ml (1 ~) 

'"' 
t Xs 1 ~ \Dssl"' [DsrnJI X m 1 (19) 

A<idc frorn the mhcrcnl app!O,imarion in oh< di<crct\Liltion 
of lhe 'Y"''"· th< oolution c\p!<>=l by equalicno (P) and 
(IJ) do notfull)' ._.ois!J- the Lagrang< cquaoion (1). since lh< 
lmoti< onerg)' i> nnl minitniL<d, con<idering thc >lavo d_o_f. 
This "'C""""' i• wcll doCLHnonred by t;uyan {21] and Clough 
(22]. among oohers. Th<rofore. the uuncation of d.o.L in· 
or<>duo:<> somo erro! in Ih< "'"'" oblainod. 

'Jire 1-"inil< Eltmo•nt-T ran,f<r M o tri\ Approa<·h 

Prior to rhe diocu.,ion and dcrivaoion of oh< pmpo>«< 
rnethod. the fundamental ooncopl> ol combininJ oh< finil< 
elcrncnt and lh< oransler onalri' m<thod "ill be 1<\'Ícwcd 
bridl)'. A moro dorailed deocriplinn cdn t>e fnund m 
references { 15. 16] and {18], 

Tho applicaoioo of thc dircrt "illn<>> m<ohod 10 an clastic 
>)"<lem oubjcct to • >tatic load v<rtor r.,UI1S m lh< followm~ 
equatiun' 

(K] (X)• IF) 00) 

Nov.. 1«'> oon•ider oh< oystem describe<! by cquation (~O) ao 
a >truco m< sucO Ohat oh e degroes of !re«<om can be patl ioioned 
into "Ioft" and •• dglot"' d o. f, rtten equaoion ¡~·~¡ bc«omes: 

(21) 

By upandmf ohi> expr<><ion and sol•ing !or [X.l aod 
(F~ 1 in oerms o! (XL )and 1 r 1 ). ohc !ollowin~ «¡u O! ion; can 
bcoboain«l:• 

tX,I~!-!K,.I-' ~~-"!]IX,I+IK,.J-'Jf",l (22) 

""' 
[F,)•(]K,.\-JK."] IK1Hl-' (1.-,]J¡X,I 

Transactlons ot the ASME 

' 

• 



~j 

1 

¡ 

t 

+IA'••l [K,.J"' JF1J 

,.hi<h arrauge~ m ma¡ri> fomo be<omo: 

or <implifying the nooation, it ran b< ,.riuen as follo"" 

['" T" 
'"] ¡x,} 
T, f, 

"' 

(23) 

(2l) 

(26) 

fquation (26) can bt "''<>gni>C'd "' the uan,f<r maorix 
rdaoionship bct" «n ¡he stat< 1«1ors 1 Z k 1 ond 1 Z, ¡, "h'od! 
,. . .,, dori>od dnc¡J¡· from !he suff""' telollonship b<tv.cen 
the displacom<n< •«tm lXI and force •eoor IFI. ¡¡hen by 

«!""''"" (20). 
In lhi> c,ample, onl)' <he f1kd llansf<r malti' ""' dcri•·ed, 

In • ~tmilar mann<r, <he ¡>¡Jinl transfor matr.x could be 
d<ri•cd. 

Thr l'ropnwd M el hod of A naiJ>is 

Consi<kr """· ohot o he"'""'"'' 10 be •nalped b su eh that 
it can he brnlen do" o inro >ohstruc"'''' "hkh are chain-lo<o 
conne<oed a> >hov.n in Fi~. 4, The .<ubwu«uros ha-. cmain 
number o! d.o.f. "hi<h ar< at thc intetla= and sorne "hioh 
ate in<ermediate bct~«n the '"o interf•w- Titen tol.ing tite 
•·oc> m of d.o. F. for one substrutotUro, and dl•·iding Ll inlo thr.-. 
subseu: 

wher< 

1 X, 1 aro the d o. l. at the lelt interface 
IX,I•ro the int<rm<IIiat< d t>.f., and 
IX~ j arethe d.o.f. at the riaht mterface 

Using this partition in <quation (13) applied to on< >ub-
structtne, th< following «pres•ir>n< can be wriuen. 

[g ! ~HJ;J-UJ (lJ) 

soh·in~ for" the X 1 and >ub-lthutin~ in lhe remaining 
equatiun>, the fnlluwtn~ expre"iono are obtainetl: 

!!Al - [IIJ[E]- 1 [DJHX, 1 

+ [[C)-[H][E] " 1 [F]fiXR 1 + [Bj[E)" 1 j!·/ 1 ~ (F,] 

HGJ-fii][E]"'fDIJJX, 1 

+ [[1]- (H][E] • 1 (1]11 X • 1 + (H][tl·' 1F1 1 ~ 1 F, J (lS) 

whkh can also be v. ritten in rnatri• f orm u followo: 

['" 
'" 

(29) 

Journal ol Mechanical Design 

"h<re 1~ •. 1 and JR,I are lh< short hand nolotion of the 
matricos in 1he >Qnar< hrackm of equations (2g¡_ 

(24) 

13)' e>panding and rearranging equaoion (29), it con be 
•ho"n "fter •·.<riuus matri' rnonipulations that lh< left and 
itght boundori .. can be related by tbe following "'Pr<>>ion. 

or sirnphfying the notallon: 

{X']~['" '"]{X'}•{''} l''l r, r,. r, rL s, 
"her~ Ty rorr .. pond 10 the tenns included in th~ partitions of 
the '''"""o! equati0'1 001. · _ 

AJding one dumrn) equ•tion <<> thc symm, t.<., (1 ~ 1) the 
follo" ing <qua\Íon can be obtained: 

S, FL ''] {x'} 
' ' 

(32) 

whkh is th< ''pand<d transfor matri' relating th< stateof the 
kft and right boundari .. through the int<fmeáiat< degr= of 
freedom. 

For d)namk analysis, the st'<ffness onatrh [1.1 can be 
substmned by the d)·namic otJ!fn<>S rnatri> gi~<o m <quations 
{11) and (!l)_ The prO<edur< then to obtain th< transf<t" 
maui' is onalogntt5 oo that just de.cribcd. 

Once the tran>f<l rn•trix h"-' becn formulated for each 
substmcture, tht as><TI!bly of the <)'>lOm ao• • "bol< i> rnade 
follo" ing >tandard transfer mal ti> method pro<edures. 

The rel•tion b<t"e<n the le!t and right mterfa<:< state 
vc-crors, of • snbstrUC!ure "tn a cha'm,ftle connecred ~-.,orn i• 
¡i>en b)' equation (32). which in shnrt hand notation ha> the 
fortn of equati<1tt (26) rcpr:ated herc for <:<>nvenience of the 
teader. 

(26) 

When two subotructut .. are linked togeth«, th~ rigbt in
terface of sub-;tructure (n ), becornes also the le!t i"r<Yfao. of 
>ubstrucoute (n + !),th<r<fure; 

[ZLI •• ,aJZ.I. (JJ) 

Th< relationship botween Sial< ''<ctOr> for •ubstructure 
(n+l)i>then 

tz.J •• ,- rr •. ,liZL 1 •• , (J4) 

Combioing equat ion> (26), (ll) and (l4) tho <QUation r<>uhs: 

¡z~l •. ,-rr •. ,nr.uz,J. rm 
In thi• ca><. lhe genera] e.pr«<ion for thc tutal ,y.,em v.ith 
"n'' >ubstructurcs .._, sho"n in Fi¡¡. 4 is gi•<n by 

!l). • [T.JIT •• , ]( T1[! T,J [ Z0 ) (36) 

' 

• 
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n,¡ • A <holn-"'• """""'" .. •rstom. <omoo_. of "n " '"'" '""''"''' 
o• >lotlon•, """ doiOnod '"""""' 1•1, ond oppl••" lo<eo '"""" 1 Fl. 
ond ""' """" 1 Z 1 Oohno<l ot -"• <O""""ino boundodoo 

IZ],•](.,1[l0 1 07) 

[U]'" [T,llf,_,) .... [T11 (38) 

lt •~ould be not<d that b)' multiplying lho ~ratufor mani<cs 
[T,), the order of tna¡m ]U) doc> not increase but '"""m' 
compauble v.ith the matrico• b<ing multiplied. lf the •YM<m is 
such that oll ;ub<trUtlurn h>'< th< >ame oran>fer ma~do the 
ord" of the S)>tcm transf cr matm 1 U] romoim the same. 

This feature rcsult< in a r<duccd si.u: matrix which embodi<> 
tl>o entir< sy.,em. The end ""'' ''""" (Z[, ond [ZI, 
cotHain th< boundar) conditions of thc ltr<l<turo in terms of 
diSpla<emen« in the direction of th< d.o.L aod for<« at thc 
n<><l<• located in tloe intO! faces. 

Once the >)"<1<111 ha< \leen """'bl<d, th1< ;_, ~hm all the 
transfer mauice; h.-·e b<-en muhiplied as <>press«i b)' 
equation (JS). Sub><quentl)' the boundar)' condition> h.-·e to 
be snllsfied ll) >olving fur the ""'"""" t<nm in thccnd .,.,. 
-.<tors. Afttr th< end .,.,. >tctOrS are lnown the m
term«iiat< stat< >tc!Ors e>o be obtain«i b)' rtcursi;oly ap
pl)'ing <qootion (2hl tmtLI all ltate v« tors ar< known. 

For dynamio anai)'<ÍS, lh< d)'namic .,;[fn= matrix con
rain• the frequenC)' rerm>. Those frequency ;·alu<> 10hich 
sati>f)' the boundar) condlliuns are the 11.Ltur•l flequende< 
for the >ystem. The pro<eduro to ob1am th< na1ural 
frequenci .. and th< mod<> is similar to that pro¡><><-ed b)' 

Hull<t [17], In tlLis mel110d a natural l"qucn<y ;alue is 
assum«i for 10hkh the >)'lt<rn ;, "ueated," '""'" the test 
comim m mulripl)'in~ lh< uan•fer mauic<> and obS<f''ing 
v.hclher or not thc boundat)' condaions are .<atisfied. 11 thc 
boundary condition• are 001 •ati>(led, a di!fuen1 "1<>1" 
fr«¡uency must be chmen: aod cal<\0\a\lons mu<r be repeated, 
until the boundar) cunduion' "" «llsf«d pmducins an 
aaual narural frequency of the ')'"'"'- Thi> llerathc 
pro<«lure is •ho\\O .chemotically in the computor nO\\chart 
in fi~-l. 
Opcr~Hon~l Aspert> of lhe finile Efomenl·'fran•f•r 
~lalri• ~lcthnd 

Due to th< inhorenl complication< of matri• operatiotu, il is 
ncce•sary ro poinl out sorne importan! "'peas 10 be con· 
sider<d in dcvelop•n~ a suitable computer algorithn>. 

The proposed mcthod is oriente<! tO\\ards the analysis of 
complex sys1<ms 10bich con be modded b)· means of sub
structures conncctcd in a 'hain-like manro<r, fur in<l•nce, 
beams with intermcd1ate •uppom, bridg ... mullithro\\' 
cranhhaft>, etc. The comp!icarion• in,·o)l·ed m ob1aining lhe 
sllffncss and mass '"'""'"' are dil'cll) "'ociated wiLh lhe 
type of finite elements use~ to de..:nbe tOe structure. Se' eral 
book> {23, 24 among othen] are a;ailable with drtailed 
descriptions nf lh< procedures required w obtain lhc systcm 
matrices of equationo (J) and (4). 

• 

Flo 5 Comput" lmplomonlotion oloo"'""' lor tho oonocallud llnLio 
olomont tron.lor molri• molh<>O lor lho •toll< or djnoml< anol,ol• o!-

"""""''' "''"""' .. 
Tranucllons e! !heASME 
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F~-· Slmplo <"ooo-llko orot•m on< ''"'"""' "' ouOotruotunno¡ 

Th< deri>·a<ion of lh< <ransfor malri' lora "'bstruo<uro, 
hov.<><r, reqUJr<> (he io-. .. ion of •ubmatrix IE1 in <qualion 
127) and (~ 11 ] in equation (JO). Th<>t in>mions "" <OUr<<> of 
som< numorical orror>. l!n""'"• lh<" ini'OCSJon• aro done 
only one< for each submuC!or< and aro "'" affmed b~ oh< 
1~ >rnor. This is an od•·anlaJ<, cspedall) if allthe sul>
muotor<> hne the "''"' ronfi~oration. 11m i< lh< ca10 m 
¡><riod!c "ruc<uros sucll as 1hos.e tr<a"d by Emgeb and 
~toiro>ilch (25]. No•• al>o thao th< ordtr of lh<:lt maui<a is 
smalkr lhan the md<r of th< S!lffn<" and rnass matmes for a 
gi•en sub,¡ruc<ure, sine. onJ¡ the int<rm<diate d.o.f. ar< 
con.idw:d in the ma<rix 10 be in~on<<l. 

Finall)', it can l>e notro thatth< matri> [() is banded and ir 
"'"" not reqUJre full storagc: in th< compu<cr m<mory. lt i• th< 
a•>=lbly of th< vanou> >Ub.arn:tnr., that mal; .. >toras< 
m¡uir<menl' inctea!<, •inco thc order of th< global ma!rk<s 
incr<a<e; too.ln th< FE·TJ.l mcthod ~ •• ;ub<truotnre matm 
[T,) i• fully ¡oopulated and requirn fnll 110rage in the rom· 
purer memor)·, but lh< global 1ran•l<r matri> [U) do., not 
;.,crease in size since it results fmm ounsocuti"< rnatr'~> 

multiplkations 0$ indicated by equation (36). 
Sorne oth<r asp<ctS in ob,.inin~ th< solution of th< >Y>t<m 

are paralld to tho>< invt>l'<d in s¡andard tranofer matri• 
awlica!ions and d""""ion may l>e lound, for in>lance, in 
paP<f> by 1'.,1<1 and leckid9) or [1 S). 

Ahhough thc PI<'PO>ed rnothod " oricrt«d to"ords more 
complex muotur.,, a simpl< e>ample is givetr in th< aPil<ndix 
"'"h the purpose of illu.uating th< trcatm<nt of "'" sub
>truotures whkll ha ve a conmron boundar y ond are eh ain-lik< 
conn<<led. In thlS exampl<. the stiffn"'' matrix !.11 is fint 
d<ri'ed for <>eh eletnent in th< substtucture and th<n 
assembled u>ing th< srandord d~r<<l s¡jffrr<ss method. Sub· 
sequ<ntly, th< transf<r matrix [7] i> formulated for car;h 
snbstru<ture by applying tho translotmations of <quations 
(28). ()O) and (32) to th< stiffn<" matri< fouod earl'l<t. 

Joumal ol Mech~nleal Onlgn 

Finall). gJob.ll tran•for matri> ¡U) " obt•in<d by ,nultiplyin¡ 
Lhe transfer matrices of each oubmuCluro. 

Tt..,tmetrt of a Jorgcr and moro «>mple> •yst<m ;, 
analu~ous to that descril>ed in this exampl< attd th< ""' of the 
fini« <l<m<nt method allo"'s more eompl<> el<m<nts to be 
u=! 10 discrCli•~ the >ubstruC[ure! and to obtain tho sub
>trncturo ;ti lfn<IS and ma" matri<e!. Such applications h»< 
bc<n Oone by th< author> u>in8 J.l) isoparam<trÍ< 'Olid 
dements and v,iiJ l>e reponed in our noxt pa¡>ers whkh are 
now'" proraration. 

Summar¡ and Condu,ioo• 

A brief de5eription uf rlte cu¡rently availabl< eondenS>tion 
and substru<turrng tochniqu., has bcen made, pointint out 
wm< uf the mom featut., of th<S< technique> and how !h<y 
apply 1" th< a<lual typc uf systoms aJJrossed in this study. 
·¡ h< correlation 1><1"'«0 the stiff n<>s and tra"'for matri• lor 
>imple olem<nts ,.., d,.ru.,ed, anda ¡encrali•~tion of the 
<oncept "'"' de>·elupcd lot «HnPI" ,ub>ltU"U'"' hadng 
in¡ermediat< a<ti>< d.o.f. A d<tail<d d<ri>otion of the 
oquarion> Ín•oh·<d in the propo><d methOd "'"' m>d<, anda 
~mera] .;nmputor al~or"hm now.;hart (r,g. >J was pr.,;ont<d 
>howin¡¡ the main ><<P' r<Quired lor computer im
pl<m<ntation of this method lor praoti<lll applic>tions loan 
acrual phy>ica] S)'S!<m. 

lt " imponantto note that spocial auention must l>e ¡>aid to 
th< numorkal a<p<'C]S in•ohed in the matri> o¡>erations. in 
<>rd<r ro red treo the po"ihillly of numcrical error. 

J"rom in'pe"ion of th< <quations deri•ed. and from th< 
<>amplo ¡;'<n m ¡he appendix, th< follo,. ing con<lusions can 
he dra~ n ~<hi<h apply for chain-lil.e mnnectcd sy\Lems. 

1 Matri< reduction can l>e ach'r<'"d by applyin¡ th< ¡. é· TM 
approach to rhe substruetures of a S)"stem. 

1 Nn 1election of .~1""" and Slave do¡recs of freodom '' 
required in <h< !-1:-T~I mcthod. thus redu<ingth< p<>>Sibility 
of mist<pr<><ntation of th< S)'>to:n\. 

3 All the degr«' of froedon< are irt<luded in !he for· 
mulation of the reduc<d equations, and no sacrifico ;, 
roquired in approximating rhe kin<tk <nergy of th< system. 

4 Intmnediate ac!Lve d.o.f. can be properly <onden!<d. 
along with any <'t<rnal loads acting on thern •• shown by 
equation (281. 

S The ad•·•ntag<> of t h< finito elotn<nt merhod apply 10 the 
proposed method m t<r"'-' of di><r<tizin¡ the •Yst•m using 
>ubstructur.,. 

6 The advanta¡cs of the Tr•nsfer Matrix rnothud •l•o 
apply to th< proposod method. >pccifically the fac1 that by 
mulupl)int !he uansfer matrices. the order o! the r.,ulting 
matrix do<> not in<rease. 

~utur< 'rmprovcmcnts in this ar<a perhaP' v,ill incluG< th< 
formulation of uansl<r matricrs lor struotures with compl<x 
finito elen><ntl anO m addition. !he mclusiun of branch<> m 
th< 'Y"'"' may be cons;dered. 

Sorne of this ~<ork is altead)· in progr<::5> at thi! ini!Ltution, 
spec.fically, "ansf<r matrix lor structures model<d ~ith 3D· 
solid finh< olements. 

1 Gvyoo. M, J .• •"R<d""''"" ol S"IWn ood """ M.rr~<>."" A I.A.A. 
Jo.,n•l. Vol.}, No,¡ ,hb. l%l. p, )OO. 

l Hunf. W. C .. ··to"'"'""- oo .'!odal Srm""" T...,.;o..,;· Po...
No. 1 ol "SMf ,.....,, • .......,,,.. Bk. No. uO<•m. 1971. '"'""" oJ 
''''""'"' Sy"•m• 

) "•mlord, R. M .. "~ MOOol Comb• .. uo• l",o.,.., '"' D:ma<oi< 
"""'"' or S<'"""""·" T«b--' """"''''d>nn JJ 1'JO. J<t '"""""""" 
t..""'•oo,-. Po.....,. CoM .• '"'' 1907. 

4 <'oOldmon. R, L. '"V<b"""" Mol,.;, b> l>fOOmK !'•nummn1,"' 
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API't;.>.;IJIX 

T ransf er Mauix deri,ati~n for 1he two substrur>ure '~51= 
sloo,.n. Fig. 6. 

Stiffn .. s Maui• ol Subsuucmr< 1: 

-K, 
K, +K, 
-K, 

Sliffness Matm of Subsuu<>U>< 2: 

K 
' 

-K, 

-K, K,+ 11"1 

" -K, 

" -K 
K.' 

o 
-K, 

-K1.¡K1 

o 

o 
-K, 

o o -K, K1+11", 

" o o -K, 

" x, 
o x, 

" • 
x, -

-K, x, 
K, X, 

l'an!tlons on Sub.,ructuro 1 Sliffn<>s Malfi> for Transf<r 
Matri' FurrnuldtÍ<>n: 

Ther<fore 

X -K', K • -11", e • o 
D - -K, ' -K,+ 11", F - -~·. 
G -o H • -~·, ' -K, 

J, 

¡, 

¡, 

¡, 

• 

Then. using equalions (30) and (l2) 

.¡,, R 

11·, K, 

"" -
K0K1 ,, - K,f, 

J.", +K, K,+ K1 J.", +K, 

~¡:;' -- J.",+K, 
K, J.·, 

"" --
K, K, o,- K, K, 

R, •-
KJ, 

K, +K, K 1 +11"1 K, +K, 

... 
'" - ( K 1+K1)(' K 0K 1 )-l 

K, K, K,.¡ K1 K, K, 

K, +K, 

T,~-( K,K, ) ( 
K,+K, + 

K,K, )( 
K, +K, 

K1 +K1)( K,K1 ) .. o 
K111"1 K, +K, 

( K,K, )( r.,- -
K, +K1 

K, +K,) 
K,K1 

-_, 

' Transacticns ot the ASME 
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1 . 
• 
1 

1 

• 
1 
' ' 
1 

' 

1 

1 

• • 

... 

.. 
• 

• . . 

o,-(K,K, )( 
K, +K, 

-K,/,),._/, 
K 1 +K, K, 

. "" 
-· 

-K,/,) ( -K,/1 ) j 1 (K1 -K,) 
A" 1+K, + K 1+K2 • (/(1 +K,) 

·-'"' .. '' 

Tbe Trarufer MalrÍ• for Submu<1111e l;,; ThC1doro 

·- K1 +K1 J, 
K 1K, K, 

!T,)• " 
_, / 1 (K, -K,J 

lA", +A"1) 

" " 

• 

x, K 1 +K,· /, x, ,_ 
K1K1 K, 

/, - " 
_, j 1 (K1 -K,) 

lo (K1 +K1) 

" " " 

x. (
K,+K,_K,+K,)(-1' _K,+K,(/1(K,-A·,J)_f, ~ Xo 
K 1A", K,A·, K, K1K, (K. 1+K1) K, 

J. - {1 

. ": ."':,' :_. .. . " 
.· 

(
_/,(K1-K1J+j,(A"1-A",)) lo 

iK1 +K,) A"1 +A", 

•• ... 
. . . ;:·. -.'·· ,. .. . . 

~· .. 

. ,. " 

.. 

:~ 

._, 
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Design lmprovement of a Friction Brake 
Plate Through Finite Element Analysis 

V. H. MUCINO 

V. PAVELIC 

R. G. TASCHNER 

ll1e Unrver>~ly el WrsconSin-Mdw.;ukee. 
h/.rlwaukoe, W1<C-

The f""le eemen1 mclt>o<l os a~.e<l lo conducl lhc ~I!CSS analysos o! !he I:.CIIOh broko plale 
vsed on !Me rea'r a<le syswm ol agrocultural traCIOrs. E<lernal load'> on tne plale are 
cQnsldered to be apphe<lto the splma and ¡,.~>d t>ounda.ry cooo.uons a: the I:.CI<Oh ma1e11al 
are<r The O<l(l•nal desogn ot the lroCIIOn plal<! os analy"!d and snown 10 na·.e an uoe\·en 
diSirotJuloon <O load ontlle lcelh 01 lile sptooc. cau.,ng hogll slresses a: SQJT.e cnllcal meas ol 
lhc pl¡rle, Oesign changes are rmde on lhC anal1·.,s mOdel. hav">g as a prunaoy 10:ere51 U\e 
roduel1on ol pea~ slresses 10 an aCCe;>lable oev<:l. wothoul wvPre rn<Klohcato<ms lo IM orogonal 
dc$/gh. 1\\lh a n>.rl111'0Jm ol compr.o1e1 m;>nopyl:>l<>ns, the hmto elemeot model used )"ekle<l 
th<! bl>SI conl'!,!ural1on olll>e tlrake pi"'" lO< U\e ~oven OOds 

Conrribulo-d h> olo< l)o·o ;"" f ""'"''''""" "" ;,¡.,0 ni 1 ¡,. ,\""'' ; , , n ~<><1<· h ,¡ \1 '''"'" 1<; 1 F ""'""''" 1 ·~ 
""''''""""" "' ,,,. "'~''" 1 ""'"''"'"" (',,..¡, ,.,.,.,- ~ ~''''"· 1 hk'""· 1111<"'"· \1 '' 7- W, 19,__ "'"""'"P' ""''"" .. -'~'lf' 11~-'~""'"''" """'""1 11. <•79_ 

( opi<~ ~illl•.- "'"'"''' "''"' "'""") l. l•l!l<t, 
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Oesign lmprovement of a Friction Brake 
Plate Through Finite Element Analysis • 
V. H. MUCINO V, PAVELIC R. G. TASCKNER 

¡¡o;(E!ICU.TUI!E 

,, flank a¡·ea of the teeth 

. d¡•J. • l""d<U .dhpldCel:len~ "' ~l>c Up "' '"" toOtto '" 
'" tan;;ential <!ISplacement a~ '"' '" oC '"" tooth ' ' ) 
'• load dtstrlbutlon factor 

'• • !l0n>3l fo.-ce o<tlng "" '"' fhnlc oC 

"" tccth ,. 
, . • radial for·cc ootin¡; •• ~he flank oC 

'"' ~oot11 

.¡.\ tan~cntial CCI"POncn!. o~ ~ho "m'"·'l 
force u·,) 

m ~ slopc of loadlng llnc in Oooónlon 
diagra111 

equivalcnt rrcssu~c on the flank or 
the tecth 

r <treos ratio of altcrnatln¡; otroo3 

!•31 ) to 10ean otro» l•ntl 
s

01 
g al!.ernoting otr·eso at tooth (1) 

SOL! ~ rneor. st1•eoc a~ tooth (1) 

~nax, 1 r:taHnum st¡•coo a~ ~oo~h lll 
Von liBes crHor1cn of fnlure 
pr1nei¡,al ~~ro,.eo 

" "vm1 
r.1 ,s<.~, ,, . 

Ttn • 

Lorque carrl~d by Loath (1) 
i:'!'lt torQue in the srlino st>o.!t 

• t01·quo cort•!cd by onc friotlon 

rlatc 

1 il'l'I10JlUCT IO!! 

Tlle oyster.r considct•od in thls analyolo h 

~ <tUlUrle dül< brako, "hioh is usod in a typ1-
cal •·oar axlc of an at;rieultural troctor, Tho 
r:roin ot•Jeotlv<> or tM analyoto ~· tho dosl¡;n 
lr:!J'l'O\'cnent or ~M broke systom ;:h1cl1 dcrondo 
u)'On ~l1c perfo!T.tanoo of tl>O fl'ietior\ plotco, 

~M"~ l'l·iction plat,•• Ol'C oubJcct to fluct\\oUn¡¡ 
}Q,\<1~ ~llot ""Y cauoc roti¡;uo f,,ihwc of ti>O •·YL

to". (l'i>OPcfm•o, U10 ~n.1lyo1s Ls corrio<l out 

h.Wln¡;.os rril'lary lntc¡•cot the reduotior. of rcok 

1 

str~o•c• oeourr!n,g at the critlcal orea ot the 

frlction plato. 
In ¡ourou!ng lM objectivo 1t 1o ~ooJ.ratle 

to l<eep the ovorall l10dH1cot1ono lo o minJ.mwo, 
Thl~ po¡,cr deMonstrateo ttoa arplioation 

or the finltn element method a• •n Cfficler.t 

tool to 1dontify orit!.colly streoood area> of 
a typJ.eal fr1et1on r.late, and aHo as a tool to 
qu;lHatl.voly evaluate the design !!!Oditleaticns 
proposed In ordor to reduce the or1t1eol otreso-

" . 
l'iG. 1 •ho~o tM main coroponento of thc 

real' a~ lo ""·<'l1llly ¡¡1\lch oonsHI.c "f o Utrro,•
ential Eoar t!•o!n (A), a oluteh o¡·o~e~ (El,, 

du.ol brake oyote" (CicC') a~d th~ ~lonotary geor 

train syst<mo (N:D'), >'h• ·rarious eomponen~s 
On the oss.,.,bly ot cach bra\:e •ystCI>, are sheom 
oeparatcly in Pig. 2. 

Thc oporotton of a >:mlti¡olc diSk brakc 
oyotom nay ~e d~oo¡·!Lod brJ.of)y as follo••s: 
tho friol.ion platos rototc along ~ilh the shaft 

to which thoy "''" "~tochoJ l.hrou~h l.ho srlino, 
antl the stcol plato' aro aHooh~d l.o the hous
mg in >Uch a woy ~hat ro~anon h pt•oventod, 
~ial disploooment lo allo~ed tor bQth the fr~e
tion riateo ond otce1 plates. Whon hydraulic 
rr~ssuro h applled to tl':e trakc eyllnder, the 
bral<c phton mov~s axhlly and prc,.o5 the fric

tlon platos a~oinot tilO ;teol )'lOtoo, thC ool;n& 
torqu" In thc sl>on is trans,itto<l lo tile fric
ticn Jlhtoo lh¡·ou¡;ll lile splino, nnd tl!On cron>
mii'-ed to th~ "'col plateo th>."ongiL tilo friollon 
matet•lal on ~he frictlon platos, the aboarbed' 
brakin¡o; torque fr~rn the ,tecl plates lo finolly 

trac.srnittod to tho housing wh.leh U ,ttaehed to 

the fr~e of the tractor, The hoat &Oneroted 
d;uoing the brakc orrlication 1S obsorbcrl lo¡• 
coolant fluid which cinulatcs on olthOr oidc 
of thc f¡•J.clim> l'lo~o through tilO holco provHod 
on l.ho ploto, 

Tlle HokinB loa~o mro~~d on l.ho friction 
¡•lote>, induco 1\igh ot1•oss concontx•.Hion ot tilo 
root of·tho tcoth ln thc splino, ~hleh oro sub-
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RING GEAR 

8RAXE SYSTEM, 

PLANtrGEAII-,-

WHEEL 

AXLE <0'"''"''.) 
SHAFT ·-· 

O!FFERENTIAL HOUSING-' 

. , 

' 

- J~,¡,·¡,c a stress varhtlon ranging fr<l:! zero 
.val"" (idlo modo) to somo maxlrJ\!1;1 valuo (hrakc 

-~p¡•j loation). 
Fig. } sM~• seho:n~Uoat_ly torQU .. opplloá 

. to tilo frloUon plote, the geor.>otry of tho 
•pline, an"- ttle looot1on of the coclant circu

lo"lon Mloo." 

LOAPlUO CONSIDERATlO:;S 

VU• to tho repetitlvo nature o! tho load•, 
theoc can be ox¡•reoood by mean• o! a otat10 
¡.,con) compoMnt, and a dyno~.ic (alternaUng) 
~~ponent, for the purpooo o! analyois. Theso 
loado •rr distrlbutcd amon(. tilc l<>cth on the 
trietlon plate, in such a""' ttlat th~ ~atlo of 
altornatlng ~tres o to otoody strooo at any looa

t1on of tho ploto 10 8lwayo oonstant. ~h10 10 

duo to the faot th.H tho load vara• fr= :cero 

to """'" ""Ü"'Wl value ln oaoh brako appl!catlon. 
Jlowovcr, tho load ~hat o portlOUl>r too'h oar• 
r!os lo not necoooarlly equal to the load car
riod by a dlfforent tooth Jn tilo •plino. 

Flg. 4 onowo qualltat!vo)y th~ vor;atton 
or otre!O<S 111th roopeot to tino. at thcoo or
bltrary looatlons of tho frlctlon ¡lato, Also 
plottod !n the •~• Flg. 4 ls the varlatlon of 
\he load ~Hh roopoot to time. rt can bo ap
rreolatod ttlat tho rnax~~; strosses ot any or 
\he locatton• shown a~o rooohe~ "hon the orrllod 

loo~ lo 010>1~.\l>:l, th!S h, tll<' otrooo r.••ko arn 
in rh:lso wHh th• load r••ko, 

' 

-. ' '-
PINION GEAR 

(OIFFERENTIAL PINION 

. /"CLUTCH SYSTEM 

,-8RAI<:E SYSTEM 

PLANETARY GEAA CARRIER 

~OUTPUT SHAFT 

RING GEAR 

.._SHAFT 

~oiFFERENTIAL GEAA 

... 

·-u~in¡; the notoUon or Juvinall (!_),l tho 

streoo ratio can bQ cxproosod •• fo)lowo: 

'" ' ' SO."T .. '., 
\lhero sai 1• th& alternoting st~es&~o~ponent 
Slni h the 11100n otrcus o0<1poncnt an<l for 
portloulor oaoo In ><hioh tho loo~ varloo 

• 
~ero toa na>:llll= valuo then r • l; or 

,,, 

.. 

Fl¡;, 5 shO\IS tho ooo<tn•n dio¡¡ralll an~ the Joading 
lino for the teeth in tM spline of the frli:tton 

¡•hte. The olore of tho loadins lino 1> ouch 
that: 

'" 
by 5U~otltutins tl>e Nllality l~l in cquaHon ()) 
lt roouH• 

Sm.~•.l·?s~t 

thorcforo, the olopo cf the looding tiM in tho 

coo~an dtagr~~ 1> . ., 
Und«l!M~ nu:obers in rar~n~)lesos 

dooi¡;nat~ ~ofoconeco at ond of Papcr. 
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Fig. ? Bra~e asornl>ly oyst""' 

Bosed en th~"p ot>'e!S relattonoh1po and for the 
parti<ul~:- oaH ~reated in thh analyols. tho 
follolling oon•i"~raUoM can be <>ode tn crder 
te f'ol'l:lulate the t'inih el=ent =del, 

l f>•-.m fatig~e tMory ao truted by soro{~). 
tl::o o~: ... ·.:-~: .. ,¡ stNss oor:tponont IIIu•t be as 

•~Il '" ~o••tble in order te t~prove tha 
fatJ.:-·~ lite of the J"'rl, 

2 DuP to the nature of tne loado, and by in-

;, j ~o:-•;·~oo af]llcd an•J ~•:=ot:o:t o~ (to ~réo
t~o~ ¡bco 

o • 
' 't'· • • 1 ' ' • 1 • 
• 1 1 • 

' 1 1 . ' 
1 1 

íj\ ~ <O•o••"-•t•Tio• 
1 1 

'fi'll 1 •·1 IY"TR"" roor. 
/ j ' 5f0E$S TOOTH 

i tOOTH k 

i 
1 
! 

T 1M 1 

!l'lg, ij Varlation or load and streo>u at tt\ree 
arbitrol"y loeot1ono of the liieUon plato 

speot1~n or equationo (2) and {}), the u
ductlon or the mubu:o peak str""' ot any 
loootton of the part wlll reoult in a re
duotion or tl)e dyna:n1c OOOilponent of •tre». 

3 Sinee both. th.e steel plate~ and tr1ot1on 
plotoo are allowed to diapiaoe tn the axtal 

" 
ji 70 

o•o 
~so f~;;;;:, 
"•o-r/ , 
i 30 

i 20 

•o 
o 

STEEL 
217 229 BHN 

"'~· 5 ~ooZ.ar. dh~I'.l::l or-~ l~a~!n~ li~o ror the 
triotton flo~e. 

3 

• 1 



• 
¡."ig. 6 AppHcation úf ~he load on the rriHion 

ploh opl1no tc•oth 

dit'ootion lhc lo~d on the friol.lon place 
con bo eonoidorod to be ••tlnr, only in thc• 
plano of tl'le pl,tc ortd H l>os no CO!>r<>ncn~ 

in lhc .• Jxi.il cll¡·c•ction, 

4 1h~ tot>l load ootins on tho fJ•!oUor. ]•lote 
can be broken do\ln into tan~ec.tlal o~d 
¡·odlal fo¡·cc3 act1c.e on Llw lectil of tho 

opl1no, su oh thot tM •=atlon cf the ¡·e

sultin& tan¡;cnHal torces '!t tM pHoh 
cil•ch, nultl¡•li"d Oy the cot•roopondlne 
p.Hoh rodlU3 !o c~·J.ivolcn~ to the torque 
providcd br the oho~t, 

~ Tile loado :>¡•¡t\icd to \he tecth of tl¡e vlotc 

are rcaotcd Oy tM frlctlo~. l:latcrial, l<hlch 
tranomH~ the braking torquc to thc stcel 
plateo, 

6 ~ shtlc anOl~;sis alone """ ~e perfomcd on 
thc friotion plato, to cst~ate thc seres~ 
~htriWUoll on t11e !'lote, 

I'ORIJUJ,A'riOII OP 'filE !1lO!ll.lo!1 

Fi&. 6 •hous sclu.-=Ucolly the arpUoation 
oJ' tll<' lood on lhe fdctian plato, at thc loca
t1<>n or two adjMcnt tooth, ""d t11e hOU¡¡d,n•y 

conóHion~ at lhe frlctlon 10aterial orea of tM 
plotc, ¡n o!•der to ovoid local effeols duo to 
cc•ncontraled point loado, 1t 10 conven1cnl to 

rcrreoent the opplied roroes ot the teetl> os 
unHvl':o pns~ureo a long the l'lonk o~ ""eh tooth. 
ThO·l'oO\:Hant foJ•co at Che ¡>1\.cl! circle "ust 
holó for the conoidcratlon oo dlocuoood oorller 
,i, H••:n 1¡, 

The total in)lUt tor~uc for ooch whccl !S 

c~nicd by tifO phtea, ouch th:tt eoch rlolo oar

)'i<•O ~t>C-ILnlf Ol' \.!lO >nput tOI'q<LO. 

I'Or thc num"rical portlon of thiO otudy 

' 

Pi¡;;. 7 co.,)lUter rlot of lhe. Hi~lnal aec.lcn 
8-noles rrietlon plato ~~etry 

and test ~ato avaihble for the particuhr oooe, 
thc torquc corrl.t'd ty coch plote wa~ óelomi.ned 

·t.o o~"'' tollo''"' 

'" ' 
Then 

•••u."lins cquol load 1"'" tooth, the torq•Jc In t~.e 
pinte lo dio~L'i~·oto:!Cl oqu.,lly ""'OnG the 1} leelh. 
Thc toPqu•• co>•ricd by ooch tooth Jo then: 

,, 
; ' 

( 141 N-ml 

Tho oqubalont tan¡;cntul force at cach tooth 
octJn~ ot \.110 pUoh 'circlo io c\>talnod by di
vidlnG tho to¡•q-..o by tho radlt\O of tho pi\.ch 
Cil'Clo, \.hi$ io: 

-, 
J/ll:';boro In braokots indio:tte the SI 

' cqulvalence, 



1 

1 

1 

" ,, 
' " " ,, • ,, • 
" " • " ' ,, • 
' '" 

JI'!.~. 8 Dlsplaconcnto a\. thc tip of coch ~ool.h' 
for the o>•!g1no.l S-holeo rr<ction phte :oodel 

'ti.:~ (6) 

l.'hO''" rp ~ 1,3 in. 'l'hcn 

Tl>e cqt>ivalcnt h<ll'Oial fo¡•ce ~t Uw flanl< ot tho 
tooth ls obtained as follo>.o, 

!7) 

,1,cro </> is the Pl'essure ancle of thc >pUno 
r.oc·"c'>"y, FOI' thc jll'Cscnt ca> e </> = 25 dOC. 

The noi'Tml torco lo thcn: 

' <o< 2s• 
l%0) • ll>b~ 1~ l<l11rr) 

'!'1>0 eqUH.ll~ll\. FCssurc ol. th" flank of thc 

t<>eth lo ohtolr.ed by divldinr, ~he ooomol fo¡·co 
by thc arco or tlw rJO!ik: 

"' 
WILc:•o Ar 1s the ~t·ca of tho n~nk of tOce tooth 
fo>' tilo p¡•escnt case Ara 0,011106 in,2 thcn: 

Po • • t~ooa "" [ 11~ lt f•J 

'rho load oo uniforn ¡wcssurc on each tooth 
is cs'·boted to bo 256()() Psi [l'/8 !\ 1':1] noting 
OJL tho' ovo>·all tlank of cooh tootll. 

TolJlc l Spline, ~ocUt Load Foctors 1~bl~ 

' o 1100 8 ~l)) 7_ 1~84 

2 o 1054 ~.,SIO B 175~ 

3 O.r100 B.llll 7.?.~1 

' 0.117ó ,_ 7.7.~1 
5 

o '"" 
90''11, 8.01<. 

"'""''' '""~·~ ''"' """'"' ""'"" ... , .. '· 
1 .~¡.1 ·• •n~ o. ~"S 

7 -~ z ; o 'BZ'l 1.0"0 

H'lB -(e'"~ o.~4<S 

z¡,c¡z; <-"~" , 00~~ 

7,.<)1> •.• :•1 !.0"'1 -------·-··- .. 
6 ·O IZ19 82nJ1 71~11 '10~2~ -O-"'' O~JCI 

7 O.¡jo\ ~1<1114 8.1'114 H~H o.•ooo 1.0,\l 

8 0.11ú6 857b> 7.48C< H.~n-O.tll" OOit~ 

\0 :0.10<2.,'3,4~>0 B.>ZOI "1<."121 0~16' \-Offi6 --·-- --- -·- ... ·-- -·-· - .. -· 
1\ ¡ Q,¡z-¡0 81%"/ 7.141:\ "/b~l5·0S<l0 092~4 

12 0 10~1 9.1~5~ 7.'0l~H 7(-.r)1~ o.o>J ¡,O,~l 

\J. 0.11!5 EI.E>BU 7l?JO 711'l1l o ~;o¡ 1.001~ 

1'11~ PI!Il'l'E EU::IE:I~ !IOC~L 

DUo to the type of E~o::~etry or.6 Ioodin,, 

plMC c(l"cc,, elcrncr.to wo¡·c ~onsi~orcJ o~nuotc 
for this on:~.lyoto, Vht f.la~~ porooolic ele. 
)llenOs (8 ~ode> ¡>er clencnt) UCl'C ohooon to 
"'"~el \.he r.coneu-y uf tlle frlcUcn plato. 

In ordn \.o define the fini te olo::.er.t 
,;ce¡, of \.1\e c\.rucOc<l''' of ti",c• fdction ¡ü.tto, 
nodo and ele:nent o>ncraticn pattcrns ~·•·• uoed, 
The ¡•rO~<'dUl'C h as tollo·.ts: only cno to~\.11 to 
bl'okcn do;m into finito elemento, ti><• loootion 
of nodes lo clcf1ncd with ,-,spcct :o ~ cyltndi•i
ool c<>Ol"d!noto ~y,tcn uloich ul'IEln Jo at ~he 
e~mt~r of thc )'late, ~hc.cl<'rncnt c~•.neothit:.-

10 aloe J,•fil\•'d J'm• \.h.'.> toollt, ~hcn, nodo Gc:·
craUon b pcrfo!'•ed to llefine thc no~c loca
t!ont of thc r""ai~in¡; 12 tecth. rn thc oa.,c 
m.mnc:·, <•\cr""'t r,cno•·o~ion 10 p•r!'o;·,,•d L'o<· tll" 
rmalning 12 tecth, T~.e r;encrat!on 1s done ~Y 
lncr=cn~in¡; the ,-,odc nu::tbe¡•s Ly 100, ot "''"''Y 
27 ,G9 dce t"clvc t1rncs ~rouml t\10 ccnter of \.he 
phto. A 5i:oilor app~oach iS usco to define th~ 

mcoil l'or tilo o~\.ln• po>'t of tilo ¡•lote• "'""''l'Oo>ing 
thc coolant ~irculotion 1\0lc$; llt Chis case ono 

ooc\.or 1o do:'beli :tnd scvcn ooc~on ""' ¡>er:
orotcd oround tbc ccnter Cf tl>e plato, Vlnolly, 
<¡Uollrihtoral and triangular olc:>onts al'O ~sed 
in ordo¡· to oomwct tilo two o¡•ts or occtot•o 
togNher, This ls :ho\ffi in J>i¡;, 7-

Tiw finito olc¡,cnt rroc¡·;¡., nscd, dcv<'lorcd 
t-y structural D-jn:l.'rlics J<o:carch ~Ol'l''"'otlcr. (¿) 
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.e 
i•'i~. 12 M~Htonal tnodclo of OM occtct· usod to tl~temine the rnost ad~quote pooilton or the 11ol~s 

w1t11 rcspeot to tlw teeth 

Ol>o !'oouHine otroSa d!stt•ibution {Fi¡;. ll) 
sl><>us a oonotstent ¡>attem of stresse• uhloh 
ind1cates on ev~n tliotribupon or the lood on 

~~·~ teeth. 
•~>• '"'~¡,,.,., ~tress lovcl ·ro~ the new du

ol¡;n ¡>loto os t!le s~r"i¡;i>t lLne in ~he ~rorh 
sho,_.,.,, in Pi¡¡. 9- ¡,s H tan ~e obSe<'Ve•l, the 
¡.o:ok stre55es oHoined ui\.h the ol'iV-nol desit'TI 
can Oc reduced Oy ha'lin¡; the sone nU-.bH of 
eoo>ant holes thar. teeth on the plate. 

;;"i.JLolly, threo "ú•htiono1 n<otle.Ls \<ore eon
~1<lot·e1 in the analyots te de~eiT.Itr.o ~he r:.ost 
odequate poottton ror the holes w1th rU~f.Oct to 

th•> ~"etlo, Thooe >nodc•ls ""''" ma1o tor onl.y one 
sce~o~ enoo!Op.aUtn¡; o"" tooth and or.e hole. In 
•,rd'1r to mako the uno oector noolol rer•'"""nt to 
CO"I'leto o~r-udure or th<> rhte, propor boundory 
ccndltiono >1ero inpooed b1 COU!Olin¡; thO dls-. 
l•laeootent• or thc nodos ;,, thc >)'tnllletry llmHs 
~~ ~ho· .. ':l in n 5 • 12. 

Vory good oorrelotton was touna botwcen 
ott•cooe>s obta1ncd with the conpleto mo~cl an<l 
'he strcoses obtained wi~h the simplitlod on~ 

o~oto~ "o~cl. (wHhln a 1 po!'ocn~ of dirf~l'
cno~). 

73ble 2 """""al'izc: the reoults oOtotned 
ln '-h~ 'IO!'iouo compute!' l'UflO, ond rrovL<los a 
~ofct·e~co fo~ the nad<ru!l stresseo and lco•
t!ono for oacl1 oao~ trcatod, 

a 

~~blo Z s~~ry or He~ults Obtainod rrao the 
Finltc Ll<'liOnt ¡.;othod CO~pUter Runo 

COI:nUSIOIIS 

Fr""' the rooults in thU analySis, the 

follo•dn~ cunclu"i~no oon be drawn: 



VlRECTOIUO VE ALU~LIIOS PARA El CURSO VE : 

El METOVO DEl ELEMENTO FJNITO EN LA INGENIERIA 

DEL 5 AL 9 PE MARZO VE 1984 

NOMBRE V IJIRECClON 

MANUEL AW.'.IIN VELAZQUEZ 
ln6-iVUtilla No. 1559 
Cal. FIW.t:'.C'.. IIW.¡;ua.ta-Labo!W..to!Uc 

• lM¡xuúa, Gta. 

ANTONIO IIERNIII!DEl VILLANUU!A 
Z.uw.lta{'.l¡ No. 12-A 
Cot. San Jav-i.Vl. 
\Jeleg. Tt4b!e¡:c.n,tln. 
54030 UWc.o, D. F. 
390-5919 

.· LEO.IIARDO CANITE H!Rl!;YEZ 
Caviot-u. No. 23 
Cot. LM Atameda.ó 
54500 Mizapán, EdO. de MWeo 

•• 822-6696 

J. "MJTON10 CARNERO PARRA 
Roa lllttcenM Loza Na. 5 
Cot. OMeM 
\Jrleg. Ctw.uht.&nac 
06&00 !!ética, V. F. 
588-6696 

AMHC'AR VlAZ VE LEON ESQUrDA 
PtU>ea de. ta PIUinave.m Na. 3504 
Co!. V.d.tru de 1M¡:n~.a.to 
36500 1->w.pw:U:o, G-to. 

ABH VOMJNGUEZ &ORVES 
lhUdad fJa_(,,:.tací.ollat !.Vtdavü.to. Va.f.le.jo 
Ed.í.6. 16 Elrt. G Vepto. Na. 303 
IM.xica, V. F. 
587-8863 

JOSE A. GARCIA ESCOTO 

MANUEL GARCIA MARTINEZ 

EMPRESA Y VIRECCION 

LAPU! (CFEI 
Ave. Apauo O.'!.ú>U:e ~o/n. 
Coi. Cd. IndMV..i.al 
36500 1Mptw..W, Gto. 
727-27 ex.t. 117 

. INSTITUTO !.JEXICM!O VEL PEH::nEO 
Eje Ce•Wral. L6.zM.O CMdeM.l No. 152 
Coi. Sn. BM-toto A.tepehaa.c.án 
\Jet('fl. G1J.J.tavo A. MadeM 
07730 MWc.o, V. F. 
567-6600 e:d. 205, 20-1 

COMISIO.'I FEDERAL VE ELECTRICIDAD 
ClVUtc.o, CuVI.II.VI.O 
250-51 

INST. TEC. TLALNEPANTl.A 
Ave. Tec.n.o.t6gic.o .;·¡¡¡ 
Coi. Tecnoi6gica 
Vdq¡. n'aine¡xu-U:f.a., E de. de México 
565-6512 

CO!-HS/0,\J FEV[R,\L Dt: ELECTRICIVAV 
Av. Apw..c.o O!"...{ ente. !./11 
36500 liiapiU!.fO, GW. 
121-21 ex-t. 216 

INSTITUTO VE INVESTIGACIONES ELECTRICAS 
Vmúe. No. 36 3' P-\.;o 
Coi. Nueva A11:MU 
Mé:Uca, V. F. 
525-3510 

INSTITUTO PE INVESTIGACIONES ELECTR!CAS 
Van:te Na. 36 3' Púo 
Col. Nue\){l AllzWI.U 
MfxLea, V. F. 
525-3570 
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JUliO CESAR GOUEZ MANCILLA 
LLam<VutdM No. 6-9 
Coi. Buwa.v.Uta 
CuWto.Va.ca, Me"-. 
438-11 

RAUL MANUEL IEARRA GONZALEZ 
Mrut.tua. No • 1 O O 
Col. ReJ-ideJtc.U'I.l Acoxpa 
Veleg.- Uatpán 
14300 MWco, V. F. 
654-5867 

JOSE LUIS MORA PEREZ 
P1Uv. l'c.o. Cova.'lltub..(ru. No. 2 3 
Cot. J.UU.ta,'!-
/.loM.Ua, /.Udwaeán 
476-13 

Ci\NVIVO NICOLAS LOPEZ 
Tolúo ~'o. 711-2 
Cot. Pott.-tnlC-6 
-Oeleg. BrJ'!.UD JuAAez 
03~00 !dé:().co, V. F. 
53Z-6ZS7 

JOSE E. NO lASCO MORALES 
Montvr.Aelf No. 356-8 
Cct. Rema &vt 
Vt•.teg. Cwtuldémoc 
06760 uruco, V. F. 
574-2749 

ROSALIO PERG MARTINEZ 
C.Wz del Sult No. J S 
Cot. Sta. Oiuz del Mo11tc. 
Naueal.pan, Edo. de ~lético 
56Z-0?15 

• 

MARCO ANTONIO ALARCON RAitiJR[l 
NoM.e. 92 No. 6507 
Co.t.. Sn. Pc.Wto el CiMO 
Veleg. GtL6ffivo A. Ma.dVtO 
07480 Mé;Uco, V. F. 
760-5557 

EVUMWO A. RINCON MCJIA 
Co.,tn.ir.jo No. 623 
Col. lmkpendenc.út 
Toiw:a, Edo. de Mé:U:co 
91-721-41 l-54 

' 
'HIST!TtlfO V[ INVESTIGACIONES ElECTR!CAS 
1 ~..tr./Uol!. I n-i:C!ttlado -Palm.úut 
Apa!l-to_da Po~W No. 475 
62000 CueJmavaca, ~lo!¡_, 

438-11 

l P E S A 
Sru¡ Loli.enzo No. 153·5' P..Wo 
Cot. vet Va.Ue 
V el. e{!. Betú.to JuMez 
MWca, D. F. 
559-4375 

GEOTERMIA C..F.E. 
Af.ejarrdJr.o Vol.W. No. 655 
Apo.l!h:ldo Po.1.W No. 31-C 
Mallel.i.a., Uiciwa.c..fn 
436-49 

SECRETARIA VE COMUNICACIONES Y TRANSP. 
Xoúc y Untw.!r.J-i.dad 
CoL NMvM-te 
Vde..g. Ben.Ua Ju.Mez 
MV:.«.o, V. F. 
530-3000 e.xt. 382, 383 

ING. PERRE LUONG FLEURY 
Ok.lahoma. No. 157 
Cot. ~'.:ípote.; 
03810 Ub:.ico, V. F. 
536-0362 576-0212 

1NSTJTUT0 VE JNVCSTIGACIONES ELCCTRTCAS 
Im:<'Aio-t IntMnado Pa.lmiAa. 
CuM!tuV(l.('a, Ido"-. 
438-11 ex.t. ZZ16 

FACULTAD VE [STUVIOS SUPCRIORES CUMITITLAN 
Km. 3 Calr.A. Cua.u.ti.Ud:n Tc.cioyucrut 
Co-i'.. [x.-Rrmdr.o- ACmMáz 
54000 Cuax.Utt'&n, IzWU 
91-591-333-11 e;r;t. 27 

FAC. VE !NGENTCRIA VE LA U.A.UI. 
CCJUW de Coa.tcpec 
Totuca. Edo. de Mético 
91-nJ-545-12 
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PABLO IWIZ LOPEZ 
I.!>ta. MGf!dalvut Na. 41 
Col. PMda Val.tejo 
54170 Ttatne.pa.~. Edo. de. M~eo 
567-3733 

EMILIO TOVAR VALVEZ 
Bo<~quu de. &uu.il No. 63 
Col. Ba.~>qtH'.I> de. A!ta¿¡6n 
Eó.tado de Mi!::Uco 
559-1501 

• EVUARVO SANCI/[Z VELASCO 
PIW.f... Ta.j,<.n No. 911 
Col. sta. C!tuz Atoya.c 
Vr.A:eg. Ben.U.o Jwflr_ez 
México, O. F. 
688-6917 

BRAULIO 'ALARCON ORNELAS 
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INSTITUTO ~IEXICANO DEL PETROLEO 
Av. Eje CMllutt LázMo C&u:ienM No. 152 
Vcl.I'{J. G<U.ta.va A. Ma.deJto 
Mfx..iea, V. F. 
167-6600 e~- 20296 

!PESA CONSULTORES 
n LOile.nzo No. 153 
Col. V& VaXte. 
México, V. F. 
575-4077 

COMISION FEDERAL VE ELECTRICIDAD 
Af.ejam:!Jt.o VoU.a No. 755 
CoL Ele.ctJUc..L\t.w 
MM.el..Ut, M.i.ch. 
436-49 

!PESA CONSULTORES? S. C. 
S<t>! Lolti'JlZO No. 153 
Cot. Dei'. Valle 
Ve!eg. BeJLi..W JuMez 
03100 Mx..ico, V. F. 
575-4077 

• 


