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GENtRALIZED OPERATOR RICCATI EQUATIONS WITH TWO 

POINT BOUNDARY CONDITION5 
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ABSTRACT. Boundary problems for generalized Riccati equations whose 
coefficients are time-dependant closed linear operators densely de: 
fined on a separable complex Hilbertspace H are studied. Necessary 
and sufficient conditions for the existen~e of solutions are given. 

1. INTRODUCTION. 

This paper is concerned with the resolution problem of generalized 
Riccati operator equations with two point boundary conditions of 
the type 

dU / d t U (t) = A (t) + B (t) U (t) -U (t) C (t) ~ U (t) D (t) U (t) L 
E U(b)-U(O)F = G r (1.1) 

This equation arises in control theory, [10], transport theory, 
[14], and filtering problems, [1]. The Cauchy problem for this equa­
tion has been studied in [8], when C(t) = -B(t)*, being B(t)* the 
adjoint operator of B(t). If H is finite-dimensional, the coeffi­
cient operators are time-invariant, and E=F=I, G=O, C=-ll*, problem 
(1.1) has been studied in [17]. In a rec.ent paper, [16], we study 
the problem (1.1), when the coefficient operators which appear in 
the differential equation are time-invariant bounded linear opera­
tors on H. In the following we study the problem (1.1) for the time­
dependant case, and the coefficient are closedlinear operators den­
sely defined on a complex separable Hilbert space H. 

The key idea is to reduce the boundary problem to the resolution 
problem of an algebraic operator equation of Riccati type 

M + NX - XP - XQX = O (1. 2) 

From conditions for the resolution problem (1.2), conditions for the 
resolution problem (1.1) are obtained. Solutions of (1.1) are ~ress­
ed in terms of solutions of (1.2). We apply the results to the 
study of the existence problem of b-periodic so.lutions for the dif-
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ferential equation which appear in (1."1). 

If S is a linear operator on H, with doma in D(S) we denote the nu­

merical range of S by 

SeS) = {z E e ; (Sx,x) = z , "x" = 1} 

and o(S) its spectrum. In accordance with the definition given in 

[8], w~en S is a closed operator on H and generates an analytic 

semigroup denoted by exp(tS), we define the fractional powers: 

Sa = (S-a)-l 
-i'lTa e 

r (a) 
(a > O) 

We wish to express our thanks to Professors Hendrisk Kuiper and . 

Hiroki Tanabe for providing us with preprints and copies of their 

papers. 

2. ASSUMPTIONS ON ABSTRACT EVOLUTION EQUATIONS. 

For the sake of convenience, we state sorne results from the theory 
of abstract evolution equations which wi1l be used in the sequel. 

The resul ts of this section can be found in [7], [8], and [9]. In 

what follows, we denote by L a fixed closed angular domain 

L = {A; IAI ..;; 6+'lT/2} , 0<0 < 'lT/2. Let us consider the abstract 

evolution equation 

d/dt u(t) = V(t)u(t) ° ..;; t ..;; b , (2.1 ) 

in a Hilbert space W. u = u(t) is a function on [O,b] to W and V(t) 

is a function on [O,b] to the set of closed densely defined linear 

operators acting in W. 

We first state the assumptions to be made in the theorems. 

(H.l) For each t E [O,b], V(t) is a densely defined, closed linear 

operator. The resolvent set p(V(t)) of V(t) contains L. The resol­

vent of V(t) satisfies 

"(AI-V(t))-ln ..;;M/IAI 
for any A E L and t E [O,b], where M is a constant independent of 

A and t. 

(H.2) (-V(t))-l, which is a bounded operator for each t, is cont! 

nuously differentiable in t E [O,b] in the uniform operator topo­

logy. 

, I 
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where N and a are constants independent of t.and a with O < a < 1. 

(H.4) d(-V(t))-l is H8lder continuous in t E [O,b] in the uniform 
topology. 

Under the hypothesis (H.1)-(H.4), there exists a fundamental ope­
rator U(t,s) for the equation (2.1) which satisfies 

"aat U(t,s)lI = IIV(t)U(t,s.)1I <; t~s 

and consequent1y, a Cauchy problem for equation (2.1) has only one . 
strongly continuous differentiable solution (see the proof and 
examples in [7]). 

If w E R, 0<5 < ~/2, we denote Sw,a = {z E C; larg(z-w)I <; a+~/2} 

a~d LW 5 is the closure of the complement of Sw, 5 in the complex 

plane C. Are also sufficient conditions for ensuring the existence 
of a fundamental operator, the following hypothesis: 

(H.5) V(t) is a densely defined, closed linear operator and 
D(V(t)) () D(V(s)) is dense for any s,t in [O,b]. 

(H.6) 9(V(t)) e L,W 5 , w < O O < 5 < ~IZ , t E [O, b] . 

(H.7) There exists a, O<a<l, and a constant Cv such that 

IIV(t)-V(y))V-1(s)1I <; Cv It-vl a 

uniformly for all O <; t, v, s <; b. 

From hypothesis (H.5)-(H.7) an4 lemma 7 of [8], the domains 
D(V(t)) are independent of t, and there exists a fundamental solu­
tionU(t,s) for equation (2.1), (see [8],[9]). 

3. ON THE RESOLUTION OFTHE BOUNDARY PROBLEM. 

The first result is a necessary condition for the resolution pro­
blem (1.1). 

THEOREM1. Let U(t) be a soz.ution of (1.1). where the aoeffiaient 

operators A(t). B(t). C(t). D(t) for aH t in the intervaz. [O,b] 
and E, F and G are bounded Z.inear operators on H. Suppose that the 

foZ.Z.owing aonditions are satisfied: 

(i) The operator funation t --+ A(t)+B(t)U(t), generates a funda-
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mentaZ operator. 

(ii) The operator function t __ -+ [C(t) D (t) J. generates a funda-
A(t) B(t) 

mentaZ operator U(t,s). 

Then U = U (O) satisfies the aZgebraic operator equation 
o 

M + NX - XP - XQX = O (3.1) 

where 

M E U](b,O) G U1 (b,O) P F U1(b,0)) 

U2(b,0)f 
(3.2) 

N E U4 (b,0) G U2(b,0) Q F 

U(t,s) 
[U 1 (t,s) U2(t,S)] 

(3.3) 
U3(t,s) U4(t,s) 

Proof· From the hypothesis (i), there exists only one solution of 
the following problem 

d / d t Y (t) = (C (t) + D (t) U (t) ) y (t) ; y (O) = 1 

If we define Z(t) = U(t)Y(t), computing it fdllows that 

d/dt Z(t) = (A(t)+B(t)U(t))Y(t) Z(O) = U(O) = Uo' 

Thus [Y(t)] , satisfies 
Z (t) 

[YCO)j- = [1] , ,and 
Z (O) Uo 

[Y(t)] [C(t) d/dt, = 
. Z (t) A(t) 

D(t)] [Y(t)] [Y(t)l = W(t) 
,B(t) Z(t) Z(t)_ 

(3.4) 

From hypothesis (ii), and the properties of a fundamental operator, 
it follows that 

(3.5) 

Since U(t) satisfies the boundary condition associated with (1.1), 
from the expression of Z(t) it follows that 

EZ(b) = E U(b)Y(b) = (G+UoF)Y(b) 

and from (3.5) 

(3.6) E(U3 (b,0)+U 4 (b,0)Uo) = (G+UoF)(U1 (b,0)+U 2 (b,0)Uo) 

(EU3(b,0}-GUl(b,0))+(EU4(b,0)-GU2(b,0)Uo-UoF U1(b,0)-UoFU 2(b,0)Uo= O 

From (3.2) the result is proved. 

, ' 
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THEOREM 2. Let Uo be a soZution of equation (3.1) with coefficient 

given by (3.2). If hypothesis (ii)of theorem 1 is satisfied and 

(iii) U1 (t,0)+U 2 (t,0)Uo is invertibZe for aZZ t in [O,bl, 

then (1.1) is soZvabZe, and a soZution is given by the expression 

(3.7) 

Proof. From hypothesis (ii) of theorem 1, there exists a fundamen~.l 

solution of problem (3.4). Now, we define Y(t) = U1 (t,0)+V 2(t,0)U o ' 

and Z(t) = U3 (t,0)+U 4 (t,0)Uo ' for all t in [O,bl. Thus U(t) given 

by (3.7) can be expressed by U(t) = Z(t)Y(t)-l. 1t is easy to 

check that the operator function t --~ [~~~~J satisfies (3.4) 

with the initial condition l-Y(O)] = l- 1]. By differentiation, it 
Z (O) Uo 

follows that 

d/dt U(t) {d/dt Z(t)}(Y(t))-l_Z(t)(Y(t))-l{d/dtY(t)}(Y(t))-l 

A(t) + B(t)V(t) U (t) C (t) - U (t)D (t)V (t) 

with U(O) U. Since V is a solution of (1.2) then satisfies 
o o 

(3.6) and postmultiplying this equation by (Y(b))-l, it follows 

that EU(b) - U(O)F = G. 

The following corollary contains as a particular case theorem 2 of 

[161, when the coefficient are time-invariant linear operators on H. 

COROLLARY 1. Let us consider problem (1.1), where A(t) = A, B(t) = B, 

C(t) = C, Det) = D are densely defined closed linear operators on 
H. 1f the operator 

generates a fundamental operator V(t,s) 

such that U is a solution of (1 .2) and 
o 

U1(t,0) + V 2 (t,0)V o is invertible for all t in [O, bl 

then U (t) given by (3.7) is a solution of (1 .1) . 

Proof. 15 immediate from theorem 2. 

REMARK 1. 1f A,B,C and D are bounded linear operators on H, then 

operator W of corollary 1 generates the fundamental operator defi­

ned by U(t,s) = exp(W(t-s)), and from corollary 1, it follows theo-
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rem 2 of [16]. 

COROLLARY 2. (Lyapunov equations). Let us consider the following 
boundary problem 

d/dt U(t) A(t) + B(t)U(t) - U(t)C(t)} 

EU (b) - U (O) F = G 
(3.8) 

If the operator functions t --+ B(t) and t --+ C(t) are generators 
of fundamental operators UB(t,s) and Uc(t,s), respectively, A(t) is 

bounded for all t in [O,b] and 

N 
(3.9) 

M 

then problem (3.8) is solvable, if and only if, the equation 
M + NX - XP = ° is solvable. Moreover the relationship between 
solutions of both problems is given by 

U(t) = UB(t,O)UoUc(O,t) + f: UB(t,s)A(s)Uc(s,t)ds (3.10) 

Proof. It is easy to show that the operator 

U(t,s) (3.11) 

is a fundamental operator of system (3.4) with D(t) = O. If U(t) is 
a solution of (3.8) and if Y(t) is the only solution of 

d/dt Y(t) = C(t)Y(t) y (O) I tE [O,b] 

then Z(t) X(t)Y(t) satisfies d/dt Z(t) (A (t) + B(t)X(t))Y(t), 

for all t in [O,b]. Thus [Y(t)] 
Z (t) satisfies (3.4) , with D(t) = 0, and 

[Y(O)] = Z(O) [X~O)J . In analougous wayto the proofs of theorems 1 and 2, 

with D(t) = 0, the result is proved. In fact, the hypothesis (iii) 

of theorem 2 is satisfied since U1 (t,0) = Uc(t,O) and Uz(t,O) = O; 

thus (3.8) is solvable, if and only if, the equation M+NX-XP = ° is 
solvable. Substituting expressions U3 (t,0) and U4 (t,0) of (3.7) by 
the correspondent blocks given by (3.11), the result is concluded. 

In the previous section, the resolution problem (l.l) has been re­
nnrpn 1"0 ",n ",1ophr",ir onpl'a1".or eauation (3.11. This eauation ao'". 

,\ 
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[6], [12]. 

4. APPLICATIONS. 

In this section we apply sorne last results for obtaining b-periodic 
solutions of generalized operator Riccati equations. Let us consi­
der a generalized operator Riccati equation of the type 

d/dt U(t) = A(t)+B(t)U(t)-U(t)C(t)-U(t)D(t)U(t) (4.1) 

The following fact gives sufficient conditions for the existence of 
b-periodic solutions of (4.1). 

THEOREM 3. With the hypothesis of theorem 2, when E=F=I, G=O and 

the aoeffiaient funations A(t), B(t), C(t) and D(t) are b-periodias, 

the operator funation U(t) given by (3.7) is a b-periodia soZution 

of (4.1). 

Proof. This is a consequence of theorem 2, for obtaining a solution 

in [O,b]. Extending b-periodically this solution, the result is pr~ 
ved. 

THEOREM 4. Let us aonsider (4.1) with D(t) = O. If A(t), B(t) and 

C(t) are b-periodia (b > O) operator funationa whiah satisfy the 

hypothesis of aoroZZary2; if N , M and Pare given by (3.9) and 

(4.2) 

where a()CN) = o. E C; A-N is not onto} and a1fCP) is the approximate 

point speatrum of P, then there exists a soZution Uo of M+NX-XP = O 
and U(t). given by (3.10), is a b-periodia soZution of (4.1), with 

D(t) = O. 

Proof. From hypothesis (4.2) and theorem 5, p.13B7, [4], there 
exists a solution Uo of equation M+NX-XP = O. Now, from corollary 2, 

U(t) given by (3.10) is a solution in [O,b]. Extending b-periodical­
ly U(t), the result is concluded. 

COROLLARY 3. Substituting hypothesis (4.2) in theorem 4 by 

a(N) n a(P) = 0 (4.3) 

there exists only one b-periodic solution of (4.1) with D(t) = o. 

Proof. It is a consequence of theorem 4 and Rosemblun's theorem, 
[13], p.B. 
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HOMOTOPYSTABILITY IN BANACH ALGEBRAS 

Gustavo Corach 
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Let A be a (real o~ complex) Banach algebra with identity~Severál 
algebraic objects associated,to A are considered in thispaper. 
Their common feature is that the general linear group GLn(A) acts 

over them defining fibreibundle structures. 

In Section 1, we study the map ta: GL n (A) + Uk• n (A) defined by mul­

tiplication at left, where Uk,n(A) is the set of left-invertible 
nxk-matri~es on A (k < n) anda is a fixed element of Uk (A); this ,n 

map is a Serre fibrafion and, under some Hermite conditions [2,7], 
it folldws thatUk (A) is a Banach homog~neous space. In Section 2 

,n . 

we study the space P (A) of idempotent matrices in M (A); for each 
n n 

p E P (A) the map u ~ upu- 1 (u E GL (A)) is a fibration. In Section 
n , n' , 

3 we relate the definition of Grassmannian manifold for Banach al­
gebras, studied by Porta and Recht [10] to the more classical defi­
ni tion Mk (A) = GL (A) 1GLk' (A) x GL k (A); we show tha t, under some ,n n n-

connectedness conditions, these spaces are homotopically equivalent. 

In Section 4 we prove that the sequences {¡ro (GL (A))) , {¡r.(P (A))} , 
, ' 1 n n '1 n n 

{TI i (Grass (Mn (A)))} n and {TI i (Mk , n (A))} n stabilize under some "sta-

ble range conditions" introduced by Bass ,[1] . 

These results provide another link, between algebraic K-theory and 
Banach algebra theory.As an application we show that the Grothen­
dieckgroup Ko(A), whic;h may be presented (Karoubi [8]) as a di-

rect limit lim P2n (A)/GL 2n (A) , can be identified with P2n (A) I 

GL 2n (A), íor n large enough. Our final result is a Banach algebra 

version oí a theorem oí Suslin [2,17]: for n ;;¡;. 1 and r-1 in the 
stable range of A, the neutral component of GL (A ) acts transiti-r n 

vely on U1 (A), where A = A{In) in the Banach algebra of conti-
,r n ' n 

nuous maps from [O,1]n into A. We also prove the analogous of Bass­
Quillen conjecture for Banach algebras ([10], p.XI) which is rela.,. 
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ted to Serre's problem. The proof, which 'is easier than those of 
Susl in and Bass for the algebraic resul t, suggests tha t several pro­
blems from algebraic K-theory can be clarified in the Banach alge­
bra category. 

The author wishes to thank J>f.Karoubi for introducing him into the 
subjects and A.R.Larotonda for many estimulating conversations. 

1. UNIMODULARMATRICES. 

Let A be a ring wi th uni t. For k .¡;¡;; n let Uk (A) be the set of left ,n 

invertible, nxk matrices: Uk,n(A) = {a E Anxk ; there exists b EAkxn 

with b.a = 1 E J>fk(A)}. 

If A is a Banach algebra Uk n(A) is anopen subset of Anxk . In par-, 
ticular, Uk (A) is arcwise connected if it is connected. ,n 

The action of GLn(A) on Uk,n(A) defin~d by left multiplication gi-

ves, for each a E Uk (A), a mapping t : GL (A) + Uk (A) ,n a n ,n t (1T) = a 

= a.a. If A is a Banach algebra ta is a Serre fibration, [2], so it 

induces an exact homotopy seq~ence [7] 

(1.1) ••• + 1T. (S ,1) + 1T. (GL (A), 1) + 1T" COk (A) ,a) + 1T1" -1 (Sa' 1) + ••• 
1 a 1 n 1 ,n 

where Sa is the stabiZiaer of a by the action of GLn(A) 

S= {a E GL (A) ; a.a a} a n 

1.2. REMARK. In general ta is not surjective. When GLn(A) acts 

transitively on Uk (A), A is called (n,k)-Hermite. See [4] for a ,n 

closer study of these Banach algebras. 

The exact sequence of ta is better understood when a is the nxk ma­

trix e whose columns are the first k canonical vectors of An • In 
this case 

x] E GL (A) ; x E Akx(n~k), a E GLk(A)} 
a n 

which is homeomorphic to the product GL k (A) x A kx (n-k). Now, Akx(n-k) 

being contractible, the exact sequence becomes 
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where a is induced by the inclusion o + [g ~] of GLk(A) into GLn(A). 

1.4. THEOREM. If A is (n,k)-Hermite then Uk,~(A) is homeomorphic to 

the Banach homogeneous space GL (A)/Lk (A). n ,n 

Proof. Given a topological group G and a closed subgroup H the pro­

jection p: G + G/H ii a (locally trivial) fibre bundle if it admits 

a local section at H [7]. In particular, if G is a Banach-Lie group 

p is always a fibre bundle. Thus, if A is (n,k)-Hermite, then 

t : GL (A) + Uk (A) is a fibre bundle and it induces a homeomor-
e n ,n 

phism t .: GL (A) /L.k (A) + Uk (A). 
e . n ,n ,n 

1.5. THE CO~ruTATIVE CASE. The image of te is open and closed [4] 

so A is (n,k)-Hermite if Uk,n(A) is connected. Now, if A is a com­

plex cornmutative Banach algebra, a simple application of the 

Novodvorski-Taylor theory shows that Uk (A) is connected if and 
,n 

only if all maps from the spectrum X(A) of A into Uk (C) (the 
,n 

Stieffel manifold of k-frames in Cn) are null-homotopic. Thus, if 

X(A) is dominated by a compact space of (Lebesgue) dimension at mast 

2(n-k), Uk (A) is connected [11,4]. 
,n 

1.6. Let X be 11. compactspace and A(X) the Banach algebra of all 

(continuous) maps from X into A, with the sup n0rm. For every x in X 

the evaluation morphism e = E : A(X) + A E(f) = f(x) has an alge-
x 

bra section ; more precisely, the morphism s: A + A(X) sea) = 
= the constant map x ~ a, satisfies E o S = 1 A' In general, an 

epimorphism of Banach algebras ~: A + B induces a Serre fibration 

~: Uk (A) + Uk (B) which is a fibre bundle when ~ admits an al-
,n ,n 

gebra section. In this case, if ~ (a ) = b and F {a E Uk (A); 
o o ,n 

~(ao) = bol, the homotopy sequence of the fibration F + Uk,n(A) + 

+ Uk (B) splits at each i and produces short exact sequences 
,n 

o + rr.(F,a ) + rr.(Uk (A),a) + rr.(Uk (B),b) + O . 
1. o 1. ,n o 1.,n o 

Returning to the situation ~ = E , 

i = O, we get 

a 
o 

= b = e when X = st 
o ' 

O + rrn(Uk (A),e) + rr (Uk (A(St)),e) + rr (Uk (A),e) + O 
]V,n o ,n o ,n 

Thus, if Uk (A) is connected there is a bijection between 
,n 

and 
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TIí(Uk,n(A),e) and the set ,of connected components of Uk,n(A(Sí)). 

This remark will be used in §4. 

2. PRO J E e TI O N S • 

Let B a ring with unit and P(B) the subset of idempotents of B: 

P(B) = {~E B; b 2 b}. For each b E P(B), B· acts on P(B) by inner 
-1 automorphisms, that is b defines a map eb: B· .... P(B) eb(o) = ob o . 

If B is a Banach algebra, each eb is an open map and its image Mb 

is open and closed in P(B); moreover, P(B) is a Banach manifold, eb 

defines a fibre bundle over Mb and there is a homotopy sequence 

where Rb = {o E B· ; ob = bol [13,14]. 

If A is a Banach algebra and B is the algebra of all nxn-matrices 
on A, B Mn(A) , let Pn(A) P(B). For b=l (see §1) 

~ = Rk,n(A) = {[g ~J E GLn(A) o E GLk(A) , T E GL (A) x E Akx(n-k)} 
n-k ' 

which is clearly homeomorphic to the product GL k (A) x GLn _k (A) x 

x Akx(n-k). 

Thus, the exact sequence of ee becomes 

TI. (GL (A), 1) .... ]. n 

where S is the homomorphism induced bythe inclusion 

(O,T) .... (g ~J ofGLk(A)xGLn_k(A) into GLn(A). 

3. THE GRASSMANN MANIFOLD. 

Porta and Recht [13] propose the following algebraic definition 
for the Grassmann manifold: given a ring A with unit, let peA) be 

the set of idempotent elements of A, peA) = {a E A; a 2 = a} and 
consider the equivalence relation - on peA) defined by a - b -* 

ab = b and ba = a. The Grassmannian of A is the set Grass(A) = 
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3.1. THEOREM. Let B: peA) ~ Grass(A) be the projeotion map. Then 

\3.1 .1. B is an open map; 

3:1.2. Grass(A) is paraoompaot; 

3.1.3. B has a oontinuous global seotion; 

3.1.4. B is a homotopy equivalenoe. 

In the particular ca~e when A the algebra Mn(R) of all nxn real ma­

trices, Grass(A) can be identified with the classical Grassmannian 
U Gk ' where Gk is the set ofall k-dimensional subspaces 

O'!:k'Sn ' n n 

of Rn . Moreover, 
ly, the Gk . 

,n 

Let us study more 

th~ connected components of Grass(A) are, precise-o 

closely the Grassmannian of M (A) when A is a 
n 

Banach algebra. Por this, we identify AkxAn- k with An and consider 

the following subgroups of GLn(A): 

x E Akx(n-k) aEGLn_k(A)}, 

T E GLk(A)}. 

We set Mk,n = Mk,n(A) = GLn(A)/Lk,n(A) xHk,n(A). Observe that 

Hk,n(A) is isomorphic to GLk(A) (as topological groups) and that 

Lk,n (A) is isomorphic to the semidirect product Akx(n-k) x GLn_k(A). 

This remark. the general theory of Banach-Lie homogeneous spa~es 
[9] and a well-known result ofPalais [12, Th.1S] yield the follo-

wing 

3.2. PROPOSITION. a. Mk (A) is homeomorphio to M k (A); 
,n . n-,l1 

b. Mk, n (A) ls homo topioa lly equiva len t to GL n (A) IGL k (A) x GL n _k (A) . 

As a consequence of b., the exact sequence of the fibration 
L x H ~ GL ~ GLn/GLk x GL n_k becomes 
k,n k,ll n 

(3.3) 
~ TI.(Mk (A),1) ~ TI. ¡(Gr., k(A),1)xTI. ¡(GLk (A),1) ~ ... 

~ , n ~- n\- ~-

In connection with (1.1) we have 

3.4. PROPOSITION. If A is (n-k)-He~mite, te induoes a prinoipal lo-
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aaZZy tpiviaZ libp~ bundZe Uk (A) + Mk (A) whose libeps ape homeo ,n ,n 

mopphie to G~k(A). In paptiauZap Mk (A) is homeomopphie to ,n ' 

3.5. REMARK. LetX be a compact space and A(X) thealgebra oí A­
valued continuous maps on X. It is easy to prove that GLm(A(X)) is 

isomorphic to C(X,GL (A)) (¡iS topological groups). In the same way 
m 

we get a homeomorphism írom Mk,n(A(X)) onto C(X,Mk,n(A)). If ~,n(A) 

is connected, from the fibration properties of the evaluation maps 

Mk,n(A(X)) + Mk,n(A) we can prove that lfi(Mk,n(A)) is in a bijec­

tive correspondence with the set [Si,Mk,n(A)] (cf. [4,2.4]). This is 

particularly useful when A is a complex cornmutative algebra, for 

in this case 

[Si,Mk (A)] 
,n 

i 
++ [S xX(A),Mk (e)] ,n 

3.6. PROPOSITION. Fop eaeh k .;;; n Mk (A) is homeomopphie to a union 
,n 

01 eonneeted eomponents 01 Grass(M (A)). Mopeo,vep. il Uk (A) is n ,n 

eonneeted. Mk (A) is (homeomopphie to) a eonneeted eomponent 01 
,n 

Grass(M (A)). 
n 

Ppool. Consider the composition 
e B 

GL (A) ~ P (A) --+ Grass(Mn(A)). n n 

It is easy to see that, i'f a has the íorm a = (~ ~) with 

T E GLk(A) , p E GLn_k(A) and x E,Akx(n-k), then B(oeo- 1 ) = B(e). 

Thus we get a map e : Mk (A) + Grass(M (A)). But e and 
e ',n n e 

B o e 
e 

both are open maps and their images are closed in Pn(A) and 

Grass(Mn(A)), respectively. The result fOllows, then, by (3.4). 

3.7. COROLLARY. Ií Uk(An) is connected 

lfi(Mk,n(A),e) = lfi(Grass(Mn(A)),B(e)) , 

where i denotes the image of e EUk(An) in Mk,n(A) by the fibre map 
oí (3.3). 

4. STABILIZATION. 
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is the least integer n such that, for every ta E U1 ,n+l(A) there 
t . 

exist elements x1,x2, ... ,xn in A with (al+xlan+l,a2+x2an+l' ... 

... ,a +x a +1) E U.1 . (A). n n n , n 
If no such integer exists we set sr(A) = oo. Some results relating 
sr (A) to the topology of A may be found in [51, [61·, [151. We quote 
two of them, from which we shall deduce several consequences. 

4.1. PROPOSITION. ([61). Let A be a Banaeh aZgebra. For every n 
and k sueh that n ~ sr(A) + k, Uk,n(A) is eonneeted. 

4.2. THEOREM. ([6, th.5.121). Let X be a eompaet spaee and A a Ba­

nach aZgebra. Then sr(A(X)) ~ d + sr(A), where d is the (topoZogi-­

eaZ) dimension of X. 

(This result answers, partially, the questions 1.8 and 7.3 raised 
by Rieffel [151). 

From (1.3), (1.6), (4.1) and (4.2) we get 

4.3. COROLLARY. 1et A be a Banach algebra and n ~ sr(A) + i+k. Then 

(i) 

(ii) 

~.(Uk (A),e) is trivial; 
1 ,n 

~.(GLk(A),l) ~ TI.(GL (A),l) ~ TI.(GL(A),l) 
1. 1 n 1 

Let us consider the commutative square 

i 
GL (A) --+ GLn+l (A) n 

'. j 
j 

j e e I 

P (A) n ) Pn+1(A) 

KtOP(A) 
i+l 

( [9]) . 

where i(a) = (~ ~J ' j(p) = (b ~) and e' 15 the (n+1)xk matrix 

define.d in the same way that e (§1). Comparing the homotopy sequen­
ces of e and e I (§2) and using 4.3.ii we get 

e e 

4.4. COROLLARY. Let A b~ a Banach algebra and k, n-k ~ sr(A)+i. 
Then 

TI. (P . (A) , e) ~ TI. (P +1 (A) , e') . 
1 n 1 n 

(Observe that k appears implicitely in this formula, for e and e' 
depend on k). 

Next, we use the preceding corollaries, 3.1.4 and 3.3 to obtain a 
similar result for the Grassmannian manifolds defined in §3: 
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4.5. COROLLARY. Let A be a Banaeh algebra, For k, n-k ~ sr(A) + i 
it holds 

(i) 

(ii) 

TIi(Grass(Mn(A)), B(e)) ~ TIi(Grass(Mn+1(A)), B(e')) 

TI . (Mk (A), e) ~ TI. (Mk +1 (A) , e' 1. 
~,n ~,n 

The next result eoneerns the group Ko(A). This is the Grothendieek 

group of the eategory of projeetive finitely generated left A-modu­

les. Karoubi 8 has given an alternative deseription of Ko(A): 

the aetion of GLn(A) on Pn(A) defined in §2 allows us to eonsider 

a direet limit 

(4.6) 
/"-.. 

P4 (A) -+ ••• + 
......-.... 

P2n+2 (A) 

/"-.. 
where P (A) = P (A)/GL (A) and i is indueed by the mapping n n n n 

o 
1 
O 

/ ........ 
Karoubi shows that K (A) is isomorphie to lim {P2 (A),i }. We prove 

o/'-.. + n n 

now that the sequenee {P 2n (A),in}stabilizes if sr(A) is finite. Mo-

re preeisely 

4.7. PROPOSITION. Let Abe a Banach aZgebra and n ~ sr(A). Then 

----...... 
P2n+2 (A). 

Let X = P2n (A), y = P2n+2 (A), H = GL 2n (A) and G = GL 2n+2 (A). Obser-
/"- ............ 

ve that P2n (A) = X/H and P2n+Z(A) = Y/G and that we have a eommuta-

tive square 
f 

X Y 

1 1 
X/H f • Y /G 

where f (el as s of p) = elass of [p 1 ~] , for p E X. By (4.2) and 
O 

(4.3) TI o (f): TI o (X) + TI o (Y) an d TIo (i): TIo(H) + TIo(G) are bijeetions 

and we have observed that, for eaeh y in X (or Y), U = {oqo-l ; 

o E H (or G)} is open and elosed in X (or Y). Thus, the eonneeted 
eomponent of q is eontained in U. A straightforward argument shows 

that f is, then, a bijeetion. The proof finishes just remarking 
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[3', Th.3J, ["17, Th.12.4J. Let A a commutative noetherian ring with 

Krull dimension d, let An = A [tI' ... ' t n] the A-algebra of polyno-

mials in n indeterminates. Suslin proved that, for every n ;;;. 1 the 

s~t of elementary matrices Er(An) acts trans-itively on U1 ,r+1 (An ) 

if r;;;' 1 + max {d,(d+n)/2}. 

(Recall that, for a ring e, Er(e) is the subgr6up of GLr(e) gene-

rated by the rxr-'matrices 

In a topological setting, 

notation is lite in 1.6), 

1 +e~ ., where 
~J . 

A[tI,···,tn] 

E (e) by the r . 

c E e and (e~j)kl = C8 ik8j1). 

is replaced by A(I n ) (the 

neutral component GLr(e)o 

ofGLr(e) and the l(rull dimension by the stable.rank. More precise­

ly we have·the following 

4.8. THEOREM. Let A be a Banach a·tgebra. Let A = A(In ) the atgebra 
n 

of continuous maps In = [O, l]n ... A. 'Then, for every n ;;;. 1 , GL (A ) . r no 

acta transitivety on UI;r(An ) if r ;;;. sr(A) + 1. 

Proof. Recall that t: GLr(B)o ... UI,r(B) , . tea) 

-_ a °0

1

:.]-- [aa.1.: 1] is a Serre fibration for every Banach algebra B (§1). 

nI. 

Ih p.rticular, GLr(B)o act5 transitively on U1 ,r(B) if and only if 

U 1, r.(B) is connected. It i5 al so known that the connected campo­

nents of U1,r(B(X)) are in a bijective correspondence with the set 

[X,U1 ,r(B)) of homotopy. classes of maps X ... UI,r(B) [4,2.4]. Then, 

for B = A and X = In we get that U1 .(A) is connected if and only ,r n 

if [In,UI,r(,A)) is trivial and, In being contrac::tible. this happens 

if and only if UI r (A) is connected. But U1 (A) is comiec'ted for ., ,r 

r ;;;. sr (A) + 1 (see 4.1). This conc1udes the proof. 

I 4.9. eOROLLARY.(of the proaf). Let A be a Banach algebra. Then An 

is . (m, k) -Hetmite if and oniy if A i5 (m, k) -Hermite. 

!he.result answers affirmatively the Banach algebra analogous of 

. question (H) indl0J p.XI and, consequently,of Bass~Quillen con­

j ecture. ,See the introduction of Lam' s bookfor detaÜs; 

REMARKS. 1. In the category of Banach algebras this result offers 

some advantagesover that 01 Súslin: infact, itholdsieven for non-
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commutative Banach algebras and the number sr(A) is smaller than 

max {sr (A), (sr(A)+n)/2} when n is large. 

2. In the terminology of Rieffel [15], Theorem 4.8 says that the 

connected stable rank of An is a most sr(A)+1. In connection with 

that paper, it should be noted that left and rightconnected stable 
ranks, introduced in [15], actually coincide, for the spaces of 

left and right unimodular rows are homotopy equivalent [4]. This 

answers question 4.8 of [15]. 
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A GENERALIZATION OF THE FUNDAMENTAL FORMULA 

FOR CYLIND~RS 

Ursula M. Molter 

1. ABSTRACT. 
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Using the Gn-invariant measure on the set of the convex infinite 

cylinders congruent to Zq that touch a convex body K, we can gene­
ralize the fundamental kinematic formula for cylinders in the sense 
of Hadwigér in [2]. 

We obtain a bilinear combination of the "Quermassintegrale" of K 

and Zq' with coefficients depending on the first n moments of a 
non-negative Borel measurable function. 

2. INTRODUCTION. 

Hadwiger, [2], found a generalization of the kinematic fundamental 

formula for convex bodies, extending the domain of integration to 
the whole group of motions in En' Gn. He proved that this integral is 
again a bilinear combination of the "Quermassintegrale" of the con­

vex bodies. 

On the other hand, in [1] we find the definition of n+1 functionals 

on convex bodies, which include the "Quermassintegrale" as particu­
lar cases. 

In this paper we generalize the fundamental kinematic formula for 
cylinders in the same sense that Hadwiger in [2]. We show that we 

obtain a bilinear combination of the "Quermassintegrale" of the 

convex body and the infinite convex cYlinder. This generalization 
includes [1] and [2] as particular cases. 

The proof is essentially based on the existence of a tangential 

measure on the set of infinite convex cyli~ders ~ongruent to a 

fixed one Z ([3]) and results much easier. 
q 
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3. NOTATION. 

Let E be the ri-dimensional euclidean space with unit sphere n . 
n n 

A is the Lebesgue-measure in E and w = A en ). We denote by K n n n n n n 
the set of all convex, compact and non-empty subsets K in En' 

K E Kn is cal1ed a convex body. For K E Kn' W~(K) are the "Quer­

massintegrale" of K (i = O, •.. ,n). If t5 ~ O, Kt5 is the paral1el bo­

dy in the distance t50f K, and the fol1owing Steiner formula holds 

([4], p.220-221): 
n 

t5 j An (K t5 ) ¿ (~) W;(K) 
j=O J 

(3.1) 
n-i 

(n~i) t5 j W~(Kt5) ¿ W~+j (K) 
j=O J 

Now we define infinite convex cylinders as in [4], p.270. Let O be 
a fixed point in En and let L be a (n-q)-plane through O. Let D n-q 
be a bou~ded convex body in L • For each point x in D we consider n-q 
the q-plane orthogonal to L. through x. The union of all such L n-q q 

is the cylinder Z . The q-planes L are the· generators and D a nor-
. q . q 

mal cross section of Z . As in [4], p.272, we take q . 

(3.2) W~(Z)={ 
]. q O 

Wx:-q(D) 
]. 

O .;;;; i .;;;; n-q 

n-q < i < n 

We will now explain briefly the fundamental kinematic formula for 
cylinders ([4], p.272). Let Z(D) be the set of al1 cylinders con­

q 

gruent to Zq and let Yn be the normalized Gn~invariant measure on 

Z (D) ( [51, p.l 06). If K E K , A is the set of· cylinders of Z (D) 
q n q 

that intersect K, that is A = {Z e Z(D)q / Z n K ~ 0}. 

We denote with YD(K), the measure o~ A in the sense of Yn , Yn(K) = 

= JAdYn and the fundamental formilJla for cylinders ([41, p;272) 

holds: 

(3.3) 

4. GENERALIZATioN OF THE FUNDAMENTAL FORMULA (3.3). 
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Let f: (0,00) + [0,00) be an arbitrary Borel measurable function for 

which holds: 

i) feO) 1 O 

ii) The first n moments 

(4.1) J: f(r) r k dr (k O, ••• ,n-1) 

are fini te. 

If we denote with r = d(K,Z) the distance between the convex body 

K and the cylinder Z, we make the following integral 

(4.2) R (f,K,Z ) = ~ J f(r) dyo q q wn_q 

where we integrate overthe whole space Z(D) . 
q 

The existence of this integral is assured by the existence of the 
moments of f (4.1). 

PROPOSITION. If R (f,K,Z ) is as in (4.2), the foZZowing fundamen-
. q q 

taZ formuZa hoZds 

(4.3) 
1 n-q t 

R (f,K,Z ) = -w- ¿ ¿ C (f) (n-q) (s+n-t-q) wn (K) Wn (Z ) 
q q n-q t=O s=O s t-s s t+q s+n-t-q q 

with CO(f) = feO) (s = 1, ... ,n) . 

That means that.R (f,K,Z ) is a biZinear aombination of the "Quer-
q q 

massintegraZe" of K and Z . The moments of f arrear in the aoeffi­
q 

aients. 

Proof. We need some previous results. Let Z(D,K) be the set of 
q 

all cylinders congruent to Z that touch K (they have non-empty 
q 

intersection with K, but can be separated weakly by an hyperplane) . 

If A8 is the set of cylinders congruent to Zq that intersect K8 and 

not K, A8 = {Z E Z(D)q / Z n K8 1 0 and Z n K = 0}, then we 

have. Z(D,K) = lim A~. 
q 8+0 u 

In ~] we defined a Gn-invariant measuTe .0 

sults natural as it verifies .D(Z(D,K)q) 

on Z(D,K) which 
q 

lim ~ YD(A~) . 
8+0 u u 

re-

We also showed in [3] that .0(Z(D,K)q) is a bilinear combination 
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(4.4) cfJ (Z(D,K) ) = n-r1 (~-q) .i:!:..!. Wn . (K) n 
D q j=O J +1 wn n-J Wj +1 (Zq) 

Now we may prove (4.3). Following (4.2), 

R (f,K,Z ) = wWn f f(r) dyD· 
q q n-q 

With an obvious reformulation we reach to 

(4.5) R (f,K,Z ) = ~[f(O) yD(K) + foo(f(r) cfJn(Z(D,K ) ) drl q q wn_q O r q 

where Z(D,K) denotes the set of cylinders congruent to Zq that r q 

touch Kr (with Kr the parallel body to K in the distance r). 

Using (4.4) we obtain 

n-~-1 n-q i~ Wn .(K) n 
cfJD(Z(D,Kr)q) = j~O (j+1) wn n-J r Wj+l(Zq) 

and taking (3.1) into account, it is 

cfJD(Z(D,K) ) r q 
n-r 1 

j=O 
i .i:!:..!. (~-q1) (kj ) WJ~+1 eZqJ Wn .+k(K) r k 

k=O wn J+ n-J 

Now we take s = k+1 

cfJD(Z(D,K ) ) r q 

n-q t 

¿ L 
t=1 s=1 

Henc:e 

, . t 

. s-1 s r 
W 

n 

n+k-j-q ánd get 

(n- q) (s+n-t-q) Wn (K) Wn (Z ) 
t-s S t+q s+n-t-q q . 

(4.6) f: f(r) cfJD(Z(D,Kr)q) dr = 

n-q t 

1: ¿ 
t=1 s=1 

s M (f) 
s-1 (n- q) (s+n-t-q)Wn (K) Wn . (Z ) 
wn t-s S t+q s+n-t-q q 

If we now use formula (3.3) for YD and together with (4.6) replace 
them in (4.5), we reach the desired resulto 

5. SPECIAL CHOOSES FOR f, q ANO O. 

5.1 Special choose for f. 

If we take feO) = 1 and f(r) = O (r > O) then from (4.3) we obtain 
(3.6) except an irrelevant consta~t 

W 

R {f,K,Z ) = ----w n yn(K). 
q q n-q 
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5.2 Special choose for q. 

In the case q=O, that means D is a convex body in 'En' by straight­

forward calculations we get 

Ro(f,K,D) = ~ ~ e (f)( n )(s+n-t) Wnt(K) wn (Z) 
wn t=O 8=0 8 t-s S 8+n-t q. 

Hence RO(f,K,D) = J(f;K,D),where J(f;K,D) is the kinematic inte­

gral defined by Hadwiger in [2]. 

5.3 Special choose fer D. 

Finally, if we take D in L as a point P, Z results a q-plane n-q q 
in E and taking into account that WB(Zq) = Wn-q(P) = w and n O n-q 

W~(Zq) = Wn-q(P) = O 1 O;;; k O;;; n, from (4.3) we obtain 
k 

That is R (f,K,P) 
q 

P (f,K), where P (f,K) are the functionals de-
q q -

fined in- [1] . 
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ABSTRACT. We prove that for every non-finite, locally connected, 

metrizable, topological space there exists a compatible distance 

such that it is not possible to choose a finite subset B and uni­

quely determine the points of the space by their distances t~ the 

points in B. The proof makes use of Cantor's function which is 

shown to be subadditive. 

1. I NTRODUCT I ON. 

Let (M,d) be a metric space. A subset B of M is called basic if and 

only if every point in M is tiniquely determined by its distances to 

the points in B [1]. 

It has recently been shown [1] that: i) every compact connected 

Riemannian manifold (M,g) with the distance d naturally associated 

to g does admit a finite basic set; ii) a compact connected topolo­

gical space M can be imbedded in a finite dimensional Euclidean 

space if and only if M is metrizable and admits a distance with a 
finite basic seto 

For a given topological space there may exist many different compat­

ible distances. We sho~ that, under certain conditions, sorne of 
them do not admit finite basic sets. 

For example: Let M be the real interval [0,1]; M wi th the usual dis 

tance admits {O} as a finite basic set; but no finite basic set 

exists for M with distance d(x,y) = f(lx-yl), where f is the Cantor 
function. Clearly d is not compatible with any Riemannian metric 

on M; but d is compatible (Corollary 3.4) with the usual topology 
. [2] • 

2. DEFINITIONS. 

Let K be the Cantor set: 



00 
K = {x: x = L 

i-l 

250 

x./3 i , 1 . Xi E {O,2}} 

(that is, K e [0,1] is the set of the number~ admitting a ternary 
representation without digits 1). 

We shall call Cantór's function the following one: 
00 

f: [0,00) -+- [0,1] and if x = X o + L 
i=1 

with x. in {O,l,2} 
1 

for i > O, Xo in N U {O} then 

i) if Xo > O then f(x) = 1. 

E) ifxo = O and for each i in N xi # 1, then f(x) 

iii) if Xo O and for some i in N x. 1 , then 
1-1 1 

f(x) = L x./2/2 i + 1/21 , where I = mtn U: x. 
i=1 1 1 

00 • 
í x./2/2 1 • 

i=1 1 

n. 

Note that we are using a ternary expansion for the fractional part 
of x and a binary expansion for f(x). Whenever x admits two terna­
ry expansions, the aboye rule results in two expansions for f(x), 
both wi th the s.ame value. 

3. PROPERTIES OF CANTOR'S FUNCTION. 

(F1) f is constant over every interval without points in K. 

(F2). f(x) = O if and only if x = O. 

(F3) f is non-decreasing. 

(F4) f is continuous. 

(F5) f is subadditive. 

The first four properties are wel1 known. We shall prove the fifth 
one. (Theorem 3.3). 

LEMMA 3.1. For any x,y in K, f(x+y) ~ f(x) + f(y). 

00 00 

Proof· Let x = ~ X/3 i y = I y./3 i 
i:;;1 i=1 1 

It follows that x. + Yi E {O,2,4}. 
1 

We consider two complementary cases: 
00 

Case 1: For each i in N, x. + y. # 4. In this case L (x.+y.)/3 i 
1 1 i=1 1 1 

is a ternary expansion for x+y; therefore 
00 
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Case 2 : For sorne i in N, x. + Yi = 4. Let J and 1 be: 
l. 

J rnin {j E N: x. Yj J 
2} , 

1 rnax({i E N: x. Yi O , i < J} U {O}) • 
l. 

It follows that O .;;; 1 <J<oo xI Y1 O, xJ = YJ = 

i < 1 .. xi+Yi .;;; 2 1 < i <J '* xi+Yi 2. 

(For exarnple: x = O • O O 2 O O O 2 O 2 O 2 2 O 2 O 2 O 2 

y 

1 6 J = 14; 

Therefore 

and 

1-1 
x.;;; ¿ x./3 i + 1/3 1 

i=1 l. 

1-1 
x+y';;; ¿ (x.+y.)/3 i + 2/3 1 • 

i=1 l. l. 

2 

) . 

Using the definition of f and the fact that f is non-decreasing, 
1-1 . 

f(x+y).;;; ¿ (x.+y.)/2/ 2l. + 1/2 1 • 
i=1 l. l. 

On the other hand, 
00 

f(x) + f(y) = ¿ 
i=1 

1-1 
(x.+y.)/2/2 i ~ ¿ (xl..+Yl..)/2/2 i + R , 

l. l.. i=1 

where 

But R 

Hence 

R 
J 

L 
i=1 

(x.+y.)/2/2 i . 
l. l. 

(0+0)/2/2 1 + 
J-1 
¿ 2/2/2i + (2+2)/2/2 J 

i=I+1 

f(x+y) .;;; f(x) + f(y). 

LEMMA 3.2. Por any x in [0,11 there exists x' in K such that 

x .;;; x' and f(x) = f(x'). 

Proof. Of course, if x E K we choose x' = x; if x ~ K any ternary 
expansion of x will have sorne 1'5. Let 1 = rnin {i E N: xi = 1}. 

1-1 
We choose x' = ¿ x./3 i + 213 1 • 

i=1 l. 

THEOREM 3.3. (Subadditivity of Cantor's function). Por any x,y in 

[0,(0) , f(x+y) .;;; f(x) + f(y). 

Proof. We consider two cases. 

Case 1: x,y in [0,11. Let x',y' E K such that (Lernrna 3.2): 



252 

x ~ x' , f(x) = f(x'), y ~ y' , f(y) = f(y'). Then f(x+y) ~ 
~ f{x'+y') ~ f(x') + f(y') = f(x) + f(y). (The firit inequality 
holds because f is non decreasing; the second one because of Lemma 
3.2) . 

Case 11: x> 1 or y > 1. It follows f(x) = 1 or f(y) 1; also 
x+y> 1. Hence f(x+y) ~ f(x) + f(y). 

Properties (F2) to (F5) allow us to claim that: 
'-, 

COROLLARY 3.4. If (M,d) is a metric space so is (M,fod) and both 
distances d and fod induce the same'topology on M. (See for example 
[3], page,153). 

4. SOME PROPERTIES OF METRIZABLE 'ANO LOCALLY CONNECTEO SPACES. 

Let (M,d) be a locally connectedmetric space and f the Cantor func 
tion as defined aboye. 

We know that finite subset~ of metrizable spaces are closed; and 
connected components of open subsets of locally connected spaces 
are open. Therefore, 

(Ml) Every connected component of an open subset of M is either 
unitary or infinite. 

(M2) If C e M is infinite and connected then any non-empty open 
subset of C is infinite. 

LEMMA 4.1. If C is a aonneated. open and infinite suo8et of M and 

p is a point of M then there exists a aonneated. open and infinite 

subset C' of C such that for any tUJO x,y in C'. f(d'(x,p)) = 
= f(d(y,p)).. 

Proof. Let d (x) = d(p,x);d : M + [0,00) is a continuous function, 
p p 

then "the image d (C) is a connected subset of [0,00) and (by Ml) it 
p 

is either a unitary set or a non degenerate intervalo 

If d (C) is unitary so is f(d (C)) and we can take C' = C. 
p p 

If d (C) is a non degenerate interval it will be possible to select 
p 

a,b in R with a < b and (a,b) e d (C) - K (for K is closed and p , 

nuil); thus fea) = f(x) = f(b) for any x in (a,b). 

Let A = d- 1 ((a,b)) n C. It holds: A is open, d (A) 
p 

(a,b) e 



253 

(because of M2) and connected. 

LEMMA 4.2. If e e M is aonneated, open and infinite and 

B = {Pl,P2' ... ,Pn } e M then there exists an.infinite e' e M suah 

that for any two q,q' in e' and any Pi in B, f(d(pi,q)) = 

= f(d(pi,q'))· 

(In other words, no finite basic set exists for (M,fod)). 

Proof. It suffices to apply n times Lemma 4.1. 

THEOREM 4.3. ior any metrizabZe, aonneated and infinite spaae the­

re exists· a aompatibZe distanae su ah that any basia set is infini'te. 

Proof. We shall give a method to.select an appropriate distance d'. 
LetM be the space and done of the compatible distances. By MI' 
connected components of M can be either unitary or infinite. If eve­
ry component is unitary we select d'(x,y) = 1 for any two differ­
ent x,y in M, and d' (x,x) = O for any x in M. (In this case the 
only basic set willbe M). On the contrary if sorne components are 
infinite, we select d' fod. By applying Lemma 4.2 to one of the 
infinite components of Mwe conclude that no finite basic set 
exists for (M,d ' ). 

We gratefully acknowledge Dr.e.Sánchez for suggesting this problem 
and for his constant encouragement. 

REFERENCES, 

[1] C.Slinchez, The d..i..6tanc.e ..i.n c.ompac.t Rl.emann..i.an man..i.6old.6, Revis­
ta Uni5n Matemlitica Argentina, 32. (1985), 79-86. 

[2] D.Alía de Saravia and E.G.Canterle de Rodríguez, Sob~e c.onjun­
tO.6 b~.6..i.c.o.6 6..i.n..i.to.6 en e.6pac.~o.6 m~t~..i.c.o.6, Communication to the 
Uni5n Matemlitica Argentina, 1985 .• 

[3] .J .L.Kelley, Topologla gene~al, (EUDEBA, 1962). 

Recibido en octubre de 1986. 

Facultad de Ciencias Exactas 
Universidad Nacional de Salta 
Buenos Aires 177 
4400 - Salta - Argentina 



Revista de la 
Unión Matematica Argentina 
Volumen 32, 1986. 

254 

THE TAVLOR POLVNOMIAL AS BEST LOCAL APPROXIMATION IN RECTANGLES 

Sergio Favier, Carmen Fernández and Felipe Zó 

al 
SUMMARY. Let RE be the rectangle O ~ xl ~ E 

a 2 
, O ~ x 2 ~ E , ••• , 

a 
O ~ X ~. E m 

m 
where a. ;;;. 1 

1 
and min 

l~i~m . 
a. = 1. 

1 
Given f in L2(Rl) , 

set PE(f) for the L2 projection onto the algebraic polynomials of 

degree not greater than n, where the projection is taken on RE. If 
n +1 

f E e a with n > n max a. and Tf is the Taylor polynomial of 
a l~i~m 1 

f of degree n developed at x=O, then PEf converges to Tf as E + O. 

Where max a. < (n+1)n- 1 , the rectangles R can be replaced by a 
1~i~m 1 E 

family {FE} regular with respect to (al' ... ,am), and we have a si-

milar result with the best LPapproximation on the sets F. 
E 

Throught this note we shall use Peano-like derivatives. 

1. I NTRODUCT I ON. 

The notion of best local approximation may roughly be described as 

follows. Let f be a real-valued function defined on the unit cube 
Q in Rm , Q = {x / O ~ x. ~ 1} , and assume that f i5 ln a normed 

1 

linear space X with norm 11 11. Let V be a subset of X, and suppose 
we wish to best approximate f by elements of V near a point X E Q, 
say X=;O. Then weconsider a family of regions {R}o 1 shrinking 

E <ES 

down to zero as E· ... O, and we look for a P fE V which minimizes 
E 

the expression 11 (f-P)XR 11 with P E V, where XR denotes the charac-
. E E 

teristic function of the set RE. If such PE exists it will be call-

ed a best approximation of f on the region RE. In case that PEf 

tends to sorne Pof in V, as E ... O, we say that Pof is a best local 

approximation of f at x=O by elements of V. 
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V is taken as the class of algebraic polynomials, generalized poly­
nomials, or quasi-rational approximation. Recently, higher dimensio 
nal resul ts have been obtained in [1], [2] • 

The purpose of this note is to call the atteñtion to the fact that 
in higher dimensions it is important how the family {R } shrinks to e; 

zero, even considering as approximating class the algebraic polyilO­

mials. It will follow, using the techniques in [2], that if {Re;} is 

a regular family with respect to the balls centered at the origin, 
then the best local approximation of f with respect to this family 
is the Taylor polynomial. Since the balls can be changed for a re­
gular faffiily and still we get the Taylor polynomial, we see that 
the balls ~re good regions to obtain a local approximation. 

We have a different situation if we take as {Re;} a one-parametric 
family of rectangles whose sides are parallel to the axis. We shall 

see that the Taylor polynomial is the best L2 local approximation 
with respect to this family. Moreover, we prove that rectangles 
which are not too flat can be replaced by a regular family with re~ 
pect to them. But in general not any affine transformation ·of rec­
tangles will give a suitable family for local approximation. 

This note is self-contained. 

11. NOTATION AND RESULTS. 

Let f be a Lebesgue measurable function defined on Q, and E ~ Q a 
measurable seto We set 

where IEI denotes the Lebesgue measure of E. We always assume 
IEI > O. The express ion IIflloo E means theessential supremum on E. , 
Thus, 'we have a norm on LP (Q) for 1 ...-; p ...-; 00 and a metric otherwise. 

Let a = (a l ,a 2, ... ,am) be an m-tuple of real numbers with a i ~ 1 
al a2 Um 

and min{a i } = 1. The non-homogeneous dilation (e; xl,e; x2' ... ,e; xm) 

is denoted by 8e;(x), and set Re; = 8e;Q. We say that a family 

{F } ofmeasurable sets in Rm is a regular family with res-e; O<e;<¡;l 

pect to a, if there exists a constant c > O such that for every e; 

the set F is contained in R and IF I ~ ce;lal , where e; e; e; 

+ ••• + a . 
m 

The real algebraic polynomials in m variables with degree not gre~ 
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ter than n will be qenoted by rrn. Thus if P E rrn we use the stan-
_ S. S SI S2 Sm 

dard notation P(x) - ¿ aSx, Wl th x xl ,x 2 , ... ,x 
ISI~n m 

We shall often use the next inequality. 

(2.1)' Let {F }o< <1 be a regutar famity with respeet to a and p >0. 
E E_ 

Then, 

E, it 

there exists a eonstant e > O sueh that for every 

foUows that 

II PII ,¡;: CE-n I a loo II PII F 
oo,Q ~ E'P 

where max a .. 
l. 

P E rrn and 

Note that .in (2.1) the constant e is independent of P E rrn and E. 

Let f E LP(Q), O < P and assume that there exist Tf E rrn and a fini 
n+l . 

te number Rf such that IIf-TfIlFE,P .,;; Rf E for every O < E .,;; 1. 

Then we say that Tf is a Taylor polynomial of degree n of f at the 

origino If such is the case we write f E T;+l. By (2.1) we have the 

uniqueness of Tf if 10.1 00 < (n+l)n- 1 and elementary examples show 

the lack of uniqueness for 10.1 00 > (n+l)n- 1 . Sometimes the class rrn 

is replaced by a smaller one rrn,a and we have uniqueness of TfErrn,a 

for every a, see [6]. 

Given f E LP(Q) we call BP(f) = BFP (f) the set of all P f E rrn su eh 
E E E 

that IIf-P fll F = inf IIf-PIIF . A compactness argument together 
E E'P PErr n E'P 

with (2.1) shows that B~(f) # 0. For p outside the range (1,00), 

B:(f) may have more than one elemento For example we can find an 

f E COO such that B~(f) has infinitely many quadratic polynomials, 

[5]. The next statement is an easy consequence of (2.1). 

THEOREM 1. Let f E T;+l' O < p .,;; oo. Let {Fe:!O<e:'l be a regutar fa­

mUy with respeet_ to a with la I 00 < (n+l)n--1 • Let Tf be the Taytor 

potynomiat of degree n of f. Then, for every P E BP(f) we have 
E 

where the eonstant e depends on rr n, the famity {FE} and p. 

We call n the minimum integer ~ such that ~ ~ nlal oo • If f E TP +1 
a ~ 

the restriction to rrn of a Taylor polynomial of degree n is uni­a 
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THEOREM 2. Let f É T2 +1' Zet Tf be the TayZor poZynomiaZ of f of 
n(X 

degree n, and Pe(f) the L2(Re) projeation of f onto rr n • Then 

IIPe(f)-Tflloo,Q tends to zero as e + O. 

II l. PROOFS. 

The next Lemma is a general version of a similar one in [2]. The 
proof is included here for the sake of completness. 

LEMMA. Let {jl }'o< <1 be a famiZy of measures on Q uniformZy absoZu-e e_ 

teZy aontinuous with respeat to the Lebesgue measure. Suppose that 

jle(Q) = 1 for every e. Then there exists a aonstant c > O, 

c = c(p,n) suah that for any P E nn and e > ° we have 

J 1/p 
c IIPlloo,Q .;;; ( QIP(x) IP djle(x)) .;;; IIPlloo,Q 

In fact, suppose for the moment that for some p > 0, the statement 

does not hold. Then there exist sequences {P2} in rrn and {e 2} such 

that for every 2 we have IIP2I1oo,Q = 1 and (J I P 2 (x) I P djl (x)) 1 / P .;;; 
e 

Q 
.;;; 1/2. 

Now assume, by taking a subsequence, if necessary, that for some 

Po E rr n , IIP 2.-Poll oo ,Q + ° as 2 + oo. Then IIPolloo,Q = and given e > ° 
for all 2 large we have (J Ip (x) IP djl (x))l/ p .;;; e. 

Q o e2 

Given o > ° we set No = {x E Q / Ip~ (x) I < ó}. Then, for 2 large we 

have eP > ó P (1-jl (N,,)). Since P "0, IN.., I + ° as Ó + 0, we arri-e2 u o u 

ve at a contradiction in the last inequality by óbserving that our 

measures are uniformly absolutely continuous. So the Lemma is pro­
ved. 

lal 
In order to get (2.1), set pe(t} = P(oet} and dJle(t) = _e_ XF (oet). 

I Fe I e 

Observe that sup jl (E) +0 as IEI + 0, if {Fe} is a regular family 
O<e~1 e 

with respect to a. 

Thus,o a change of variables and the Lemma yield 

IIPII F 
p, e 

for any and e > O. 

Moreover, the norm IIpelloo,Q is equivalent to a. S lo I h max e aS' w ere 
ISI..:n 
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(3.2) 

¿ 
lelsn 

Clearly, (3.2) implies (2.1). 
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REMARK 1. The inequality 
k 

(2.1) remains valid if we consider polyno-

mials P(x) = ¿ a.u.(x) 
í= 1 1. 1. 

in the sense of [1]. That is, we assume 

that each u. is CD+1 in a neighborhood of zero, and the Wronskian 
1. 

determinant of the sql.lare ma trix ca eUí (O)), 1131.';;; n, i = 1, ... , k 

being nonzero. Here, k = card{e:lel .;;; n}. Then for nlal oo < n+1 and 

any e; smalI we have 

-nlal"" 
11 PII 00, Q' < CE' 11 PII F 

p, e; 

p > O and {F } regular with respect to a. e; 

In fact, by the Taylor theorem 

P(x) I 1 S + ,¿ 1 e = 1IT Ae(O)x 1IT Ae(s)x 
lel~n lel=n+l 

P 1 (x) + R(x) 

where 

Now,.for a constant c, not necessarily the same on each ocurrence, 
we have 

IIPII F .;;;ce;n+l max la.1 .;;;ce;n+l IIPII"",Q 
p, e; l<í<k 1. 

- c 11 RII .;;; c 
p,Fe; 

and by (2.1), we have 

Since the vectors (AS(O)) and (a í ) are related by a nonsingular ma­

trix the norm IIP11l00,Q is equivalent to IIPlloo,Q and the remark follows. 

Theorem 1 is a consequence of the definition of BP(f) and (2.1). In . e; 

fact, for P E BP(f) we have e; 
-n I a I 00 .. ~ ~ r .. 
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and Theorem 1 follows. 

We can not expect, in general, convergence of the best approxima­

tion polynomial PE(f) to the Taylor polynomial when lal oo > (n+1)n-1. 

Thus, if lal oo > (n+1)n- 1 it is easy to find a regular family {FE} 

such that "P (f)" Q tends to infinity for smooth functions f. If 
E 00, 

lal oo = (n+1)n- 1 the norm of PE(f) will remain bounded, but in gene-

ral, the polynomial PE(f) will not converge to Tf. We shall give 

an example. First consider a further .observation. 

Set PE(f) for the LZ projection onto rrn, where the LZ norm is ta­

ken over the set E. 

Let L be a nonsingular affine transformation of Rm onto Rm. Then 

for f E LZ(Q) and measurable E ~ Q we have 

(3.3) -1 PE(foL)oL 

To obtain (3.3), we use a change of variables and the uniqueness 

of the LZ projection. Thus, the LP version of (3.3) is also true 

for 1 < p < oo. 

(3.4) EXAMPLE. Set rrn = rr 1 (x,y) and E = {(x,y) / O ~ Y ~ c(x) , 

O ~ x ~ 1} , where c is a positive continuous function. Suppose for 

Z the moment that there exists c (x) such that PE(x ) (x,y) = ao + a1x + aZy 

has the coefficient a z ~ O. Now let FE = 0EE where 0E(X,y) = 
a Z Z -1 -a = (EX, E y). Then (3.3) yields PF (x )(x,y) = E (aO + alE x + aZE y). 

E 

Therefore, "PF"oo Q tends to infinity for a > 2 and if a = 2, PF 
E ' E 

does not converge to the Taylor polynomial. It remains to find 

a function c(x) with th~ required conditions. But a Z ~ O iff 

1I (c) 

Now if c E 

belongs to 

J: c(x) dx J: x c(x) dx I: xZc(x) dx 

J: x c(x) dx J: xZc(x) dx J: x 3c(x) dx ~ O 

J: cZ(x) dx J: x cZ(x) dx J: xZcZ(x) dx 

rr 1 (x), c(x) = bo + b 1x, the determinant lI(c) = lIc(b o ,b 1) 

4 rr (b o ,b 1). But lI(c) is not the zero polynomial. So there 

exist (bO,b 1) such that lI(c) ~ O. Moreover we can choose a positi-



260 

I 
ve c(x). Since for b l fixed A(c)(bo ,b 1) E n4(b o) then ~c(bo,bl) # O 

for al1 large bo . 

The next property for the L2 projection PQ will be used. 

(3.5) 

Here y ~ S means that for each component holds Yi ~ Si. 

In fact, let VO,V1 , ... ,Vn be an orthonormal system in nn of [0,11. 

Then Vy(x) V. (xl) V (x 2) ... Vy (x ) Ir l. ~n is an orthonor-
YI Y2 m 

m 

mal system in nn of Q. Clearly, Vy(x) L aYxo Now in the expre~ 
osy 

a . 
sion 

we have (x B , V ) 2 = O if Y ~ S does not hold. 
y L (Q) 

By using the form far V (x) and a change in the order of sums. we y 

get 

= L ( L (xS,V) aya) xy , 
Iylsn ysosS a 
ysS IOlsn 

and (3.5) is proved. 

We make a few comments on (3.5). This property implies that if 

f E 12(Q) is independent of sorne set of variables then PQf does not 

depend on the same set of variables. We can replace Q in (3.5) by 

E = AQ+v, V E Rm and A a diagonal positive matrix and still have 
the same order in the sumo This follows at once by (3.3). 

(3.6) EXAMPLE. Let E be ·the square with vertices (± 1, O), (O ,± 1) and 

PE the projection on nn, polynomials in the variables x and y. Then 

there exists ~ such that PE(x~) depends of the two variables x and 

y. Thus (3.5) is not invariant by rotations. The example (3.6) 
could "be proved" by a long calculation or else we may use the next 

argumento Let y = c(x), -1 ~ x ~ 1 the piecewise polynomial func­

tion which gives the upper boundary of E. We claim that PE(c 2) is 

a polynomial in nn which does depend on the variable y. Otherwise, 

c 2(x) - PE(C 2) (x) will be orthogonal to the subspace 
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PE(C Z) f O. Now approaching c Z by polynomials in the variable x we 

get our claim; 

Now we prove Theorem 2. First note that if f E T!a+1 by (2.1) and 

(3.2) the restriction to rr n of the Taylor polynomial of degree na 

is uniquely determined. We write 

6 na+1 
f(x) = Tf(x) + ¿ aQx +R(x) with Tf E rr n and IIRIIZ R ";;;Rfe: . 

n < I 6 I ~ n 1 Jo> , e:. 

Since IIP (R)lI z R .;;; 211RII z R ,by (2.1) and (3.2) IIP (R)II ... ° 
e: '.e: 'e: e: 'oo,Q 

as e: ... O. 

On the other hand, by (3.2) and (3.5), we have 

P (x 6)(x) = ¿ e:a.S-a.Ya (S) xY 
e: IY Isn y 

Y-:;S 

So if Isl > n we have P (x S) ... 0, and the Theorem follows. e: 

REMARK 2. Theorem 2 is no longer true if Q is replaced by a rota­
tion of it. This follows from example (3.6). 

REMARK 3. In Theorem2 the sets Re: can be replaced by 

R~ = [0,cj>1 (e:)] x ... x [O,cj>n(e:)] where the positive functions <Pi beha­

ve. like powers. That is, there exists s > n such that for every 

pairi,j we have cj>~(e:) 
1. 

o(cj>.(e:)). Now we should assume a smoothness 
J 

condition according to s and n. 

Itcould be of some interest to obtain a similar result to Theorem 2 
for p f 2. 



262 

REFERENCES 

[1] C.K.Chui, H.Diamond and L.A.Raphael, Be~~ local app~ox~ma~~on 
~n ~eve~al va~~able4, J~Approx.Th.40 (1984), 343-350. 

[2] C.K.Chui, H.Diamond and L.A.Raphael, On be~~ da~a app~ox~ma­
~~on, J.Approx.Th. and its Appls. 1 (1984), 37-56. 

[3] C.K.Chui, O.Shisha and P.W.Smith, Padé app~ox~man~~ a~ l~m~~~ 
o6be~~ {I.a~~onal app~ox~man~~, J.Approx.Th. 12 (1974), 201-204. 

[4] C.K.Chui,. O.Shisha and .P.W.Smith, Be~~ local app~ox~ma~~on, 
J.Approx.Th.15 (~975), 371-381. 

[5] T.J.Riv'lin and H.S.Shapiro, Some u.n~Qu.ene~~ p~oblem~ ~napp!Lou­
ma~~on~heo~y, Comm.Pure Appl.Math.13 (1960), 35-47. 

[6] C.Sadosky and M.Cotlar, On Qu.a~~ homogeneou.~ Be~~el po~en~~al 
ope~a~o~~, Proce. Symposia in Pure Math.AMS 10 (1967),275-287. 

Sergio Favier(*), Carmen Fernandez(*) and Felipe Zó(*)'(**) 

(*) Facultad de Ciencias Físico Matematicas y Naturales-Universidad 
Nacional de San Luis - Chacabuco y Pedernera-5700 San Luis-ARGENTINA 

(**) IMALS - Universidad Nacional de San Luis - CONICET. 

." 

'.!, 



263 

U.M.A. 86 EN SANTA FE Y PARANA 

En un caluroso atardecer de la bella ciudad de Santa Fe de la Vera­

cruz, minutos despu€s de las 18 horas del mi€rco1es 8 de octubre, 
cantábamos el Himno Nacional en el Acto Inaugural de esta doble Re~ 

nión Anual, realizado en el Paraninfo de la Universidad Nacional del 

Litoral. 

Despu€s de los discursos protocolares tuvo lugar la primera activi­

dad académica de la Reunión, la Conferencia Julio Rey Pastor, a car­

go este afio del Dr. Alberto P. Calderón, quien fue presentado por 
uno de sus orgullosos discípulos, el Dr. Segovia Fernández. Don Al­
berto ("el maestro" lo llamó Segovia) nos maravilló con su diserta­

ción sobre la importancia de la enseñanza de la Matemática. 

El día siguiente comenzó, en las instalaciones de la Universidad 
Tecnológica Nacional, la febril actividad de los casi mil concurren­
tes a este evento, cerca de novecientos asistentes'a la Reunión de 

Educación Matemática, y más de cien expositores y auditores de la 
Reunión de Comunicaciones Científicas. Esa actividad, desarrollada 

a lo largo del jueves 9 y el viernes 10 de octubre en la forma de 
sesiones paralelas (hasta cuatro simultáneas de carácter científico 

y dos de l:ducación) con comunicaciones y conferencias de muy buen 
nivel, absorbió nuestros esfuerzos durante esas cuarenta y ocho ho­

ras. 

En total hubo casi setenta comunicaciones científicas y más de trein 

ta comunicaciones de Educación Matemática. El Dr. N€stor Aguilera 
(P.E.M.A.- Santa Fe) disertó sobre "Análisis num€rico de flujos con 

cavidades". El Dr. Roberto Miate110 (I.M.A.F.- Córdoba) expuso sobre 
"Formas cuspidales holomorfas de peso 1 y 2". La conferencia del Dr. 

Angel Larotonda (F.C.E.N.- U.B.A.) tuvo el sugestivo título "G€rme­
nes y espectros", mientras que la disertación del Dr. Felipe Zo (F. 

Ciencias - U.N.San Luis) se denominó "Mejor aproximación lineal". 

Finalm~nte, tuvimos el agrado de contar con la presencia de un dis­

tinguido visitante, el Dr. Antonio Fasano (I.U.Dini - Florencia -

Italia) quien expuso sobre el tema "Problemas de frontera libre. Teo 
ría y aplicaciones". 

En el área de Educación Matematica, la Prof. Ana T. Aragón (U.N. de 

Salta) disertó sobre "Evaluación del aprendizaje de Matemática en 

la escuela secundaria". La Prof. Gema Fioriti (I.P.E.A. - Comahue) 
expuso sobre "Los problemas y el aprendizaje matemático". El Prof. 

Lic. Aldo Figallo (U.N. de San Juan) habló sobre "Angulos y Trigono­

metría". La prof. Lidia Vicente (Prov. de Bs.As.) pronunció una con­
ferencia sobre el tema "Reflexiones sobre una educación matemática 
para todos", 
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El sábado 11 de octubre cruzamos el Paraná a través del túnel Her­
nandarias y nos reunimos en el teatro Tres de Febrero de la capital 
entrerriana, 'para escuchar dos interesantes conferencias de cierre, 
"Transformaciones rígidas del plano" pronunciada por el Dr. Juan A. 
Tirao (1 .M.A.F. - C6rdoba) y "Ensefianza informática en la escuela 
secundaria" expuesta por el lng. Hugo Ryckeboer (U.B.A. - U.C.P.B.A. 
u. San Luis). 

Como broche de oro nos reunimos en un hermoso parque situado en las 
"cuchillas" pr6ximas a Paraná, para saborear un asado, que fue ame­
nizado por las canciones y el humor de la delegaci6n salteña, con 
libreto y direcci6n de la Nena Díaz. En la despedida un agradeci­
miento eipecial a la Comisi6n Organizadora Local, integrada, entre 
otros, por la Dra. Harboure de Aguilera y la Lic. Elena F. de Ca­
rrera. ¡Muchas gracias por su extraordinaria eficacia y cordiali­
dad! , 

F. A. Toranzos 
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ANDRUSKIEWITSCH,N. (F.A.M.A.F.- U.N.Córdoba): G~aduacione4 en ani­
llo4 de polinomio~. 

Se construyen graduac-iones en anillos. de polinomios, dando a cada 
variable un peio arbitrario. Reclprocamente, toda graduación de un 

anillo de polinomios R [Xl" .. ,Xn] ;: AoEB Al ••• tal que Ao = R es 

isomorfa a una de aquéllas si R verifica: todo R-m6dulo proyectivo 
finitamente generado es libre. 

Si R es un cuerpo, se clasifican también todas las graduaciones de 
R [X, y] • 

ARAUJO,J.O. (F.C.E .. - U.N.del Centro): La ve~4i6n o~-togonal de un 
-teo~ema de Blich6eld-t. 

Presentamos una versión real del teorema de Blichfeldt en (1). Con 
G notamos un grupo finito irreducible de O (R) Y para u,s en O (R) 

n n 

fijamos el producto interno (u,s) = tr(uts)/n. 

1- LEMA. Si u y s en O (R) no conmutan y los valores propios de u 
n 

tienen argumentos en ~~,~], entonces (s,u) L (s,u.s.u- l ). 

2~ LEMA. Sea H un subgrupo normal abeliano de G. Si algún elemento 
de H tiene por lo menos dos componentes primarias, entonces G 
es imprimitivo. 

3- TEOREMA. Sea G primitivo y u en G talque sus valores propios 
estén en un sector circular de amplitud no superior a ;-. Si H·es 
el subgrupo de G generado por 10$ conjugados de u y K el centl'a­
lizador de u en G, entonces: 
i) H = (u). ii) Si K ~ G, (G:H) = 2 Y u posee exactamente dos v~ 
lores propios w, w en C. iii) Si K ~ G, los espacios propios de 
u forman un sistema de imprimitivislUO <le G en Cn . 

REFERENCIAS. (1) l)ornho:ff L.: Group Replesentation Theory -M.Dekker, 
1972 New York. 

CARBAJO,R., CISNEROS,E. y GONZALEZ,M.I. (F.C.E.e I.- U.N.Rosario): 
Ca~ac-te~izac'¿6n de alguno4 ~adicale4 de un "4k.ew" anillo de g~upo. 
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Se logran caracterizaciones para el Radical Generalizado, el Radi­

cal Fuertemente Primo y el Radical Singular de un anillo de grupo 
R = K*G, donde K es un anillo y G un grupo totalmente ordenado cu­
yos elementos actúan como automorfismos sobre K. 

Si indicamos con N(A), SeA) y Z(A) al Radical Generalizado, al Fuer 

temente Primo y al Radical Singular respectivamente de un anillo A, 

entonces se obtienen los siguientes resultados: 

a) N(R) S*G siendo S = N(R) n K. 

b) S (R) T*G donde T es la intersecci6n de todos los ideales 

de K G-fuertemente primos. 

e) Z(R) K ZG(K) donde ZG(K) = {x E K / el anulador a derecha de 
x es G esencial en K}. 

COSTA,H.A. (F.C.E.y N.- U.N.Catamarca): El m€todo de ~nduee~6n eom­

pleta y ~u~ va~~ante~. 

Un análisis de algunas de las variantes que, en sus aplicaciones, 

tiene el Método de Inducci6n Completa muestra el hecho de que, en 

su mayoria, dichas variantes no han sido justificadas. 

En este trabajo se presentan demostraciones rigurosas de las cinco 

variantes de mayor aplicaci6n. 

FIGALLO,A.V. (I.M.- U.N.San Juan): Lo~ ~et~eulado~ de Monte~~o. 

En este trabajo se introduce la noci6n de Reticulados de Monteiro, 
se caracteriza a los Reticulados de Monteiro Simples y se demuestra 

que todo Reticulado de Monteiro no trivial es Subproducto directo 

de Reticulados de Monteiro simples. 

Vx es una abreviatura de xv-x. 

DEFINICION. Un reticulado de Monteiro es un álgebra (A,II,v,-,.6.) de 

tipo ~e similaridad (2,2,1,1) que satisface los siguientes axiomas: 

A 1) XII (xvy) = X 
A4) x = .6.xv-Vx 

A7) .6.(XA-X) = .6.(yll~Y) 

A2) XA(YVZ) = (ZAX)v(YAX) 
AS) .6.x = .6.Xv-.6.x 

AS) .6.(xvy) = (.6.xv.6.y) 

A3) --x = x 
A6) .6.Vx Vx 

A9) . V(XAY) = Vx 11 'iJy 

GLUSCHANKOF,D.A. (F.C.E.y N.- U.B.A. y CONTCET): Objeto~ inyeet~vo~ 

y ~~~tema~ deduet~vo~ en álgeb~a4 deduet~va~. 

El teorema de extensi6n de Sikorski afirma que toda álgebra de Boo-
______ .,_...L ___ ~ _____ .... .! ___ __ '1 _ __ .... ____ ~,.. .:1 ...... 1 ....... :::1 .......... l.. ..... ".- ..:1 .... n 
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valente) formulaciones más generales, siguiendo dos vías distintas: 

por un lado que "toda álgebra de Boole completa es inyectiva en la 
categoría de los retículos distributivos" (1) y que "toda álgebra 

de Boole completa es inyectiva en la categoría de las álgebras de 

Heyting" (2). 

En la presente exposición se extiende la generalización de la se­

gunda vía a la categoría de las álgebras deductivas con cero. De 

modo similar se demuestra la equivalencia entre el teorema del ideal 
primo para álgebras de Boole y la existencia de sistemas deductivos 

maximales en álgebras deductivas con cero. Por último, se demuestra 
que en la categoría de las álgebras de Hilbert con cero los únicos 

objetos inyectivos son las álgebras de Boole completas. Este resul­

tado extiende el presentado en (2) para álgebras de Heyting y lo 
mejora al no usarse el lema de ZOTn y realizarse la demostración 
enteramente en el marco de ZF. 
(1) D.G1uschankof y M.Ti11i: "On some extension theorems in functio 

na1 ana1ysis and the theory of Boo1ean a1gebras" (inédito). 

(2) R.Ba1bes y A.Horn: "Injective and projective Heyting a1gebras", 
Trans.A.M.S. vo1.148 (1970), pp.549-559. 

, 
GLUSCHANKOF,D.A. y TILLI,M. (F.C.E.y N.- U.B.A. y CONICET): El ;t;eo-

JLe,ma de ex;t;en.6.¿6n de S.¿koJL.6ki IJ la J.n;t;egJLal booleana,. 

Es un resultado conocido (1) que el teoréma de Hahn-Banach es es­

trictamente más débil que el teorema del ideal primo para álgebras 

de Boole. Menos conocido es el resultado de J.Bell (2) que el teo­

rema de extensión de Sikorski es estrictamente más fuerte que el 

del ideal primo. Los dos primeros teoremas son equivalentes a la 
existencia de ciertas medidas: sobre el intervalo [0,1) en el pri­

mer caso y sobre el álgebra de Boole 2 en el ségundo. En ambos ca­
sos los teoremas se pueden reformular afirmando la existencia de inte­

gral es para esas medidas. 

Teniendo en cuenta que los tres teoremas son similares en su formu­

lación de teoremas de extensi6n, se expone una formulación equiva­
lente al teorema de 5ikol'ski en la forma de existencia de una inte­

gral sobre álgebras de Boole cOll\pletas Id]J: BX -+ B donde X es un 
conjunt"O cualquiera, ]J es una lI\edida booleana y vale la acotación 

d]J;;;' V (bll]J(h-1 (b))) 
bEB 

(1) D.Pincus: "Independence of the Prime Ideal Theo~em from the 
Hahn Banach Theorem", Bu11.A.M,S., 78 n05 (1972), pp.766-770. 

(2) J.Be11: "On the strength of the Sikorski extension theorem for 
Boo1eana1gebras", J.of Symb.Logic, 41, 3 (1983), pp.841-845. 
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INZA,M.J. y MARZORATTI,S.C. (F.C.E.- U.N.del Centro): SobJte la inde­
pendencia de lo~ axioma~ de álgebJta~ de Nel~on. 

H.Rasiowa en (1) defini6 el concepto de Algebra de Nelson con una 
axiomática sin igualdad. D.Brignole y A.Monteiro, en (2), exhiben 

una axiomática con igualdad y más reducida equivalente a la ante­
rior, vía inducci6n transfinita. D.Brignole en (3) presenta el mis­

mo resultado utilizando solamente aritmética. L.Monteiro y A.Montei­

ro (2) estudiaron y obtuvieron ,ciertos resultados sobre la indepen­

dencia de los axiomas allí presentados, pero tales estudios y demo~ 
traciones no fueron publicados hasta la fecha. En esta comunicaci6n 

presentamos dichos resultados obtenidos en forma independiente. 

REFERENCIAS. (1) Rasiowa H.: N-lattices and constructive logic with 
strong negation. Fundamenta Matematicae., v.46 
(1958), pp.61-80. 

(2) Brignole D. - Monteiro A.: Caractérisation des Al­
gribres de Nelson par des igalitis - Notas de L6gi 
ca Matemitica-Inst.de Matemitica - U.N.S. - 1964.-

(3) B~ignole D.: Equational Characterization of Nelson 
Algebras - Notas de Lógica Matemitica - Instituto 
de Matemitica - U.N.S. - 1974. 

MARTINEZ,N.G. (F.C.E.y N.- U.B.A.): ELi.müaci6n de cuan.ti6icadoJte~ 
en la~ l6gica~ de LuRa~iewicz. 

Se define la noci6n de completitud adecuada para las l6gicas n-valentes de 

Lukasiewicz: Dada una f6rmula cerrada A de una Ln-teoría T, A se di 

rá Ln-decidible si para cada i, 1 ..;; i ..;; n-l, T SiA 6 'T-SiA (donde 

los Si son los operadores modales correspondientes al álgebra de 

Lukasiewicz n-valente propia PLn). 

ASÍ, las teorías Ln-completas serán aquéllas en la que todas las 

f6rmulas cerradas son Ln-decidibles. Las teorías Ln-completas con­

servan las propiedades de las teorías completas clásicas y puede ob­

teners,e de manera natural un teorema de eliminaci6n de cuantifica­

dores: 

Se dice que una Ln-teorÍa admite eliminaci6n débil de cuantificado­

res (EDC) si para cada f6rmula A en L(T) y para cada i, 1 ..;; i ..;; n-1, 

J:¡:' SiA <==> SiBi' con Bi una f6rmula abierta. 

TEOREMA. Sea Tuna Ln-teorÍa no trivial; si T satisface la condici6n 

de isomorfismo y la condici6n de submodelo, T admite, T admite EDC. 

Como en el caso clásico, la eliminaci6n débil de cuantificadores es 
prácticamente suficiente para asegurar la Ln-completitud de una teo 
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MARTINEZ FAVINI-BUBDST,C. y DUBINA,L. (F.C.E.- U.N.La Plata): F6~­

mu~a~ ~ob~e un conjunta, hipe~9~ano~ de inte~valo~ y ~eticulado~. 

Se definen las fórmulas sobre un conjunto y se construyen algorit­

mos sobre las mismas que permiten el reconocimiento de los hiper­

grafos de intervalos, mediante fórmulas excluidas, y la determina­

ción de todas sus orientaciones. Se establece una relación entre 

clases de equivalencia de fórmulas, pirámides (caso particular de 

hipergrafos de intervalos) y una clase de reticulados, obtenida 

mediante extensiones atómicas de anticadenas y rejas. 

PUDDU,S. y SABIA,J. (F.C.E.y N.- U.B.A.): La palab~a Xrys e.6 uni­

ve~~al pa~a ca~i todo 9~upo alte~nado. 

Una palabra W(X,Y) E F, donde F es el grupo libre de rango dos ge­

nerado por X, Y se dice universal en un grupo G, si para todo 

g E G existen x, y E G tal que W(x,y) = g. Dada la palabra W = Xrys 

E F, con r y s enteros no nulos demostramos que existe N un número 

natural que depende de r y de s tal que W es universal en An para 
todo n ;;;. N. 

TILLI,M. Y GLUSCHANKOF,D.A. (F.C.E.y N.- U.B.A. y CONICET): TMn~i­
tividad y combinado~e~. 

Existe una evidente relación entre la transitividad, la asociativi­

dad y la propiedad triangular de las teorías ordinales, algebrai­

cas y métricas, respectivamente. Esto se debe a la existencia de 

una estructura común a esos tres tipos de teorías. Su común signi­

ficado se puede expresar mediante el carácter funcional del combi­
nador que expresa la composición de funciones. De aquí y mediante 

el ~mpleo de los combinadoresbásicos se deriva un sistema axiomá­

tico para esa estructura común subyacente. 

Se deriva, además, una notación simplificada de ese carácter fun­

cional que asimila esas propiedades al cociente de números, por 

ejemplo, la propiedad transitiva se podría expresar como 

b ~ = ~. 
a b a 

Se pueden deducir los teoremas que este "cociente" cumple y se 
muestran contraejemplos que 10 diferencian del cociente de números, 

a 
b 
c por ejemplo 

d 

a -1 a.d 
b:C b.C 

d 
en generlill. 
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TOLOSA,J.J. (D.M.- U.N.de1 Sur): La.6 á.lgeblLM ID-l. 

Llamaremos álgebras ID-I a toda álgebra (A,+,I,l) de tipo de simi­

laridad (2,1,0) que verifica los axiomas siguientes para todo 

x,y en A: 

Al) x+x = A2) 
A4) IIX = IX+ll 

A7) l(x+y)+1 y = 1 

X+(y+z) = (x+y)+(x+z) A3) (x+y)+x = x 
AS) IX +(x+y) = 1 A6) Iy + (X+I (x+y) )=1 

AS) (x+y) +( (y+x)+ ((1 X+I y) +( (1 y+ IX) + x)) ) = 

= (x+y)+((y+x)+((lx+ly) +((Iy+lx)+y))). Entonces se prueba: 

TEOREMA 1. Toda álgebra In-I simple es isomorfa a (T,+,I,l), donde 

T = {0,1/2,1} y +,1 están dados por las tablas: 

+ O 

O 1 
1/2 

O 

1/2 

1 

1 1 

1/2 

x IX 

O 

1/2 O 

O 

Sea B = {0,1} la In-I subá1gebra no trivial de T. Entonces: 

TEOREMA 2. Toda álgebra In-I no trivial es subproducto directo de 

copias de T y B. 

VARGAS,J.A. (I.M.A.F.-C,I.E.M.- U.N.Córdoba): HOlLoc~clo.6 e» gILUpO.6 

algeblLa~co.6 6~»~Z0.6. 

Sean K e F cuerpos finitos. Sea G un grupo algebraico definido so­
bre K. Sean G(K) (G(F)) los puntos racionales sobre K (F) respecti 

vamente. Un horocic10 en G(F)/G(K) es la órbita de los puntos ra­

cionales en F de un subgrupo unipotente maxima1 de G definido so­

bre F. En esta comunicación se da una descripción en términos 
de espacios homogéneos del espacio de los horocic10s. 

ANALISIS MATEMATICO 

AIMAR,H. (P.E.M.A.- Santa Fe): Fu»c~Q»e.6 BMO ~ la de.6~gualdad de 
HalL»acR paILa opelLadolLe.6 el~pz~co.6 ~ p~lLab6l~Qo.6. 

Se obtiene una extensión del lema de J~hn y Nirenberg que contiene 
el caso elíptico (John y Nirenberg) y el caso parabólico (Moser y 

Fabes y Garofa10) y que puede ser ap1ica~0 al estudio de operado­
res elípticos y parabólicos degenerados. En este trabajo se consi­

dera una aplicación al caso parabólico degenerado estudiado por 
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n a a 
L ax. (aiJ· élx.) u , 

i,j=l ~ J 

(aij(x,t)) es una matriz simétrica de funciones medibles 

y w(x) E Al+2/n' entonces, para pequefios valores positivos de E, la 

funci6n u E satisface una condici6n de tipo A2 con respecto a las bo­

las de una quasi métrica asociada naturalmente al operador. 

AlMAR,H. Y SCOTTO,R. (P.E.M.A.- CONICET): Ve-6'¿gu.aldad Max..imal paJI.a 
P4omed'¿o-6 Pe-6ado-6 de Va4'¿able-6 Aleato4'¿a-6 Independ'¿ente-6 de a Pa4e-6 
e Idént'¿camente V'¿-6t4.¿bu..¿da-6. 

Se trata de establecer condiciones necesarias y suficientes sobre 
una sucesi6n de números no negativos wi ' llamados pesos, para que 

se satisfaga una desigualdad del tipo 

donde a* := p sup 
n:l:l 

n 

I L x.w·l· ( r w.)l/p i=l ~ ~ 
i=l ~ 

Damos una soluci6n completa del problema para el caso p=l, Y algu­
nos resultados parciales para el resto. 

ANDRUCHOW,E. y STOJANOFF,D. (F.C.E.y N.- U.B.A.): Levantam'¿en~o de 
4a-tce-6 en .flgeb4a-6 de Bana.ch. 

Sean A y B álgebras de Banach sobre C con unidad y f: A ~ B un epi­
morfismo de álg.ebras. El resultado central es que si bE B Y q (b) =0 
para cierto q E C[X] de rafces simples, entonces existe a E A con 

fea) =. b Y q(a) = O si y s6lo si existe c E el (b) tal que en aA(c) 

las rafces ~. de q estén desconectadas. Corolarios de esto son los 
~ 

siguientes resultados (generalizaci6n de otros de Calkin (1941) y 
Olsen (1971)): 

Si A p {a E A I pea) = O} para p EC[X! de rafces simples entonces 

f: A + B es suryectiva en los siguiente~ casos: 
p p 

1. A = L(X) con X espacio de Banach y B = A/K(X) con K(X) los ope~ 
radores compactos. 

2. A cualquiera y B = A/R(A) donde R(A) es el radical. 
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Con las mismas técnicas se obtiene una extensión de un resultado si 
milar a los anteriores de Rickart, para elementos de un álgebra con 

ciertas'propiedades espectrales. 

BENEDEK,A.I. Y PANZONE,R. (INMABB - eONICET - U.N. del Sur): Un 

.tealtema de S.te-inelt. 

Sea J una curva de Jordan cerrada, D su interior, D = {x;d(x,D) ";;;r} , 
r 

, 2 
Sr = Dr\D. Si J es rectificable, entonces ISrl ";;;r.(longituddeJ)+1T.r . 

Si no lo es, aú~ siendo IJI = O, existen curvas tales que ISrl tien 

de a cero más lentamente que Ilog r la con -1 < a < O. 

Se discute el uso de resultados semejantes en una demostración de 

Carleman del teorema de H.Weyl sobre distribución asintótica de au­

tovalores. 

CAPRI,O.N. (F.e.E.y N.- U.B.A.) y SEGOVIA,C. (I.A.M.- CONICET): Can­
veltgeneia de -in.tegltale~ 6-ingulalte~ en L1aon pe~a. 

Se demuestra que para un operador integral singular K y una Umción f en 11 , 
w 

con w en la clase Al de Muckenhoupt, si la imagen Kf también pertene­

ce a Ll entonces el opeTador truncado K aplicado a f converge en L1 
W E: W 

a Kf. Esto es una generalización de la versión ponderada de un resul­

tado de A.P. Calder6n y O.N.Capri. Como aplicaci6n del método desarr~ 
lIado se obtiene una nueva demostraci6n de un resultado de R.L .Wheeden 

sobTe Hl . 
W 

DICKENSTEIN,A. y SESSA,C. (F.C.E.y N.- U.B.A. - CONICET): Re~iduo~ e 
ideale6 11. 

Dados U abierto en en, 1 un haz de ideales de funciones analíticas 

en U y huna funci6n holomorfa en U, se tiene el problema general de 

de caracterizar cuándo h E l(U). Sabemos que si 1 es localmente una 

intersección completa, para cada punto x la pertenencia h E Ix es 

equivalente a la anulaci6n cerca de x de h.R , donde R es la corrien 

te residual asociada a un apropiado sistema de generadores de Ix. 

Esta última condición puede ser formulada como la anulaci6n sobre 

los ceros del ideal Ix de ciertos operadores diferenciales aplicados 
a h. 
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sobre el conjunto de ceros Z(1) en todo el abierto U. Más precisa­

mente, se prueba: i) el máximo orden de los operadores involucrados 

en cada punto, permanece constante a 10 largo de cada componente 

irreducible Y de ~(1), notado ny; y ii) en un punto x que pertenece 

a varias compo.nentes, dicho orden máximo n es: 

n máx {ny: x E y,.y comp. irreducible de Z(1)}. 

HARBOURE,E., MACIAS,R. y SEGOVIA,C. (P.E.M.A.): Ex.tllta.po.f.a.c.¿6n de 

de.6'¿gua..f.da.de.6 de ;t.<.po M.ba. 

Se investigan propiedades de extrapolaci6n para pares de pesos en 

las clases A(p,q). Más específicamente, dado un operador que es a-

cotado de LP(u) a Loo(v) para todos los par~s (u,v) en Aa,oo' se de­

muestra que también satisface desigualdades de tipo débil con pa­

res de pesos en A(p,q) donde ~ = ~ - ~ . 

Como ejemplo de aplicaci6n se da una característica de los pares 

de pesos para los cuales la funci6n maximal "sharp" de la integral 

fraccionaria satisface esta clase de desigualdades. 

MARANO,M.A. y CUENYA,H.H. (D.M.F.C.- U.N.de Río Cuarto): Apltox'¿ma.­
c.¿6n .6oblte pequeño.6 '¿n~eltva..f.o.6. 

Sea f una funci6n continua en un intervalo I de la recta. Es sabido 

que si P es un polinomio que minimiza JIlf-Qldx entre todos los po-

linomios Q de grado a lo sumo 1'-1, entonces f-P se anula en un sub­

conjunto de I de medida positiva·o bien tiene l' cambios fuertes .de 

signo. 

Si ahora la aproximaclon se realiza sobre s intervalos disjuntos, 

cada uno de ellos de amplitud 2E, y l' = sq + 1", q entero, 

O ~ 1" < s, se demuestra en el presente trabajo que si PE es un po-

linomio de mejor aproximaci6n de f, entonces para E suficientemen­

te pequeño ocurre que en cada uno de los intervalos f - PE se anu-

la en un subconjunto de medida positiva o bien tiene q cambios 

fuertes de signo. 

Un resultado análogo es demostrado cuando la aproximaci6n es efec­

tuada sobr.~ un conjunto finito de puntos de la recta. 

MARQUEZ,V. (F.C.E.yN.- U.B.A.): Un pltob.f.ema. pa.lta.b6.f..¿co con una. no 
.f.'¿nea..f..¿da.d en .f.O.6 va.~olte.6 de con~oltno. 
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Sea n e Rn un dominio anular con frontera exterior S e interior r, 
ambas suaves. Se considera la ecuaci6n u t /). u en n x (O, T), T> O, 

con valores de contorno u=l en Sx (O,T), u = u/h en rx (O,T), don-
n 

de u es la derivada normal interior y h(x,t) = o(x) + Jt(u (X,T)-e:t dT 
nOn 

en rx (O,T), y valores iniciales u(x,O) = uo(x), x E n. Bajo cier-

tas hip6tesis sobre Uo y O < 0* ~ o(x) resulta el siguiente 

TEOREMA. Existe una única soluci6n (u,h) con 

u E H1 (n x (O,T)) n L09 (r x (O,T)) y hE L()()(r x (O,T)). 

La misma se obtiene mediante un proceso iterativo. 

MIATELLO,R.J. (U.N.C6rdoba) y WALLACH,N.R. (U.de Rutgers): Auzo6un­

c.ione4 de /). en L2d(r\G/K): un ZeOlLema. de c.omp.eezizud. 

Sea M = r\G/K, G un grupo de Lie semisimple conexo de rango 1, 
K e G un subgrupo maximal compacto, r e G un subgrupo discreto, sin 
torsi6n de G de covolumen finito. Sea /). el operador de Laplace-Bel-

trami en M; /). ;;;. O es elíptico y L2(M) L~(M) El) L~(M) donde el es­

pectro de /). es discreto (resp. continuo) en L~(M) (resp.L!(M)). 

Es un problema abierto el determinar un sistema ortonormal comple­

to de autofunciones en L~(M). Por analogia a la teoria de series 

de E.isenstein hemos definido una familia meromorfa de autofuncio­

nes de /).,M:(v,g), v E e, que no está genéricamente en L2(M). Los 

polos de M(v,g) (Re v;;;. O) son siinples (v o ,; O) o doble si V o = O. 

El principal resultado es el siguiente: 

TEOREMA. Sea F {Res M(v,g) Iv o ,; O} U {lim v 2M(v,g)}. Se tiene 
\I=vO \1+0 

que F. e L~ (M), Y si f es una autofunci6n de /). con al menos un coe­

ficiente de Fourier no nulo y f es ortogonal a F, entonces f=O. 

COROLARIO. Si G = SO(n,l), la familia F contiene un sistema orto­

nonnal completo de L~ CM). 

OBSERVACION. Se obtiene un teorema análogo para autofuncion'es de 

/). actuando en secciones de fibrados vectoriales can6nicos sobre M. 
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Se consideran soluciones. fuertes a problemas elípticos del siguien­
te tipo 

L u i,j = 1 •.•.• n 

donde a ij satisfacen: O <; 11:1 2 A(x)<; aij(x)!;.!;. <; 11:1 2 'ti 1: E Rn • 
~ J 

V x E n. donde n es un dominio acotado en Rn. 

Bajo estas condiciones se puede obtener un p~incipio del máximo re­
lacionado con el obtenido por Aleksandrov para el caso A(X) = cons­
tante > O. A partir de este resultado es posible llegar a la acota­
ción local de las subsoluciones de este tipo de problemas que satis 
fagan ciertas condiciones de integrabilidad. 

SHILLOR.M. (Imperial Coll~ge). TARZIA.D.A. (U.N.de Rosario) y BOUI­
LLET.J.E. (I.A.M.- CONICET y U.B.A.): Flujo .~alien~e e~1~ieo pa~a 
un p~oblema de S~eóan e~~aeiona~io. 

Se considera un material n e Rn con una frontera r = r¡ U r 2 regu­

lar y se supone que la temperatura de cambio de fase es O°C. Se im­
pone una temperatura b > O sobre r 1 y un flujo de calor saliente· 

q > O sobre r 2 . Entonces: (i) Se obtiene una cota inferior para el 

flujo de calor saliente críti¿o para obtener un problema de Stefan 
estacionario a dos fases. (ii) Se obtiene además una cota superior 
en el caso en que el dominio sea convexo. (iii) En algunos ejemplos 
con simetría. dichas cotas superior ,e inferior coinciden con el va­
lor crítico. 

SUAREZ.F.D. (I.A.M.- CONICET): Un p40blema de ap40ximaei6n en álg,e­
b~a~ de Banaeh. 

Sea f: A + B un morfismo de iÍIgebras de Banach complejas. conmuta­
tivas y unitarias. Si el morfismo f es suryectivo se ha estudiado 
el pr~blema de cuándo el ,mo!tfismo de grupos inducido sobre los ele­
mentos inversibles de A yB es suryectivo. Bajo la hipótesis menos 
restrictiva de que f tenga imagen densa estudiaremos aquí un probl~ 
ma análogo en un contexto más general. 

Si definimos el conjunto de unimodulares de A como 
n 

U (A) = {a E A / L Aa. = A} • el problema consiste en estudiar 
n 'i=l ~ 

bajo qué condiciones la aplicación inducida f : U (A) + U (B) tie-
n n n 

ne imagen densa. Para esto. debemos desarro.llar herramientas análo­
gas a l~s usadas cuando f es suryectivo. 
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TILLI,M. Y GLUSCHANKOF,D.A.(*) (F.C.E:y N.- U.B.A. y (*) CONICET): 
Una gene4al~zac~6n del me~a~eo4ema de Bloch. 

A partir del conocido principio heurístico que afirma que'\u1a familia de fun­

ciones ho10morfas que tiene la propiedad P en un dominio D es una 
familia normal si P no puede ser poseída por funciones enteras no 
constantes" se expone una genera1izaci6n para espacios de funciones 
continuas. 

Se define una seudoderivaci6n (que en el caso de funciones analíticas 
estaría representada por la derivada eSférica) y un criterio gene­

ral de normalidad que correspondería al teorema de Marty para fun­
ciones analíticas o meromorfas. Ambos conceptos se ligan por medio 
de una acotaci6n que en analíticas correspondería a la de Pommeren­
ke y de allí se deriva un teorema qu~ coxrespondería al presentado 
por L.Za1cman (1) en el caso particular de funciones analíticas. 

Se generaliza el resultado pa~a cualquier Rn y, siguiendo a Za1c­
man, se muestra la identidad conceptual entre los teoremas grande 
y chico de Picardo 

(1) L.ZaIcman: "A heuristic principIe in cOIllplex function theory", 
Am.Math.Monthly, 82 (1975), pp.813-817. 

VIVIANI,B.E. (P.E.M.A.- Santa Fe): Una Ve4compo4~c~6n A~6m~ca del 
P4edual de BMO(p) en e4pacü.6 de ~~po homog€.neo. 

Es un hecho conocido en Rn que el espacio de las funciones de p­
variaci6n media acotada, BMO(p), coincide con el espacio dual de 
Hw' para adecuadas funciones p yw; donde Hw generaliza a los espa-

cios de Hardy HP, para w(t) = t p . 

Se desarrolla una teoría maxima1 de estos espacios Hw en el contexto 

de la teoría de los espacios de tipo homogéneo y se. obtiene una des 
composici6n de sus elementos en términos de p-átomos, para p y w con 

venientes. 

ZORKO,C. (U.B.A. -U.T.N.(Regiona1 Rafae1a)): El e4pac~o de MM4ey 

gene4al~zado como e4pac~o dual. 

Dados Q abierto en Rn y <p(t) una funci6n real positiva se define el 

espacio de Morrey generalizado M,~ (Q) en forma análoga al espacio 
.",0 

de Morreyc1ásico, pero empleando en su definici6n a <p(t). Se defi­

ne en forma análoga el espacio HP,<P(Q). Cuando <p(t) es no creciente 
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nacho Se demuestra un resultado que asegura que M~,o(n) es el espa-· 

cio dual de HP'~(n). 

GEOMETR lA 

AFFENTRANGER,J.F. (F.C.E.y N. - U.B.A .. CONICET): CompoJt.tan¡,¿e.n-t;o (u..i.n:t6:Uc.o 
de c.onjun~o~ c.onvexo~ en el plano h'¿pe4b61,¿c.o. 

Sea K (t) una fami! ia de convexos que para t + 00 tiende a cubrir todo el 

plano hiperb6lico de tal manera que K(t I ) e K(t 2) si tI < t 2 , Si 

F(t) Y L(t) son el área y la longitud de K(t), entonces: 

(i) Santa16-Yáfiez (1972) demuestran que si los K(t) son h-convexos 

(convexos respecto de horiciclos), se verifica siempre 

lím L (t) = 1. 
t+oo F(t) 

(ii) Gallego-Revent6s (1985) prueban que si se impone a los K(t) 
únicamente la condici6n de convexidad, entonces el cuociente 
L(t)/F(t) puede tender a cualquier valor entre 1 e infinito . 

. (iii) En la nota generalizamQs este último resultado, demostrando 
el siguiente teorema: 

Sea N E N, N> 1 •. Para cualquier A 

lia de convexos K(t), tal que lím 
t+oo 

E (0,00) 

L(t) 
(F(t))N 

existe una fami-

= A. 

BIRMAN,G.S. (F.C.E.y N.- U.B.A. y' CONICET): Una 664mula de San~al6 
en L-P. 

Llamemos L-P al semiplano de Lorentz-Poincaré dado por el semipla­

no superior y > O con métrica ds 2 = dx 2.dy2 
y2 

de curvatura seccio-

nal constante 1. Si z es número doble, z = 

también se puede expresar ds 2 = 4 dz" dz 
(z-z)2 

sobre L-P como grupo de transformaciones 

ros dobles, a,b,p,q E R Y aq-bp = 1. 

x+ey 

Y el 

z I => 

con e 2 = 1 , e '1 ± 1 , 

grupo SL (2 ,R) actúa 

az+b z, z I núme-con pz+q ) 

TEOREMA. En L-P, sea C una curva simple, cerrada, pura por partes, 
borde de un conjunto convexo K de área F. Sea cr la longitud del 
segmento de geodésica que se obtiene intersectando la geodésica G 
con K, entonces 
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J . Ca + sha)dG F2 . 
GnK;I~ 

DOTTI,I.G. (F.M.A.y F.- U;N.de C6rdoba):Cunva~una de RLeeL en va­

nLedad e~ hom~g €.n e~~. 

Sea M una variedad riemanniana homogénea 'G un grupo transitivo de 
isometrias y H la isotropia en m E M. Se ti~ne entonces que M es 

isométrica a G/H donde la métrica en G/H es traslaci6n a izquierda 
de un producto interno Ad(H) invariante en m, complemento Ad(H) in­

variante de h en g. 

Eligiendo convenientemente una métrica invariante a izquierda en G 

resulta TI: G + G/H una submersi6n riemanniana con fibras totalmen 

te geodésicas. Como consecuencia del resultado de O'Neill se prueba 

(1 ) Ric*Y = Ric Y + 12 ~U[Y,Y.lvU2 donde Ric*Cresp.Ric) denota 
i l. 

curvatura de Ricci en G/H Cresp.G), y E m es ortonormal e Vi' 
i = 1, ... ,k es una base ortonormal de rn. 

A partir de ~1) se obtiene una demostraci6n algebraica del siguien­

te hecho: "Si M es compacta e~t6nces toda métrica G invariante en 

M tiene direcciones de Ric ;;;> .. O Y si G es semisimple, direcciones 

de Ric > O". Dichas direcciones se obtienen en los autovectores de 
autovalor máximo de la transformaci6n simétrica, respecto de una 

métrica can6nica en G. 

DUBSON,A. S. (LA.M.): Mui~LpiLeLdad d.e ;¿n~M~ee(!.L6n de eLeio~ ia­

gnangLano~ y eLeio~ evane~een~e8~ 

Sean: M una variedad analitica real, lisa, simpléctica; X e Y dos 
subvariedades subanalIticas (eventualmente singulares) cuyas partes 

lisas son lagrangianas, y z un punto d~ X n Y. Se define la multi-o 

plicidad de intersecc16n m(M,X,Y,zo) de X e Y en Zo aún en el caso 

dim(X n Y» O. 

La ..:ondici6n M analitica, simpléctica X:, Y subanalíticas y lagran­

gianas asegura la existencia de una deformaci6n can6nica de X e Y 
a una "posici6n general" en un entorno de zo' Se calculan invarian-

tes de singularidades y dimensiones de espacios de ciclos evanes­

centes en términos de intersecci6n de "ciclos caracteristicos" en 

el cotangente de M. 
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Esta comunicaci6n continúa el estudio anunciado en una comunicaci6n 
anterior (1985) con título similar. Se define el rango de visibili­

dad de un punto p en un conjunto S del plano como la proyecci6n ra­

dial de la estrella de p en S sobre una circunferencia con centro 

en p. Se obtiene el siguiente: 

TEOREMA. Sea S un dominio de Jordan simple del plano cuya frontera 
no tiene puntos singulares (puntos de acumulaci6n de puntos de in­

flexi6n) y sea Xo E front S. La funci6n de visibilidad es continua 

en Xo si y sólo si el rango de visibilidad de Xo en S está incluido 

en una semicircunferencia. 

Este resultado mejora aquél comunicado a la U.M.A. en 1985 ya que 

es innecesaria la condici6n de diferenciabilidad de la frontera de 

S antes requerida. El método es afín-local. 

FORTE eUNTO,A.M. y TORANZOS,F.A. (F.e.E.y N.- U.B.A.): Vi~ibili­

dad en un dominio de Jo~dan ~uave. 

Se estudia, mediante un tratamiento afín-local (no diferencial), la 

visibilidad en un conjunto compacto S del plano cuya frontera es 
una curva suave de Jordan. Describimos las estrellas de los distin­

tos tipos de puntos de la frontera de S. Se demuestra que el mira­
dor (convex kernel) de S es la intersecci6n de las estrellas de los 

puntos de inflexi6n de su frontera. 

Este resultado generaliia un teorema previo de B.Halpern (Proc. 

Amer.Math.Soc.- 1969). Se obtienen tres teoremas de "tipo Krasno­
selsky" en los que aparecen los puntos de inflexi6n de la frontera 
de S. 

OLMOS,e.E. (e.I.E.M.- U.N.e6rdoba - eONIeET): lnme~~ione~ total­

mente geod~~iea~ de e~paeio~ K-~im~t~ieo~ de Rn • 

Se generaliza a subvariedades extrínsecamente K-simétricas compac­
tas de Rn el siguiente resultado: "Dada una subvariedad compacta ex­

trínsecamente 2-simétrica de Rn existe una inmersi6n totalmente geo­
désica en una grassmanniana adecuada". 

Para ello se construyen espacios K-simétricos que generalizan natu­
ralmente a las grassmannianas que son espacios 2-simétricos. 

OVEJERO,R.G. (U.N. de Salta): E~t~uetu~a m~t~iea de la 6o~mulaei6n 

hamiltoniana. 

La formulaci6n hamiltoniana de la mecánica clásica establece una es­

tructura simpléctica que en su forma can6nica se basa en los produc-
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tos exteriores de los diferenciales de las coordenadas de configu­

ración por las correspondientes coordenadas de impulsos. Ahora bien, 

en cada uno d'e esos espacios existen invariantes proporcionados por 

las energías potencial y cinética, respectivamente, que permiten 

introducir en cada uno de ellos una métrica. 

Autores clásicos admiten para ambos espacios un mismo tensor métri­

co. En este trabajo se expresa un contraejemplo simple que muestra 

que., habiendo interacción 1 , la estructura métrica de ambos espacios 

es diferente y la intensidad de la interacción se reflej a en esa 

diferencia, que preserva no obstante la estructura simpléctica del 

espacio de fas~. 

Esta circunstancia implica consecuencias aparentemente .no trivia­

les cuando se extiende a los dominios de las mecánicas relativista 

y cuántica. 

SANCHEZ,C.U. (F.A.M.A.F.(U.N.C.)- CONICET): S-e~t~uctu~a~ ~egula~e~ 

en e~ 6e~a~. 

En este trabajo se determinan todas las S-estructuras regulares (e~ 

tructuras K-simétricas) que pueden definirse en las esferas. Esta 

clasificación se hace usando resultados sobre subvariedades extrín­

secamente simétricas. 

TIRAO,J.A. (F.A.M.A.F.- U.N.de Córdoba): Conex-ione~ ,(.nva.~-ia.nte~ en 

e~pa.c:-io~ homo8€.neo~. 

Sea G un grupo de Lie y H un subgrupo cerrado conexo de G. Supone­

rnos que G actúa efectivamente en G/H. Interesan las conexiones afi­

nes ~ sobre G/H que son G-invariantes y también las que además son 

invariantes por conjugación por elementos del NG(H). 

En este trabajq se establece una condición suficiente para la exis­

tencia de tales conexiones en términos de representaciones de dimen­

sión finita de G. 

ZILBER,J.C. (F.C.E.y N.- U.B.A.): Una. ca.~a.cte~iza.c-i6n de a.n-illo~ 

a.na.l~t-ico~ loca.le~. 

Un anillo analítico puede pensarse corno una C-álgebra A tal que pa­

ra todo abierto U e cn, se tiene determinado un conjunto A(U) CAn, 

con la propiedad de que toda función holomorfa f: U + C se interpre-

ta corno una función A(U) + A. Por ejemplo, si A = O (anillo de m,p 
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y U e C es U = C-{O}, entonces A(U) e O es: 
ro,p 

A(U) = {f E O / f(p) 1 O}. 
p . ro, p 

Se demuestra que A es un anillo analítico local (en el sentido de 

que existe un morfismo local TI: A + C de anillos analíticos) si y 

s6lo si, A tiene las siguientes propiedades: 

1) Para todo cubrimiento por abiertos de un abierto U, U 

entonces A(U) = U A(U ) . 
a. E: 1 a. 

2) A(<P) = <p. 

U Ua.' aE:I 

Esta demostraci6n es válida para anillos analíticos en cualquier t~ 

pos de Grothendick. Por ejemplo, se aplica al haz estructural de un 
espacio analítico~ 

MATEMATICA APLICADA 

AIMARETTI,R.J. (F.C.E.e 1.- U.N.Rosario): Ecuac~o~e~ V~o6a~~~~a~ 

Pol~~om~ale~ Ij el P/toblema de Co~~/tol c.o~ Modelo~. 

En el problema de control monovariable (1 entrada, 1 salida) es po­

sible lograr un buen disefio de controladores empleando el método 
de persecuci6n perfecta de modelos. Específicamente (utilizando la 

transformada de Laplace), se desea llevar la funci6n transferencia 

tes) de un sistema a la forma deseada (modelo) td(s). La soluci6n 
del problema planteado es equivalente a hallar la soluci6n de gra­

do mínimo de una ecuaci6n diofantina polinomial del tipo: 

k(s) pes) + hes) res) = QF(s) (1) 

En este trabajo presentamos una metodología que emplea fundamental­

mente el algoritmo de Euclides para el c6mputo de la mencionada so­

luci6n de (1) (concretada en un programa de disefio asistido por un 

ordenador tipo PC). Además se realiza una implementaci6n del con­

trol obtenido a través de un lazo de feedforward y un lazo de coor­
dinaci6n (entre el modelo y el sistema) que hacen al sistema com­

pleto en lazo cerrado relativamente insensible a pequefias variacio­

nes de la planta y posibles perturbaciones no medibles. Damos va­

rios ejemplos con resultados computacionales de simulaci6n que 
muestran la eficacia del procedimiento de síntesis logrado. 

APARICIO,L.V. (PLAP~QUI,U.N.S.- CONICET) y PALOSCHI,J.R. (D.M., 

U.N .del Sur): Expe/t~e.~c.~a~ /teal~zada~ co~ ml.~odo~ de c.o~~~~uac.~6~ 
e~ I~ge~~e/t~a Qu~m~c~. 
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Los métodos decontinuaci6n han sido diseñados con la finalidad de 

aumentar el radio de convergencia de los métodos empleados para re­
solver sistemas de ecuaciones algebraicas no lineales. Consisten 

en transformar el problema: 

f(x) o (1) 

en 
h(x,8) = O • 

Variando 8 entre 1 y O se obtiene una serie de subproblemas, cuyas 
soluciones conducen progresivamente a la soluci6n de (1). 

Las homotopías tradicionalmente propuestas en la literatura son: 

h(x,8) 

h (x, 8) 

f(x) - 8. f(xo) 

(1-8)f(x) + 8(X-X o) 

[1] 

[2] 

Sin embargo, se ha encontrado que su empleo produce inconvenientes 

numéricos que disminuyen la robustez originalmente asignada a con­

tinuaci6n. En este trabajo se produce un nuevo enfoque del método 

que, en combinaci6n con diferentes homotopías, mejora considerable­

mente su comportamiento. Asimismo se presenta una estrategia de re­
soluci6n de los problemas intermedios que se suma a las ventajas 

anteriormente mencionadas. Los métodos han sido probados con pro­

blemas de simulaci6n en Ingeniería Química. 

REFERENCIAS 

[lJ Broyden,C.C."A new method of solving nonlinear simultaneous 
equations". Computer Journal. g, 1969. 

[2] Meyer,G.H. "On solving nonlinear equations with a one parame­
ter operator imbedding". SIAM J. NUMERICAL ANAL., &., N°4,. 1968. 

AVILA,O.J. (F.C.E.- U.N.de Salta): Aju~te de ponde~ac~one~ loga~~t­

m~ca~ en un modelo econom€t~~co. 

Se considera el modelo econométrico con retardos distribuídos: 

= a: + +wx )+e: 
p t-p t 

(1) 

bajo condiciones de homocedásticidad para e: t y con ponderaciones 

logarítmicas. Se propone realizar un ajuste funcional continuo de 

los wj con condiciones de contorno w_ 1 = O Y wp+1 = O, en parti-

cular a una polinomial de grado G en la variable z = 10g(j+1). En 

este trabajo se demuestra que bajo tales condiciones y para G = 4 
el modelo (1) admite simplificaci6n con la consecuente posibilidad 

de estimar las ohderaciones los coeficientes. 

'.' , 
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BANCORA,M.C. (PROMAR (CONICET-UNR)), ClDl,P.L. y MENALDI,J.L. (Wayne 
State University, USA): Soluei6n numl~iea de un p~oblema de eont~ol 
e4toe~4tieo eon e04to lineal en el eont~ol. 

Se trata del problema del control óptimo de un oscilador lineal a­
mortiguado estoc~stico. 

La inecuación diferencial asociada tiene un operador parabólico no 
coercivo y aparecen restricciones bil~teras respecto de una deriva-

da primera. Se resuelve el problema O = min{~~ + Lu , ~~ +c , c - ~~}. 

Se proponen dos discretizaciones que satisfacen el principio del 
m~ximo discreto y dan origen a dos problemas aproximados resueltos 
por relajación. 'Se prueba' la convergencia de las soluciones aproxi­
madas y se dan la función de feedback óptimo y una estimación del 

error. 

Se resuelve un ejemplo al cual se le aplican ambos logaritmos, usan 
do el primero como inicializador del segundo. 

CALVO,M.C., LOPEZ,M.C., NORIEGA,R.J. y SCHIFINI,C.G. (F.C.E.y N.­
U.B.A.): lnva~ianeia de gauge de la6 exp~e6ione6 de Eule~-Lag~ange. 

En este trabajo se prueba que si las expresiones de Euler-Lagrange 

correspondientes a un Lagrangiano concomitante de segundo orden en 
la metrica y de primer orden en los potenciales de gauge, mínima­
mente acoplado con la metrica, son invariantes por transformaciones 
de gauge, entonces para n par (siendo n la dimensión de la varie­
dad), existe un Lagrangiano invariante por transfoimaciones de gau­
ge que da las mismas ecuaciones de campo. Esto rest'ringe severamen­
te las posibles ecuaciones de campo que sean covariantes tanto pa­

ra un cambio de coordenadas como para un cambio de gauge. Se prue­
ba asimismo que el resultado es falso para n impar. 

CANZIANI,G.A. (I.A.M.- CONICET y F.C.E.y N.- U.B.A.): Un p~oblema 
de oeupaei6n de e6paeio4 al aza~ en Bioqulmiea. 

Se estudia la ligadura no cooperativa de ligandos compactos de in­
teres bioquímico (proteínas) a interfases fosfolípido-agua, con una 
estructura de mosaiao regular que permite la difusión lateral (mem­
branas, vesículas, etc). En una presentación anterior se trataron 
los casos de ligandos lineales y de ligandos en forma de discos. 

En el presente trabajo se estudia el caso de ligandos cuya forma 
se aproxima a elipses. La consideración de que los ejes de las eli~ 
ses toman orientaciones al azar, lleva a desarrollar criterios geo­
Ipetricos de particular intereso Los par~metros de densidad se obtie 
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nen por simu1aci6n con métodos de tipo Monte-Car10. 

CAPUTTI,T. (F.C.E.y N.- U.B.A.): So.tuc-i.one-6 E-op.t-i.ma.te-6 en pJc.ogJc.a­
mac-i.6n convexa no d-i.~eJc.enc-i.ab.te. 

Un prob~ema de continuo interés en la teoría de la programaci6n ma­
temática es la caracterizaci6n de soluciones 6ptimas para el prob1~ 

ma: minimizar f(x) sujeta a x E E e Rn . 

La situaci6n que interesa es aquélla en la que se logran soluciones 

E-optima1es (E > O). La cuesti6n, para el caso convexo no diferen­
ciab1e no restricto, es fácilmente resuelta, pues: 

f tiene un E-mínimo en x* si y s610 si O E 3e;f(x*), donde 3e;f(x*) 
es la e;-subdiferencial de f en x*. 

En el caso restricto, se deriva una f6rmu1a útil para calcular la 

e;-subdiferencia1 de una funci6n convexa general, la funci6n de máxi 
mo. Además, se prueba un teorema central de e;-optimalidad del tipo 

de Kuhn-Tucker para la clase de problemas de programaci6n convexa 
no diferenciable de la forma: 

minimizar f(x) sujeta a gi(x) ~ O para i 

x E Q ; x E Rn . 

1,2, ... ,;p Ax b 

CASTAGNINO,M., LARA,L. Y AQUILANO,R. (I.F.R.- (CONICET-UNR)): TJc.an~ 

~oJc.mac-i.one-6 Jc.e.ta.t-i.v-i.-6.ta-6 en .ta-6 -6-i.ngu.taJc.-i.dade-6 de una a.tm6-6~eJc.a e-6-
.te.ta~ de aCJc.~c-i.6n. 

Se propone un modelo simple para describir la fluctuaci6n de ,la lu-­

minosidad en eruptores de rayos X y novas recurrentes. Mediante el 

tratamiento clásico y correcci6n post-newtoniana. 

El modelo consiste en un núcleo esférico de neutrones rodeado de 

un gas de fermiones, limitado por una cáscara. Se halla un grupo 

de transformaci6n que simplifica la resoluci6n del sistema, el cual 

está descripto por un operador diferencial no lineal. Se demuestra 
que el mismo presenta a lo sumo dos puntos singulares. Se muestra 

además la existencia de una bifurcaci6n cuando se describe la solu­

ci6n en términos de la masa de la cáscara y la masa del gas de fer­
miones. 

CHIAPPA,R.A. Y LAURENCENA,B.R. (U.N.de1 Sur): lnd-i.ce-6 de W-i.eneJc. en 
c-i.eJc..tO-6 dJc.bo.te-6 va.tuado-6. 

" ,. 



285 

a sus mol€culas.Con el mismo objetivo y para aplicarlos a €teres 
alifáticos se calculan dos índices "tipo Wiener" en ciertos árbo­

les valuados.' 

DUBUC,E. (F.C.E.y N.- U.B.A.): T~an~6o~mada d~ Fou~~~~ y un algo­

~~~mo pa~a la mul~~pl~cac~6n d~ ~n~~~o~. 

En la literatura se ha observado que la transformada de Fourier 

discreta puede considerarse en "espacios" de dimensión finita k 

sobre el anillo Zn. Si k es una potencia de 2 se dispone del algo­

ritmo rápido para calcular el transformado de un vector. Utilizan­

do el hecho que la convolución de dos vectores se transforma en el 
producto (coordenada a coordenada) de los transformados, puede cal 

cularse el producto de dos enteros (cuyos dígitos formen un vector 

en (Zn)k) transformándolos primero, multiplicando dígito a dígito, 
y luego antitransformando el resultado. En teoría, ello lleva un 

tiempo O(k ln 2k) , mientras que la multiplicación usual tarda O(k2). 

Describiremos algunos detalles de estas ideas y presentaremos un 

algoritmo para multiplicar enteros y su implementación en Turbo 

Pascal, comparándolo con una implementación del algoritmo de multi­

plicar de la escuela primaria. 

GARGUICHEVICH,G. y SANZIEL,M.C. (PROMAR (CONICET-UNR)): CompMa­

c~6n d~ la~ ~oluc~on~~ d~ un p~obl~ma d~ S~~6an y d~ alguno~ mod~­

lo~ ap~ox~mado~ cuando ~l calo~ ~~p~ci6ico ~i~nd~ a ce~o. 

Se trata el problema de Stefan unidimensional a una fase con tempe­

ratura constante 60 en el borde ~=O y se compara la solución del 
mismo con las de los modelos aproximados correspondientes a los m€­

todos Cuasiestacionario, del Balance Integral Calórico y Variacio­
nal o de Biot. Se establece la convergencia uniforme, sobre inter­

valos de tiempo acotados, de las soluciones del modelo de Stefan 

y del Balance Integral Calórico a la soluci6n cuasiestacionaria 
cuando el calor específico c tiende a cero. Para el modelo de Biot 

la convergencia se verifica únicamente para la frontera libre. En 

cada caso se da una estimación del error. 

GONZALEZ,R.L.V. (PROMAR (CONICET) -U.N.R.): Soluc~6n Num€üca de 

In~cuac~on~~ Cua~~-Va~iac~onale~ A~oc~ada~ a P~oblema~ de Op~~miza­

c~6n con Con~~ole~ Mon6~ono~. 

Los problemas de optimizaci6n con controles monótonos conducen al 

estudio de la inecua~i6n cuasi-~ariacional (QVI): 
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min(Lv, av/az) = 0, siendo Lv = ;x v.f+h-av. En este trabajo se de­

sarrollan métodos de solución numérica de estas inecuaciones, basa­

dos en el uso de aproximaciones internas del espacio WI,ro por medio 

de elementos finitos lineales. El problema discretizado que resulta 

de esa forma de aproximación, es resuelto por medio de un algorit­
mo iterativo de tipo relajación. Se muestra asimismo cómo esta me­

todo logia puede ser extendida para tratar también el problema de 

control monótono con tiempos de detención. 

GONZALEZ,R.L.V.· y TARZIA,D.A. (PROMAR (CONICET-UNR)): Sob~e la op­

.ü.mizaci6n· de 6luj o~ .té~mico~ en un dominio ~in cambio.6 de 6a.6 e.6 • 

El problema de optimización tratado es el de maximizar el flujo de 

salida de calor sobre una parte de la frontera de un dominio, mien­

tras sobre otra porci6n de la frontera se fija la distribución de 

temperatura. La optimización se realiza bajo la condición de que 
no se produzcan cambios de fases. 

Tratamos el problema con la técnica de optimización de funcionales 
convexos (en espacios de Banach) dentro de conjuntos con restricci~ 

nes. Demostramos la existencia y unicidad de la solución, dando 
asimismo la forma explicita de la soluci6n y de los correspondien­
tes multiplicadores de Lagrange asociados al problema. 

MARCHI,E. and SAAD,E. (LM.A. San Luis - U.N.S.L.- CONICET): Weak. 
p.óeudo .6addle poin.t and weak. p~eudo equilib~ium poin.t in gene~al 
game. 

In this paper we introduce several diferent "weak concepts" of so­
lution in theory of general games. 

We begin studying two-person general games to generalize the Pseu­

do Saddle Point introduced by the first author, to weak pseudo saddle 

point.for general two-person game . In particular, in the case of 

zero - sum we have obtained the classical concept of saddle point. 
Next we are in the position to extend the previous results in the 

general case with any arbitrary number of players, in several di­
rections. 

MILASZEWICZ,J.P. y MOLEDO,L.P. (F.C.E.y N. y F.C.E., U.B.A.): So­
b~e .6i.6.tema.6 de .tipo inpu.t-ou.tpu.t. 

Sea B una matriz cuadrada de orden n de términos no negativos tal 
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que (s I - B) x = y. 

Con N+ Y N_ designamos a los índices para los cuales las corresp0!l 
dientes componentes ,de y son, respectivamente, positivas y negati­

vas. Si con K designamos genéricamente a una componente totalmente 

conexa del grafo de B, NK'designa a.los índices involucrados en K; 

para cada una de tales K, supondremos que alguna coordenada de y 

en K es no nula. 

Si N+ es no vacío, supondremos que tiene intersecci6n no vacía con 

cada NK• Vale entonces, para todo i, miniO, min x.}} < x. < 
N_ J 1. 

< max{ 0, max x;}}. 
N+ J. 

NEME,A.J. (I.M.A.San Luis - U.N.S.L.- CONICET): Un teo~ema l1m~te 
6ob~e el "co~e" de una econom1a con exte~nal~dade6. 

En este trabajo se define un concepto de "core" en economías de in­

tercambio con externalidades y se prueba el siguiente teorema lími­

te: 

TEOREMA. Sea (a,F) una economía con externalidades cuyas funciones 
de utilidad son estrictamente c6ncavas. Si la K - réplica de una 

redistribuci6n X está en el "core" para cualquier K entonces existe 

un vector precio P E Sl-l tal que (X,P) es un equilibrio competiti­

vo (NE). 

NORIEGA,R.J., SCHIFINI,C.G. (F.C.E.y N.- U.B.A.) yPRELAT,D. (CONI­
CET-CAECE): Lag~ang~ano6 concom~tante6 de la m~t~~ca y de la6o~ma 

de cu~vatu~a. 

Con el objeto de obtener las restricciones de las posibles teorías 
de campo de gauge se estudia en este trabajo la forma general de 

los Lagrangianos concomitantes de una métrica y de los coeficientes 

de la forma de curvatura que sean densidades, escalares e invarian­
tes por transformaciones de gauge. Se prueba que dichos Lagrangia­

nos son funciones de las trazas de los productos de los coeficien­

tes mixtos de li forma de curvatura. Se conjetura la posible re­

ducci6n a trazas de productos de dos y tres coeficientes. 

NORIEGA,R.J., SCHIFINI,C.G. (F.C.E.y N.- U.B.A.) y PRELAT,D. (CONI­
CET-CAECE): Ap~ox~mac~6n po~ pol~nom~o6 ~nvallllante6. 

Se demuéstra que' todo. escalar concomitante del tensor métrico y de 

una familia arbitrar~á de campos tensoriales se puede aproximar 
uniformemente (localmente) por polinomios en las variables tenso-
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riales que son invariantes por cambios de coordenadas ortogonales. 

Asimismo, se encuentra la forma general de los tensores isotrópicos 
cartesianos .. Como los coeficientes de los polinomios invariantes 

son de este tipo, esto permite encontrar la forma del escalar conco­

mitante en cada caso particular. Esto ha sido hecho específicamente 

para los escalares concomitantes de una métrica hasta orden 2. 

NORIEGA,R.J. y SCHIFINI,C.G. (F.C.E.y N.- U.B.A.): El p40blema equf 
va4lan~e lnve460 y la6 eeuaelone6 de Maxwell. 

Se prueba en este trabajo que si Bi ~s un concomitante tensorial 

de primer orden en la métrica y de segundo orden en un covector, y 

si además Bi es la expresión de Euler-Lagrange de un Lagrangiano, 
no necesariamente tensorial, concomitante de la m~trica y de pri­
mer orden en un covector, existe entonces un Lagrangiano equivalen­

te (con igual expresión de Euler-Lagrange) que es una densidad es­
calar. Las ecuaciones de campo resultan ser las habituales ecuacio·· 

nes de Maxwell, lo cual da una suerte de unicidad de estas últimas 

si se suponen principios de covariancia. 

OVIEDO,J.A. (I.M.A.San Luis - U.N.S.L.- CONICET): Sob4e el NúmeM 

de Vé4~lee6 de la6 2-ea4a6 del Convexo de Á6lgnael6n. 

En teoría de Convexidad; es conocido el problema de caracterizar 

vértices y caras. 

En esta comunicación, se muestra que las caras de dimensión dos 

del Convexo de Asignación tienen a lo más cuatro puntos extremos 

(vértices). También se da una caracterización para determinar el 
número de vértices de una cara de dimensión dos, en función del 

soporte de ciertos vértices. 

RODRI~UEZ,R. (F.C.E.- U.N.La Plata): E6quema6 6p~lmo6 pa4a la M~l 

mael6n de pe4~u4baelone6 en E.V.O .. 

Se desarrolla un esquema que generaliza diversos métodos presenta­
dos en trabajos anteriores por P.E.Zadunaisky y el autor, para es­
timar perturbaciones p(t) que afecta~ un sistema de ecuaciones di­

ferenciales de segundo orden de la f~rma: 

y'(t) = f(t,y(t)) + p(t) 

en el que son datos medibles los valo~es de la solución y de su de 

rivada sobre los nodos de una malla uniforme. 

..J 
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m~todo y eventualmente el paso de la malla, a fin de minimizar la 

parte principal de los errores globales con que se estiman las per­
turbaciones. ' 

SPINADEL,V.W.de (F.C.E.y N.- U.B.A.): Conjun:to.6 llm..í:te.6 de .6ú:te­
ma.6 l..íneale.6 de con:t~ol. 

El concepto de conjunto limite de ecuaciones diferenciales ordina­

rias puede ser generalizado para sistemas de control del tipo 

x = f(x,u) 

donde u (t) E U,. ,conjunto de controles" en sentido "fuerte" y "d~bil". 

En este tiabajo se estudian, en particular, los conjuntos limites 

de sistemas de control lineales del tipo 

x=Ax+Bu u(t) E U 

asi como las relaciones entre estos conjuntos limites y los conjun­

tos "soportados", presentados por la autora en la XXXV Reunión A­
nual de la UMA ("Aspectos geométricos de las zonas alcanzables en 

problemas de control óptimo"). 

TILLI,M. (F.C.E.y N.- U.B.A.): T~an.66o~mada de Fe~ma:t-Fou~..íe~ de 
al:to c~uce po~ ce~o. 

Es bien sabido que la Fast Fourier Transform (FFT) computa la tran~ 
formada conN.log(N) multiplicaciones reales (en coma flotante en 
la computadora), produciéndose un error de redondeo que debe ser 

agregado al producido por la discretización de la señal. Se han he­

cho intentos de reducir aquél reemplazando como codominio a los 

complejos por un Zr donde r es un número de Mersenne o de Fermat, 

dando origen a las llamadas Mersenne Number Transform (MNT) y Fer­

mat Number Transform (FNT). Además de eliminarse los errores de re­
dondeo, se podrian obtener ventajas adicionales de lograr implemen­

tarse .eficientemente la aritmética respectiva módulQ r. En el caso 

de la MNT ha sido logrado (One's complement arithmetic). En el caso 

de la aritmética de Fermat su implementación se hace ineficiente 
por las dificultades para su representación en computadora, ya que 

la obvia similitud con la representa,ción standard de un número bi­
nario se ve compensada porque la imparidad es un exceso, mientras 

que en el caso de Mersenne es un defecto (Z2 n+ 1 y Z2n_ 1 respect~:. 
vamente) . 

Presentamos aqui un método que aprovecha esta desventaja para de­

tectar los cruces por:cero que, dado el carácter optimal de la FFT 
clásica, la implementación de un test de este tipo significaria 
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una: p~rdida de eficacia en el caso del peor caso (ningún valor nulo). 
La idea central estriba en representar al cero como un elemento su­
pernumerario 'meramente con un bit de control, que qe cualquier ma­
nera debe testearse en el cálculo de la FNT clásica, no aumentan-
do por 10 tanto la complejidad, y reduciendo las operaciones en el 
-caso de al to cruce por cero. 

;VILLA,L.T. (INIQUI (CONICET-U.N.Salta) y TARZIA,D.A. (PROMAR (CONI­
CET-U.N .Rosario)): Un modelo de 6ILont:e/l.a:U.blLe paILa la de4ac.t:-i.va­

c.-i.6n de un c.at:al-i.zadolL en u.n 4üt:ema d-i.óu-6-i.6n-lLeac.c.-i.6n ga4 -46l-i.do. 

Se considera un gas reactante A acompañado por una especie química 
P que se difunden en el seno de una pastilla sólida prismática so­

-porte de un catalizador. 

Suponiendo que la especie P actúa selectivamente como veneno del 
catalizador inactivando los sitios activos mediante una reacción 
química rápida e irreversible, bajo adecuadas hipótesis físico­
químicas se puede modelar el proceso como: un problema de frontera 
libre para la concentración de veneno P (que determina la frontera 
que ubica el frente de reacción entre el veneno y los sitios acti­
vos del catalizador) y un problema de frontera móvil (con frontera 
móvil igual a la frontera libre dada por el problema anterior) a 
dos fases para la concentración del gas reactante A. Más aún, el 
primer problema consiste en uno de reacción-difusi6n gas-s61ido. 

" 
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Jos6 Maria Arango naci6 en Bahía Blanca el 11 de mayo de 1914ymu­
ri6 ~ri esta ciudad el 15 de diciembre de 1985. 

Su nombre está estrechamente ligado a la Universidad Naciona1ci.el 
Sur, cuya larga gestaci6n vivi6 casi desde los instantes iilid.a1es, 
y de la que fue. Profesor desde el afio· 1956, cuando se cre6,-hasta 
jubilarse en 1982. 

Curs6 sus estudios universitarios en·1a Facultad de Ciencias Físico~ 
Matemáticas de la Universidad Nacional de La Plata, de donde egres6 
en 1936 con el titulo de Ingeniero Civil. 

De regreso en Bahía Blanca en 1937 inici6 su actividad profesional, 
sumándose poco tiempo después al núcleo de personas e instituciones 

, ' 

educacionales y culturales de la ciudad que reclamaban la creaci6n 
de una universidad en Bahía Blanca. Ya en 1924 se había e1eyado un 
proyecto en ese sentido a la Cámara de Diputados de la Naci6n; que 
no 11eg6 a tratarse, y en 1939 se present6 uno nuevo, similar al 'a!!. 
terior, que no fue sancionado: Ante este fracaso un grupo deveci-
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nos de Bahia Blanca resuelve tomar la iniciativa y concretar laque 

era ya un reclamo público~ creando como entidad privada la Universi 
dad del Sur~ que comienza su actividad ello de mayo de 1940. 

El Ing.Arango participa desde el principio en este entusiasta es­

fuerzo como Profesor de la cátedra de Análisis MatelllÍítico 1 y de un 

Curso de Introducción~ colaboración ad-honorem que se extiende du­

rante todo el periodo de funcionamiento de esa universidad libre~ 

la que en mayo de 1944 cierra sus puertas por falta.de recursos y 

apoyo oficial. 

En 1946 el iobierno de La Provincia de Buenos Aires ~rea con sede 

en Bahia Blanca el Instituto Tecnológico del Sur dependiente de la 
Universidad Nacional de La Plata~ base de la actual Universidad Na­

cional del Sur, fundada finalmente en enero de 1956. El Ing.Arango 
se desempeña como Profesor de los cursos de Análisis Matemático 1 

y II, en el Instituto Tecnológico primero y luego en el Departamen­
to de Matemática de la flamante y anhelada Universidad, de cuya Co­

misión Organizadora se 10 nombra miembro. 

Durante su larga actuación en la Universidad Nacional del Sur se 

prodigó generósamente a sus alumnos, procurando transmitirles su 

gusto por la" matemática y hacer. fáciles, atractivos y naturales los 

razonamientos y cálculos, que ilustraba invariablemente con "un 
ej emplito". Fueron numerosos los 'apuntes y trabajos de carácter di­
dáctico que escribió destinados a sus cursos de Análisis Matemático 

y Cálculo, y sus clases se distinguian por el esmero cuidadoso con 

que las presentaba y la solvencia y elegancia de las exposiciones. 

Paralelamente a su labor docente el Ing.Arango colaboró sin retaceos 

en la tarea de promover y consolidar el desarrollo de la actividad 
acad~mica, desempeñando numerosos cargos en el gobierno de la Uni­
versidad Nacional del Sur, entre otros: Director del Departamento 

de Matemática desde 1957 a 1968; Director Interino del Departamento 

de Fisica desde 1957 a 1965; Director a cargo del Instituto de Mat~ 
mática desde diciembre de 1964 a julio de 1965; Rector Sustituto de 

la Universidad desde 1968 a 1970; Miembro del Tribunal Académico; 
Miembro del Consejo Asesor del Departamento de Ciencias Exactas des 

de 1980 a 1982. 

En 1966 fue distinguido con medalla de oro de reconocimiento por 25 

años de actuación en pro de la Universidad, que recibió de manos 

del Sr.Presidente de la Nación, Dr.Arturo U.Illia. En 1980 presidió 
la Comisión de Actos del 25 Aniversario de la Universidad Nacional 

del Sur. 

Tuvo también actuación en la enseñanza a nivel secundario desde 

194 a m Profesor de Matemática en la F.sclIel:l Snner;or ele 
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Comercio, y de Geometria Analftica y Cálculo Infinitesimal en la Es 
cuela Industrial de Bahia Blanca. 

Como Ingeniero Civil ocup6 distintos cargos en el Consejo Directivo 
del Centro de Ingenieros de Bahía Blanca en el período 1939 a 1948, 

y desde 1969 hasta su muerte integr6 el Tribunal de Honor. Su gusto 
por la matemática y su irrenunciable vocaci6n docente lo llevaron 

a dejar en 1961 la práctica profesional para dedicarse exclusivame~ 
te a la docencia universitaria. La Unión Matemática Argentina lo 
contaba entre sus miembros. 

Espíritu sensible, ávido lector, agudo observador, también colabo­

r6 con la ya centenaria Biblioteca Popular Bernardino Rivadavia, ca 

sa madre de la cultura bahiense, de cuyo Consejo Directivo form6 

parte en varios cargos, siendo Presidente desde 1975 a 1983. 

En 1972 se le encomend6 la redacci6n del capítulo "La Matemática en 

el Sur (Período 1923-1972)" del tomo I de la obra "Evoluci6n de las 

Ciencias en la República Argentina, 1923-1972", editada por la So­
ciedad Científica Argentina. 

En lo personal era naturalmente cortés y afable, poseedor de una s6 

lida cultura y un fino sentido del humor. Tenía el don de la pala­

bra galana y justa, y sus escritos y dictámenes eran famosos por su 
cuidado estilo y juicio certero. 

En ocasión de su jubilación, al despedirse de los docentes del De­

partamento de Matemática nos dijo: "Agradezco este acto de amistad 

que me resisto a llamar despedida. ¿Cómo podría despedirme de la 

U.N.S. si está casi en las raíces de mi existencia y en la justifi­
cación de mi vida?". Y más adelante: "¿C6mo decirle adi6s a esta 

Universidad que me enorgullezco de haber ayudado a levantar tras 

muchos esfuerzos y vicisitudes? Por seguirla dejé una ~rofesión 
que también me gustaba mucho. Los años, que pasaron inexorables, 
me procuraron creo que millares de alumnos que fueron mis amigos; 

lástima si desde mi concepción del deber aplacé a tantos. Quede la 
ardua sentencia para quienes se hallen menos comprometidos. Si como 
algunos creen, entregué a la Universidad estimables esfuérzos, tam­

bién ¿qué no me dió la Universidad? Colmó tan largamente mis aspi­

raciones, me procuró tantas oportunidades de aprender, me propor­

cionó tantos amigos". Y termin6 diciendo: "Por eso, volviendo al 

principio, repito que me quedo en la U.N.S., como dice la expresión 

corriente, hasta que males mayores nos separen, que espero siempre 

sus saludos, queridos amigos. Confío que olviden mis flaquezas y 

que si me señalan a algún nuevo compañero lo hagan recordando que 

pasé aquí muchos años y quise mucho a la Universidad. De modo que 

no adiós, sino hasta la semana que viene, si Dios quiere". 
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Su entrañable adhesi6n a la tarea de construir una Universidad nue­
va y mejor, a la que prest6 destaca~os servicios, 10 ha hecho acre~ 
dor al recuerdo respetuoso de toda la comunidad universitaria. 

María Luisa Gastaminza 

Alberto A. Suárez 
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COMENTARIOS BIBLIOGRAFICOS 

ABSTRAeT ALGEBRA, by G.D.Crown, M.H.Fenrick and R.J.Valenza, Dekker, 
New York, 1986. 

Este libro ha sido concebido como texto para un curso de álgebra si 
guiendo a no más de un par de cursos introductorios. Los autores 
han supuesto que, para muchos de los alumnos, éste sería su curso 
terminal de álgebra; y han preferido enfatizar la ejemplificación, 
sacrificando un mayor desarrollo de los temas tratados, para ilus­
trar la naturaridad y universalidad de los métodos algebraicos. 

El libro cubre el lenguaje- básico de grupos, anillos, módulos y 
cuerpos, con una presentación moderna, basada en los métodos dia­
gramáticos, que destaca las propiedades universales de factoriza­
ción. 

En las cuestiones específicas, para grupos se han escogido los teo­
remas de Sy1ow, presentados vía el eficiente enfoque de acciones de 
grupo, y los grupos resolubles, para ser aprovechados posteriormen­
te ~n la teoría de cuerpos. Para anillos, se ha desarrollado la 
teoría elemental de factqrización y se han incluido las álgebras de 

P?linomios y matrices. Finalmente, para cuerpos, se ha hecho una 
aproximación económica a la teoría de Galois; debe destacarse la 

inclusión de un tratamiento elemental de la reso1ubilidad de ecua­
ciones. 

Acertada, sin dudas, esta selección de tópicos. Hubiera sido desea­
ble la inclusión en módulos de un tema específico, como ser alguno 
de los teoremas de estructura de módulos sobre dominios principa­
les. 

La ejercitación es abundante y variada. 

J.J.Martínez 

MOVULES OVER VALUATION VOMAINS, by L . Fuchs and L .Salce, Dekker, New 
York,1985. 

Este librO establece los fundamentos para el tratamiento sistemá­

tico de la teoría de módulos sobre dominios de valuación, sin res­
tricciones de finitud y con énfasis en el aspecto estructural, 
orientado por losgrupós abelianos (o, si se prefiere, por los mó­
dulos sobre dominios principales). Los autores, que han contribui­
do significativamente' al desarrollo d,e1 tema, haéen uso de las po­

derosas técnicas actuales de la teoría de módulos. 
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Los dos primeros capítulos contienen los prelim1nares sobre anillO!:> 
de valuaci6n y m6dulos; se tratan cuestiones de divisibilidad, que 
desempeñan un papel fundamental en la teoría. Las técnicas homo16-
gicas y topo16gicas relevántes se introducen en los tres capítulos 
siguientes. La materia plena se desarrolla en los nueve capítulos 
restantes, con el tratamiento de divisibilidad, inyectividad, tor­
si6n, invariantes y m6dulos seriales. 

Cada capítulo contiene listas de ejercicios y es cerrado con notas 
sobre el desarrollo hist6rico de los temas tratados, comentarios y 

problemas abiertos. También se incorpora una extensa bibliografía. 

Debe destacarse, el gran valor informativo de esta monografía, que 
incluso ofrece resultados nuevos sobre varias clases importantes 
de m6dulos. 

Excelente es el calificativo que resume el estilo expositorio. 

J.J.Martínez 

MATHEMATICAL PROGRAMMING: AN lNTROVUCTI0N,TO OPTIMIZATI0N, Melvyn 
W.Jeter, Marcel Dekker Inc., 1986. 

El autor se propuso escribir un libro de introducci6n a la optimi­
zaci6n para alumnos que. hayan estudiado un curso de ~lgebra lineal 
y uno de an~lisis en varias variables. Y 10 hizo en forma adecuada. 

La ~bra se 'ubica entre aquéllas muy elementales - que contienen 
gran cantidad de material introductorio y algo de optimizaci6n - , 
y las avanzadas - que suponen qu~ mucho es conocido, y presentan 
teoría, pero poco c~lculo -. 

No deja de revisar en forma somera los temas que se suponen bien 
conocidos por un alumno del nivel descripto. Pero en aquéllos que 
no suelen formar parte de los cursos básicos y son indispensables 
para .el desarrollo, se detiene más. Así, cuando llega el momento 
oportuno en la exposici6n, define, demuestra y ejemplifica sobre 
conjuntos afines y convexos, o funciones convexas de varias varia­
bles. Aunque entre lectores que cursan ciencias matemáticas esto 
puede ser conocido, seguro que no 10 es para 'alumnos de ingeniería 
o ciencias econ6micas. De esta manera, el estilo de la exposici6n 
es ade~uado también para llevar a un alumno no muy entrenado en la 
matemática, a niveles r.azonables de conocimiento de la teoría de 
optimizaci6n. 

La enumeraci6n de los, capItulos del libro es ilustrativa: 
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linear programming prob1em. 

3. The primal simp1ex procedure. 
4. Dua1ity and the linear comp1ementarity prob1em. 
5. Other simp1exprocedures. 
6. Network programming . 
7. Convex and cohcaVe functions. 
8. Optima1ity conditions. 
9. Search techniques for unconstrained optimization prob1ems. 

10. Penalty functions methods. 

Como se ve, para un curso de programación lineal bastan los capí­
tulos 1 al 6; los cuatro finales corresponden a la no-lineal. 

Los problemas básicos de la teoría están bien motivados y abtmdantes 
ejemplos se intercalan entre teoremas y algoritmos. Es elogiable 

el estilo coloquial con que se exponen los ejemplos: se sigue el 
algoritmo paso a paso, indicando apropiadamente los cambios que 
suceden en cada uno. 

Cada item dentro de cada capítulo finaliza con ejercicios, y si 
bien los de los primeros capítulos pueden resolverse sin apoyo com­

. putaciona1, no sucede 10 mismo con los de los 61 timos, que. exigen 
tener los programas correspondientes. 

Carlos Enrique D'Attellis 
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