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CURVAS ALABEADAS REGULARES.  
FÓRMULAS DE FRENET-SERRET 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1. Las curvas alabeadas: 
 
Definición 1: Consideremos el conjunto de pares [ ]( ))(,, ϕfba=Γ , donde [ ]ba, es un 

intervalo cerrado de números reales y ( )ϕf  es una función vectorial continua 

[ ] 3,: Mbaf →  siendo M3 el espacio métrico tridimensional asociado al espacio 
vectorial euclídeo tridimensional sobre R. 
 
Diremos que dos de estos pares, [ ]( ))(,, ϕfba , [ ]( ))(,, ϕgdc , son equivalentes 
propiamente (respectivamente impropiamente) si existe una función continua h tal que 
es [ ] [ ]dcbah ,,: →  estrictamente creciente (respectivamente decreciente) tal que 

h(a)=c, h(b)=d (respectivamente h(a)=d, h(b)=c) tal que bafhg ≤≤= ϕϕϕ )),()(( . 

 
Obviamente, tal relación en el conjunto Γ es de equivalencia, puesto que es reflexiva, 
simétrica y transitiva. Las clases de equivalencia son los subconjunto de Γ formados 
por todos los pares equivalentes entre sí.  
 
Cada una de estas clases de equivalencia se denomina arco de curva alabeada, y cada 
uno de los representantes de la clase de equivalencia, esto es, cada par [ ]( ))(,, ϕfba , 
se denomina representación paramétrica de la curva alabeada. 
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- Arco de curva alabeada:  
 

[ ]( ) [ ]( ) [ ]( ){ },...)(,,,...,)(,,,)(,, 222111 ϕϕϕ kkk fbafbafba=Ω  

 
- Representaciones paramétricas de un arco de curva alabeada:  
 

[ ]( ) ,...,...,2,1,)(,, kifba iii =ϕ  

 
 

 
 
 
 

2. Curvas alabeadas regulares: 
 
Definición 2: Una representación paramétrica [ ]( ))(,, ϕfba  de un arco de curva 
alabeada Ω se dice que es regular si f es de clase C1 en [a,b] y de derivada no nula en 
[a,b]: 
 

[ ]( ) [ ] [ ]bafbaCfregularparrepfba ,,0)(',,..)(,, 1 ∈∀≠∧∈∀∈⇔ ϕϕϕϕ  
 
 
 
Teorema 1: Si es [ ]( ))(,, ϕfba  una representación paramétrica regular del arco de 
curva alabeada Ω, entonces, para todo punto del intervalo [a,b] existe un entorno 
donde la función f es uno a uno: 
 

[ ]( ) [ ] ( ) unoaunofEbaregparreprfba oo /,,..)(,, ϕϕϕ ∃∈∀⇒  
 
Demostración: 
 

[ ] ( ) 0)(')0,0,0()('),('),(')('0)(',, 1321 ≠⇒≠=∧≠∈∀ ooooooo xxxxffba ϕϕϕϕϕϕϕ , y por 

la continuidad de la derivada: ( ) ( ) 0)(',/ 1 ≠∈∀∃ ϕϕϕϕ xEE oo  
 
Por lo tanto, si existieran ( ) ( ) ( ) )()(/, 21112121 ϕϕϕϕϕϕϕ xxffE o =⇒=∈ , y en este 
caso, al tratarse de una función continua y derivable, podría aplicársele el teorema de 
Rolle:  ( ) 0)('/, 121 =∈∃ ϕϕϕϕ x , lo cual sería obviamente contradictorio. 
 
Luego, f ha de ser inyectiva, uno a uno. 
 
 
Definición 3: Una aplicación sobreyectiva [ ] [ ]dcbah ,,: →  se dice que es un cambio de 
parámetro admisible si se verifican las dos condiciones siguientes: 
 

a) )(ϕh  es de clase C1 en [a,b]. 
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b) [ ]ba
d
dh ,,0)(

∈∀≠ ϕ
ϕ
ϕ

 

 
Teorema 2: Si [ ] [ ]dcbah ,,: →  es un cambio de parámetro admisible se verifica que: 
 

a) h(ϕ) es uno a uno.  

b) La función inversa [ ] [ ]badch ,,:1 →−  es también un cambio de parámetro 
admisible. 

 
Demostración: 
 

a) Puesto que h’(ϕ) es continua y h’(ϕ) es no nula, será h’(ϕ)>0 o bien h’(ϕ)<0, 
por lo que la función h(ϕ) es creciente o decreciente, es decir, monótona 
estrictamente, lo que indica que es uno a uno. 

b) La derivada de la función inversa de h(ϕ) es ϕ
ϕ

ddhdh
d 1=  y siendo 0≠

ϕd
dh

 

será 1)( Ch ∈ϕ , y 0≠
dh
dϕ

 

 
Definición 4: En el conjunto de todas las representaciones paramétricas regulares 
podemos definir una relación de equivalencia por la condición de que para dos pares 
[ ]( ))(,, ϕfba , [ ]( ))(,, ϕgdc , exista un cambio de parámetro admisible h que cumpla: 

 
[ ] [ ]dcbah ,,: →  y bafhg ≤≤= ϕϕϕ ),())((  

 
Las clases de equivalencia, formada por los pares de representaciones paramétricas 
regulares relacionados de esta forma, es decir, relacionados mediante un cambio de 
parámetro admisible, se denominan arcos de curva regular. 
 

 
- Arco de curva alabeada regular:  
 

[ ]( ) [ ]( ) [ ]( ){ },...)(,,,...,)(,,,)(,, 222111 ϕϕϕ kkk fbafbafba=Ω  

 
           siendo [ ] [ ]iiiiii bafbaCf ,,0)(',,1 ∈∀≠∧∈∀∈ ϕϕϕ  

 
           existiendo un cambio de parámetro hs : 
 

[ ] [ ] skiaabah ssiis ∀=→ ,...,,...1,,,:  y iiiss bafhf ≤≤= ϕϕϕ ),())((  

 

               cumpliendo las condiciones de admisibilidad: ,0)('1 ≠∧∈ ϕss hCh  

 
- Representaciones paramétricas de un arco de curva alabeada regular:  
 

[ ]( ) [ ] [ ]iiiiiiiii bafbaCfkifba ,,0)(',,,...,,...,2,1,)(,, 1 ∈∀≠∧∈∀∈= ϕϕϕϕ  
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Dos representaciones regulares, [ ] ( )( )ϕfba ,,  y [ ] ( )( )hgdc ,, , se dice que tienen la 

misma orientación si el cambio de parámetro [ ] [ ]dcbah ,,: →  es una función 
estrictamente creciente, y se dice que tienen distinta orientación si es función 
estrictamente decreciente. 
 
 

3. El parámetro longitud de arco: 
 
Una curva paramétrica [ ] ( )( )ϕfba ,,  se dice que es rectificable si para cada partición del 

intervalo { }baP n === ϕϕϕ ,...,, 10  existe un número real positivo M tal que la longitud 

de la poligonal sobre el intervalo definida por la partición P es menor que M: 
 

MffPL
n

k
kk <−= ∑

=
−

1
1 )()()( ϕϕ  

 
En una curva rectificable, se denomina longitud del arco sobre [a,b] al supremo del 
conjunto infinito de las poligonales sobre [a,b] para cualesquiera particiones: 
 

[ ]{ }baPPLbal f ,/)(sup),( Ρ∈=  

 
en los arcos de curvas regulares es inmediato probar que son rectificables y que la 
longitud del arco viene dada por la integral 
 

dx
dx
dfbal

b

a
f .),( ∫=  

 
 
Teorema 3: Si es [ ] ( )( )ϕfba ,,  una representación paramétrica de un arco de curva 

regular y es [ ]ba,0 ∈ϕ , entonces la función ϕ
ϕ

ϕα
ϕ

ϕ

d
d
df .)(

0

∫=  verifica que: 

     a)   




<−
≥

=
00

00

),,(
),,(

)(
ϕϕϕϕ
ϕϕϕϕ

ϕα
sil
sil

f

f
 

     b) )()(),( abbal f αα −=  

 
c) La aplicación [ ] [ ])(),(,: baba ααα →  es un cambio de parámetro admisible. 
 

 
Demostración: 
 
a) y b) resultan inmediatamente de las propiedades de la integral Riemann. En cuanto 

a c) se deduce en particular que es α sobreyectiva y que siendo ϕd
df  continua, será: 
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0. ≠=⇒=
ϕϕ

αϕ
ϕ

α
d
df

d
dd

d
dfd  

luego, es un cambio de parámetro admisible. 
 
Teorema 4: La representación paramétrica regular [ ] ( )( )ααα gba ,)(),(  no es única. 
 
En efecto: 
 

1) El punto ϕ0 utilizado en la definición de α puede ser un punto cualquiera 
del intervalo [ ]ba, . 

2) El arco de curva regular admite, obviamente otras representaciones 
distintas de [ ] ( )( )ϕfba ,, . 

 
  
Definición 5: Si consideramos la representación paramétrica regular [ ] ( )( )ϕfba ,,  de un 
arco de curva regular, Γ, y el cambio de parámetro admisible definido por la longitud 
de arco, α, se tiene: 
 

[ ] [ ])(),(,: baba ααα →  
 
la representación [ ]( ))(,)(),( ααα wba donde )(),()( ϕααϕα == fw , se llama 
representación natural del arco de curva regular Γ. 
 
 
 
Teorema 5: Si es [ ] ( )( )ααα wba ,)(),(  una representación paramétrica natural de un 
arco de curva regular Ω, se cumple: 
 

1º) 1=
αd
dw

 

 
2º) ),( 2112 αααα wl=−  

 
3º) Si [ ] ( )( )βββ uba ,)(),(  es otra representación natural del arco de curva regular Ω, 

entonces se tiene la relación k+±= βα , siendo k una constante. 
 
4º) Si m(ϕ) una representación regular cualquiera de Ω, de la misma orientación que 

( )αw , entonces se verifica que  
ϕϕ

α
d
dm

d
d

= . Si fuera de contraria orientación se tendría 

que 
ϕϕ

α
d
dm

d
d

−= . 

 
Demostración: 
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1º) Se tiene que es 
ϕϕ

αϕ
ϕ

ϕα
ϕ

ϕ d
dw

d
dd

d
dw

=⇒= ∫
2

1

.)( , por lo cual es: 

1. ===

ϕ
α

ϕ
α
ϕ

ϕα
d
d

d
dw

d
d

d
dw

d
dw

 

2º) De la expresión de la longitud del arco: 
 

1221 .1.),(
2

1

2

1

αααα
α

αα
ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

−=== ∫∫ dd
d
dwlw  

 
122112 ),( αααααα −=⇒≥ wlsi  

122112 ),( αααααα −=⇒< wlsi  
 
3º) Se tiene, del apartado 1º) anterior: 
 

k
d
d

d
d

d
dw

d
d

d
dw

d
d

+±=⇒±=⇒










±=

±=
βα

ϕ
β

ϕ
α

ϕϕ
β

ϕϕ
α

 

4º) Si m(ϕ) tiene la misma orientación que w(α) existe un [ ] [ ] 1/,,: −∈→ Chdcbah y 

además con h’>0 en [a,b]. Es decir, f es creciente en [a,b] 0>=⇒
ϕϕ

α
d
dh

d
d

 

ϕϕ
α

ϕ
α

ϕ
α

αϕ d
dm

d
d

d
d

d
d

d
dm

d
dm

=⇒>== 0.1.  

 

    caso de tener distinta orientación será 0<=
ϕϕ

α
d
dh

d
d

, por lo cual 
ϕϕ

α
d
dm

d
d

−=  

 
 

4. Vector tangente: 
 
Del teorema anterior podemos deducir las consecuencias inmediatas siguientes: 
 

a) El vector derivada de f(α) con respecto a α, donde es α el parámetro 
longitud de arco, es unitario: 

 

1)(
==

α
α
d
dft  

El vector unitario 
α
α
d
dft )(

=  se denomina vector tangente a la curva. 
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b) Para otra representación paramétrica natural del mismo arco de curva 
dada por [ ]( ))(,, βfdc se tiene que  

 

( ) tt
d
d

d
df

d
dft ±=±=== 1..

β
α

αββ  

 
c) Si es [ ]( ))(,, ϕfdc  una representación paramétrica regular cualquiera del 

mismo arco de curva, se tiene: 
 

ϕ
α

ϕ
αϕ

α
αϕ

d
d

d
df

d
dft

d
d

d
df

d
df

==⇒= .  

 
d) La recta tangente a la curva m(ϕ) en el punto ϕ0 será: 

 
tmm .)()( 0 λϕϕ +=  

 
e) El plano normal a la curva m(ϕ) en el punto ϕ0 es: 

 
( ) 0.)()( 0 =− tmm ϕϕ  

 
 
 
 
 
 

5. Vector normal. Curvatura. Plano osculador: 
 
Definición 6: Se define el vector curvatura de un arco de curva en un punto como la 
segunda derivada con respecto al parámetro longitud de arco. Esto es: 
 
Dada una representación paramétrica [ ]( ))(,, ϕfba del arco de curva regular Ω, se tiene 
que si es α(ϕ) el parámetro longitud de arco, y es f suficientemente derivable con 
continuidad, se tiene: 
 

Vector tangente:   '.' ϕ
α
ϕ

ϕα
f

d
d

d
df

d
dfft &====  

 

Vector curvatura: '" 2

2

t
d
dt

d
df

d
d

d
fdfk ==






===

αααα
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Teorema 6: El vector curvatura, k, de un arco de curva regular Ω cualquiera, es 
independiente de la representación paramétrica natural elegida. Además, k es paralelo 
al plano normal a la curva en cada punto de la misma. 
 
Demostración: 
 
Sean dos representaciones paramétricas naturales del mismo arco de curva y 
consideremos el correspondiente vector tangente y de curvatura: 
 

[ ]( )

[ ]( ) 2
2

2

2
2

2222

2
1

2

1
1

1111

,,)(,,

,,)(,,

ββ
β

αα
α

d
fd

k
d
df

tfba

d
fdk

d
dftfba

==

==
 

 

siendo ( ) 112 1.. tt
d
d

d
df

d
dft ±=±===

β
α

αβ
, o, si llamamos 

β
αψ
d
d

=  escribimos: 

 

22
2

2
221

2
1

2

1 ... kkk
d
d

d
dt

d
dt

d
dt

d
fdk ======= ψψψ

α
β

β
ψ

α
ψ

αα
 

 
Veamos ahora la dirección del vector de curvatura, llamando t al vector tangente y k al 
vector de curvatura, tendremos: 
 

.)(0.0..20..20).(1. perpendktktkt
d
dtt

d
ttdtt ↵⇒=⇒=⇒=⇒=⇒=

αα
 

 
 

 
 

Definición 7: Se llama curvatura del arco de curva Ω en el punto )( 0αf  al módulo del 

vector de curvatura en dicho punto. El inverso de la curvatura se llama radio de 
curvatura del arco de curva en dicho punto: 

Curvatura: )( 00 αkk = , Radio de curvatura. 
0

0
1
k

R =  

Se llama punto de inflexión del arco de curva a cualquier punto en el que la curvatura 
sea nula (esto puede ocurrir pues la derivada segunda del vector f(α) podría ser nula, 
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aunque nunca la primera derivada, por el carácter regular del arco de curva). En un 
punto de inflexión, por tanto, el radio de curvatura es infinito. 
 
Se llama vector normal al arco de curva a un vector unitario n tal que verifique: 
 

)(.)( 0 αα nkk =  

O sea: 
 

                               )(.)(
0 αα nk

dt
dt

=                       [5_1] 

 
Teorema 7: Si es [ ] ( )( )ααα fba ,)(),(  una representación paramétrica de un arco de 
curva regular Ω, se verifica: 

1) 
α
θ

α
θ

α
d
dk =

∆
∆

→∆
=

0
lim ,    siendo ( ))(),( αααθ ∆+=∆ ttangulo  

 

2) "".2 ffk =     ( ," 2

2

αd
fdf = α: parámetro longitud de arco) 

 

3) 
( )
( )3

2
2

. ff
ffk
&&

&&& ∧
=    ( ,2

2

ϕd
fdf =&& ϕ: otro parámetro) 

 
Demostración: 
 

1) De ser )(
2

.2)()( θφθθααα ∆+∆=





 ∆=−∆+=∆ senttt  

                        )inf:)(( θθφ ∆∆ deinitesimo  
                         

 

Se tiene: 

=
∆

∆+∆

→∆
=

∆
∆

→∆
==

α
θφθ

α
α

α
α

)(

0
lim

0
lim t

d
dtk  

 

α
θ

α
θ

α
d
d

=
∆
∆

∆
= lim  

 

2) "".)().()( 22 ffkkkk === ααα  
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3) Si llamamos 
α
ϕϕ

ϕα d
d

d
dff

d
dff === ',,' & , se tiene que ,'.' ϕff &=  y, por el teorema 

5_4º) es 
f
ff

fd
df

&

&

&
& =→=→= '1'ϕ

ϕ
α

.   Veamos las derivadas: 

 

( ) ( ) ( ) '..',..')''(",1' 4

'

2
11 ϕ

α
ϕ

ϕ
ϕϕϕ f

d
d

d
fdf

f
fffff

f
&&

&
&

&

&&&
&&&

&
==−=



==== −−

 

 

( ) ( ) ( ) ( ) [ ] =−=−=+=== − )..()..(.).(".''.''.''" 2
42 ffffffff
f
fff

f
ffffff &&&&&&&&&&

&

&&&&

&

&&
&&& ϕϕϕ  

 

( ) ( )[ ]fffff &&&&&& ∧∧= − .. 2
 

 

por tanto:          
( )

( )
( )( )

( )
( )
( )3

2

4

22

2
2

..
..

.
"".

ff
ff

ff
ffff

ff
fffffk

&&

&&&

&&

&&&&&

&&

&&&& ∧
=

∧
=







 ∧∧
==        [5_1] 

y, por consiguiente 3f

ff
k

&

&&& ∧
=  

 
 
 
Definición 7:  Dados tres puntos de un arco de curva alabeada regular, A, B y C, se 
llama plano osculador al arco de curva en el punto A al plano que definen los tres 
puntos cuando B y C se aproximan infinitamente al punto A, esto es, el limite del plano 
que pasa por los tres puntos cuando B, C  A. 
 
 
Definición 8:  Dados tres puntos de un arco de curva alabeada regular, A, B y C, se 
llama círculo osculador al arco de curva en el punto A al círculo que definen los tres 
puntos cuando B y C se aproximan infinitamente al punto A, esto es, el limite del 
círculo que define la circunferencia que pasa por los tres puntos cuando B, C  A. 
 
 
Teorema 8: El plano osculador queda definido por los vectores tangente y de 
curvatura, no estando determinado en aquellos puntos de curvatura nula. 
 
Demostración: 
 
Sea w un vector perpendicular al plano osculador y P un punto fijo de dicho plano con 
vector de posición g. Se verifica, entonces, para el plano osculador en el punto A de 
vector de posición f(α0): 
 

0).)(( 0 =− wgf α  

o bien, podemos escribir 
rwgwf == .).( 0α  
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si consideramos la función rwfxv −= ).()( 0α , verifica obviamente que para todo punto 

M del plano osculador es 0).()( 0 =−= rwfMv α , por lo cual, si consideramos los 

puntos A, B y C de la curva (de valores respectivos del parámetro longitud de arco α0, 
α1 y α2) se tendrá: 
 
 

0).()(:
0).()(:
0).()(:

22

11

00

=−=
=−=
=−=

pwfvC
pwfvB
pwfvA

αα
αα
αα

 

 

 
 
Aplicando el Teorema de Rolle a las igualdades anteriores se tiene que 
 

0)("/
0)('/
0)('/

32313

22112

11101

=∧<<∈∃
=∧<<∈∃
=∧<<∈∃

xvxxxRx
xvxRx
xvxRx

αα
αα

 

 
como, por definición de plano osculador, B,C A, también α1,α2 α0 y, asimismo 
también  h1, h2, h3 α0. Es decir, en el límite se tiene que 
 

0).(")("
0).(')('

00

00

==
==

wfv
wfv

αα
αα

 

 
de lo cual se deduce que el vector w es perpendicular tanto al vector f’(α0) como al 
vector f”(α0) , es decir es perpendicular en el punto A(α0) a los vectores tangente t y 
de curvatura k. En definitiva, pues, la ecuación vectorial del plano osculador es de la 
forma: 
 

)()(. 02010 αλαλ ktff ++=  
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Teorema 9: El círculo osculador en un punto f(α0) está contenido en el plano osculador 
y su radio es el radio de curvatura del arco de curva en dicho punto. 
 
Demostración: 
 
Si es g el vector de posición del centro del círculo osculador, la ecuación de la 

circunferencia se puede escribir  2))().()(( rgfgf =−− αα  en el punto f(α). 
 
Si consideramos la función 
 

( )( ) 2)(.)()( rgfgfv −−−= ααα  
 
Esta función se anula obviamente en los puntos A, B, C de valores respectivos α0, α1 y 
α2  para el parámetro longitud de arco. 
 

( )( )
( )( )
( )( ) 0)(.)()(

0)(.)()(
0)(.)()(

2
222

2
111

2
000

=−−−=
=−−−=
=−−−=

rgfgfv
rgfgfv
rgfgfv

ααα
ααα
ααα

 

 
Aplicando el Teorema de Rolle: 
 

( )
( )
( ) 0)(').(')(".)(0)("/

0)('.)(0)('/
0)('.)(0)('/

333332313

2222212

1111101

=+−⇒=∧<<∈∃
=−⇒=∧<<∈∃
=−⇒=∧<<∈∃

xfxfxfgxfxvxxxRx
xfgxfxvxRx
xfgxfxvxRx

αα
αα

 

 
Puesto que B,C A, también  α1, α2  --> α0, y asimismo x1, x2, x3 α0. En el limite, por 
tanto es: 
 

( )
( ) 0)(').(')(".)(

0)('.)(

3000

00

=+−
=−

xfffgf
fgf

ααα
αα

   [5_3] 

 
Como todo los puntos del círculo osculador están en el plano osculador también lo 
estará el centro de dicho círculo, luego es: 
 

             ktgf ..)( 210 λλα +=−             [5_4] 

o bien 
)(".)('.)( 02010 αλαλα ffgf +=−    

y de las ecuaciones [5_3]: 
 

2221

121

1
"".
''.''."".."'..").(

00"'..''..').(

kff
fffffffffgf

fffffgf

−=−=⇒−=+=−

=⇒=+=−

λλλ

λλλ
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por tanto, de la ecuación [5_4]: 
 

n
k

fnk
k

fkfg .1)(..1)(.)( 02020 +=+=−= ααλα  

 

El radio de círculo osculador es por tanto:  0
1 R
k

r ==   (radio de curvatura del arco de 

curva en el punto). 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

6. Vector binormal. Torsión. Plano rectificante: 
 
 
Definición 9: Se define el vector binormal  en un punto ϕ0  de un arco de curva regular 
como el producto vectorial de los vectores tangente y normal al arco de curva en dicho 
punto: 
 

)()()( 000 ϕϕϕ ntb ∧=  

 
Estos tres vectores constituyen un triedro formado por vectores unitarios 
perpendiculares que es variable en cada punto, esto es, es un triedro móvil o 
intrínseco, definiendo cada dos de ellos un plano: 
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Plano normal:       )(.)(.)()( 000 ϕµϕλϕϕ bnmm ++=  

Plano osculador:   )(.)(.)()( 000 ϕµϕλϕϕ ntmm ++=  

Plano rectificante: )(.)(.)()( 000 ϕµϕλϕϕ btmm ++=  

 
 

 
 
Teorema 10: 
 
Se verifican las siguientes situaciones: 
 

1) nT
d
db ).(α
α

−=                                            [6_1] 

2) 
α
φ

α
φ

α
α

d
dT =

∆
∆

→∆
=

0
lim)(  donde es ( ))(),( αααφ ∆+=∆ bbangulo  

3) 
( ) [ ]

2''
''','','

'''.'
'''"'.(

f
fff

ff
fffT =

∧
=  (parámetro longitud de arco α) 

4) 
( )
( )

[ ]
22

,,.(
ff
fff

ff
fffT

&&&

&&&&&&

&&&

&&&&&&

∧
=

∧
∧

=    (parámetro cualquiera ϕ) 

 
Demostración: 
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1) Veamos que el vector b’ es perpendicular tanto a b como a t, por lo que ha de tener 
la dirección del vector n, perpendicular a ambos. 

0'.0.0.'.0'.'.0)'.(
0.
0.

=⇒=∧=+⇒=+⇒=⇒




=
=

⇒∧= tbkbkbtbtbtbtb
nb
tb

ntb  

0'.0'..20)'.(1. =⇒=⇒=⇒= bbbbbbbb  
 
Por tanto, b’ es perpendicular tanto a t como a b, luego tiene la dirección perpendicular 
es decir la dirección de n. Existirá un factor de proporcionalidad, pues, entre b’ y n. Si 
llamamos –T a ese factor, podemos escribir 

nT
d
db ).(α
α

−=  

 

2) De ser     )(
2

.2)()( θφθθααα ∆+∆=





 ∆=−∆+=∆ senbbb  

                        )inf:)(( θθφ ∆∆ deinitesimo  
                        

 

Se tiene: 

)(.)()( αα
α
α nT
d
db

=  

=
∆

∆+∆

→∆
=

∆
∆

→∆
==

α
θφθ

α
α

α
α

)(

0
lim

0
lim b

d
dbT  

α
θ

α
θ

α
d
d

=
∆
∆

∆
= lim  

 
3) Se tiene: 

( )

( )''''''''''''''")''.()'.(

'..'.)'(.'

2

2

ff
k
ff

k
ff

k
f

k
ftntnntnnT

ntnTnTbnntnTbntb

∧=









∧+∧=∧+∧=∧=⇒

⇒∧=−=−=⇒∧=−=⇒∧=

 

por tanto: 
[ ]

22 ''
''','','

)"".(
)'''''.('

f
fff

ff
fffT =

∧
=  

3) Se tiene, para las primeras derivadas de la función f con respecto al parámetro 
longitud de arco las expresiones siguientes en función de las derivadas con respecto a 
otro parámetro ϕ: 
 

'.' ϕff &= ,      ".'." 2 ϕϕ fff &&& += ,    '''.'''...3'.''' 3 ϕϕϕϕ ffff &&&&&& ++=    
 
efectuando operaciones, y teniendo en cuenta que : 

( ) ( )[ ] ( )
( )3

32

.
.'''.'''...3'.''.'.'..)''''''.(
ff
ffffffffffff

&&

&&&&&&
&&&&&&&&&& ∧

=++∧+=∧ ϕϕϕϕϕϕφ  
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y que es, por [5_2]:   
( )
( )3

2

.
'''.'

ff
ffff
&&

&&& ∧
=  

se tiene, finalmente: 
( )
( )
( )
( )

( )
( )2

3

2

3 .

.

.
.

'''.'
)''''''.(

ff
fff

ff
ff
ff
fff

ff
fffT

&&&

&&&&&&

&&

&&&

&&

&&&&&&

∧

∧
=

∧

∧

=
∧

=  

 
 
 
 
Definición 10: Se llama torsión de una curva alabeada en un punto a la magnitud T(α) 
tal que  

nT
d
db ).(α
α

−=  

 
 
 
 
 
 
 
 

7. Las fórmulas de Frenet-Serret: 
 
Teorema 11: 
 
Dada una curva alabeada regular definida por la función f(α) se verifican en cada punto 
las las relaciones siguientes, llamando k0 a la curvatura y T a la torsión: 
 

1) nk
d
dt .0=
α

 

 

2) bTtk
d
dn ..0 +−=
α

 

 

3) nT
d
db .−=
α

 

 
Demostración: 
 
1) Es la expresión [5_1] de definición de la curvatura. 
 
2)  De ser ⇒⊥⇒=⇒= '0'.1. nnnnnn n’ está contenido en el plano rectificante, por lo 
cual puede expresarse en función de los vectores directores de dicho plano: 

 
    btn ..' 21 λλ +=              [7_1] 
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esto quiere decir que, multiplicando por t:   121 ....'. λλλ =+= tbtttn ; análogamente, si 

multiplicamos por b: 221 ...'. λλλ =+= bbbtbn . 
 

 
TTnTnbnbnbnbnbn
kknkntntntntntn
=⇒=−−=−=⇒=+⇒=
−=⇒−=−=−=⇒=+⇒=

2

0100

)..('.'.0'.'.0.
..'.'.0'.'.0.

λ
λ

 

 
 sustituyendo en [7_1]:    bTtkbtn ....' 021 +−=+= λλ , por tanto: 

 

bTtk
d
dn ..0 +−=
α

 

   
3) Es la expresión [6_1] para la torsión. 
 
 
 
 

 
FFFÓÓÓRRRMMMUUULLLAAASSS   DDDEEE   FFFRRREEENNNEEETTT---SSSEEERRRRRREEETTT   

 

































−
−=























−=

+−=

=

b
n
t

T
Tk

k

d
db
d
dn
d
dt

nT
d
db

bTtk
d
dn

tk
d
dt

.
00

0
00

.

..

.

0

0

0

0

α

α

α

α

α

α
 

 
 

       Curvatura:          ''0 fk =                          30
f

ff
k

&

&&& ∧
=  

 

        Torsión:           
[ ]

'''.'
''','','

ff
fffT =                   

[ ]
( )2

,,
ff
fffT
&&

&&&&&&

∧
=  
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